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Uvod

V populdrni knize Terryho Pratchetta Barva kouzel se pojistovaci agent Dvou-
kvitek béhem svého cestovani po Zeméplose setkava s magem Mrakoplasem a
vysvétluje mu princip pojisténi. Mrakoplas pojisténi chape jako hazardni hru, ve
které sazite na to, Ze vyhoiite, zatimco pojistovna doufd, Ze k pozaru nedojde.
Jako na hru se muzeme divat na mnoho rozliénych situaci v zivoté okolo nés.

Za otce modern{ teorie her lze povazovat mad arského matematika Johna von
Neumanna. Tento neobycejné nadany matematik, jenz pry jiz v osmi letech umeél
derivovat a integrovat, ve svych pracich uvazuje nejprve sam, pozdéji spolu s
ekonomem Oskarem Morgensternem, hru vice hracu. V této praci se budeme
zabyvat vyhradné hrami dvou hiacu, které pojmenujeme Alois a Barbora. Von
Neumann se ptd jakym zpusobem musi Alois hrat, aby byl jeho vysledek ve
hie co nejlepsi. Na prvni pohled jednoducha otazka. Problém ovSem nastava ve
chvili, kdy je Aloisuv vysledek ovlivnén i strategii pouzitou Barborou. Alois musi
vzit v uvahu, ze Barbora chce téz dopadnout co nejlépe a dle toho uzpusobovat
své strategie. Cilem teorie her je tedy analyzovat konfliktni situace od salénnich
her aZ po vélky, objasiiovat principy rozhodovéni jednotlivych hracu, at uz za
né bereme lidi, firmy, staty ¢i nemyslici geny, a hledat optimélni feseni téchto
situaci.

V této praci se ctenai seznami se zakladni filozofii teorie her, nauci se tesit
jednoduché hry a interpretovat jejich teseni. V textu je predpoklddana zdkladni
znalost matematické symboliky a stredoskolskych matematickych pojmu, jako

jsou funkce, rovnice s parametrem ¢i zéaklady teorie pravdépodobnosti.



Kapitola 1

Zakladni myslenky teorie her

Nejprve je tieba si ujasnit, co vlastné za hru budeme povazovat. Hra se v

pojeti teorie her sklada ze tii zdkladnich komponent, konkrétné

e hraci,

e jejich strategie,

e jejich vyplaty.
Hraci

V této préci se budeme zabyvat vyhradné hrami inteligentnich (raciondlnich)
rozhodovatelu. Jako inteligentniho rozhodovatele oznacujeme takového hrace, je-
hoz rozhodovani je védomé a ma cil urvat pro sebe co nejvyssi vyhru. Aby ji
dosahl, plné vyuziva vSech dostupnych informaci. Takovymi hraci mohou byt
napiiklad lidé, ale i ruzné objekty, které na prvni pohled prilis inteligentni nejsou,
avSak dokazou, a¢ nevédomeé, o vybéru strategie rozhodovat. Zebra si nikdy
nesedne s tuzkou a papirem, aby hledala nejlepsi strategii pri utoku lvu. Jeji
chovani je ale fizeno geny, které prosly dlouhou etapou evolu¢niho vyvoje. Za in-
teligentniho rozhodovatele muzeme v tomto ptipadé povazovat prirozeny vybeér,
ktery vybira ty geny, které raciondlni chovéani zebie ,naprogramuji“, prestoze
prirozeny vybér ani geny nemaji zadnou svobodnou vuli.

V praxi se dale muzeme setkat jesté s neinteligentnimi (neraciondlnimi) a

p-inteligentnimi hraci. Rozhodovateli neinteligentnimu je lhostejno, jak ve hie
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dopadne. Své strategie hraje neptedvidatelné, proto jim fikame stavy. Typickym
neinteligentnim hracem je priroda. Pokud chceme usporadat venkovni akci, je
prirodé jedno, zda bude ,hrat“ strategii Slune¢no nebo Lit jak z konve. Hry inteli-
gentniho hrace proti neinteligentnimu proto souhrné nazyvame hry proti prirodeé.
Témito hrami se zde zabyvat nebudeme. Ctenaf se o nich muze dozveédét vice
napiiklad v [10]. U p-inteligentniho rozhodovatele predpoklddame, ze se bude
s pravdépodobnosti p chovat inteligentné a s pravdépodobnosti 1 — p neinteli-
gentné. Casto se s takovym jedndnim setkdvame v ruznych spolecenskych hréch.
Hrajeme-li Sachy, neptedpokladame, ze je nas protivnik bezchybny sachovy vel-
mistr. Soucasné téz vime, ze své tahy neprovadi ¢isté nahodné. Problematiku

téchto her lze nalézt napiiklad v [6].

Strategie

V teorii her budeme uvazovat vyhradné takové hry, ve kterych je konecny
vysledek jednoznacné urcen strategiemi, které hraci zahraji. Hrajeme-li Sipky
a mame uzaviit 120, klasickd ,strategie® je hazet triple 20, 20, double 20. Je-
nomze zalezi i na tom, zda se do danych hodnot vubec trefime. Vysledek je tedy
¢astecné zavisly i na nahodé. Proto Sipky za hru v nasem pojeti nepovazujeme.
Jednoduse teceno: Hra dle teorie her probihé tak, ze kazdy hrac¢ zvoli jednu stra-
tegii a nasledné je jednoznacné urcen vysledek hry. Prostym piikladem je hra
Kéamen-nuzky-papir. Alois zahraje kdmen, Barbora papir, vysledkem je vitézstvi
Barbory...

Pokud bude hra hrana na tahy, budeme téz pouzivat pojem akce. Akce po-
pisuje prubéh jednoho tahu, strategie prubéh celé hry. Muzeme tedy tvrdit, ze

strategie je u téchto her slozena z akei (Gili strategie je schéma akci).

Vyplaty

Cela filozofie teorie her stoji na hracovych postojich a preferencich. Z definice
inteligentniho rozhodovatele je jasné, ze aby se hra¢ mohl mezi strategiemi roz-

hodnout, musi byt schopen porovnat jednotlivé vyhry ve hie a urcit, ktera je pro



néj nejlepsi. K tomu ma matematika vynikajici ndstroj jménem cisla. Budeme se
proto snazit prevést vSechna mozna vyusténi her na néjakou c¢iselnou hodnotu
(napf. penize, body,...).

Jak matematicky prifadit vysledkum hry néjakou hodnotu? Jiz samotné slovo
pritazeni by nam mohlo jemné napovédét, ze s tim bude mit co do ¢inéni pojem
funkce. Ukazme si jeji konkrétni podobu. Rekli jsme, ze vysledek hréce nezavisi
pouze na jeho strategii, nybrz i na strategiich hranych ostatnimi hraci. Proto
pocet proménnych nasi funkce musi byt roven poctu hracu. Je navic ziejmé, ze
jeden vysledek hry muze mit pro ruzné hrace ruzny vyznam. Kdyz ve hie Kamen-
nuzky-papir hraje Alois kdmen a Barbora papir, Alois tuto situaci interpretuje
jako prohru, zatimco Barbora jako vyhru. Nemuzeme tedy pouzit jednu funkci
pro vsechny hrace, ale kazdy hra¢ musi mit unikatni. Ve hrach dvou hracu tedy

zkoumame dvé funkce dvou proménnych. Obdrzime nésledujici definici.

Definice 1. Méjme mnozinu hracu @ = {A, B}. Nazvéme S mnozinu strategii
hrace A a T mnozinu strategii hrace B. Méjme realné funkce definované na
kartézském soucinu S x T'.

uy (s,t),
ug (s,t).

kde s € S, t € T. Funkci u; nazyvame wvyplatni funkce hrdace A, funkci us
vyplatni funkce hrdce B.

Demonstrujme ji na vyse zminéném prikladu a predpokladejme, ze se Alois s

Barborou vsadili o 5 korun. Obdrzime

uy (kdmen,papir) = —5,

ug(kdmen,papir) = 5.
Vyplaty hracu budeme vzdy zapisovat do uspordadané dvojice (=dvojice, kde
zélezi na poradi ¢lent)

(vyhra hrace A, vyhra hrace B),
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v tomto ptipadé tedy (=5, 5). Pokud by oba hrali kimen, dostaneme usporadanou

dvojici (0,0),... (vyzkousejte si ostatni piipady hry!)

Matematika pro dogmatiky

Piemyslivy étenai ted miiZe argumentovat: Funkce je pfece ¢iselné zobrazeni a ,kdmen*
rozhodné ¢islo neni! Tato tvaha zasluhuje pochvalu za v&imavost, protoze je pravdiva. Presto
pozdéji, az zavedeme smiSené strategie, uvidime, ze uziti pojmu funkce je v tomto pripadé ko-

rektni.

Ne vzdy je mozné vyusténim hry exaktné priradit ¢isla. Predstavme si, ze se
manzelé Alois a Barbora rozhoduji, kam pojedou na dovolenou. Alois by radéji
do hor, Barbora k mori. Situaci jsme schopni prevést na hru, kdy Alois i Barbora
maji dveé strategie, a to ,stét si za svym® a ,prizpusobit se druhému® (hra tohoto
typu se nazyva Souboj pohlavi a blize se ji budeme zabyvat v sekci 3.3). Nejsme
sice schopni jejich touhy ocenit, ale muzeme srovnat jejich preference. Oba by

radéji stravili dovolenou spoleéné, nez aby se nedohodli. Proto pro Aloise plati
nedohodnout se < jet k mofti < jet do hor

a pro Barboru

nedohodnout se < jet do hor < jet k mofi.

Jsou-li tito manzelé matematici, stanovi na tomto zakladé néjakou vyplatni funkci
podle toho, jak moc preferuji svou variantu dovolené oproti partnerové, ¢imz
vytvori ¢iselné ohodnoceni situaci. Co nejpfesnéjsim c¢iselnym ohodnocenim po-
dobnych tézko ohodnotitelnych faktoru se zabyva teorie uZitku. Uvod k nf muze

¢tenaf nalézt napiiklad v [10].
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Kapitola 2

Stromy hry

V bézném zivoté se velmi casto setkdvame s hrami hranymi na tahy. Kazdy
zné ddmu, Sachy ¢i piskvorky. Necht Alois s Barborou hraji nésledujici hru, ve

které se vsadili o 1 korunu.

Hra 1 (Nim se ¢tyimi sirkami). Méjme hromadku ¢ty sirek. Hraci se stiidaji
v jejich odebirani. Kazdy hra¢ muze odebrat jednu nebo dvé sirky. Hrac, ktery

odebere posledni sirku, prohrava.

Zacina-li Alois, muzeme jeho moznosti zaznacit do grafu.

Alois

Barbora Barbora

Na tah se dostava Barbora, kterda muze mit dvé ruzné vychozi pozice podle
toho, co zahral Alois. Na obé Aloisovy akce méa dvé mozné odpovédi, a to odebrat
jednu nebo dvé sirky. Pokrac¢ujme tedy v naSem grafu. Muzeme vidét, ze pokud
Alois i Barbora odeberou 2 sirky, hra konci a vyhrava Alois, ktery obdrzi 1 korunu
a Barbora ji ztraci. Pokud budeme pokracovat dale, obdrzime nakonec tzv.strom

hry.

12



(17—1)

Vsimnéme si, ze kdykoliv byli hraci v této hie na tahu, védéli o vSem, co se ve
hie pred timto tahem udélo. Proto takové hry nazyvame jako hry v extenzivnim

(rozsireném) tvaru s iplnou informaci. Co tedy pro tento zépis hry potiebujeme?
e Kone¢nou mnozinu n hracu.
e Strom hry. Ten se sklada z

(1) vrcholu, které nejsou koncové. V grafech je budeme znacit plnym
koleckem. Kazdy takovy vrchol fiké, kdo je pravé na tahu. Jednotlivym
vrcholiim proto fikdme tahy. V nékteré literatuie se lze téz setkat z
nazvem historie, coz odkazuje na skutecnost, ze ke kazdému vrcholu
se da dostat pravé jednou cestou od zacatku hry, pricemz je tato cesta

jednoznacné urcena posloupnosti akci provedenych v minulosti.

(2) hran. Ty nazyvame jako akce hry. Ke kazdému rozhodovacimu vrcholu

jsou pritazeny prislusné akce, které nas navedou k dalsimu vrcholu. V
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této praci budeme uvazovat pouze hry, kdy maji hraci koneéné mnoho

akci.
(3) koncovych vrcholu. Ty ndm, urcuji vyplaty hry. V grafech je budeme
znacit prazdnym koleckem. Jednotlivé koncové vrcholy nazyvame konce

hry.

Matematika pro dogmatiky

Grafové znaceni her je pomérné intuitivni. Pro vétsi mnozstvi akei je jiz grafické zpracovani

obtizné, ba témeér nemozné. Zkuste vytvorit napf. strom hry pro Sachy. V prvnim tahu muze

bily hrac hrat celkem 20 akef (16 s péscem, 4 s jezdcem). Cerny hra¢ mize odpovédét stejnymi

dvaceti akcemi. V druhém tahu bilého uz muze nastat 400 riznych situaci. Matematicka definice

vvvvv

predchozich dvah do korektni definice jiz vyzaduje znacnou ddvku matematického nadhledu.

Definice 2. Méjme

kone¢nou mnozinu n hracu @,
mnozinu akei A,

mnozinu rozhodovacich vrcholu H,
mnozinu koncii hry Z, kde Z N H = {),
akenf funkei y : H — 24,

hréacskou funkci p: H — Q,

funkci néstupce 0 : H x A - HU Z,

vyplatni funkce w1, ..., u,, kde u; : Z — R je vyplatni funkci hrace i.

Uspordadanou mnozinu

{Q’A>H> ZaX7paO—7u1> ,’U,n}

nazyvame hra v extenzivnim nebo téz v rozsireném tvaru s uplnou informact.

Vyznam jednotlivych mnozin je zfejmy. Popisme si vyznam funkci.

Akéni funkce y pritazuje rozhodovacim vrcholim mnozinu moznych akci, které muze

dany hra¢ zahrat v prislusném bodé hry.

Hrécska funkce p ptifazuje rozhodovaci vrcholy jednotlivym hra¢tm, neboli #ika, kdo je

na v dané situaci na tahu.
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e Funkce nastupce o 1ikd, odkud kam se dostaneme z daného rozhodovacitho vrcholu
zahranim nékteré akce (proto H x A). Muzeme se dostat bud’ do dalsiho rozhodovaciho

vrcholu nebo na konec hry, tzn. do mnoziny H U Z.
e vyplatni funkce pfifazuji konctum hry éiselnou hodnotu (vyplaty jednotlivych hraca).
Hrécu je n, proto i vyplatnich funkei musi byt n.

Vzijme se nyni do role Aloise. Ten stoji pred volbou, kolik sirek ma na zacatku
hry odebrat. Soucasné vi, ze Barborina nasledna volba muze vysledek hry ovlivnit,
a tak musi uvazovat i to, jak bude uvazovat ona ve svém tahu. I po Barbofiné
tahu se muze dostat k volbé Alois a opét by jeho nédsledné rozhodnuti mohlo hru
zvratit... Obecné bychom pfi kazdé hie s koneénym poctem akei touto ivahou
dokréceli az k poslednimu tahu, kde se hra¢ muze srovnanim svych vyplat za
jednotlivé konce hry konecné rozhodnout, co je pro néj nejlepsi. Z toho duvodu
se na tyto hry divame od konce. V nasem Nimu je posledni mozny tah druhy
tah Barbory. Pokud se hra k tomuto tahu dostane, nezbyva Barbote nic jiného
nez odebrat jednu sirku a prohrat (i v dalsim textu si uvédomme, ze ve dvojicich
vyplat se vzdy Alois divd na prvni z nich a Barbora na druhou!). To znamena,

ze jejimu tahu Bg; lze priradit hodnota (1, —1) a hru lze zjednodusit.

(1,—-1) (—-1,1)(—=1,1) (—1,1)

Dostali jsme novou hru, kde poslednim moznym tahem je druhy tah Aloise,
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pricemz se Alois muze dostat do tii ruznych situaci. Muzeme vidét, ze v tahu Ag;
méa Alois na vybér mezi dvéma akcemi, pricemz jedna vede k jeho vyhte, druh4
k prohte. Alois je inteligentni, tudiz logicky zvoli moznost vyhry, proto muzeme
tah A, oznacit jako vyhru Aloise a tim padem mu prifadit vyplatu (1,—1). V
tazich Ass a Asz nema Alois na vybér, musi odebrat posledni sirku a prohrat.

Touto tvahou opét zredukujeme puvodni strom.

(1,-1) (—1,1) (—1,1) (1,-1)

Protoze Barbora chce téz vyhrat, vybere si v tomto novém stromu akce, které

jsou pro ni vyhodnéjsi.

(—=1,1) (—=1,1)

Alois se dostal do situace, kdy at udéld cokoliv, prohraje. Obdrzi-li hra¢ po
zahrani ruznych akci e, f stejnou vyplatu, ucené rikame, ze je indiferentni mezi
akcemi e a f. Prosté a jednoduse je mu jedno co zahraje, protoze v obou piipadech
dopadne stejné.

Matematicky feceno jsme ukazali, ze kazdému tahu i akci lze ptiradit hod-

notu vyplaty nékterého konce hry. Nejlepsi mozné akce v daném tahu pro daného
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hrace oznacujeme jako optimdlni akce. Vidime, ze optimalni akce generuji cesty od
zacatku k nékterym koncum hry. Ty budeme nazyvat optimdlni cesty a budeme
je povazovat za TeSeni hry v extenzivnim tvaru s tiplnou informaci. Vyplatu pro
Aloise (¢i Barboru) za konec hry, ke kterému spéje optimalni cesta oznacujeme
cena hry pro Aloise (¢i Barboru). Uvedeny zpusob feSeni nazyvame zpétnd in-
dukce (nebot postupujeme od konce hry k jejimu zacdtku). Abychom nemuseli

stale kreslit nové grafy, muzeme optimélni akce znacit do grafu barevne.

(17 _1)

V Nimu tak obdrzime dvé optimélni cesty, pficemz cena hry bude pro obé
tyto cesty —1 koruna pro Aloise a 1 koruna pro Barboru, neboli pfi racionalité
obou hracu dopadne Nim se ¢tyfmi sirkami vitézstvim Barbory. Dvé optimalni
cesty vSak mohou pro hrace generovat ruzné vyplaty. Napriklad optimalni cesty

néjaké hry se stromem
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(5,10) (3,7 8,-2)  (5,-1)

generuji pro Barboru v jednom piipadé cenu hry 10, ve druhém -1.
Je ziejmé, ze zpétnou indukci lze vyuzit pro kazdou hru v extenzivnim tvaru

s uplnou informaci. Proto plati nasledujici véta.

Véta 1. V kazdé hie v extenzivnim tvaru s iplnou informaci existuje alespon
jedna optiméalni cesta (neboli kazda hra v extenzivnim tvaru s iplnou informaci
mé alespon jedno Feseni).

Uvédomme si, ze optimalni nemusi nutné znamenat nejlepsi! Méjme hru

All




Po nalezen{ optimdln{ cesty (proved'te!) vidime, Ze cena hry pro Aloise je 3 a
pro Barboru 2. Ovsem pokud by Alois zvolil akci a2, Barbora néasledné by3 a Alois
as1, dostali by oba hraci vyplatu vyssi nez cena hry! Tato situace vsak nemuze
nastat, protoze kdyby se Alois pokusil hrat a,o, Barbora odpovi by4 a Alois skonéi
huf nez pii optimalni cesté, tudiz Alois nikdy akci a5 nezvoli. Nékoho napada:
Co kdyz se Alois s Barborou pied hrou domluvi? Jenomze v ramci jedné hry Bar-
bora nema zadny rozumny duvod, pro¢ Aloise nezradit a nehrat b4, protoze ji
Alois nemuze nijak potrestat. Racionalni v teorii her neznamena moralné spravné!
V teorii her vlastné predpokladame, ze racionalni rozhodovatelé jsou dokonale
sobecti. Tato nehezkd vlastnost hracu je totiz uzitecnd pro radu aplikaci v psy-
chologii ¢ evoluéni biologii, jak si ukédzeme v kapitoldach 4 a 5. Reseni pomoci
zpétné indukce ma tedy predpoklad, Ze je hra hrana pouze jednou. Pokud by
hra byla hrana vicekrat za sebou, hrac¢i si mohou pamatovat, jak se jejich soupet
choval v minulosti a podle toho se uzpusobit. V ramci opakovanych her uz ke ko-
operaci muze i pres sobeckost obou hracu dochézet. S touto skutec¢nosti se blize

seznamime v kapitole 4.

Zajimavost

Ac¢ je zpétna indukce proveditelnd pro kazdou hru v extenzivnim tvaru s iplnou informaci,
neni jedinou v praxi uzivanou metodou feseni hry. P#i slozitéjsich hrach jako jsou naptiklad
sachy ji totiz nelze vyuzit. Problémem je vysoké paméfova ndroénost hry. Pro Sachy jisté op-
timalni cesta existuje, ovéem ani dnesni pocitace ji zatim nedokazi najit. I kdyby ji ovéem nasli,
bude pro ¢lovéka prakticky nezapamatovatelnd, nebof vyzaduje znalost celého stromu hry. Je
znamo, ze jiz roku 1997 sachovy pocita¢ Deep Blue porazil velmistra Garriho Kasparova. Tento
pocita¢ dokazal analyzovat 200 milionu postaveni za sekundu, coz znamend, ze vSechna moznd
postaveni by prosel cca za 1,6 - 1027 let, coz je vice nez 10'° krat stai{ vesmiru. Proto sachové
aplikace vétsinou pracuji na principu ohodnoceni nékolika nésledujicich moznych taht pomoci
standartniho bodovan{ figur (pfi vyhozen{ vasi figury si jeji body pficitd, pokud figuru vyhodite
ji, odecitd), pfiemz Sachmat mé néjaké velmi vysoké hodnoceni, aby byl pro poéita¢ dulezitéjsi

nez vSe ostatni ve hie. Ve své podstaté fesi podhru, kde za za¢atek hry povazuje tah, ktery praveé
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probiha a konce této podhry jsou napf. za ¢tyii tahy. Aplikace predpoklada, ze jste inteligentni
rozhodovatel a po vyhodnoceni vybere akci, kterd sméfuje po optimalni cesté. Takto analy-
zuje kazdy tah. Cim vyssi obtiznost nastavite, tim vice taht dopfedu aplikace projde. Vasim
tkolem je tedy vidét dal nez ona. Ty nejlepsi aplikace maji navic implementovany nékteré
znamé Sachové strategie vyuzitelné pii vhodné konstelaci figur. Kromé pravé popsaného algo-
ritmu existuje i spousta dalsich. Zakladni princip je ale vzdy stejny: pfifadit néjakou ¢iselnou
hodnotu vsem tahum a akcim. Je tfeba si uvédomit, Ze tyto metody vétSinou nepovazujeme
za Tedeni hry, nebot hra pii jejich uziti nemusi postupovat po optimdlni cesté, coz lze vidét
pravé na piikladu Sachtu, kdy jednu hru muzete vyhrat vy, druhou souper, tfeti muze skoncit
patem. A¢ nezndme feSeni Sachu, matematik Zermelo dokézal, ze pii racionalnim rozhodovani
obou hra¢u nemuze hra skonc¢it patem, neboli jeden hra¢ méa vitéznou strategii. Hra je tedy pro

jednoho z nich nefér (pravdépodobné je to ¢erny).

Oproti normalnimu tvaru hry, se kterym se seznamime v dalsi kapitole, maji
hry v extenzivnim tvaru s uplnou informaci tu vyhodu, ze muzeme jednoduse

fesit i hry vice hracu.

Hra 2 (Hlasovéni o platech). Politici Alois, Barbora a Cecil hlasuji o zvyseni
svych platu o ¢astku a. Pokud vsak budou hlasovat pro zvysSeni, ztrati ¢ast volicu.
Pomoci néjaké funkce tuto ztratu ohodnotili ¢astkou b, ptricemz a > b. Politici
hlasuji postupné za sebou v poradi Alois, Barbora, Cecil. Kdo z nich z hlasovani

vyjde nejlépe?

Hra méa zfejmé tplnou informaci, kde hrac, ktery je na tahu ma na vybér ze
dvou akci: ANO a NE. Muzeme ji zapsat do grafu a tesit pomoci zpétné indukce

(uvédomme si, na kterou vyplatu se ktery hra¢ v usporddané trojici dival).
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Hra ma jednu optimalni cestu a cena hry je a pro Aloise a a —b pro Barboru a
Cecila. Vysledek lze interpretovat tak, ze vzhledem k tomu, ze i kdyz Alois chce
zvyseni platu, vi, ze Barbora i Cecil chtéji totéz. Pokud bude hlasovat NE, stale
ho Barbora s Cecilem ptehlasuji, nebot a — b > 0 a Alois se tak vyhne nepiizni
volict, kterou schytaji jeho oponenti. Je tedy vyhodné hlasovat jako prvni.

Aby politici nemohli podobnych vychytavek vyuzivat, neni zvykem hlasovat
postupné. Politici hlasuji soucasné a nevi, jak hlasovali ostatni. Pfidanim této
nejistoty jsme obdrzime hru v extenzivnim tvaru s neuplnou informaci. Onu ne-

jistotu znac¢ime do grafu nasledovné
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Hréac¢ vi, ze se ve svém tahu nachazi nékde v zakrouzkované oblasti, ovsem
nevi presné na kterém vrcholu a proto se ani nemuze rozhodnout, jakou akci ma
zvolit. Kdyby se naptiklad Cecil nachéazel pti svém tahu na prvnim vrcholu zleva,
je pro néj vyhodnéjsi hlasovat NE, ovSem na druhém vrcholu zleva zase ANO.
Zpétnou indukci zde proto neni mozné pouzit. Pro feSeni téchto her uzivame tzv.

normdlniho tvaru hry, se kterym se seznamime v piisti kapitole.
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Cviceni
1. [Stonozka| Rozhodéi oznamuje Aloisovi a Barbofe pravidla hry.

Dam na stul 2 hromadky minci. Na jedné bude 64 mince, na druhé
32. Alois muze tict ,beru®, ¢cimz ziska vétsi hromadku a mensi si bere
Barbora. Nebo fekne ,pokracuji“, ja seberu polovinu minci z mensi
hromadky, pridam ji na vétsi a na tahu je Barbora, kterd ma stejné
moznosti jako predtim Alois. Hra stejnym zpusobem pokracuje az do
chvile, kdy se jeden z hracu rozhodne fict ,beru“. Pokud na mensi
hromédce 1 mince a hra¢, ktery je zrovna na tahu rekne ,pokracuji,

oba hrac¢i dostanou 60 minci.

Hraci se prede hrou nemuzou nijak domluvit. Jak pii raciondlnim rozhodovani
obou hracu hra dopadne? Jak dopadne, pokud rozhodéi zmeéni ¢astku 60 minci
na 1007

2. Jak pri racionalnim rozhodovani hra¢u dopadne Nim s péti sirkami?

3. Alois s Barborou hraji Nim s n sirkami. Alois zac¢ina. Pro jaka n hra do-

padne vitézstvim Aloise?

4. V nésledujici naleznéte optimalni cestu a cenu hry pro oba hrace.
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(0,-3) (4,2)

5. Pro jaka x,y € R je a1, b1y, as; jedinou optimalni cestou nasledujici hry?
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Kapitola 3

Hry v normalnim tvaru

V predchozi kapitole jsme zkoumali hry, ve kterych hraci hrali po sobé. Nyni

se podivejme blize na situaci, kdy hraji ve stejny okamzik. Mé&jme nésledujici hru.
Hra 3 (Dosazovaci hra). Alois a Barbora zapsali vyraz
st(t — s).

Alois muze za s dosadit cisla 1,3,5, Barbora za t 2,4,6. Oba voli své c¢islo
soucasné. Pokud po dosazeni dostanou kladnou hodnotu, musi Barbora Aloisovi
tuto hodnotu vyplatit. Pfi zdporném vysledku vyplaci Alois Barbote absolutni

hodnotu vysledku.

Hru lze zapsat graficky v extenzivnim tvaru s netiplnou informaci (vyzkousejte

si!) nebo v tzv. normdlnim tvaru.

Definice 3. Méjme mnozinu hracu @@ = {A, B}, mnozinu S strategii hrace
A, mnozinu T strategii hrace B a jejich vyplatni funkce uq,us. Usporddanou
mnozinu

{Q>S> Ta u17u2}

nazyvame hra dvou hrdcéu v normdlnim tvaru. Podle poc¢tu strategii casto téz
nazyvame hry v normalnim tvaru jako hry typu |S| x |T.

V nasi hie figuruji 2 hraci, Alois a Barbora. Mnozinou strategii Aloise je

S = {1,3,5}, mnozinou strategii Barbory T' = {2,4,6} (Dosazovaci hra je tedy
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hra typu 3 x 3). Vyplatni funkce lze téz lehce definovat.

ui(s,t) = st(t — s)

ug(s,t) = —uq(s,t) = st(s —t),

takze plati naptiklad

Obdobné lze urcit vyplaty za vSech situaci. Pro zpiehlednéni zapisujeme hry dvou

hracu do tabulky.

Barbora

2 4 6

1] (2,-2) | (12,-12) | (30,—30)

Alois 3| (=6,6) | (12,—12) | (54,—54)

5| (=30,30) | (—20,20) | (30,—30)

Nyni zbyva zodpovédét na otazku, co vlastné pokladame za teSeni hry. Alois
chce ve hie vzdy dosdhnout co nejvyssiho zisku. V nasi hie je pro Aloise nejlakavej-
§i ¢astkou 54 korun, proto by rad hral 3. To ale Barbora vi, této znalosti muze
vyuzit a hrat 2, coz je jeji nejlepsi odpovéd na Aloisovu strategic 3 a vyhrat 6
korun. Alois vi, ze Barbora vi, a proto muze misto 3 hrat pro néj nejvyhodnéjsi
1 a vyhraje tak 2 koruny. V takovém piipadé vidime, ze i kdyby se Barbora na

hlavu postavila, nemuze si zménou strategie nijak polepsit, ba naopak.

Definice 4. Méjme hru H = {Q, S, T, uy, us}. Jako nejlepsi odpovéd hrdce A na

strategii t oznacujeme strategii s* takovou, ze pro kazdé s € S plati
ul(S*at) Z Ul(s, t)
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Jako nejlepsi odpovéd hrdce B na strategii s oznacujeme strategii t* takovou, ze
pro kazdé t € T plati
UQ(Sa t*) > UQ(Sa t)

Je zfejmé, Ze na jednu strategii muze existovat vice nejlepsich odpovédi, ovsem
v8echny pro budou pro daného hréce z hlediska vyplaty rovnocenné (proc?).
Muzeme vytvorit myslenkovou mapu celé hry, tzv. diagram nejlepsich odpovéds,

kde sipky ukazuji, kam by ktery hrac¢ hru pomoci nejlepsich odpoveédi ,,smétoval .

Barbora

]. T N l
Alois 3 ¢ v

A}

A

Zajimava je situace, kdy Alois hraje 1 a Barbora 2. Vidime, ze k tomuto mistu

ve hie sméruji obé sipky. Tuto situaci popisuje nasledujici definice.

Definice 5. Méjme hru {Q, S, T, uy, us}. Jako Nashovu rovnovdhu oznacujeme
usporadanou dvojici strategii {s*,¢*}, kde s* € S, t* € T takovou, ze plati

ur(s™,t*) > uq (s, t%)
UQ(S*, t*) 2 U,Q(S*, t)
pro libovolné s € S, ¢t € T' (neboli s* je nejlepsi odpovedi hrice A na strategii t* a

soucasneé t* je nejlepsi odpovedi hrace B na strategii s*). Strategii s* oznac¢ujeme
jako rovnovdzZnou strategii hrdace A, t* jako rovnovdzZnou strategii hrdce B.

To znamend, ze pokud Alois zménfi strategii a Barbora bude hrat rovnovaznou
strategii, Alois si jediné pohorsi! To samé plati i pro Barboru. V diagramu nej-
lepsich odpovédi je Nashova rovnovaha misto, do kterého sméruji Sipky ze vSech

sméru. Nashovu rovnovahu muzeme oznacit za onen pomyslny Rim, do kterého
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vedou vSechny myslenkové cesty hracu. Jeji nalezeni proto bude zédkladem feseni
hry (v pristi sekci pfimo i fesenim, pozdéji si vSak ukazeme, ze nalézt Nashovu
rovnovahu nemusi vzdycky stacit. Nashova rovnovdaha nam totiz nefikd nic o

situaci, kdy se od své rovnovazné strategie odchyli oba dval).

Matematika pro dogmatiky

Oznaceni ,normalni tvar® m4 svuj vyznam. I strom hry lze totiz do tohoto tvaru pievést.
Jak to ucinime? Hréace i vyplaty za vSechna mozna vyusténi hry zndme. OvSem v exten-
zivnim tvaru jsme uzivali ,akce*, zatimco v normalnim ,strategie“. Tyto pojmy nejsou rozdilné
ndhodou. Strategie ur¢uje prubéh celé hry, akce pouze jednoho tahu. Naptiklad u damy je akci
presun figury z jedné pozice na druhou, strategii je schéma, které hraci fikd, kam ma za dané
situace figuru presunout. Na zacdatku hry hra¢ zhodnoti vSechny strategie, jednu vybere a po-
tom uz béhem hry neuvazuje co dél, ale pouze se ¥id{ tim, co mu ono schéma fika. Jedna ze

strategi{ Aloise v Nimu (hra 1) muze znit:

V 1. tahu odeberu jednu sirku. Ve 2. tahu pro mé mohou nastat 2 situace. Pokud

Barbora odebere jednu, odeberu dvé. Pokud odebere dvé, musim odebrat jednu.

Uvazovanou Aloisovu strategii 1ze zapsat napiiklad timto zptusobem:
[(1)(2,1)].

Prvni tah je zapsan v prvni zdvorce, druhy ve druhé. Druhd zavorka obsahuje 2 é&isla, nebot
Alois se muze dostat do dvou situaci. Obdobné muzeme vypsat vsechny Aloisovy i Barbotiny

strategie (ovérte!):

S =AM DLIME D)MW}
T = A{[, D] [, 2)W)] (2, D], [(2,2)])

7 extenzivniho tvaru s uplnou informaci jsme obdrzeli tvar normélni, hru typu 3 x 4.

Barbora
(LHm] (120 [(21)] [(2,2)]
(Man| 1,-1) (1,-1) (=11) (=11)
Alols [m)2,1)] | (-1,1) (=1,1) (-=1,1) (=1,1)

@M | (=11 (1,-1) (=L1) (1,-1)




3.1 Hry s nulovym souc¢tem a jejich resSeni

V bézném zivoté se casto setkdvame s hrami dvou hracu, kteri vlozi do hry
néjakou sazku stejné vyse a vysledkem je zisk jednoho hrace, zatimco druhy trati.
Nejedna se pouze o hazardni hry. Obdobnym zpusobem muzeme popsat naptiklad
valecné konflikty, kdy uchvatitel dobyje urcité tizemi, zatimco napadeny o totéz

uzemi prijde.

Definice 6. Méjme hru dvou hrécu v normélnim tvaru H = {Q, S, T, uq, us}.
Hru H nazyvame jako hra s nulovym souctem, jestlize pro kazdé s € S, t € T
plati

uy(s,t) + ua(s,t) = 0.

Zkoumanim definice jsme schopni nalézt vztah mezi u; a us, konkrétné
us(s,t) = —uq(s,t),

¢ili zname-li jednu vyplatni funkei, muzeme jednoznac¢né urcit i druhou pouhou
zménou znaménka. Protoze jedna funkce se zkouma jednoduseji nez dvé, budeme
pri feSeni her s nulovym souctem vyuzivat pouze vyplatni funkce hréace A, kterou
budeme ve zbytku sekce pro jednoduchost oznacovat u(s,t).

Dosazovaci hra 3 je piikladem hry s nulovym souctem. ZapiSme ji pomoci

jedné funkce.

Barbora
2 4 6
1 2 12 30
Alois 3 —6 12 54
5 -30 —20 30

Hry s nulovym sou¢tem té7Z nazyvame jako maticové hry, nebot pro tcely
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aplikaci jsou vyplaty casto zapisovany do tzv. vyplatni matice.

2 12 30
—6 12 54
—30 —20 30

Pohnutky Aloise jsou zfejmé: ziskat co nejvyssi pocet bodu. Barbora ma stejny
cil, ovSem je tieba si uvédomit, ze nyni dostava vyplatu v hodnotach funkce u
tomto pripadé —30). Pro 1cely her s nulovym souctem si lze Barboru predstavit
jako zlomyslnou zaskodnici snazici se Aloisovi zpusobit co nejvétsi ujmu. Takové
uvahy ale zahybaji i s definici Nashovy rovnovahy. Formulujme ji pro hry s nu-

lovym sou¢tem (porovnejte s puvodni definici!).

Definice 7. Necht H = {Q, S, T,u} je hra s nulovym souctem. Jako Nashovu
rovnovahu hry H oznacujeme uspotradanou dvojici strategii {s*,t*} takovou, ze
pro kazdé s € S, t € T plati

u(s, t*) < wu(s*,t*) <u(s*,t).

Uvédomme si, co nam Nashova rovnovaha iikd ve hie s nulovym souctem.
Predstavme si, ze pii Nashové rovnovaze vyhraje Alois (tedy hodnota funkce u
bude pii Nashové rovnovaze kladnd). Pokud bude Alois hrat svou rovnovaznou
strategii, a Barbora ne, nejenze Barbora dopadne jesté hur, ale navysi Aloisovu
vyhru! Alois ma tedy jistotu vyhry a proto nema potiebu hrat néco jiného nez
rovnovaznou strategii. Barbora ma v tom ptipadé jistou prohru a bude se snazit,
aby ji bolela co nejméné, proto se téz nechce odchylit od své rovnovazné strate-
gie. To samé se stane, pokud pii Nashové rovnovéze vyhraje Barbora (hodnota
funkce u je zde zapornd), jenom si hraci prohodi role. Pokud bude hodnota funkce
u pii Nashové rovnovéze 0, dostdvame se do patové situace, nebot kdo se odchyli

od své rovnovazné strategie, zatimco souper se ji bude drzet, prohraje (proc¢?). Z
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téchto tvah muzeme stanovit:

Je-li H hra s nulovym souc¢tem, potom jeji Nashovu rovnovahu oznacujeme jako
resent hry H.

Nékdy se muze stat, ze hra bude mit vice Nashovych rovnovah. Otazka zni:

Bude pro hrace néktera z nich vyhodnéjsi nez jina?

Véta 2. Méjme hru H s nulovym souctem a jeji Nashovy rovnovahy {s*,t*} a
{s',t'}. Potom plati
u(s*, ") = u(s',t').

Dikaz. Piimo z definice Nashovy rovnovahy ve hrach s nulovym souc¢tem plyne
w(s*, 1) <u(s* ) <u(s,t) <u(s,t*) <u(s*,t),
coz vzhledem k rovnosti prvniho a posledniho ¢lenu této posloupnosti znamena
uw(s*, t*) = u(s*, ') = u(s', t') = u(s', ") = u(s*, t*),
c¢ili
u(s*, %) = u(s,t).

Tato véta nam tika, ze ve hrach s nulovym souctem jsou vsechny Nashovy
rovnovahy z hlediska vyhry pro oba hrace rovnocenné, proto budeme za feseni

hry s nulovym souctem poklddat kazdou jeji Nashovu rovnovahu.

3.1.1 Minimax a maximin

Necht Alois s Barborou hraji Dosazovaci hru 3. Abychom nalezli Nashovu
rovnovahu, muzeme vytvorit diagram nejlepsich odpovédi. Ovsem to pro vétsi hry
muze byt zdlouhava ¢innost. Zkusme se na hru podivat z jiného hlu. Pokud bude
Alois opatrny, podiva se nejprve jednotlivé na své strategie a zjisti, co nejhorsiho
mu muze Barbora pii konkrétni strategii provést, neboli hledd minimum v kazdém

radku.
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Barbora

2 4 6 min

1 2 12 30 2

Alois 3 -6 12 54 -6
) -30 -20 30 -30

Pokud bude Alois hrat strategii, jejiz minimum je vy$si nez minima u ostatnich
strategii (je maximem mezi minimy), ma zaru¢enou alespon néjakou minimaln{
vyplatu (pokud je tato hodnota zdpornd, je tato strategie ,nejmensim zlem“
zarucujicim nizkou ztratu oproti ostatnim). Tuto strategii nazveme maziminovd
nazyvame mazimin (dolni cena hry). V. Dosazovaci hie je Aloisovou maximinovou
strategii strategie 1 a maximinem vyplata 2.

Co kdyz bude stejnym zpusobem uvazovat i Barbora? Jiz vime, ze Barbora se
snazi, aby hra dopadla pro Aloise co nejhure, neboli ¢im vyssi hodnoty funkce u
dosdhne, tim huf pro ni. Proto pro Barboru nejsou nejhorsi vysledky jednotlivych

strategii minima sloupct, nybrz jejich maxima.

Barbora
2 4 6 min
1 2 12 30 2
3 -6 12 54 -6
Alois
5 -30 -20 30 -30
max 2 12 54

Ze stejného duvodu pro Barboru hledame ono nejmensi zlo jako minimum mezi

maximy. Pro Barboru stanovujeme tzv. minimazovou strategii, coz je Barbofina

32



strategie, jejiz maximalni vyplata je mensi nebo rovna maximalnim vyplatam
ostatnich strategii. Maximalni vyplatu za minimaxovou strategii nazyvame mi-
nimaz (horni cena hry).

Je ziejmé, ze obecné plati
maximin < minimax.
V nasi hie vSak nastal specialni piipad, a to
maximin = minimax.

Definice 8. Méjme hru s nulovym souctem H = {Q, S, T, u}. Jestlize je strategie

s* € S maximinova strategie a t* € T minimaxovéa strategie a plati
minimax = maximin,
nazyvame {s*,t*} jako sedlovy bod hry H. Cislo u(s*,t*) nazyvame cena hry H.

Maximin, minimax a piipadnou cenu hry budeme dale v tabulkach znacit

cervené. V nasi hie je sedlovym bodem dvojice strategii {1,2} a cena hry 2.

Barbora
2 4 6 min
1 2 12 30 2
3 -6 12 54 -6
Alois
5 -30 -20 30 -30
max 2 12 54

Co sedlovy bod pro hréce znamena? Bude-li se Alois drzet maximinové stra-
tegie, vi Ze at Barbora zahraje cokoliv jiného neZ minimaxovou strategii, uskod{
sama sobé. Navic vzhledem k vlastnostem her s nulovym souctem pomuze jemu

(proc?). To samé si fikd i Barbora o minimaxové strategii. Proto ma-li hra sedlovy
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bod, musi Alois hrat maximinovou strategii a Barbora minimaxovou, ¢ili sedlovy
bod bude fesenim hry s nulovym souc¢tem. Nepfipomind vam cely tento odstavec

jeden pojem, s nimz jsme se jiz diive setkali?

Véta 3. Necht H = {Q,S,T,u} je hra s nulovym souc¢tem obsahujici sedlovy
bod {s*,t*}. Potom {s* t*} je Nashovou rovnovdhou hry H.

Dikaz. Plyne piimo z definice maximinové strategie, minimaxové strategie a

sedlového bodu.

Diskutujme o po¢tu sedlovych bodi ve hréch s nulovym souctem. Ctenaf se
na piikladu hry Kaémen-nuzky-papir muze snadno presvédcéit, ze ne kazda hra ma
sedlovy bod. Muze mit néjaka hra vice sedlovych bodu? Uvazujme hru typu 3 x 5

s nulovym souc¢tem s nésledujicimi vyplatami.

Hra 4.
Barbora
i to t3 ty ts min
s1 7 6 11 6 13 6
Alois S —7 -3 12 5 -3 -3
S3 —1 2 0 0 —22 —22
max 7 6 11 6 13

Obdrzeli jsme dva sedlové body {si,t2} a {s1,t4}. Vidime, zZe je skutecné
splnéno u(sy,ts) = u(s1,ts) = 6, jak ndm ik véta 2.
3.1.2 Dominance strategii

Alois jakozto inteligentni rozhodovatel by se u hry 3 pozastavil nad svou

strategii 5. Pro¢ pro vSechno na svété hrat strategii, kterd nemuze pfinést nic
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lepsiho nez ostatni strategie? Srovna-li ji Alois naptiklad se strategii 3, shleda,
7e kdyby Barbora hrila 2, je vyhodnéjsi hrat 3 nez 5, nebot —30 < —6. Totéz
zjisti i pro ostatni Barbofiny moznosti, protoze —20 < 12, a 30 < 54. At Barbora
vymysli cokoliv, vzdy bude pro Aloise lepsi hrat 3 nez 5. Kvuli tomu muze z
dalsich dvah o idedln{ strategii 5 iplné vypustit. Rikdme, ze strategie 3 dominuje
strategii 5. Analogicky uvazuje Barbora, ovSem s tim rozdilem, ze Barbora chce

docilit co nejmensi vyplaty.

Definice 9. Necht H = {Q,S,T,u}. M&me 2 strategie hrace A s;,s; € S.
Jestlize pro kazdou strategii ¢t € T" plati

u(s;,t) < wu(s),t),

fikdme, Ze strategie s; je dominovdna strategii s;.

Megjme 2 strategie hrace B t;,t; € T'. Jestlize pro kazdou strategii s € .S plati
u(s, t;) > u(s,t;),

itkdme, Ze strategie t; je dominovdna strategii t;.

Méjme 2 strategie hrace A s;,s; € S. Jestlize pro kazdou strategii ¢t € T' plati
u(s;,t) = u(s;, t),

fikdme, Ze hrdc 1 je indiferentni mezi strategiemi s, a s;. Analogicky pro hrace

B.

Odstranénim dominovanych strategii muzeme hru znacné zjednodusit, nékdy
i kompletné vytesit. Nékdy nejsou dominance na prvni pohled viditelné, ale je
tfeba se k nim postupné dopracovat. U hry 4 napiiklad neni sy dominovana
strategii s;. AvSak t3 je dominovéana strategii t4, nacez obdrzime novou vyplatni

matici.
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Barbora

t t t4 ts

51 7 6 6 13

Alois g, -7 -3 5 -3
s3 1 2 0 22

Zde jiz je strategie sy dominovana s;. Ctenar se muze presveédcit, ze postupnou

eliminaci dominovanych strategii lze dojit az k vysledku

Barbora

to ty

Alois g, 6 6

e/ e

I kdyz méa hra sedlovy bod, neni nutnosti, ze jsou nékteré strategie domi-

novany, coz si muzeme ovérit na nasledujicim piikladu (naleznéte sedlovy bod a

proved'te!).
Barbora
t t ts
S1 1 2 2
Alois S9 0 5 -3
S3 0 -1 4
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Matematika pro dogmatiky

Ve vétsiné publikaci je rozliSovana tzv. silnd a slabd dominance. Slaba dominance je de-
finovana stejné jako naSe dominance. Silnou definujeme podobné, jenom znaménka <,> na-
hradime <, >. Slabd dominance mé totiz tu nevyhodu, Ze muZze eliminovat nékteré sedlové
body! Napiiklad u hry

Barbora
i to
S1 7 15
Alois
So 7 11

zélezi, zda se na hru budeme divat prvni z pohledu Aloise nebo Barbory. Pokud za¢neme
od Aloise, vidime, ze strategie so je dominovéna strategii s;. Protoze 15 > 7, Barbora bude
hrat ¢; a obdrzime sedlovy bod {s1,t;}. Zatneme-li ale uvazovat od Barbory, shleddme, Ze t5 je
dominovéana t1. OvSem Alois je po eliminaci t5 indiferentni mezi svymi strategiemi, ¢ili obdrzime
2 sedlové body {s1,t1},{s2,t1}. Uzivdna je proto spiSe silnd dominance, kterd nikdy sedlovy

bod nevyeliminuje (proc¢?). Pro nds zékladni kurz je vsak postacujici uzivat slabou dominanci.

3.1.3 SmiSené strategie

Hra 5. Vojska marsala Radeckého drzi 2 pozice, pricemz druha mé dvojnasobnou
hodnotu nez prvni. Jeho protivnik Karel Albert drzi tfeti pozici, kterda ma stejnou
hodnotu jako prvni pozice marsala Radeckého a ¢tvrtou s trojnasobkem hodnoty
prvni. Obéma dorazily posily a nyni planuji dalsi kroky. S novou jednotkou mohou
zautocit nebo podpotit nékterou ze stavajicich pozic. Pokud nékdo zautoci na
pozici bez podpory, tzemi zabere. Pokud zaito¢i na podpofenou pozici bude

odrazen a nikdo nic neziska.

Situaci lze zapsat jako hru s nulovym souc¢tem. Muzeme si povSimnout, ze

tato hra nemd sedlovy bod, nebot minimax#maximin.
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Karel Albert

Obrana 3 Obrana 4 Utokna 1 Utok na 2 min

Obrana 1 0 0 0 -2 -2
Obrana 2 0 0 -1 0 —1
marsal
Radecky Utok na 3 0 1 0 —1 -1
Utok na 4 3 0 2 1 0
max 3 1 2 1

Aby se nam se hrou lépe pracovalo, je uzitecné zjednodusit ji eliminaci domi-

novanych strategii.

Karel Albert

Obrana 4 Utok na 2

Utok na 3 1 —1
marsal

Radecky Utok na 4 0 1

Jak takovou hru fesit? Ctenaf si mozng ifkd, af prosté marsil Radecky dtoci
na 4, protoze nemuze nic ztratit. Ovsem to Karel Albert vi a bude tuto po-
zici hlidat. Pro¢ by tedy Radecky nemohl zautocit v duchu nejproslulejsi hlasky
valec¢nych filmu , Tohle jisté nebudou c¢ekat!“ na pozici 37 To ale muze Karla
Alberta napadnout... V téchto hrach se dostdvame do zacarovaného kruhu, coz

Ize vidét i na diagramu nejlepsich odpovédi.
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Karel Albert

Obrana 4 Utok na 2

Utok na 3 S
Radecky T l

Utok na 4 —

V rédmci jedné hry neni mozné se z néj vymotat. Nezbyvd nam, nez svérit
osud nahodé. V takovém pripadé neni protivnik schopen strategii predvidat a
musi se téz rozhodnout ndhodné. Zustava otazka, jakym zpusobem nahodu ale-
spon trochu priklonit na svou stranu. Pfesné pro tento tucel je vytvorena teorie
pravdépodobnosti. Co se stane, nastane-li tato situace mnohokrat za sebou? Po-
kud by napiiklad marsal Radecky v poloviné pripadu ttocil na post 3 a v poloviné
na post 4, zatimco by Karel Albert vzdy branil pozici 4, dostal by Radecky v po-
loviné piipadu vyplatu 1 a ve druhé poloviné 0 (zdtuvodnéte!). Vyplatu za jednu

hru proto lze stanovit jako

Obdobné pokud by takovou strategii marsal Radecky vyuzil v piipadé, ze Karel

Albert pokazdé zaitoci na post 2, muzeme stanovit vyplatu za jednu hru jako
1
(-)+=-1=0.
(1) +3

Zavedli jsme novou tzv. smisenou strategii pro marsala Radeckého v % piipadu

’ « o . 1 s o 4 ~ . . @ “s 1 1
uto¢ na pozici 3, v 5 pripadu uto¢ na pozici 4%, kterou budeme znacit (5, 5).
Puvodni strategie nazyvame jako cisté strategie. Ptidejme smiSenou strategii k

ostatnim.
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Karel Albert

Obrana 4 Utok na 2

Utok na 3 1 -1

marsal
Radecky Utok na 4 0 1
(3:3) 3 0

Hrani takové smiSené strategie si muzeme predstavit tak, ze pri rozhodnuti
marsal Radecky vlozi do osudi ¢ernou a bilou kulicku. Pokud vytdhne ¢ernou,
utoci na 3, pokud bilou, itoc¢i na 4. Uvédomme si, ze vyhra neni v ptipadé smisené
strategie pevné dana! Kdyz bude Stésténa pri Radeckém, muze se svou smiSenou
strategii neustale vyhravat, stejné tak ale muze mit smulu. Presto tusime, ze
i ndhoda ma urc¢ita pravidla (kdyz hazeme kostkou, je jasné, ze Sance padnuti
Sestky je mensi nez Sance nepadnuti Sestky). Proto vyhru za smiSenou strategii
oznacujeme jako ocekdvand vyhra.

Analogicky i Karel Albert muze mit definovanu kuptikladu smiSenou strategii
(i, %) jako v }l pripadu bran 4, v % pripadu uto¢ na 2“ (neboli vlozi do osud{
jednu cernou a tii bilé kulicky a jednu vytahne). Opét lze vypocist

id 1 3
Utok - = —
u( tok na 3, (4,4)>

. 13 1 3 3
k 4 _ = —_ — . —1:—
u(Uto na ,(4,4)> 1 0+4 1

Co se stane, hraje-li marsal Radecky (%, %) a Karel Albert (i, %)? Stane se

|
W

to, ze v % pripadu hraje marsal Radecky ,uto¢ na 3“ a soucasné Karel Albert

4 71 pripadu ,bran 4“. Situace, kdy marsal Radecky napada 3 a Karel Albert

brani 4 proto nastava v % . i = % pripadu. Obdobné shledame, Ze utok na 3 za

soucasného utoku na 2 probéhne v % pripadu, utok na 4 za soucasné obrany 4

v é pripadu a utok na 4 za soucasného utoku na 2 v % piipadi. Nyni muzeme
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vypocist ocekdvanou vyhru.
11 13 1 3 1 3 1
-z -2 — 1+ (=D +Z 0+ 1= 2,
“<<22>’<44>) s itg (FD+g 043 8
Dopliime vse do tabulky.

Karel Albert

Obrana 4 Utok na 2 (i,

=~
~—

Utok na 3 1 -1 _%
marsal
Radecky Utok na 4 0 1 3
(3:3) 3 0 :

Je jasné, ze smiSenych strategii lze zavést pro oba hrace nekoneéné mnozstvi
podle toho, jak rozdélime pravdépodobnosti Cistym strategiim, ¢imz provedeme
tzv. smisené rozsireni puvodni hry. Poznamenejme, ze Cisté strategie jsou vlastné
specidlnim ptipadem smiSenych strategii, kdy nékterou strategii hrajeme s prav-
dépodobnosti 1 a ostatni s pravdépodobnosti 0.

Stejnym zpusobem smiSené rozsiteni zavedeme pozdéji i pro ostatni hry v
normalnim tvaru. Plati nasledujici véta, kterd pro svou dulezitost casto byva

oznacovana jako Zakladni veta teorie her.

Véta 4. Kazda hra s koneénym poctem cistych strategii ma Nashovu rovnovahu
v cistych nebo smiSenych strategiich.

Vsimnéme si, ze ve vété neni pouzito souslovi ,s nulovym souctem®. Véta
plati pro jakoukoliv hru! Dokazal ji roku 1951 matematik John Forbes Nash
(odtud Nashova rovnovaha). Za zminku stoji, ze Nash roku 1994 spolu s kolegy
Reinhardem Seltenem a Johnem Harsanyim obdrzel za svou praci v oblasti teorie

her Nobelovu cenu za ekonomii. O zivoté tohoto podivuhodného matematika
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pojednéva i znamy film A beautiful mind (do Gestiny pfelozen jako Cistd duse).
Dukaz véty zahrnuje i znalosti vysokoskolské matematické analyzy, proto zde
nebude uvadén. Zajemci mohou jeho zjednoduSenou verzi pro hry dvou hracu
nalézt napiiklad v [1]. Pokud si uvédomime, ze Nashovu rovnovdhu povazujeme
za TeSeni hry s nulovym souctem, vidime, ze kazda hra s nulovym souctem ma

feseni! Ted uz staci naucit se hledat ty spravné smisené strategie a mame vyhrano!

Matematika pro dogmatiky

Chceme-li zavést exaktné smiSenou strategii ve hie s nulovym souc¢tem typu m x n, kde hrac
1 mé prostor strategi{ S = {s1,...,8m} a hrd¢ 2 T = {#1, ..., t,}, musime pro kazdou strategii
s; nalézt pravdépodobnost, s jakou bude hréna, tj. ¢islo z redlného intervalu (0, 1), oznacme jej
pi. ZFejmé musi platit
p1+ ... +pm =1

Stejné prifadime i ¢isla g; strategiim ¢;.
q+...+qg,=1.

SmiSené strategie ozna¢me jako p = (p1,...,Pm) & 4 = (¢1,..-,qn). SmiSené rozsifeni ptuvodni

hry musi zahrnovat vSechny smiSené strategie, proto vytvorime nové prostory strategii

Ss ={p=1,-,pm);pi > 0;p1 + ... + D = 1},

Ts ={a=(q1,a);q > 0;q1 + ... + ¢, = 1}.

[¢ti ,,Ss je mnozina viech p = (p1, ..., pm), kde p; > 0, takovych, ze p; + ...+ p,, = 1%. Obdobné
pro Ty.] Jak jiz bylo feceno, smiSené strategie zahrnuji i ¢isté strategie, napt. s; = (1,0, ...,0).
Zbyva nalézt vyplatni funkci smiSeného rozsiteni, kterou oznac¢ime us. Hraji-li hraci strategie p
a q musime sec¢ist vyplaty vSech moznych situaci. Jak bylo ukdzano na prikladu vyse, naptiklad
k situaci, kdy hra¢ 1 hraje strategii s; a hra¢ 2 strategii t3 dojde s pravdépodobnosti p; - g3 a
vyplata za takové situace bude p; - g3 - u(s1,t3). Pokud stejnou tdvahu provedeme pro vsechna

i a j, lze vysledek zapsat do sumy.

m n
us(p,q) = Z sz'qg‘u(si,tj)-
i=1 j=1

SmiSenym rozsifenim hry s nulovym souc¢tem {Q, S, T, u} nazveme hru s nulovym souc¢tem
{Q, Ss, Ts,us}. Vzpomindte na pozndmku o korektnosti pojmu vyplatni funkce v kapitole 17

Zde vidite, ze vyplatni funkce je skutec¢né funkci m + n proménnych p1, ..., Dm, @1, -, Gn-
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Zaveérem sekce poznamenejme, ze sedlovy bod si zachova svuj status Nashovy
rovnovahy i ve smiSeném rozsiteni hry, neboli pokud ma hra sedlovy bod, ne-
existuje smiSend strategie takova, ze by byla vyhodnéjsi nez minimaxova (¢i ma-

ximinova) strategie.

Véta 5. Necht H je hra s nulovym souctem a {s*,t*} je jeji sedlovy bod. Potom

{s*,t*} je Nashovou rovnovdhou i ve smiSeném rozsiteni hry H.

Matematika pro dogmatiky

Ditkaz. Necht H = {Q,S,T,u} je hra s nulovym souc¢tem typu m x n a {s*,¢*} je jeji sedlovy

bod a Hs = {Q, Ss, Ts,us} je jeji smiSené rozsifeni. Pro ¢isté strategie plati
us(si, tj) = U(Si, tj).

Proto pro libovolnou strategii p € S5 je
m
us(pv t*) = szu(sz, t*)
i=1
Vzhledem k tomu, ze u(s;, t*) < u(s*,t*), dostavame
m
us(p,t*) < Zpiu(s*,t*) = u(s",t%) Zpi
i=1 ;

a jelikoz
m

S pi=pit o tpm=1,

i=1

ziskdme
us(p, t*) < u(s™,t") = us(s™,t%).

Stejnym zpusobem dokézeme i ug(s*,t*) < us(s*, q).
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Schéma fesSeni her s nulovym souc¢tem

1) Nalezneme minimax a maximin obou hracu.

i) Jestlize je hodnota minimaxu a maximinu stejnd, hra ma Nashovu rov-
novahu v podobeé sedlového bodu. Rovnovazna strategie hrace A je maxi-
minova strategie, rovnovazna strategie hrace B je minimaxova strategie.
Hra je vyreSena

ii) Jestlize neni hodnota minimaxu a maximinu stejné, pokracujeme na bod
2).

2) Eliminujeme dominované strategie.

3) Nalezneme Nashovu rovnovahu ve smiSenych strategiich. Hra je vyfeSena.

3.1.4 Rovnovazné smiSené strategie pro hry s nulovym
souctem typu 2 x 2

Diky vété 4 jiz mame potvrzeno, ze pokud ve hie neexistuje sedlovy bod,
existuji pro oba hrace rovnovazné smisSené strategie, jenom zatim nevime, jak
vypadaji ani jaké hodnoty nabude cena hry. Obecné feseni her s nulovym souctem
typu m x n je pomérné obtizné a vyzaduje znalost tzv. linedrniho programouvans.
Pro nékteré specidlni pripady ovSsem existuji jednoduché formule. Podivejme se
nejprve na hry typu 2 x 2, nejprve na konkrétnim ptikladu hry 5. Méjme néjakou
libovolnou smiSenou strategii marsala Radeckého. Tu muzeme zapsat jako p =
(p,1 —p), kde p € (0,1) (¢ili uvazujeme i ¢isté strategie (1,0) = ,uto¢ na 3“
a (0,1) = ,uto¢ na 4“). Stejné tak muzeme libovolnou smiSenou strategii Karla

Alberta zapsat jako q = (¢,1 — ¢q), kde ¢ € (0,1). Dostdvame

u(p,q) = 1pg —1p(1 —q) +0(1 —=p)g+1(1 —p)(1 —q) =3pg —2p —q + L.

Podivejme se na funkci pohledem marséla Radeckého. Ten muze ménit svou stra-
tegii, ale neovlivni, co bude hrat Karel Albert. Ve funkci u bere tedy p jako

proménnou a g jako parametr. Proto je pro néj uzitecné prevést funkci na tvar

u(p,q) = (3¢ —2)p—q+1.
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V zavislosti na parametru mohou nastat 3 moznosti

(1) Pokud bude ¢ € (0,2), bude funkce u ve sméru p klesajici (proc?). Marsal
chce, aby jeho vyplata klesala co nejméné, proto hraje nejmensi mozné p,
tedy p = 0 (¢ili ¢istou strategii (0, 1) =, uto¢ na 4).

(2) Pokud bude ¢ = 2, bude funkce u ve sméru p konstantni (proc?). Af udéld

marsal cokoliv, nemuze vyhru ovlivnit, vzdy obdrzi vyplatu —q + 1 = %

(proc?). Nejlepsi odpovedi jsou tedy vsechny strategie (p,1 — p).
(3) Jestlize ¢ € (3,1), bude funkce u ve sméru p rostouci. Proto je pro néj nejleps
tento rust podpofit a hrat co nejvyssi p, tedy p = 1 (¢ili cistou strategii

(1,0) =,ito¢ na 3%).

Vsechny Radeckého nejlepsi odpovédi muzeme znézornit pomoci tzv. reakéni

krivky na strategii (¢, 1 — q). Tuto kiivku oznacujeme R(q)

q

Stejné se na funkci u diva Karel Albert. Ten ve funkci u bere jako proménnou

q a jako parametr p (pro¢?), neboli vytykd ¢ a dostane

u(p,q) = Bp—1)g—2p+1.

V zavislosti na parametru p mohou opét nastat 3 moznosti. Pamatujme, ze Karel

s
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(1) Pokud bude p € (0, %), bude funkce u ve sméru ¢ klesajici. Karel Albert chce,
aby jeho klesala co nejvic, proto hraje nejvétsi mozné g, tedy g = 1 (¢ili ¢istou

strategii (1,0) =, bran 4%).

(2) Pokud bude p = %, bude funkce u ve sméru g konstantni. Karel Albert nemuze
vyhru ovlivnit a obdrzi vyplatu —2p + 1 = % Nejlepsi odpovédi jsou tedy
vSechny strategie (¢, 1 — q).

(3) Jestlize p € (5,1), bude funkce u ve sméru ¢ rostouci. To se Karlu Albertovi
nelibi a chee rust zastavit. Hraje co nejnizsi ¢, tedy g = 0 (¢ili ¢istou strategii

(0,1) =,ito¢ na 2%).

Pfidejme tuto ivahu k iivaze marsala Radeckého. Mtzeme ji do grafu znazornit

pomoci reakéni krivky na strategii (p, 1 — p). Tuto kiivku oznacujeme R(p).

q

W=

Nashova rovnovaha nastdva, pokud oba hraé¢i hraji svou nejlepsi odpoved'.

Graficky to znamena v pruseciku reakénich kiivek. Rovnovaznou strategii marsala

Radeckého je proto smisend strategie (p,1 —p) = (%, %) a rovnovaznou strategii

Karla Alberta (¢,1 —¢q) = (%, %) Z naSich uvah vidime, ze cena hry je % (¢ili
stesti se vice priklani na stranu marsala Radeckého).
Z reakénich kiivek 1ze vycist dalsi pozoruhodna skuteénost: Pokud se hrac drzi

své rovnovazné smisené strategie, jeho o¢ekavana vyhra bude vzdy rovna cené hry!
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Vzhledem k vlastnostem vyplatni funkce her s nulovym souc¢tem soucasné hrani
rovnovazné strategie zajistuje stejnou ocekdvanou vyplatu i soupeii (samoziejmé
vynasobenou —1). Konkrétné bude-li se marsal Radecky své rovnovazné strategie
drzet, tak at udeld Karel Albert cokoliv, obdrzi cenu hry krét —1. Néasledujici véta
ukazuje, ze ke stejnému vysledku dokréac¢ime v jakékoliv hie s nulovym souctem

typu 2 x 2.

Véta 6. Hra s nulovym souc¢tem typu 2 x 2 bez sedlového bodu méa jedinou
Nashovu rovnovéhu ve smiSenych strategiich {s*,¢*}. Pro libovolnou strategii

(¢istou i smiSenou) t € T plati

u(s*,t) = u(s", t).
Pro libovolnou strategii s € S plati

u(s, t*) = u(s*, t*).

Ve hte bez sedlového bodu

Barbora
t1 iy
S1 a b
Alois
S c d

je rovnovaznd strategie Aloise ve tvaru (p,1 — p), kde

d—c

L

a rovnovazna strategie Barbory ve tvaru (¢q,1 — ¢), kde

d—b

q:a—b—c%—d‘

Cena hry je
(c—=d)g+d=(b—d)p—+d.
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Nastin dikazu. Dukaz se provadi stejnym postupem a tvahami jako hledani

Nashovy rovnovahy ve hie 5, pouze tuto hru nahradime obecnou hrou (vy-

zkousejte si postup!).

Shrnuti

Pro hru typu 2 x 2 s nulovym souc¢tem bez sedlového bodu existuje prave jedna
Nashova rovnovaha ve smisenych strategiich. Pokud se v této hie alespon jeden
z hracu drzi své rovnovazné strategie, obdrzi hrac 1 vyhru v hodnoté ceny hry
a hrac 2 v zaporné hodnoté ceny hry.

Véta 6 nam tedy udava vzorce pro nalezeni rovnovaznych smiSenych stra-
tegii ve hrach s nulovym souc¢tem. Vyzkousejme obecny postup na konkrétnim

prikladu. Méjme hru

Barbora
121 (D)
S1 7 -2
Alois
S9 -1 1

Dle naseho schématu pro feSeni her s nulovym souctem se nejprve podivame,
zda nase hra nemd sedlovy bod (proved'te!). Zjistili jsme, Ze sedlovy bod nems4,
nacez hledame Nashovu rovnovahu ve smiSenych strategiich. Dostavame

B 1—(~1) 2
Ly 5y S T

_ 1—(-2)
=T T () () +1 1

¢ili rovnovaznad strategie Aloise je (13 ) arovnovazna strategie Barbory (— %),

9
11
2 9
neboli Nashova rovnovéha je {(1— —1) (117 11)} Cenu hry dostdavame jako

3 5
—1-1)- = 41=—
( b tisa
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Mimochodem, pokud nedopatienim tyto vzorce aplikujete na hru se sedlovym
bodem, vyjde vam p,q ¢ (0,1), coz je zjevné nesmysl, ¢ili hra nema Nashovu
rovnovahu ve smiSenych strategiich (zkuste toto tvrzeni dokazat!).

3.1.5 Schématické reseni her s nulovym souctem typu 2 x2

Meéjme hru bez sedlového bodu

Barbora
t1 to
S1 a b
Alois
S c d

Ukazali jsme si, ze ve hrach s nulovym souctem typu 2 x 2 bez sedlového
bodu ma kazdy hrac¢ pravé jednu rovnovaznou smisenou strategii, ktera ma navic
vlastnost, ze pokud se ji hrac¢ drzi, obdrzi proti vSem strategiim soupere stejnou
vyplatu. Pokud tedy Alois hraje svou rovnovéaznou strategii p = (p, 1 — p) proti

¢istym strategiim Barbory, plati
ap+c(l1 —p)=bp+d(1l—p).
Zkusme nalézt pomeér p : (1 — p). Dostavame
(@a=b)p+(c—d)(1—p) =0

To ale pro p € (0,1) (pro¢ otevieny interval a nikoliv uzavieny?) nastava pouze
ve dvou pripadech. Prvnim je a = b a soucasné ¢ = d, coz je ale ve sporu s nasim
predpokladem, ze hra nema sedlovy bod (pro¢?), proto tuto variantu zavrhneme.
Tim druhym je, ze pravé jeden z vyrazu (a — b)p a (¢ — d)(1 — p) je mensi nez 0.

Protoze pi 1 — p jsou kladné, lze vyraz
(@ =b)p=—(c—=d)(1—-p)
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prepsat do tvaru

la —blp = |c —d|(1 —p).

Z toho jsme jiz schopni ur¢it pomér mezi pa 1 —p
p:(1=p)=le—df:]a—0b

a dopocitat pravdépodobnosti.

B lc — d|
P e oy

la — b
1—p= .
L P R

Uvédomme si, ze jsme v nasem postupu uvazovali nasledovné: Jestlize je p
Aloisova rovnovazna strategie, pak proti obéma ¢istym strategiim Babrory Alois
obdrzi stejnou vyhru. Coz je implikace, nikoliv ekvivalence. Abychom dokazali,

Ze nami nalezena strategie

< lc —d| la — 0| >
lc —d|+|a—b|"|c—d|+ |a— ]

je rovnovazna, musime ukazat, ze platii opa¢na implikace, coz popisuje nasledujici

véta.

Veéta 7. Méjme hru s nulovym souctem typu 2 x 2 bez sedlového bodu. Jestlize

pro nékterou Aloisovu smiSenou strategii p = (p, 1 — p) plati
U’(p7 tl) = U(p, t2)7
kde t1,ty jsou Barbofiny cisté strategie, pak je p rovnovaznou strategii Aloise.

Nastin dikazu. Vezmeme si obecnou hru bez sedlového bodu, libovolnou smisenou

strategii Barbory q = (¢, 1 — ¢q) a dokdzeme

u(p,q) = u(p,t1)-

Dle véty 6 plati, ze p je rovnovaznou strategii Aloise.
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Jestlize Barbora bude uvazovat podobné, pricemz hraje strategii q = (¢, 1—q),
dostane po stejném postupu pomeér ¢ : (1 —¢q) = |b —d| : |a — ¢|, ¢ili rovnovazna

strategie Barbory je ve tvaru q = (¢, 1 — q), kde

_ b — d

= —d+la—q
o la—d

= —d+]la—d

A¢ vzorce vypadaji na prvni pohled ponékud slozité, lze jejich pomoci snadno

vypocitat Nashovu rovnovahu ptimo z tabulky. Méjme hru

Barbora
t ty lrozdil|  Cetnost strategie
S1 2 5 ‘2 — r)‘ =3 % — %
Alois *
S 4 -5 445/ =9 ﬁ — le

lrozdil|] |24 =2 [5+5/=10

. 10 _ 5 0 1
cetnost 042 6 1042 6

ot

Jak dopocteme cenu hry? Vime, ze rovnovazna strategie zarucuje proti jakéko-
liv soupetoveé strategii stejnou ocekavanou vyhru. Proto si staci vzit rovnovaznou
strategii Aloise/Barbory a nékterou ¢istou strategii Barbory/Aloise a vypocist
vyplatu, naptiklad

3 1 5

Cena této hry je 2.

3.1.6 Geometrické reSeni her s nulovym souctem typu 2x2

Podivejme se na libovolnou hru typu 2 x 2 s nulovym sou¢tem bez sedlového
bodu
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Barbora

t to
S1 a b
Alois
S c d

jesté z jiného thlu. Hraje-1i Alois libovolnou smiSenou strategii p = (p,1 — p) a

Barbora strategii t;, Obdrzi Alois vyplatu

u(p,t1) =pa+(l—ple=(a—c)p+e

coz je ale linedrni funkce o proménné p € (0,1), nebot a,c jsou pevné dané
hodnoty. Dale budeme tuto funkeci znacit f;, (p). Vime, ze v kartézské soustave
soufadné ji lze zaznacit jako uisecku. Obdobné pokud Barbora hraje strategii ¢,

ziskame pro Aloise funkci

ft,(p) = (b—d)p +d.

Ozna¢me cenu hry v. Dle véty 6 jiz vime, Ze strategie (p, 1 — p) je rovnovaznou

strategii prave tehdy, kdyz plati

(a—c)p+c=wv
(b—d)p+d=w.

Ti, ktefi maji radi soustavy rovnic ¢i analytickou geometrii, mohou proto Aloisovu

rovnovaznou strategii a cenu hry nalézt jesté dvéma zpusoby:
(1) jako teseni soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych p a v,
(2) jako prusecik usecek danych funkcemi f;, (p) a fi,(p).

Barbofinu rovnovaznou strategii (¢, 1 — ¢) potom nalezneme dosazenim do

rovnice
(a—b)g+b=w.
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Muze se stat, ze feSeni soustavy pro p € (0,1) neexistuje (neboli tsecky
se neprotnou)? Pokud se nad touto situaci zamyslime, zjistime, ze to prosté a
jednoduse znamenad, ze hra nemd feSeni ve smiSenych strategiich a musi tudiz
vzhledem k vété 4 obsahovat sedlovy bod, coz je situace, kterou zde neuvazujeme.
Pokud jsme ovérili, ze hra sedlovy bod nema, soustava ma vzhledem k vété 4 vzdy
feseni (tsecky se vzdy protnou).

Resme témito zptisoby nasledujici hru

Barbora
t o
S1 4 1
Alois
S9 -1 2
(1) Dostavame soustavu rovnic
p—1=w
-p+2=nw.

Po dosazeni prvni rovnice do druhé a jednoduché tpravé ihned dostavame

vysledek
1 3
= —. UV = —.
P=2"73
Rovnovaznou strategii Barbory pak dopoéteme z rovnice
3
—=3q+1
9 q

Nashova rovnovaha hry je {(%, %) , (%, %)} a cena hry %

(2) Zazna¢me funkce f;, (p) a fi,(p) do grafu. Vime, ze tsecka je urCena svymi
krajnimi body. Protoze p € (0, 1), nalezneme krajni body postupnym dosa-

zenim 0 a 1 do funkei. Ovsem strategie (0,1) a (1,0) jsou ¢isté, proto jsou
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krajni body usecky urceny hodnotami ze stejného sloupce. Lidové fe¢eno: do-

leva zapiseme hodnoty spodniho fadku, doprava hornitho a spojime tseckou

ty, které se nachézeji ve stejném sloupci. Vytvorme graf (pro ndzornost je

meéritko p : v zvoleno jako 10 : 1).

v

p=1

4

Opét bychom nalezli rovnovéznou strategii Barbory (proved'te a formulujte

odpovéd k feseni hry!). Pochopeni tohoto zptuisobu feseni bude klicové pro

nasledujici sekci.

Pro pochopeni vysledku dalsi sekce je téz dulezité védét, kde v grafu nalez-

neme Aloisovy vyplaty proti Barbofinym smiSenym strategiim. Mé&jme nejprve

Aloisovu cistou strategii s a libovolnou smiSenou strategii Barbory q. Plati

u(s1,q) =4+ (1 —¢q) =3¢+ L.
Pro kazdé q € (0, 1) je ziejmé, ze

1<3¢g+1<4,

¢ili vyplaty za Aloisovu strategii s; proti libovolné smisené strategii Barbory

nalezneme na tusecce s krajnimi body [1,1] a [1,4]. Obdobné tvrzeni lze dokazat

i pro vSechny ostatni Aloisovy strategie. Zaznacme do grafu zluté vsechny mozné

vyplaty u(p, q).
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3.1.7 Reseni her typu 2 x n a m x 2 s nulovym souctem

Resime-li hru s nulovym souétem, prvnim tkonem kazdého pordadného mate-
matika je pokusit se nalézt sedlovy bod. Pokud neexistuje, eliminovat domino-
vané strategie. Pokud jsme tak ucinili a stale mame hru typu 2 x n, bude pro nés

stézejni nasledujici véta.

Véta 8. Pro libovolnou hru typu 2 x n s nulovym souc¢tem bez sedlového bodu
je rovnovazna strategie hrace B smiSend strategie vyuzivajici pouze dvou ¢istych
strategii.

Dukaz zde uvadét nebudeme. Ukazme si na prikladu, co tato véta znamena v

praxi.

Hra 6. Alois s Barborou pocitaji do tii. Poté ukazou uré¢ity pocet prstu. Alois
ma povoleno ukéazat 1 nebo 2. Barbora 2-5. Je-li soucet prstu sudy, vyplati Alois
Barbore ¢astku v absolutni hodnoté rozdilu prstu. Je-li lichy, vyplaci ji Barbora

Aloisovi.
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Barbora

2 3 4 5
1 -1 2 -3 4

Alois
2 0 -1 2 -3

cvv s

podher typu 2 x 2 puvodni hry. Prvni moznost, kterda nas napadne je vyfesit

vsechny tyto podhry. V nasem ptipadé 2 x 4 to bude 6 podher, se vzrustajicim n

n(n—1)
2

v8ak i o mnoho vic (pro milovniky kombinatoriky: konkrétné ), takze pilny
¢tenal muze hry typu 2 X n uchopit jako skvélé cviceni feseni her typu 2 x 2. Ti,
ktefi se jiz citi procviceni dostatecné, mohou vyuzit geometrie a vytvorit obdobné
jako v predchozi sekei funkce urcujici Aloisovu vyplatu za strategii (p, 1 —p) proti

¢istym strategiim Barbory

fu(p) = —p
fe(p) = 3p—1
fis(p) = —5p +2
fulp) =T =3

a zaznacit je do grafu
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v p=1
4
2 2
p
0 1
-1 -1
-3 -3

Zluté vybarvens oblast symbolizuje Aloisovy vyplaty proti Barbofinym smi-
Senym strategiim (pro¢ pravé tato oblast?). Vime, ze cilem Barbory je, aby do-
sovu smiSenou strategii a zjistit, jakou nejvétsi ijmu mu muze zpusobit. To ma-
tematicky znamend, ze pro kazdé p hledd minimum z hodnot f, (p), ..., fr,(p).
Dostavame novou funkci proménné p.

©(p) = ; gll}{_lAftj (p).

Naproti tomu Alois chce svou vyhru navysit. Uz ale vi, ze Barbora dokaze
jeho vyplatu minimalizovat bude-li se #dit funkef (p). Cili pro maximalizaci své
vyplaty se Alois snazi nalézt maximalni hodnotu funkce ¢(p). Zaznacme vse do

grafu.
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maxp(p)

Zbyvéa odpovédét, jak tento bod interpretovat. Muzeme vidét, ze Barbofiny
strategie 3 a 4 timto bodem neprochéazi a tudiz nemohou ovlivnit feseni hry. To

nalezneme vytesenim podhry, kdy Barbora mé strategie 2 a 5, které maximem

prochazi.
Barbora
2 5 lrozdil|  Cetnost strategie
1 -1 4 5 g
Alois

5
2 0 -3 3 <

[rozdil| 1 7

. 7 1

cetnost 8 g
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Cenu hry lze snadno dopocitat

V= —=.

8

Hra 6 ma Nashovu rovnovahu {(%, g) , (%, 0,0, %)} a cenu hry —%.

To znamena, ze z grafu jsme schopni vy¢ist Aloisovu rovnovaznou smisenou
strategii a cenu hry. Barbofinu rovnovaznou strategii musime dodatecné nalézt
pomoci nékteré diive uvedené metody.

Zkoumejme nyni tuto hru (nezapomenme ovérit neexistenci sedlového bodu

a zkusit eliminovat dominované strategie!)

Barbora
tl tg tg t4
S1 0 3 % 4
Alois
S92 5 1 3 -1
v p=1
5
4
3 3
naxy
y R T =5
: 4
| L e) ’
| 0
. p
i / : L
5
-1

V této hie prochézi maximem funkce ¢(p) véechny Barboriny strategie kromeé
t5. Regen{ mohou proto ovliviovat strategie ¢y, t3 a t4. Vzhledem k vété 8 musime

uvazovat vSechny hry typu 2 x 2, kde Barbotiny strategie jsou dvé z téchto tii.
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Barbora

131 i3 min
s1 0 3 0
Alois
S9 5 3 3
max ) 3
Barbora
t1 ty [rozdil|  Cetnost strategie
51 0 4 4 5 _3
Alos 0o
5 5 1 6 L2
[rozdil| 5 5
¢etnost 1% = % % = % Cena hry=2
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Barbora

ts ty [rozdil|  Cetnost strategie
Alois B % ! % ﬁ - %
$2 3 -1 4 %_%_4 _2
[rozdil| 2 5
5
cetnost % =3 % =2 Cena hry=2

Vidime, ze v prvnim ptipadé jsme obdrzeli sedlovy bod o hodnoté 3. Protoze
3 > 2, z prvni podhry zadné feseni neobdrzime (pro¢?). Alois mé rovnovaznou
strategii (%, %) Barbora ma 2 rovnovazné strategie (%, 0,0, %) a (0, 0, %, i) Cena
hry je 2. Na tomto piikladu jsme ukézali, ze hry typu 2 x n mohou mit i vice
Nashovych rovnovéah ve smiSenych strategiich.

Hry typu m x 2 fesime stejnym postupem pouze s tim rozdilem, ze si Alois s

Barborou prohodi role. Mé&jme néjakou hru

Barbora
1 (2
S1 5 3
Alois S9 0 8
S3 6 0

Hra nemad sedlovy bod ani neni zadna strategie dominovana. Je ziejmé, ze i
pro hry typu m x 2 plati véta 8, jenom v jejim znéni zaménime 2xn zam x2 a B

za A, takze zkoumdme Barbofiny smiSené strategie (¢, 1 — q) za situace, hraje-li
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Alois ¢isté strategie. Obdrzime proto funkce s proménnou ¢ € (0, 1).

fSl (Q) = 2q +3
fe,(q) = —8q + 8
fs3(q) = 6q

Zamérem Aloise je ziskat co nejvyssi vyplatu. Proto u her typu m x 2 definujeme

funkeci

¥(q) = max fs(q)

]: EARES

a cenu hry jako minimum z hodnot této funkce (proc?).

v g=1
8
6
¥(q) 5
miny(q)
4 ,
3 :
: 0
' q
0 1 1
2

Alois bude ve hie vyuzivat strategie s; a so. Vyfesime prislusnou podhru typu

2 x 2 (proved'te!). Nashova rovnovéha hry je {(%, %, 0) , (%, %)} a cena hry 4.
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Cviceni

6. Reste hru
Barbora
1 (2
S1 —2 4
Alois
S92 20 —10
7. Reste hru
Barbora
1 to t3 ty ls
$1 1 -1 0 -2 3
S 3 3 -1 0 5
Alois S5 0 2 -3 —1 3
S4 1 0 5 2 -1
Sk 3 1 -2 —1 5
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8. Pro jakd x ma hra

Barbora
131 12 l3
S1 T 5 1
Alois S5 ) - -5
S3 -3 3 T
sedlovy bod? Reste hru pro z = 4.
9. Pro jakd z ma hra
Barbora
131 12
S1 T 7
Alois
So —4 T

praveé 2 sedlové body?
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3.2 Hry ekvivalentni hram s nulovym souctem

Vsechny hry v normalnim tvaru, které nesplnuji definici 6 nazyvame jako hry
s nenulovym souctem. U téchto her jiz musime zkoumat funkce obou hraca. V
nékterych specialnich pripadech si muzeme praci usnadnit a prevést tyto hry na

hry s nulovym souc¢tem. Méjme nésledujici hru

Barbora

ty to

s1 | (27,-3) (17,2)

Alois

sy | (19,1) | (23,-1)

Predstavme si, ze Alois dostava vyplatu v korunach. Nikdo mu nemuze zakazat
vyhru prevést na eura, libry, zloté ¢i jakoukoliv jinou ménu. Jeho preference se
tim nijak nezméni, coz znamena, ze v nové hie by mél stejnou rovnovaznou stra-
tegii jako v puvodni. Stejné machinace muzeme provadét i samoziejmeé i se hrami,
kde se hraje o néco jiného nez penize. Mame jedinou podminku: Vyplaty musime
nasobit pouze ¢isly a > 0 (proc?).

Vime, ze Alois preferuje 27 korun vice nez 19. Tuto ¢astku ,preferuje o 8
korun“. Rozdil vyplat 1ze tedy povazovat za jakousi ,miru preference®. Cim vétsi
bude rozdil vyplat, tim vice bude preferovat vyssi hodnotu. To znamena, ze 500
korun by oproti 492 preferoval ,stejné moc“ jako 27 korun oproti 19. Neboli
pricteme-li ke vSem jeho vyplatam stejné cislo, obdrzime novou hru, ktera bude
mit stejnou Nashovu rovnovahu jako puvodni.

Diky témto tvaham tedy plati, ze nase puvodni hra ma stejnou Nashovu

rovnovahu jako hra
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Barbora

t to
1 (27a + b, —3) (17a +,2)
Alois
S9 (19a +b,1) (23a + b, —1)

pricemz a > 0. Hra s nulovym souctem, kterd bude mit stejnou Nashovu rov-

novahu musi spliiovat soustavu rovnic o neznamych a, b.

27a+b =3
17a+b= -2
19a+b= -1
23a+b=1
Obdrzime
a:%,b:—2—21,

¢ili nase hra mé stejnou Nashovu rovnovahu jako hra

Barbora

t to

S1 3 —2
Alois

S9 —1 1

Nashova rovnovaha této hry je {(%, %) , (%, %) } Cena této hry je % Ovsem

my jsme puvodné fesili jinou hru! Cenu ptuvodni hry v ziskdme pomoci inverzniho
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postupu.

av+b= -
1 21
—v—— =17
2" "2
149
v=—
7
Cena puvodni hry je pro Aloise %, pro Barboru —%.

Specidlnim ptikladem her s nenulovym souctem, které lze prevést na hry s

nulovym souctem, jsou hry s konstantnim souctem.

Definice 10. Méjme hru dvou hracua {Q, S, T, uy, us}. Hru nazyvame jako hra s

konstantnim souctem, jestlize pro kazdé s € S, t € T plati
ul(sv t) + u2(57 t) = ka
kde k je konstanta.

Hry s nulovym souctem jsou tedy hry s konstantnim souctem, kde k& = 0.

Tyto hry lze do podoby hry s nulovym soué¢tem pievést velice snadno, nebot
ul(s,t) —k= _U/Q(S,t).
Naptiklad pro hru

Barbora

S1 (87 _1) (67 1)
Alois

S9 (5,2) (11, —4)

je k ="7. Obdrzime hru
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S1

Alois

S2

Obé hry, puvodni i nynéjsi, maji Nashovu rovnovahu {(%, }L) , (%, g)} Cena

Barbora

5]

to

—2

puvodnf hry pro Aloise je 1 +7 = 2 a pro Barboru —1.

Ne kazda hra lze do podoby hry s nenulovym souctem prevést, jak se ¢tenar

muze presvédcit u nasledujici hry.

Barbora
t1 (D)
$1 (4,5) (—1,10)
Alois
S92 (57 _2) (17 1)
Soustava

4a+b = -5
—a+b=-10

Sa+b=2

a+b=-1

totiz nem4 reSeni.
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Cviceni
10.Sourozenci Alois s Barborou dostali od babicky 100 korun a nyni premysli,
jak si je rozdéli. Rozhodli se, Ze si o penize zahraji nasledujici hru: Oba soucasné

ukézou jeden nebo dva prsty. Bude-li soucet 2, dostane Alois 20 korun, pfi souctu

3 70 a pii souctu 4 40 korun.

11. Alois s Barborou si chtéji rozdélit 50 korun. Rozhodli se, ze si o penize
zahraji nasledujici hru: Alois napise na papir cislo 10,30, nebo 50, tak, aby to
Barbora nevidéla. Barbora muze pfijmout nebo neptijmout. Pokud prijme, ziska
castku, kterou Alois napsal na papir a zbytek si Alois necha. Pokud neptijme,

pak si napsanou ¢astku ponechd Alois a Barbora si vezme zbytek.

12. Reste hru

Barbora

t to

S1 (7,-3) (—13,2)
Alois

sy | (=1,-1) | (19,-6)
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3.3 Obecné reseni her v normalnim tvaru

Jiz jsme se zabyvali specidlnimi ptipady her v normalnim tvaru, hrami s nu-
lovym sou¢tem a hrami, které lze na tento tvar prevést. Co vSechny ostatni hry?

Hry s nenulovym souctem, které nelze prevést na hru se souc¢tem nulovym,
potkdvame v praxi mnohem castéji ve formé ruznym modelu v psychologii, eko-
nomii ¢i evolucéni biologii. Nejzasadnéjsim rozdilem je, ze vyplata obou hracu zde
neni zavisla pouze na jedné funkci. To znamend, Ze od her, kdy vyhra jednoho
znamena ztratu druhého, neboli kdy se hraci snazili soupefe porazit, se pfesuneme
ke hram, kdy hraci nemusi byt nutné nepratelé. Hraci se pouze snazi maximali-
zovat svuj zisk a neresi, jestli se na jejich uspéchu ndhodou nesveze i souper. Hry
s nenulovym sou¢tem proto narozdil od téch se souc¢tem nulovym, rozdélujeme
do dvou kategorii: kooperativni hry, kdy se hra¢i mohou pred hrou domlouvat,
utvaret koalice se spole¢nym cilem,... a nekooperativni hry, kdy nic z toho neni
mozné. V této kapitole se budeme zabyvat vyhradné hrami nekooperativnimi.

Me¢jme hru

Hra 7. USA a Rusko uzavteli dohodu o jaderném odzbrojovani. Oba staty se nyni
musi rozhodnout: Dodrzime dohodu? Je totiz zfejmé, ze nejhorsi bude, pokud
soupef zradi a my budeme neozbrojeni. To uz je lepsi, abychom zradili taky.

Jenomze pokud zradime oba, zbyte¢né vynalozime naklady na zbrojeni.

Predpokladejme, ze si staty stanovily vyplaty nésledujicim zpusobem:

Rusko

dodrzet zradit

dodrzet (2,2) (—3,5)
USA

zradit (5,—-3) (—1,-1)
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Pomoci diagramu nejlepsich odpovédi jsme schopni nalézt Nashovu rovnovahu

hry.
Rusko

dodrzet zradit

dodrzet S
[

zradit —_—

Nashova rovnovéha hry je tedy {zradit, zradit}. Ovsem racionalni hraci by ze
hry radi vytézili co nejvice. Pokud se podivaji na vyplaty za dodrzeni smlouvy,

uvidi, ze

uy (dodrzet, dodrzet) = 2 > —1 = wy(zradit, zradit)

us(dodrzet, dodrzet) = 2 > —1 = uy(zradit, zradit).

Neboli pokud oba smlouvu dodrzi, oba na tom budou lépe nez v piipadé
Nashovy rovnovahy! Proto nemuzeme Nashovu rovnovahu v této hie pokladat
za FeSeni. Problémem je, Ze ani dvojice {dodrzet, dodrzet} nemuze byt Fesenim,

nebot oba hrééi jsou v pokuseni zradit. Plati totiZ

uy(dodrzet, dodrzet) = 2 < 5 = wy (zradit, dodrzet)

ug(dodrzet, dodrzet) = 2 < 5 = uy(dodrzet, zradit).

Dostali jsme se do situace, kdy nezbyva nez zkonstatovat, ze hra nema reseni.
Kdy tedy hra s nenulovym souctem tfeseni mit bude? Zakladem teseni nutné musi
byt Nashova rovnovaha, nebot predstavuje pro hrace urcity bod jistoty. Nastésti
z véty 4 vime, ze néjakd Nashova rovnovaha ve hie existuje vzdy. Na druhou
stranu jsme ukézali, Ze pokud nalezneme takovou situaci, kdy bude vyplata pro
oba hrace vyssi nez za Nashovy rovnovahy, hra nebude fesitelna. K teseni hry

pro nas bude dulezity pojem tzv. Paretova optima.
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Definice 11. O usporadané dvojici strategii {s*, t*} fekneme, ze nend paretovsky
optimalni, jestlize existuje dvojice strategii {s,t} takovd, ze plati

up(s*,t%) < wuy(s,t) asoucasné us(s™,t*) < ug(s,t).

Pokud takové strategie s,t neexistuji, fikame, ze {s*,t*} je Paretovo optimum.

Zajimavosti je, ze koncept Paretova optima zavedl italsky ekonom Vilfredo
Pareto jesté pred vznikem samotné teorie her. Vidime, ze Nashova rovnovaha
nasi hry neni paretovsky optimalni, zatimco vSechna ostatni mozna vyusténi jsou
(ovérte!). Problémem Paretova optima je, jak jsme jiz ukézali, ono pokuseni se
od néj odklonit. Co se stane skloubi-li se v néjaké hie Nashova rovnovaha s

Paretovym optimem? Méjme hru

Barbora
t 123
S1 (071) <5a 9)
Alois
S92 (87 0) (_27 10)

Hra ma Nashovu rovnovahu {s;,ts} (ovérte!). Ta je soucasné Paretovym op-
timem (téz ovérte!). Alois by sice radéji vyhral 8 nez 5 a mohl by tak uvazovat
nad strategii s;. Jenomze pro Barboru je nesmysl hrat strategii ¢;, tudiz Alois
nikdy nemuze vyplatu 8 ziskat. Dvojici {s1,t2} lze proto povazovat za TeSeni
hry. Zéakladem teSeni her s nenulovym souctem tedy bude paretovsky optimalni
Nashova rovnovaha.

Proc¢ jsme paretovskou optimalitu nepotiebovali zavést ve hrach s nulovym
souc¢tem? Vzpomenme si, ze pokud nékdo zménou strategie ziskal, souper tratil.
Neexistovala proto situace, kterd by pro oba hrace byla lepsi nebo horsi nez jina

(neboli vsechny vystupy hry s nulovym souctem byly paretovsky optimalni).
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3.3.1 Reseni hry v &istych strategiich

Pro hledani Nashovych rovnovah v ¢istych strategiich budeme uzivat dia-

gramu nejlepsich odpovédi. Zkoumejme nésledujici hru.

Barbora
t1 to
S1 (372) (17 O)
Alois
52 (_17 1) (Oa 4)
Obdrzime diagram
Barbora
t to
S1 —
Alois T T
59 —_—

Pokud se nékomu z néjakého duvodu nelibi diagramy nejlepsich odpoveédi,

druhou variantou je nejlepsi odpovédi poznacit ptimo do tabulky.

Barbora
tl t2
S1 (3,2) (1,0)
Alois
52 <_17 1) (07 4)

V obou postupech obdrzime Nashovu rovnovahu {sy, ¢ }.

Matematika pro dogmatiky

Nikdy pro Nashovu rovnovahu v ¢istych strategiich ve hrach s nenulovym souctem neuzivejte

pojem sedlovy bod! Sedlovy bod je pivodné pojem z matematické analyzy, kde znac¢i takovy bod
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funkce dvou proménnych, ktery je v jednom sméru lokalni maximum a ve druhém lokalni mini-
mum. Protoze vyplatni funkci her s nulovym sou¢tem muzeme definovat jako funkei zavislou na
pravdépodobnostech p a g a navic se jeden hra¢ snazi hodnotu funkce maximalizovat, zatimco
druhy minimalizovat, je vyuziti tohoto pojmu na misté. Ve hriach s nenulovym souc¢tem jsou
vyplaty hracu uréeny dvéma funkcemi, jejichz hodnoty by navic oba rdadi maximalizovali, proto

pojmu sedlovy bod nelze korektné uzit.

Nyni musime urcit, zda je nalezena Nashova rovnovaha i paretovsky optimalni.
Muzeme tak uc¢init nudnym zpusobem, kdy budeme prochazet situace jednu po
druhé a budeme se snazit zjistit, zda nahodou neexistuje situace, kdy jsou vyplaty
pro oba hrace vyssi. U obsahlejsich her je tento postup zdlouhavy a hrozi riziko
prehlédnuti. Navic nam nic netika o smisenych strategiich. Budeme proto uzivat
jiné varianty, konstrukce tzv. vyplatniho polygonu. Vytvorme graf, kde osy budou
vyplaty jednotlivych hracu. Do tohoto grafu muzeme zaznacit vSechny mozné
situace v ¢istych strategiich. Nashovu rovnovahu ozna¢me zakrouzkovanim. D4
se dokéazat, ze vSechny vyplaty za smiSené strategie v tomto grafu nalezneme
uvnitt nejmensiho konvexniho mnohothelniku, ktery obsahuje vyplaty za ¢isté
strategie, tedy

U2

(0,4)

* Uy
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Jak graficky nalézt paretovsky optimalni vyplaty? Aloisova vyplata se zvysuje
smérem doprava, Barbofina nahoru. To znamenad, ze paretovsky optimalni jsou
vSechny vystupy hry, pro které neexistuje bod vyplatniho polygonu, ktery je vice
napravo a soucasné vys (¢ili jsou ,severovychodni* hranici polygonu). Paretovsky

optimalni mnozinu budeme znacit prerusovanou ¢arou.

U2

* Uy

Vidime, ze Nashova rovnovaha je paretovsky optimélni, proto je Nashova
rovnovaha {s1,t;} feSenim této hry.

Vyzkousejme si postup i pro rozsahlejsi hru.

Barbora
f ty ty
51 (1,5) (5,5) (4,0)
Alois ss | (—3,6) (7.8) (8,-5)
s3 | (8,-1) | (~4,-6) (13,9)

75



Hra m& dvé Nashovy rovnovahy {ss,t2} a {s3,t3} (ovéite!). Zkonstruujme

vyplatni polygon.

s g (139
(_37 6)
[,0 ° . (8
(—4,—6) (8,-5)

Obdrzime jediné Paretovské optimum, kterym je Nashova rovnovéha {ss,t3}.
Tato hra ukazuje, ze nékteré hry mohou mit vice Nashovych rovnovah, pticemz
nékteré jsou paretovsky optimélni, zatimco jiné ne.

Nékdy nam nepomuze ani nalezeni paretovsky optimalni Nashovy rovnovahy.

Méjme hru Souboj pohlavi, kterou jsme uvazovali jiz v kapitole 1.

Hra 8. Manzelé Alois a Barbora se rozhoduji, kam pojedou na dovolenou. Alois
by radéji do hor, Barbora k mofi. Oba maji dvé strategie: S=stat si za svym,

P=prizpusobit se. Své preference jsou schopni popsat nasledovneé:

Barbora
S P
S (0,0) (2,1)
Alois
Pl (12 (0,0)
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Hra mé dva rovnovazné body {S, P} a {P,S}. Podivejme se na jejich pare-

tovskou optimalitu.

U2

U

(0,0)

Nastava problém. Hra sice ma dvé paretovsky optimalni Nashovy rovnovahy,
ovSem pokud se manzelé nebudou chtit domluvit, hra nema feseni. Budou-li si
napiiklad oba stat za svym, hraji sice oba rovnovéaznou strategii, ale vysledek
hry bude katastrofa (a s nejvyssi pravdépodobnosti manzelskd hadka). V ¢istych
strategiich tedy hra neméa teSeni. Pokud m&a hra vice paretovsky optimalnich
Nashovych rovnovah, potom je fesitelnd pouze v piipadé, Ze se hra¢ nemusi obavat

hrat jakoukoliv z rovnovaznych strategii.

Definice 12. Méjme hru dvou hraéua H. O Nashovych rovnovahach {s*,t*} a

{s',t'} hry H tekneme, Ze jsou zaménné, jestlize plati
ur (8%, %) = ui (8, %) = ui (s*, ') = uy (8, 1)

a soucasné
g (8%, %) = ug(8', %) = ua(s*,t') = us(s',t')

(neboli {s',t*}, {s*,t'} jsou téz Nashovy rovnovéhy).

Napriklad ve hte
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Barbora

t to t3
si| (8,11) (5, —3) (8,11)
Alois 5, | (2,4) (7,9) (—=1,5)
s3 | (8,11) (3,0) (8,11)

mame celkem pét Nashovych rovnovah, ¢tyfi z nich jsou paretovsky optimélni.
Ty jsou navic zadménné. Tato hra ma tedy ¢tyri feSeni (vyfeste a stanovte cenu

hry pro oba hrace!).

Definice 13. O hie H tekneme, ze je resitelnd, jestlize pro ni plati nékteré z
nasledujicich tvrzeni:

(i) Ve hfe existuje pravé jedna paretovsky optimalni Nashova rovnovéha.

(ii) Ve hie existuje vice paretovsky optimélnich Nashovych rovnovah. Tyto
rovnovahy jsou zameénné.

Necht {s*,t*} je feSenfm hry H. Cislo u(s*, t*) nazyvame cena hry H pro hrdce
A, ¢islo ug(s*,t*) cena hry H pro hrdce B.

3.3.2 Nashova rovnovaha ve smiSenych strategiich

Ukézali jsme si, ze Souboj pohlavi (hra 8) neméd feseni v ¢istych strategiich.
Nezbyva ndm, nez hledat rovnovazné smisené strategie. Smisené strategie zava-
dime stejnym zpusobem jako u her s nulovym souctem, tedy tak, ze pritadime
jednotlivym strategiim pravdépdobnost, s jakou bude hrana. Obecné je pro hry
typu m xn hledani Nashovy rovnovahy ve smisenych strategiich obtizné. Naucime
se je hledat pouze ve hrach typu 2 x 2. Nasledujici postup bude pouze rozsitenim
myslenky reakénich kiivek ze sekce 3.1.4. Méjme libovolnou smiSenou strategii

Aloise p = (p,1 — p) (¢ili s pravdépodobnosti p si stoj za svym, s pravdépodob-

78



nosti 1 — p se prizpusob), kde p € (0,1) a libovolnou smiSenou strategii Barbory

q=(q,1—¢q), kde q € (0,1). Zkoumejme vyplaty obou hracu.

ui(p,q) = Opg +2p(1 —q) + 1(1 —p)g +0(1 —p)(1 —q) = (=3¢ +2)p+¢q
uz(p,q) = Opg + 1p(1 — q) +2(1 —p)g +0(1 — p)(1 — q) = (=3p +2)q + p.

Pozornému ¢tenari jisté neuniklo, ze jsme v jednotlivych rovnicich zémeérné vytkli
tu neznamou, kterou muze dany hrac ovlivnit svou vyplatu. Kdyz se totiz Alois
zadiva na svou vyplatni funkci, shledd, ze obdrzel linearni funkci s proménnou p a

parametrem g. Mohou pro néj nastat tii situace v zavislosti na onom parametru:

1) Pokud bude ¢ € (0, 2), bude funkce u; ve sméru p rostouci (pro¢?). Proto
3
je pro néj nejlepsi tento rust podpofit a hrat co nejvyssi p, tedy p = 1 (cili

¢istou strategii (1,0) = .5).

(2) Pokud bude ¢ = %, bude funkce u; ve sméru p konstantni. I kdyby se Alois
postavil na hlavu, nemuze vyhru ovlivnit. Nejlepsi odpovédi jsou tedy vSechny

strategie (p,1 — p).

(3) Jestlize q € (%, 1), bude funkce u; ve sméru p klesajici. Alois chce, aby jeho
vyplata klesala co nejméné, proto hraje nejmensi mozné p, tedy p = 0 (¢ili

Cistou strategii (0,1) = P).

Skrze tyto tivahy muzeme stejné jako v sekci 3.1.4 zavést reakéni kiivku R(q).

Stejnym zpusobem muze uvazovat i Barbora (proved'te tivahu!) a dostane reakéni

kiivku R(p).
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Nashova rovnovaha dle definice nastava v situaci, kdy oba hraci hraji své
nejlepsi odpovédi, coz znamena v prusecicich reakénich kiivek. Souboj pohlavi
mé proto celkem tii Nashovy rovnovéhy: {(0,1), (1,0)} = {P,S},{(1,0),(0,1)} =
{S,P}a{(%1),(2 1)} Vyplaty za posledni z nich jsou (2, 2), coz je jesté horsi
nez vyplaty za {P,S} a {S, P}, cili {(2,3),(2,1)} neni Parctovo optimum.
Souboj pohlavi proto neni v ramci nekooperativnich her tesitelny. Mimochodem,
v kooperativnich hrach bychom dosli k vysledku, ktery o¢ekavame: jednou by se
prizpusoboval Alois, podruhé Barbora a oba by ziskali vyplatu % Necht je tento
model pro ¢tenaie ponaucenim, ze vztahové konflikty nikdy nemaji probihat jako
nekooperativni hra, ve které se snazime ziskat co nejvice pro sebe!

Obecné v drtivé vétsiné her nebude Nashova rovnovaha ve smiSenych stra-
tegiich paretovsky optimdlni (Pfedstavme si, ze hrajeme hru mnohokrét za se-
bou. Potom se pii ndhodném rozhodovani obou hracu ¢as od casu stane, ze ve
hie skonéite nejhuf jak to jen jde. To srazi prumeérnou vyhru pod hodnoty pare-
tovského optima). Ptesto je dobré se ji naucit nalézt, nebot je uziteénd v ruznych
odvétvich a aplikacich teorie her, jako napfiklad v kooperativm’ch a opakovanych

vvvvv

se proto na obecnou hru.
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Barbora

tl tQ
si| (ae) (b.f)
Alois
S2 (Cag) (d7h)

Ctenar si muze oveérit, ze vyplatni funkce za smiSené strategie muzeme vzdy

upravit do nasledujiciho tvaru (ovéite!):

(1)

(1)

u(p,q) = ((a—b—c+d)jg+b—dp+(c—djg+d

us(p,q) = ((e—f—g+h)p+g—nh)g+ (f —h)p+h.

Pro Aloise potom plati:

d—b

JestliZe q = a—b—ctd’

bude funkce u; ve sméru p konstantni. Alois nemuze
vyhru ovlivnit. Nejlepsi odpovédi jsou vSechny strategie (p, 1 —p). Alois vzdy

obdrzi vyplatu v hodnoté (¢ — d)q + d. To samoziejmé plati za predpokladu,

d—b
a—b—c+d

ze € (0,1). V opa¢ném piipadé hra ma Nashovu rovnovahu pouze v

cistych strategiich.

Jestlize q # %, bude funkce u; ve sméru p rostouci nebo klesajici v
zévislosti na tom, zda je (a — b — ¢+ d)q+ b — d kladnd ¢ zaporna hodnota.
Nejlepsi odpovédi Aloise pii kladné hodnoté (a —b—c+d)g+b—d je strategie

(1,0) a pti zaporné (0,1) (proc?).
Obdobné pro Barboru plati

Jestlize p = a_‘g_b

“b—cra- Pude funkce uy ve smeru ¢ konstantni. Barbora nemuze

vyhru ovlivnit. Nejlepsi odpovedi jsou vsechny strategie (¢,1 — ¢). Barbora
vzdy obdrzi vyplatu v hodnoté ( f —h)p+h. Opét za predpokladu, ze %i €
(0,1).
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(2) Jestlize p # bude funkce us ve sméru ¢ rostouci nebo klesajici v

h—g
e—f—g+h’
zavislosti na tom, zda je (e — f — g+ h)p+ g — h kladné ¢i zdpornd hodnota.
Nejlepsi odpoveédi Barbory pro kladnou hodnotu (e — f — g+ h)p+ g — h je

strategie (1,0) a pro zéapornou (0, 1).

Hra 9 (Samaritdnovo dilema). Ministerstvo prace a socidlnich véci uvazuje,
do jaké miry podporovat nezaméstnané. Pokud je nezaméstnany snazivy, muze
mu podpora dopomoci k ziskani lepsiho zaméstnani a stat od néj poté obdrzi
vic penéz na danich. Nezaméstnany vSak muze uvazovat tak, ze pokud m4 jis-
totu podpory, muze si usetfit ndmahu pfi hledani prace. Po stanoveni uré¢itych

vyplatnich funkei vypada hra takto:

nezameéstnany

snazit se  fldkat se

podporit (3,2) (-1,3)
stat

nepodpofit (1,1) (0,0)

Dle nasich vzorcu obdrzime vyplatni funkce

ui(p,q) = (3¢ —1)p+q
uz(p,q) = (—2p + 1)q + 3p.

Zakreslime reakéni kiivky:.
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1
. R(q)
3
R(p)
0 1 i P
2
Dostavame pouze jeden prusecik pro p = %, q= %, coz znamena, ze hra nema

Nashovu rovnovahu v ¢istych strategiich, ale pouze ve smiSenych { (

Pomoci vzorcti dopocteme cenu hry pro stat % a pro nezaméstnaného

Uz

(_173) S~-

11
272

)+ (5:5) )

(0,0)

Uy

Vidime, ze Nashova rovnovéha (nevybarvené kolecko) neni paretovsky op-

timalni, tudiz hra neni reSitelna.

Matematika pro dogmatiky

Pokud hra nenf fesitelnd v rdmci nekooperativnich her, méli by se hraci (pokud je to mozné)

uchylit k vyjednavani. Tim se dostavame do

her kooperativnich. Zakladem vyjednavani je na-

lezeni tzv.obezietné strategie jednotlivych hrécu. Pii jejim hleddni se hraci ptaji: Co nejhorstho

se mi muze stat? Toto uvazovani ndm ne ndhodou ptipomind hry s nulovym sou¢tem. Podivé-1i

se ministerstvo na své vyplaty v Samaritanové dilematu, vidi toto:
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nezameéstnany

snazit se flakat se
podpofit 3 -1
stat
nepodpofit 1 0

Ministerstvo nalezne svou obeziretnou strategii tak, ze zjisti, jak se chovat v ptipadé, ze
mu bude nezaméstnany skodit. To znamend jako feSeni této hry s nulovym souc¢tem. Ta ma
sedlovy bod {nepodporit, fldkat se}, ¢ili obezietnd strategie stdtu je Nepodpotit a cena hry 0.
Tu nazyvame jistota, nebot pokud hri¢ bude hrat obezietné, nemiize obdrzet horsi vyplatu
nez ji (pro¢?). Obdobné fesf svou hru s nulovym souc¢tem i nezaméstnany (vSimnéme si, ze se

v této ivaze stdva hrécem 1).

stat

podpoftit nepodpofit

snazit se 2 1
nezameéstnany

flakat se 3 0

Hra mé sedlovy bod {snazit se, nepodpofit}, ¢ili obezfetnd strategie nezaméstnaného je
Snazit se a jistota 1. Pfi vyjedndvani se hraci odpichnou od svych jistot. Ve vyplatnim polygonu
proto jako vyjedndvaci mnoZinu stanovime tu ¢ast paretovsky optimalni mnoziny, jejiz hodnota

je vétsi nez 0 ve sméru u; a vétsi nez 1 ve sméru us

U
(=1,3) -, ~-lvyjednévaci mnozina
(3,2)
[¢]
Uy
(0,0)
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Schéma fesSeni her s nenulovym souctem

1) Nalezneme Nashovy rovnovahy hry.
2) Nalezneme Paretova optima hry.
3) Stanovime, které Nashovy rovnovéhy jsou paretovsky optimalni

i) Jestlize neexistuje zadné paretovsky optimélni Nashova rovnovaha, hra
nema reseni.
ii) Jestlize existuje pravé jedna paretovsky optimalni Nashova rovnovédha,
je reSenim.
iii) Jestlize existuje pravé vice paretovsky optimélnich Nashovych rovnovéh,
které jsou zaménné, jsou FeSenim.

iv) Jestlize existuje prave vice paretovsky optimalnich Nashovych rovnovah,
které nejsou zdmeénné, hra nema reseni.

Koncept fesitelnosti her s nenulovym souctem je pomeérné relativni. VSimnéme
si napriklad, ze jsme zde v této sekci vubec neuzivali dominanci. Ta by z netesitelné
hry 7 udélala hru ,fesitelnou“, nebotf pro oba stity plati, Ze strategie Dodrzet
je dominovéna strategii Zradit (s timto konceptem feseni se ¢tendf muze setkat
napiiklad v [1]). Dalsim piikladem, kde je nase definice nefunkéni jsou hry v

extenzivnim tvaru s tuplnou informaci. Zkoumejme nasledujici hru.
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(8,8) (—1,6)

Obdrzime optiméalni cestu a1, b12 a cenu hry 3 pro Aloise a 2 pro Barboru. Ovsem

tuto hru muzeme téz zapsat v normalnim tvaru, kde Alois bude mit 3 strategie
e a1= Hraj ay;.
® a5 + as=V prvnim tahu hraj a;5. Pokud bude hrat Barbora b3, hraj as;.
® a5 + axnx=V prvnim tahu hraj a;,. Pokud bude hrat Barbora b3, hraj ass.
Barbora mé ¢tyti strategie
e by1 + bi3=Pokud Alois hral aqq, hraj b;;. Pokud hrél a5, hraj b;3.
e by + byy=Pokud Alois hral a;q, hraj by;. Pokud hral a5, hraj by4.
e by + bis=Pokud Alois hral a;q, hraj by5. Pokud hral a5, hraj b;3.

® b1y + byy=Pokud Alois hral a1, hraj byo. Pokud hral a5, hraj by4.
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Barbora

bi1 + D13 bi1 + big bia + b1 bia + b1g

aiq (4a 1) (47 1) (37 2) (3’ 2)
Aloils g5 + ay (8,8) (1,10) (8,8) (1,10)
a12+ax | (—1,6) (1,10) (—1,6) (1,10)

Tato hra m& jednu Nashovu rovnovéhu {ay1, b1 + b14}, kterd neni Paretovym
optimem (ovérte!), tedy v normdalnim tvaru neni fesitelnd, prestoze v extenzivnim
byla! Dokonald definice feSeni hry s nenulovym soucCtem ziejmé neexistuje, ale
vzdy vychazi z okolnosti (pravidel) konkrétni hry. Dokonce i v rdmci této préce se
seznamime jesté s jinym konceptem feSeni hry s nenulovym souctem, konkrétné v
kapitole 5. Resenf pomoci paretovsky optimélnich Nashovych rovnovéh je dulezité
zejména proto, ze se jedna o nejsilnéjsi mozné reseni. Ukazali jsme si, ze pokud

existuje, potom hraci nemaji duvod uvazovat o odklonu od rovnovazné strategie.
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Cviceni
13. Jak vypada vyplatni ,polygon“ her s nulovym souctem? Co z néj plyne pro

paretovskou optimalitu?
14. Predpokladejme, ze se do vyjednavani ve hie 7 vlozila NATO, ktera tika:
Stat ktery dohodu porusi musi zaplatit pokutu v hodnoté —5. Jak hra dopadne

nyni?

15. Najdéte Nashovy rovnovahy nésledujich her. Jsou paretovsky optimalni?

Barbora
t to
S1 (273) (472>
Alois
52 (4a2) (176)
Barbora
121 (2
S1 (474> (571>
Alois
52 (173) (276)
Barbora
1 (2
S1 (4a5) (275)
Alois
S92 (371) (273)
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Kapitola 4

Opakované hry

Nejznaméjsim modelem teorie her je tzv. Véznovo dilema. Jeho nazev vznikl

na zakladé situace podobné nasledujici hie.

Hra 10. Ucastnici skautského odboje Jiti Navratil a Zavis Bozdéch byli chy-
ceni gestapem. Pomoci Morseovy abecedy se pred vyslechem dohodli na spolec¢né

vypoveédi. OvSem hlavou obéma probihaji tyto myslenky:

Pokud se budeme drzet spolecné vypovédi, zaviou nas oba jen na 1 rok
na vystrahu. Pokud mé ale bratr skaut zradi, dostanu nejen trest za
odbojovou ¢innost, ale i za kiivou vypovéd, dohromady 8 let. Pokud
ale zradim ja, mohl bych byt omilostnén. Pokud vSak zradime oba,

milost nedostaneme a odsedime si 5 let.

Tento piiklad je zjednodusenou verzi skuteénych udalosti z roku 1944. Hru

muzeme zapsat v normalnim tvaru.
Zavis

spoluprace zrada

spolupréce | (—1,—1) (—8,0)
Jir{

zrada (0, —8) (—5,—b)
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Podivejme se na jeji vyplatni polygon

(—8,0) ()
Py U1

(07 _8)

Hra neni fesitelna. Oba hraci tedy stoji pred zdanlivé netesitelnym dilematem:

Zachovat si ¢est, ale riskovat dlouhé roky ve vézeni nebo zradit?

Definice 14. Jako Veéznovo dilema nazyvame hru typu 2 x 2, kdy kazdy hrac

ma strategie S =spolupréace, Z =zrada a kde plati

Hrac 2
S Z
S (odména,odména) (oskubéani,pokusent)
Hrac 1
Z | (pokuseni,oskubéni) (trest,trest)

kde oskubani<trest<odmeéna<pokuseni.

Jak spravné predpokladate, skauti zvolili cestu cti a skuteéné vysli pouze s
nizsimi tresty. My jsme se s Véznovym dilematem jiz setkali ve hie 7. Hru tohoto
typu ,hrajeme® v bézném zivoté velice casto. Kdyz s nékym spolupracujeme na
néjakém projektu, uzavirdme smlouvu, slibime pomoc ptratelim a podobné. I v
téchto situacich muzeme byt oskubani, potrestani, odménéni i v pokuseni své
slovo nedodrzet. Kazdy z nas vsak intuitivné tusi, ze spoluprace je dobré a zrada
Spatna a ze se vyplati spolupracovat. Otazkou je, zda ma tato intuice realny

podklad. Praveé na to muze odpovédét teorie her.
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Pripomenme si smlouvu ze hry 7. Je tifeba si uvédomit, ze dodrzeni smlouvy
neni jednorazova akce. Staty se mohou rozhodnout, ze smlouvu porusi az tieba po
péti letech po uzavieni. Hra tedy probiha znovu a znovu kazdy den od uzavieni
smlouvy. Dostdvame se proto do problematiky tzv. opakovanich her. Dulezitym
faktorem opakovanych her je pamét hract. Ti vi, co jejich soupef hral v predcho-
zich kolech a dle toho mohou uzpusobit své nasledné akce, pricemz ale musi myslet
i na moznost, ze proti témuz soupeti mohou hrat znovu i v budoucnu, navic nevi
kolikrat. Z toho divodu nemuzou predpokladat, ze nékdy nastane posledni kolo
a proto situaci musi zkoumat jako nekone¢né mnoho her za sebou. Je ziejmé, ze v
takovém pripadé existuje i nekonecné mnoho strategii, mezi kterymi hrac¢i mohou

volit.

Matematika pro dogmatiky

Samoziejmé muzeme fesit i hru, kdy hraci vi, kolik kol v ramci Véznova dilematu nastane
(napiiklad uzavieni smlouvy na dobu ur¢itou). V tom piipadé by v rdmci Véziova dilematu
hrace nic nemotivovalo ke spolupraci v poslednim kole a hrac¢i se v ném pokusi o zradu. Tim
padem nemusi myslet na budoucnost ani v pfedposlednim kole, protoze vi, co se stane v kole
poslednim a v pfedposlednim kole je tudiz logické zradit. Touto Gvahou zjistime, ze znaji-li hraci
pocet kol, tak pfi raciondln{ hie je jedinou Nashovou rovnovahou {Vzdy zrad ,Vzdy zrad'}, kterd
neni paretovsky optimdlni. Proto jsou smlouvy vzdy oSetfeny ruznymi tresty za poruseni, jejich

plnéni je hlidédno tfeti stranou a podobné.

Véznovo dilema je prikladem tzv. symetrické hry.

Definice 15. O hie H = {Q,S,T,uy,us} tekneme, ze je symetrickd, jestlize
S =T a pro kazdé dvé strategie s,t € S plati

ur(s,t) = ua(t, s).

V symterické hie nam proto staci zkoumat vyplatni funkci jednoho hrace a

poté doplnit symetricky tabulku vyplat. Zkoumejme nésledujici Véznovo dilema

Hra 11.
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Barbora

S Z
S (3,3) (0,5)
Alois
Z (5,0) (1,1)

Je ziejmé, ze strategie Vzdy zrad bude v nekoneéné hie rovnovaznd (odduvod-
néte!), ale {Vzdy zrad, Vzdy zrad } neni Paretovo optimum, nebot za spolupraci
jisté oba hraci obdrzi vice. Podivejme se, jak budou vyplaty v nekonecné hie
vypadat. Predpokladejme, ze 1. kolo nastane vzdy. Dalsi kolo potom nastane s
pravdépodopnosti p € (0,1) (nikdy stoprocentné nevime, ze protivnika znovu
potkdme, ale ani to, Ze jej uz nikdy neuvidime). Vidime, ze tfeti kolo nastane s
pravdépodobnosti p? (nebot nastane s pravdépodobnosti p po druhém kole, které
nastalo s pravdépodobnosti p), ¢tvrté s p?,... Pokud hrici budou vzdy spolupra-
covat (V'5), oba v kazdém kole ziskaji 3 body. Protoze p € (0, 1), lze vyplaty za
opakovanou hru pomoci zndmého vzorce pro soucet geometrické fady s kvocien-

tem p stanovit jako

Predokladejme, ze Barbora zacne spolupraci a spolupracuje do doby, nez ji Alois
zradi. Poté uz s nim nikdy nebude spolupracovat. Nazvéme tuto Barbofinu strate-
gii Nevrazivec (Grudger). Pokud Alois nikdy nezradi, situace je stejnd jako kdyby
oba hrali V'S. Pokud Alois jednou Nevrazivce zradi, je pro néj racionalni zradit
i v kazdém dalsim kole (proc¢?). Co kdyz Alois zradi v m—tém kole? S vyuzitim
vzorce pro soucet m Clenu geometrické posloupnosti a souc¢tu geometrické rady

lze vypocist jeho o¢ekavanou vyhru

m—1 m m+1 1_pm m pm-i-l
3+3p+...+3p +op™ +p +..=3" + op™ + =
lL—p L—p
_ 3+2pm_4pm+1
= =7 .
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Otézka zni, za jaké pravdépodobnosti opétovného opakovani hry bude pro Aloise

lepsi vzdy spolupracovat? Neboli kdy pro kazdé m € N plati

mo__ m—+1
3 < 3+ 2p 4p 9
IL—p L—p

Vypocteme, ze
1

P> 3
To znamena, ze pokud bude Sance opétovného shledani protivniku vétsi nez %, je
racionalni s Nevrazivcem v kazdém kole spolupracovat! Pokud bude Ssance mensi,
od urcitého kola vzdy bude racionalni zrada. Obecné se da stejnym postupem

ukazat, ze pokud pro pravdépodobnost dalsiho setkani plati

pokuseni — odména

p >

pokusen{ — trest

pak je vyhodné s Nevrazivcem vzdy spolupracovat. Vidime, ze vyhodnost spo-
luprace zde roste s vyssi pravdépodobnosti shledani a tim i vyssim poctem ode-

hranych her.

4.1 Axelrodovy turnaje

Samoziejmé kromé Nevrazivce existuje v opakovaném Véznové dilematu jesté
nekonecné mnoho dalsich strategii. Jak urcit nejlepsi moznou? Tim se zabyval i
Robert Axelrod. Ten zac¢atkem osmdesatych let uspordadal turnaj, kdy pozadal
odborniky z ruznych oboru, aby mu zaslali navrhy strategii, které hraci mohou
pri opakované verzi Véznova dilematu vyuzit, piicemz pozadoval, aby si strategie
,pamatovaly* vzdy nejvyse predchozi tah. Kromé Vizdy spolupracuj a Vidy zrad
mu bylo zaslano celkem 15 strategii.

Axelrod naprogramoval hru na 200 kol (pocet kol samoziejmé tc¢astnici neve-
deéli), kdy strategie hraly kazda proti kazdé (vcetné sebe) a jejich vyhry z jednot-

livych kol se secetly. Cely turnaj pomérné s prehledem ovladla strategie
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Pijcka za opldatku (Tit for tat)=V prvnim kole spolupracuj. Poté vzdy

hraj to, co hral soupet v predchozim kole.

prestoze byla jednou z nejjednodussich strategii. Do turnaje ji zaslal psycholog
Anatol Rapoport.

Axelrod se rozhodl usporadat druhy turnaj, pricemz jeho tucastnici znali vys-
ledky prvniho a mohli vymyslet strategii, kterda by TFT porazila. Navic Axelrod
odstranil omezeni paméti strategii. Objevila se spousta novych, zajimavych stra-

tegii, které ¢asto analyzovaly pujcku za oplatku a upravovaly ji, jako napriklad

e Nelitostnd Joss (Hard Joss)=Hraj jako Pujcka za oplatku, ale spolupracuj

pouze s pravdépodobnosti 0,9.

o Pujcka za dvé oplatky (TF2T)=Zacni spolupraci. Pokud protivnik dvakrat
za sebou zradi, zrad’ téz. Jakmile zacne znovu kooperovat, zacni téz koope-

rovat.

Nékteré dalsi strategie tohoto turnaje muze ¢tenar nalézt napiiklad v [1]. Jaké
bylo Axelrodovo piekvapeni, kdyz se ukazalo, ze a¢ vsichni tcastnici (tentokrat
jich bylo asi 80) znali vysledky prvniho turnaje a pripravovali strategie, které by

meéli byt lepsi nez predchozi, stejné znovu vyhrala TFT!

Matematika pro dogmatiky

Strategie v Axelrodové turnaji byly psidny v programovacim jazyce Fortran. Ze strategii
zaslanych do druhého turnaje byly pouze ti krats nez TFT: Vzdy spolupracuj, Vidy zrad a

Hraj nahodné.

Axelroda napadlo, zda je tato strategie opravdu natolik dobra. V dalsich le-
tech poradal nové turnaje s ohromnym mnozstvim soutézicich strategii. Zde uz
dokéazali vyhravat i jiné strategie nez TF'T, avSak zalozené na podobném prin-
cipu, vétsinou takové, které obcas odpustily ojedinélou zradu, nebot i ,nechténns*
zrada spustila u Pujcky za oplatku odplatu a pokud byla provinila strategie téz

zalozena na principu Pujcky za oplatky (napt. Nelitostna Joss), ze situace se stala
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série vzdjemnych zrad, kterd obéma strategiim skodila. Obecné se (prozatim) ne-

podarilo nalézt zddnou dokonalou strategii. Axelrod vsak stanovil urcité rysy,

vvvvvv

1) Laskavost=nikdy neodmitnout spolupréci jako prvni
2) Umeéni trestat protihracovu zradu

3) Uméni odpoustét protihrdcovu zradu=i po potrestani protihracovi
zrady musi existovat néjakd moznost obnoveni spoluprace

4) Piejicnost=nesnazit se uhrat vic nez protihrac

Dulezitym aspektem je, ze pokud oba hraci hraji strategii s témito vlast-
nostmi, budou diky prvnimu bodu v kazdém kole spolupracovat (jak lze vidét na
prikladu TFT). Axelrodovi se tak podafilo ukdzat, ze zrada se opravdu nevypléct
(v jazyku teorie her doslova).
dely. Napiiklad pokud hodnota pokusSeni vyrazné presahuje hodnotu odmény,
bude pokuseni zradit daleko vyssi. Axelrodovy turnaje se navic soustiedily na
hry, kdy se hraci musi setkat vicekrdt (nebot Axelrodovym cilem bylo dokézat,
ze je mozné, aby v prostfedi obyvaném samymi sobci vznikla spoluprace). Jiz

diive jsme si ale ukézali, ze nizka Sance opétovné hry Véznova dilematu zahyba

1

-5 zaved'te

i s hra¢skymi preferencemi (zkuste v opakované hie 11 polozit p =
Pujcku za oplatku, vypoctéte pomoci geometrickych fad ocekavané vyhry a poté
diskutujte o Nashové rovnovaze!). Skrze tento model napiiklad muzeme matema-
ticky ukazat, proc se lidé na vesnicich k sobé chovaji ohleduplnéji nez ve méstech.
Prosté a jednoduse, pokud néco provedete sousedovi, je vysoka pravdépodobnost,
ze vam to nékdy vrati, zatimco kdyz tu samou véc udélate cizinci, ktery vas v
zivoté nevidél a nejspis ani v budoucnu neuvidi, nemé vam to jak vratit. Kvuli

jisté anonymité lidi ve méstech pak v mezilidskych interakcich prevlada neduvéra

a lidé si méné poméhaji.
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V merzilidskych ,hrach® do pole jesté nastupuji dalsi faktory jako 1zi, predsud-
ky, reputace, pocity,... a lidé mohou jednat jako neinteligentni (¢i p-inteligentni)
rozhodovatelé. Piesto nam tyto modely mohou dopomoci k pochopeni lidskych
pohnutek a ¢inu. Proto jsou oblibenym néstrojem psychologu. Tim, Ze teorie
her zkouma pravé hrace, kteri chtéji pro sebe urvat co nejvice, nam pomaha
pochopit zaklady naseho podvédomého chovani. Je zajimavé zamyslet se nad tim,
s jakym zdmérem koname své dobré skutky. Chceme skuteéné dobro druhého nebo
pouze ,,vyssi vyplatu® napiiklad v podobé popularity, slibené odmény ¢i, jsme-li
nabozensky zalozeni, v podobé nebe? A jde vubec konat dobro pro dobro samé?
V konecném dusledku po kazdém nasem rozhodnuti obdrzime vyplatu v podobé
dobrého pocitu ¢i vycitek. Je jen na nas jak si nase svédomi , vytrénujeme®, jakou

cenu stanovime ruznym zivotnim hodnotam a jaké strategie pro nas zivot zvolime.
* ~ rd
Cviceni

16. V opakované hie 11 zaved'te strategie Vidy spolupracuj, Vidy zrad, Ne-
vrazivec, TF'T, TF2T a strategii

Podezrivavd pujcka za oplatku (Mistrust)=Zaéni zradou a poté opakuj

predchozi protivnikuv tah.

Predpokladejte, ze je hra hrana na 100 kol. Jaka strategie ziskd nejvice bodu?

Jakd strategie ziska nejvice bodu, bude-li hra hrana na 2 kola?

17. Predstavme si, ze hrajeme opakované Samaritanovo dilema 9. Jakou ilohu

bude hrat Nashova rovnovédha?
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Kapitola 5

Evolucni teorie her

Jednu z nejzasadnéjsich aplikaci teorie her lze nalézt v evoluéni biologii. Pro
pochopenti si predstavme nasledujici model. Mame populaci néjakého druhu, ktery
zije v urcitém prostiedi. Je jasné, ze zdroje v tomto prostiedi jsou omezené a
tudiz se organismy dostavaji do konfliktt o potravu, stavebni material na hnizda
¢i partnery k rozmnozovani. Métitkem jejich evoluéniho tuspéchu je biologicka
zdatnost (fitness). Cili v evoluéni hie hraci dostavaji vyplaty v bodech fitness.
Cim vice bodu fitness jedinec ziskd, tim vétsi je pravdépodobnost, ze predd své
geny dalsi generaci. Evoluéni teorie her proto zkouma pouze geneticky podminéné
znaky, nebot ty, které jedinec nepfedd do dalsi generace, zanikaji s jeho imrtim a
nepodléhaji proto evoluci (nahlédne-li ¢tenar do néjaké ucebnice evoluéni biologie,
zjisti, ze v evoluci z velké ¢asti nehraji hlavni roli jedinci, nybrz jejich geny. Jejich
nositelé jsou v koneéném dusledku pouze néastroje, vehikly, genu slouzici k jejich

siteni). Evoluéni hry proto ¢asto nazyvame jako hry gena.

Biologie pro dogmatiky

Fitness se skldda ze tii ¢asti:

e plodnosti (fertility): Geny se snazi co nejvicekrét zreplikovat. Nemuze tomu byt jinak.
Pokud geny nenut{ svého nositele k rozmnozovéni, je jasné, ze budou z populace vytlaceny
témi geny, které tak ¢ini. Cim vice se gen replikuje, tim je dspésnéjsi.

e Zivotaschopnosti (viability): Je sice hezké, pokud se gen zreplikuje, pokud vsak nezajisti,

ze jeho novy nositel prezije do doby, nez se znovu rozmnozi, nemuze byt gen Uspésny.
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e sexudlni zdatnosti: Tento faktor fitness nalézdme pouze u sexudlné se rozmnozujicich
organismu. Pokud gen prezije, ale nezajisti, Ze si jeho nositel nalezne partnera k roz-
mnozovani, nemuze byt evoluéné uspésny. Gen tedy musi zajistit, ze jeho nositel bude
atraktivni pro opa¢né pohlavi (odtud pochédzeji pro viabilitu nesmyslné znaky jako

napiiklad ocasni pera pavich samcu, parozi jelend,...).

To vée samoziejmé nemiize zajistovat jediny gen, ale spolupracuje s dalsimi geny a tak vznikd
organismus. Problémem konceptu fitness je jeho definice. Fitness je totiz definovéna jako schop-
nost predat geny dalsi generaci. OvSem to, co uréuje uspésnost predani genu do dalsi generace,
je jeho fitness. Dostavame definici kruhem ,fitness je fitness“. Fitness je proto spise pomocnym
nez exaktnim pojmem. Z toho diuvodu ani neni presné méfitelna. Praktické urc¢ovani bodu v

evolucnich hrach je proto velmi obtizné a zahrnuje zejména matematické simulace populace.
Predstavme si, ze v nasi populaci je chovani jedince v konfliktni situaci urc¢eno
jednim ze dvou genu:
e gen jestrab=Vzdy zautoc¢ na protivnika.
e gen hrdlicka=Kdyz protivnik zautoci, utec. Pokud neutoc¢i rozdél se s nim.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze vSichni jesttaby v populaci jsou stejné silni.
To znamena, ze pokud se setkaji dva jesttaby, maji oba polovi¢ni Sanci, ze boj o
zdroj vyhraji. Pokud prohraji, jsou zranéni. Pokud se setkd jestiab s hrdlickou,
obdrzi jesttab celou vyhru a hrdlicka nic nevyhraje, ale ani neprohraje, protoze

utece bez zranéni. Setkaji-li se dvé hrdlicky, obé obdrzi polovinu vyhry.

Definice 16. Jako hru Jestrdb-hrdlicka nazyvame hru typu 2 x 2, kdy kazdy
hrac ma strategie J =jesttab, H =hrdlicka a kde plati
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Hrac 2

J H

J V;C’ v-c V,0
Hrac 1 ( 2 2 ) ( )
Hi (0,V) (%.%)

kde V=hodnota vyhry, C=cena za lé¢eni zranéni (oboji ve fitness bodech),

pricemz V' > 0, C' > 0.

Uvédomme si, ze v pripadé jesttab vs. jestiab je vyhra relativni a je urcena
jako v poloviné souboju vyhraji, v poloviné prohraji®,cili ocekdavand vyhra za

jednu hru lze urcit jako
V-C
5

1 1
2V 73¢=

Necht pro nasi populaci plati V = 30, C' = 40. Dostdvame

Hrac 2
J H
J (=5, -=5) (30,0)
Hrac 1
H (0,30) (15,15)

Co se stane, bude-li celad populace slozena z hrdlicek? Kazda hra v populaci
je situaci hrdlicka vs. hrdlicka, ¢ili hraci v kazdé hie obdrzi 15 bodu a vsichni
profituji stejné. Do této populace se ovSem muze dostat jesttdb (mutaci genu
nebo migraci z jiné populace). Zatimco hrdlicky budou povétsinou ziskavat 15
bodu a obcas 0, pokud se setkaji s onim jesttabem, jesttab, ktery nema konku-
renci v podobé jiného jestidba, ziskda v kazdé hie 30 bodu. To znamend, ze ma
veétsi sanci predat svuj gen do dalsi generace nez hrdlicky. Tim padem s nejvyssi
pravdépodobnosti naroste v dalsi generaci pocet jestrabu. Populace hrdlicek tedy
neni stabilni, protoze umoznuje Siteni jestrabu.
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Bude-li naopak cela populace slozena z jesttabu a objevi se v ni gen hrdlicky,
jesttaby z vétsiny her obdrzi vyplatu —5, zatimco hrdlicka sice zivori, ale nemusi
si 1é¢it zranéni a ma vyplatu 0 z kazdé hry. Protoze 0 > —b5, m& hrdlicka vétsi
Sanci na predani svého genu. Ani populace jestiabu neni stabilni.

Meéjme ¢lena populace jménem Alois. Predpokladejme, ze populace je slozena
z 5 jestiaby a ze 2 hrdlickami. To znamend, Ze se Alois setkd v 3 s jestfdbem a ve

% her s hrdlickou. Jednu hru si lze tedy predstavit tak, ze Aloisuv soupef hraje

12
373

1 2 1 2 59

Pokud je hrdlickou, pak

12 1 2
H(=2))=2.0+2.15=10.
“1< ’(3’3)) 5 VT3

Protoze jsme tekli, ze existuji pouze dva geny, jesttab a hrdlicka, nemuze k zadné

smiSenou strategii ( ) Pokud je Alois jesttabem, je jeho ocekavana vyplata

dalsi situaci dojit. Jelikoz ?3—5 > 10, vidime, ze by pro Aloise bylo vyhodnéjsi,
kdyby byl jesttabem. To ale plati i o kazdém dalsim jedinci v populaci, neboli
jesttabové maji vyhodu a v dalsi generaci naroste jejich pocet.

Jak nalézt onen stabilni bod, kdy nebudu mit vyhodu ani jesttabi ani hr-
dlicky? Musi platit, ze jesttabi i hrdlicky maji proti zbytku populace stejnou
oc¢ekavanou vyhru, ¢ili hledame takovou smisenou strategii, ktera da proti obéma
¢istym strategiim stejnou ocekavanou vyhru. Uz vime, zZe tato situace je Nashova

rovnovaha ve smiSenych strategiich! Vytvorme reakéni kiivky.
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1
3
4
R(q)
R(p)
0 N
3 1

Dostavame rovnovaznou smisenou strategii ( ), kterou nazyvame evolucné

401
stabilni strategie. Tato strategie nam tika, ze populace je v poméru % jestrabu a
%‘ hrdlicek.

Co evolucéné stabilni strategie znamena v praxi? Pokud jsou strategie v po-
pulaci v jiném pomeéru, spéje populace v dalsich generacich k evolucné stabilni
strategii, protoze ma nékterd ze strategii vyhodu. Pokud jsou v poméru evolucné
stabilni strategie, znamena to, ze pokud se pomér v nékteré generaci lehce odchyli,
coz se bézné déje, protoze porad nam do hry stédle vstupuje nahoda napiiklad
skrze nedeterministicky pocet potomku (fitness body nefikaji, ze jedinec se 100
body odchova vic potomku nez ten s 50 body, jenom ukazuji, Ze je to vice
pravdépodobné), potom se v dalsich generacich populace do poméru evoluéné
stabilni strategie opét vrati.

Obecné vidime, ze ma-li byt néjaka strategie evoluéné stabilni, musi platit, ze
ktera se ji drzi. Uvédomme si, zZe evoluéné stabilni strategie nic netikaji o situ-
aci, kdy se od stabilntho poméru odchyli vétsina populace (napiiklad po néjaké

prirodni katastrofé). To lze zapsat do nésledujici definice.
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Definice 17. Méjme symetrickou hru dvou hra¢u H. Strategii s nazyvame jako
evoluéné stabilni strategie (dale jen ESS), jestlize pro kazdou strategii t hrace A
plati alespon jedna z nasledujicich podminek:

(E1) wi(s,s) > ui(t,s).
(E2) uy(s,s) =uq(t,s) a soucasné wuy(s,t) > uy(t,t).

Analogicky pro hrace B (formulujte!).

Vsimnéme si, ze jsme ESS definovali pouze v tzv. symetrické hre. Sta¢i ndm
proto zkoumat pouze vyplatu hrace A. Obecné se samoziejmé daji ESS definovat
i v asymetrickych hrach. Tim se ale v této praci zabyvat nebudeme.

Definice tika, ze kazda ESS je rovnovazna (proc?). Obracené vsak ne kazdd
rovnovazna strategie je ESS (jak lze pozorovat na piikladu hry Jestiab-hrdlicka,
ktera méla dvé Nashovy rovnovahy v ¢istych strategiich, avSak jejich rovnovazné

strategie nebyly ESS). Proto pii hleddani ESS postupujeme nasledovne:

1) Nalezneme Nashovy rovnovahy hry.

2) Oveétime, zda jednotlivé rovnovazné strategie spliuji alespon jedno z tvrzen{
(E1) nebo (E2).

i) Pokud rovnovaznd strategie nékteré z nich spliuje, je evoluéné sta-
bilni.

ii) Pokud rovnovazna strategie nespliuje zddné z téchto tvrzeni, neni
evolucné stabilni.

Pokud se poradné zadivame na definici, shledame, ze ESS muze byt v nékterych

hrach vicero! Méjme napiiklad hru
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Hra 12.

Hréc 2

S t

5 (3,3) (0,1)
Hrac 1

t (1,0) (4,4)

Nalezneme Nashovy rovnovahy {s,s}, {t,t} a {(%, %) , (%, %) }, pricemz cena
hry za posledni z nich je pro oba hrace 2. Zkoumejme nejprve strategii s a
podivejme se, zda existuje takova strategie (z,1 — z), kde x € (0,1), Ze nenf

splnéno tvrzeni (E1), tedy

3<3r+1(1—x)

z>1

Kvuli podmince = € (0,1) vidime, ze takova strategie neexistuje, ¢ili s je ESS.

Analogicky ovéiime, ze i t je ESS. Co ale (%, %)7

2

2 1 1
2<g'x~3+§~(1—x)~0+§‘:c-1+§'(1—x)~3

2<4 +1
-
3

0>
4

2 1

To ale znamend, ze existuje strategie (z,1—x), Ze pro (5, g) neni splnéno tvrzeni

(E1). Stéle ale muze byt splnéno (E2). Muzeme dopocitat, ze plati

(G 6 -+(E) ()
(G 6) -
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Dopocteme

31\ (3 1\\_17_,
Uy 47474)4 _8 )

2,1) proto nenf ESS. Co to znamen4

¢ili nenf splnéno ani tvrzeni (E2). Strategie (2, 1

prakticky? Pokud jsou strategie s a t v poméru 2 : 1, pomér zustane v dalsi
generaci zachovan (proc¢?). Ovsem v moment, kdy se od ni trochu odchyli (coz,
jak jiz vime, se jisté stane), ma vyhodu ta strategie, na jejiz stranu se pomeér
nachylil a populace se narozdil od ESS jiz do poméru 2 : 1 nevrati. Proto tento
pomér neni stabilni. Hra ma tedy dvé ESS s a t. V populaci, kde je vic nez
% jedincu nositelem genu pro strategii s je tedy vyhodné mit téz gen pro s, v
populaci, kde jich je méné zase gen pro t.

Vratme se ke hie Jestiab-hrdlicka. Uvazovali jsme variantu C' > V. Co kdyz
bude platit V' > C? Necht napiiklad V = 20 a C' = 5. Dostaneme hru

Hr4c 2

J big

J | (15,15) (20,0)
Hrac 1

H| (0,20 (10, 10)

Hra ma Nashovu rovnovéhu {J, J}, kterd je ESS (ovéite!). Obecné se déd
ukazat, ze pokud C' > V| je ESS strategie (%, 1— %) Je-li V > () pak je ESS
strategie jestidb.

V prirodé lze pozorovat oba typy hry této hry. Typ C' > V napiiklad po-
zorujeme u racku. Racci bud lovi ryby (hrdlicky) nebo kradou ryby ostatnim
(jesttdby). V mnozstvi lovicich racka maji vyhodu zlodéji, kter{ nemusi investo-
vat ¢as a namahu do loveni. Pokud je ale mnoho zlodéju, neni co krast a vétsina
zlodéju hladovi, zatimco lovci si obcas néco pred zlodéji uchrani a maji tudiz
vyhodu. ESS je tedy nékde mezi témito Cistymi strategiemi. Typ V' > C po-

zorujeme napiiklad u samcu rypousu slonich. Tento mohutny tulenovity savec
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je extrémné polygamni. Nejsilnéjsi alfa samec si drzi ohromny harém a je prak-
ticky jedinym samcem v populaci, ktery se muze rozmnozovat. Hodnota harému
z evoluéniho hlediska vysoce prevysuje riziko zranéni i smrti (nebot nemoznost
rozmnozovani je v podstaté smrti pro geny, coz je z hlediska genu jesté horsi nez
smrt jednoho z jejich vehikli). Pokud nebude jiny samec s alfa samcem o harém
bojovat (bude hrdlickou), nemuze se rozmnozit a tudiz tato strategie neni ESS.

Vsichni samci rypousu jsou proto zufivy bojovnici (jesttaby).

Biologie pro dogmatiky

Hra Jestfdb-hrdlicka je jednou z puvodnich her, kterou definoval John Maynard-Smith,
zakladatel evolu¢ni teorie her. V prubéhu let se dockala fady tprav a vylepSeni. Zavedeny byly

napiiklad strategie

e Sikandtor=Zauto¢ jako prvni. Pokud se bude protivnik brénit, utec.

e Odvetnik=Pokud protivnik netitoci, téz neuto¢. Pokud 1toci, zaitoc téz.

e Pokusitel=Chovej se jako odvetnik, ale ¢as od ¢asu zauto¢ jako prvni.

o Meéstdk=Na svém tizemi bud jestiab, mimo své tizemi hrdlicka.
Kromeé klasickych ESS vychazejicich z Nashovych rovnovéah se zacali zkoumat i ESS vychézejici
z tzv.korelovanych rovnovdh. Ty jsou ovlivnény jesté dalsimi vnéjsimi signaly. Pfedstavme si,
7e gen Méstak navic kéduje svému nositeli rudou barvu srsti. Pokud potkéte jedince s rudou
srsti na jeho Uzemi, hned vite, Ze se k vdm bude chovat jako jestidb a podle toho se uzpusobite.
Takovy signal ale implikuje i vznik podvodniki, ktefi budou vyuzivat rudé srsti, aniz by byli

Mestéci (tzv. batesidnské mimikry), coZ opét hru zamotava,...

Méjme obecnou symetrickou hru typu 2 x 2.

Gen 2

Gen 1




V réamci zékladni evoluéni teorie her nejcastéji fesime ¢tyii typy her (ovérte

stanovené ESS!).

e b>a>d>c Timto typem je hra Jestrab-hrdlicka, jejiz ESS jsme si jiz

ukazali.

e c>a>d>b S timto typem jsme se téz jiz seznamili, je to totiz Véznovo

dilema. ESS Véznova dilematu je t.

e a > c > d > b Tento typ nazyvame jako Lov jelena (nézev vychézi ze
situace, kdy se dva lovci rozhoduji, zda budou lovit jelena ¢i kraliky. Za
jelena je vyssi zisk, ale nedokazi ho ulovit sami. Za kralika je zisk nizsi, ale
lovec jej ulovi i bez pomoci druhého). Lovem jelena je napiiklad hra 12.
Obeé strategie jsou ESS, pficemz momentalné vyhodnéjsi strategie se urci

pomoci Nashovy rovnovahy ve smiSenych strategiich.

e a>c>b>d tzv.Plnd spoluprdce (za s si predstavte Spolupracuj, za t

Zrad). s je ESS.
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Cviceni

18. Méjme populaci bylozravet, ve které existuji dveé strategie pii utoku predatora:
Utéct a bojovat. Jedinec sém predatora nezdold, ale pokud se do néj pusti spolu s
nékym dalsim, porazi jej. Pokud utika, zatimco nékdo jiny bojuje ma jistou Sanci
na preziti, zatimco bojujici umird, pokud oba utikaji, je Sance, Ze nékterého z nich
predator chyti. Stanovte hypotézu, jak by vypadala tabulka vyplat v zavislosti
na vaznosti zranéni v piipadé, ze by oba jedinci bojovali proti preddtorovi (nenf
tfeba konkrétnich ¢isel staci srovnani vyhodnosti), a urcete kterym ze zakladnich

typu je tato hra a jaké jsou ESS.

19. (Kulturni evoluce) Mysleni evoluéni biologie si ¢asto vypujcuje sociologie. Ta
ho uzivd ke zkouméani tzv. kulturni evoluce, ktera zjistuje, jaké myslenky (tzv.
memy) se mezi lidmi nejlépe §if{ nejlépe. Méjme senzaéni a nudnou informaci.
Predstavme si, ze vam nékdo povi dvé informace, pokud si nékterou zapamatu-

jete informace se ,zreplikuje a ma tudiz dalsiho nositele. ,Fitness body“ memu

lze zapsat napiiklad jako

Mem 2
senza¢ni nudny
senzaéni (5,5) (7,0)
Mem 1
nudny (0,7) (1,1)

Jaka je ESS hry?
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Zaver

Tato prace ma slouzit jako uvod do teorie her, ovSsem, jak uz to tak v ma-
aparatu, ktery presahuje rozsah préce (diferencialni pocet, vektorova a maticova
algebra,...). Jejim cilem tedy je zejména motivovat ¢tendte k dalsimu studiu nejen
této problematiky, ale i matematiky samotné. V ramci teorie her muze ¢tenar dale

studovat napiiklad:

e hry s vice strategiemi ¢i hraci,

hry proti prirodeé,

hry p-inteligentnich rozhodovateli,

teorii uzitku,

opakované hry,

evoluéni teorii her,

kooperativni hry,
e Bayesovské hry=hry, kdy hra¢ nemé kompletni informaci o hte

a mnoho dalsiho.
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Reseni cviénych prikladu

1. V prvnim piipadé by hra skoncila hned na zac¢atku. Alois by ziskal 64 minci,
Barbora 32. Ve druhém by hra pokracovala az do konce, kdy oba ziskaji 100
minci.

2. Vyhraje Alois.

3. Alois vyhraje, pokud pocet sirek nedava pii déleni tfemi zbytek jedna.

4. Optimalni cesta je a9, b1, as3, bas. Cena hry ¢ini pro Aloise je 4, pro Barboru
2.

5. Proz >9ay >4

6. Nashovou rovnovahou hry je {(%, %) , (1—78, %) } Cena hry Je 2

7. Hra méa Nashovu rovnovahu {(O, %, 0, %, 0) , (O, g, 0, g, 0)} Cena hry j Je 2

8. Hra ma sedlovy bod pro x € (—2,1). Pro + = 4 je Nashova rovnovaha

{(55:0:15) + (55,0 15) } & cena hry 5
9. Hra mé prévé dva sedlové body pro = € {—4,
3
8

10. Hra mé Nashovu rovnovéhu {(g, %) ; ( ;
195

7
}. Cena hry je % pro Aloise a

pro Barboru.
11 Hra ma dvé Nashovy rovnovahy {(}1, %, O) , %, %)} a {(%, 0, %) (% %)} Cena
hry je pro oba 25.

12. Hra ma Nashovu rovnovahu {(%, %) , (
pro Barboru.

13. Vyplatnim ,polygonem® hry s nulovym souctem je usecka. ,Severovychodni
hranici“ je protocela tato tusecka, cili Paretovsky optimélni jsou vsechny body
této tsecky=vsechny dvojice strategii.

14. Hra bude mit jedinou paretovsky optimalni Nashovu rovnovahu

2.1)}. Cena hry je 3 pro Aloise a —2

{dodrzet, dodrzet }

. 15. Prvni hra ma Nashovu rovnovahu {(%, %) (5, 3)} ktera neni paretovsky
optimalni. Druhd {s;,¢;}, kterd je paretovsky optimdlni. Ttet{ m4 tii Nashovy
rovnovahy {si,t;}, kterd je paretovsky optimélni, {s1,t2} a {s9,t2}, které pare-

tovsky optimalni nejsou.
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16. Ve stokolové varianté vyhraje TF2T s 1595 body. Ve dvoukolové Vzdy zrad
s 36 body. Zde je vidét, Ze s rostoucim poc¢tem kol roste vyhodnost spoluprace.
17. Pokud bude stat hrat v m hrach svou rovnovaznou strategii, zajisti ne-
zaméstnanému ocekavanou vyhru %n nehledé na to, co bude hrat. Stejné tak
hraje-li nezaméstnany svou rovnovaznou strategii, potom stat obdrzi %n nehledé
na to, co bude hrat.

18. Hra je typu Jestitab-hrdlicka. Pokud je vaZznost zranéni nizka, je ESS strategie
Bojovat, pokud vysoka, potom smiSend strategie.

19. Hra je opét typu Jestrab-hrdlicka. ESS je strategie Senzacni. Zde jde mozna
jesté 1épe nez u genu, které nam nejsou tolik blizké jako memy, pozorovat podstatu
evoluce. Memy sami nepremysleji, zda jsou zajimavé ¢i nikoliv, pfesto kulturni
evoluce selektuje ty, které nam zajimavé pripadnou jsou a ty se Siti v lidské po-
pulaci. Za par generaci ale klidné zajimavé byt nemusi a z populace vymizi nebo
H,zmutuji“ v novy mem.
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