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Katedra algebry a geometrie
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Úvod

V populárńı knize Terryho Pratchetta Barva kouzel se pojǐst’ovaćı agent Dvou-

kv́ıtek během svého cestováńı po Zeměploše setkává s mágem Mrakoplašem a

vysvětluje mu princip pojǐstěńı. Mrakoplaš pojǐstěńı chápe jako hazardńı hru, ve

které sáźıte na to, že vyhoř́ıte, zat́ımco pojǐst’ovna doufá, že k požáru nedojde.

Jako na hru se můžeme d́ıvat na mnoho rozličných situaćı v životě okolo nás.

Za otce moderńı teorie her lze považovat mad’arského matematika Johna von

Neumanna. Tento neobyčejně nadaný matematik, jenž prý již v osmi letech uměl

derivovat a integrovat, ve svých praćıch uvažuje nejprve sám, později spolu s

ekonomem Oskarem Morgensternem, hru v́ıce hráč̊u. V této práci se budeme

zabývat výhradně hrami dvou hřáč̊u, které pojmenujeme Alois a Barbora. Von

Neumann se ptá jakým zp̊usobem muśı Alois hrát, aby byl jeho výsledek ve

hře co nejlepš́ı. Na prvńı pohled jednoduchá otázka. Problém ovšem nastává ve

chv́ıli, kdy je Alois̊uv výsledek ovlivněn i strategíı použitou Barborou. Alois muśı

vźıt v úvahu, že Barbora chce též dopadnout co nejlépe a dle toho uzp̊usobovat

své strategie. Ćılem teorie her je tedy analyzovat konfliktńı situace od salónńıch

her až po války, objasňovat principy rozhodováńı jednotlivých hráč̊u, at’ už za

ně bereme lidi, firmy, státy či nemysĺıćı geny, a hledat optimálńı řešeńı těchto

situaćı.

V této práci se čtenář seznámı́ se základńı filozofíı teorie her, nauč́ı se řešit

jednoduché hry a interpretovat jejich řešeńı. V textu je předpokládána základńı

znalost matematické symboliky a středoškolských matematických pojmů, jako

jsou funkce, rovnice s parametrem či základy teorie pravděpodobnosti.
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Kapitola 1

Základńı myšlenky teorie her

Nejprve je třeba si ujasnit, co vlastně za hru budeme považovat. Hra se v

pojet́ı teorie her skládá ze tř́ı základńıch komponent, konkrétně

• hráči,

• jejich strategie,

• jejich výplaty.

Hráči

V této práci se budeme zabývat výhradně hrami inteligentńıch (racionálńıch)

rozhodovatel̊u. Jako inteligentńıho rozhodovatele označujeme takového hráče, je-

hož rozhodováńı je vědomé a má ćıl urvat pro sebe co nejvyšš́ı výhru. Aby j́ı

dosáhl, plně využ́ıvá všech dostupných informaćı. Takovými hráči mohou být

např́ıklad lidé, ale i r̊uzné objekty, které na prvńı pohled př́ılǐs inteligentńı nejsou,

avšak dokážou, ač nevědomě, o výběru strategie rozhodovat. Zebra si nikdy

nesedne s tužkou a paṕırem, aby hledala nejlepš́ı strategii při útoku lv̊u. Jej́ı

chováńı je ale ř́ızeno geny, které prošly dlouhou etapou evolučńıho vývoje. Za in-

teligentńıho rozhodovatele můžeme v tomto př́ıpadě považovat přirozený výběr,

který vyb́ırá ty geny, které racionálńı chováńı zebře
”
naprogramuj́ı“, přestože

přirozený výběr ani geny nemaj́ı žádnou svobodnou v̊uli.

V praxi se dále můžeme setkat ještě s neinteligentńımi (neracionálńımi) a

p-inteligentńımi hráči. Rozhodovateli neinteligentńımu je lhostejno, jak ve hře
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dopadne. Své strategie hraje nepředv́ıdatelně, proto jim ř́ıkáme stavy. Typickým

neinteligentńım hráčem je př́ıroda. Pokud chceme uspořádat venkovńı akci, je

př́ırodě jedno, zda bude
”
hrát“ strategii Slunečno nebo Ĺıt jak z konve. Hry inteli-

gentńıho hráče proti neinteligentńımu proto souhrně nazýváme hry proti př́ırodě.

Těmito hrami se zde zabývat nebudeme. Čtenář se o nich může dozvědět v́ıce

např́ıklad v [10]. U p-inteligentńıho rozhodovatele předpokládáme, že se bude

s pravděpodobnost́ı p chovat inteligentně a s pravděpodobnost́ı 1 − p neinteli-

gentně. Často se s takovým jednáńım setkáváme v r̊uzných společenských hrách.

Hrajeme-li šachy, nepředpokládáme, že je náš protivńık bezchybný šachový vel-

mistr. Současně též v́ıme, že své tahy neprovád́ı čistě náhodně. Problematiku

těchto her lze nalézt např́ıklad v [6].

Strategie

V teorii her budeme uvažovat výhradně takové hry, ve kterých je konečný

výsledek jednoznačně určen strategiemi, které hráči zahraj́ı. Hrajeme-li šipky

a máme uzavř́ıt 120, klasická
”
strategie“ je házet triple 20, 20, double 20. Je-

nomže zálež́ı i na tom, zda se do daných hodnot v̊ubec tref́ıme. Výsledek je tedy

částečně závislý i na náhodě. Proto šipky za hru v našem pojet́ı nepovažujeme.

Jednoduše řečeno: Hra dle teorie her prob́ıhá tak, že každý hráč zvoĺı jednu stra-

tegii a následně je jednoznačně určen výsledek hry. Prostým př́ıkladem je hra

Kámen-n̊užky-paṕır. Alois zahraje kámen, Barbora paṕır, výsledkem je v́ıtězstv́ı

Barbory...

Pokud bude hra hrána na tahy, budeme též použ́ıvat pojem akce. Akce po-

pisuje pr̊uběh jednoho tahu, strategie pr̊uběh celé hry. Můžeme tedy tvrdit, že

strategie je u těchto her složena z akćı (čili strategie je schéma akćı).

Výplaty

Celá filozofie teorie her stoj́ı na hráčových postoj́ıch a preferenćıch. Z definice

inteligentńıho rozhodovatele je jasné, že aby se hráč mohl mezi strategiemi roz-

hodnout, muśı být schopen porovnat jednotlivé výhry ve hře a určit, která je pro
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něj nejlepš́ı. K tomu má matematika vynikajićı nástroj jménem č́ısla. Budeme se

proto snažit převést všechna možná vyústěńı her na nějakou č́ıselnou hodnotu

(např. peńıze, body,...).

Jak matematicky přǐradit výsledk̊um hry nějakou hodnotu? Již samotné slovo

přǐrazeńı by nám mohlo jemně napovědět, že s t́ım bude mı́t co do činěńı pojem

funkce. Ukažme si jej́ı konkrétńı podobu. Řekli jsme, že výsledek hráče nezáviśı

pouze na jeho strategii, nýbrž i na strategíıch hraných ostatńımi hráči. Proto

počet proměnných naš́ı funkce muśı být roven počtu hráč̊u. Je nav́ıc zřejmé, že

jeden výsledek hry může mı́t pro r̊uzné hráče r̊uzný význam. Když ve hře Kámen-

n̊užky-paṕır hraje Alois kámen a Barbora paṕır, Alois tuto situaci interpretuje

jako prohru, zat́ımco Barbora jako výhru. Nemůžeme tedy použ́ıt jednu funkci

pro všechny hráče, ale každý hráč muśı mı́t unikátńı. Ve hrách dvou hráč̊u tedy

zkoumáme dvě funkce dvou proměnných. Obdrž́ıme následuj́ıćı definici.

Definice 1. Mějme množinu hráč̊u Q = {A,B}. Nazvěme S množinu strategíı
hráče A a T množinu strategíı hráče B. Mějme reálné funkce definované na
kartézském součinu S × T .

u1 (s, t),

u2 (s, t).

kde s ∈ S, t ∈ T . Funkci u1 nazýváme výplatńı funkce hráče A, funkci u2
výplatńı funkce hráče B.

Demonstrujme ji na výše zmı́něném př́ıkladu a předpokládejme, že se Alois s

Barborou vsadili o 5 korun. Obdrž́ıme

u1(kámen,paṕır) = −5,

u2(kámen,paṕır) = 5.

Výplaty hráč̊u budeme vždy zapisovat do uspořádané dvojice (=dvojice, kde

zálež́ı na pořad́ı člen̊u)

(výhra hráče A, výhra hráče B),
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v tomto př́ıpadě tedy (−5, 5). Pokud by oba hráli kámen, dostaneme uspořádanou

dvojici (0, 0),... (vyzkoušejte si ostatńı př́ıpady hry!)

Matematika pro dogmatiky

Přemýšlivý čtenář ted’ může argumentovat: Funkce je přece č́ıselné zobrazeńı a
”
kámen“

rozhodně č́ıslo neńı! Tato úvaha zasluhuje pochvalu za vš́ımavost, protože je pravdivá. Přesto

později, až zavedeme smı́̌sené strategie, uvid́ıme, že užit́ı pojmu funkce je v tomto př́ıpadě ko-

rektńı.

Ne vždy je možné vyústěńım hry exaktně přǐradit č́ısla. Představme si, že se

manželé Alois a Barbora rozhoduj́ı, kam pojedou na dovolenou. Alois by raději

do hor, Barbora k moři. Situaci jsme schopni převést na hru, kdy Alois i Barbora

maj́ı dvě strategie, a to
”
stát si za svým“ a

”
přizp̊usobit se druhému“ (hra tohoto

typu se nazývá Souboj pohlav́ı a bĺıže se j́ı budeme zabývat v sekci 3.3). Nejsme

sice schopni jejich touhy ocenit, ale můžeme srovnat jejich preference. Oba by

raději strávili dovolenou společně, než aby se nedohodli. Proto pro Aloise plat́ı

nedohodnout se < jet k moři < jet do hor

a pro Barboru

nedohodnout se < jet do hor < jet k moři.

Jsou-li tito manželé matematici, stanov́ı na tomto základě nějakou výplatńı funkci

podle toho, jak moc preferuj́ı svou variantu dovolené oproti partnerově, č́ımž

vytvoř́ı č́ıselné ohodnoceńı situaćı. Co nejpřesněǰśım č́ıselným ohodnoceńım po-

dobných těžko ohodnotitelných faktor̊u se zabývá teorie užitku. Úvod k ńı může

čtenář nalézt např́ıklad v [10].

11



Kapitola 2

Stromy hry

V běžném životě se velmi často setkáváme s hrami hranými na tahy. Každý

zná dámu, šachy či pǐskvorky. Necht’ Alois s Barborou hraj́ı následuj́ıćı hru, ve

které se vsadili o 1 korunu.

Hra 1 (Nim se čtyřmi sirkami). Mějme hromádku čtyř sirek. Hráči se stř́ıdaj́ı

v jejich odeb́ıráńı. Každý hráč může odebrat jednu nebo dvě sirky. Hráč, který

odebere posledńı sirku, prohrává.

Zač́ıná-li Alois, můžeme jeho možnosti zaznačit do grafu.

Alois

Barbora

1

Barbora

2

Na tah se dostává Barbora, která může mı́t dvě r̊uzné výchoźı pozice podle

toho, co zahrál Alois. Na obě Aloisovy akce má dvě možné odpovědi, a to odebrat

jednu nebo dvě sirky. Pokračujme tedy v našem grafu. Můžeme vidět, že pokud

Alois i Barbora odeberou 2 sirky, hra konč́ı a vyhrává Alois, který obdrž́ı 1 korunu

a Barbora ji ztráćı. Pokud budeme pokračovat dále, obdrž́ıme nakonec tzv.strom

hry.
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A11

B11

A21

B21

(1,−1)

1

1

(−1, 1)

2

1

A22

(−1, 1)

1

2

1

B12

A23

(−1, 1)

1

1

(1,−1)

2

2

Všimněme si, že kdykoliv byli hráči v této hře na tahu, věděli o všem, co se ve

hře před t́ımto tahem událo. Proto takové hry nazýváme jako hry v extenzivńım

(rozš́ıřeném) tvaru s úplnou informaćı. Co tedy pro tento zápis hry potřebujeme?

• Konečnou množinu n hráč̊u.

• Strom hry. Ten se skládá z

(1) vrchol̊u, které nejsou koncové. V grafech je budeme značit plným

kolečkem. Každý takový vrchol ř́ıká, kdo je právě na tahu. Jednotlivým

vrchol̊um proto ř́ıkáme tahy. V některé literatuře se lze též setkat z

názvem historie, což odkazuje na skutečnost, že ke každému vrcholu

se dá dostat právě jednou cestou od začátku hry, přičemž je tato cesta

jednoznačně určena posloupnost́ı akćı provedených v minulosti.

(2) hran. Ty nazýváme jako akce hry. Ke každému rozhodovaćımu vrcholu

jsou přǐrazeny př́ıslušné akce, které nás navedou k daľśımu vrcholu. V
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této práci budeme uvažovat pouze hry, kdy maj́ı hráči konečně mnoho

akćı.

(3) koncových vrchol̊u. Ty nám, určuj́ı výplaty hry. V grafech je budeme

značit prázdným kolečkem. Jednotlivé koncové vrcholy nazýváme konce

hry.

Matematika pro dogmatiky

Grafové značeńı her je poměrně intuitivńı. Pro větš́ı množstv́ı akćı je již grafické zpracováńı

obt́ıžné, ba téměř nemožné. Zkuste vytvořit např. strom hry pro šachy. V prvńım tahu může

b́ılý hráč hrát celkem 20 akćı (16 s pěšcem, 4 s jezdcem). Černý hráč může odpovědět stejnými

dvaceti akcemi. V druhém tahu b́ılého už může nastat 400 r̊uzných situaćı. Matematická definice

nám pomáhá
”
představit si“, jak asi strom hry vypadá i u těch nejsložitěš́ıch her. Ovšem zapsáńı

předchoźıch úvah do korektńı definice již vyžaduje značnou dávku matematického nadhledu.

Definice 2. Mějme

• konečnou množinu n hráč̊u Q,

• množinu akćı A,

• množinu rozhodovaćıch vrchol̊u H,

• množinu konc̊u hry Z, kde Z ∩H = ∅,

• akčńı funkci χ : H → 2A,

• hráčskou funkci ρ : H → Q,

• funkci nástupce σ : H ×A→ H ∪ Z,

• výplatńı funkce u1, ..., un, kde ui : Z → R je výplatńı funkćı hráče i.

Uspořádanou množinu

{Q,A,H,Z, χ, ρ, σ, u1, ..., un}

nazýváme hra v extenzivńım nebo též v rozš́ıřeném tvaru s úplnou informaćı.

Význam jednotlivých množin je zřejmý. Popǐsme si význam funkćı.

• Akčńı funkce χ přǐrazuje rozhodovaćım vrchol̊um množinu možných akćı, které může

daný hráč zahrát v př́ıslušném bodě hry.

• Hráčská funkce ρ přǐrazuje rozhodovaćı vrcholy jednotlivým hráč̊um, neboli ř́ıká, kdo je

na v dané situaci na tahu.
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• Funkce nástupce σ ř́ıká, odkud kam se dostaneme z daného rozhodovaćıho vrcholu

zahráńım některé akce (proto H ×A). Můžeme se dostat bud’ do daľśıho rozhodovaćıho

vrcholu nebo na konec hry, tzn. do množiny H ∪ Z.

• výplatńı funkce přǐrazuj́ı konc̊um hry č́ıselnou hodnotu (výplaty jednotlivých hráč̊u).

Hráč̊u je n, proto i výplatńıch funkćı muśı být n.

Vžijme se nyńı do role Aloise. Ten stoj́ı před volbou, kolik sirek má na začátku

hry odebrat. Současně v́ı, že Barbořina následná volba může výsledek hry ovlivnit,

a tak muśı uvažovat i to, jak bude uvažovat ona ve svém tahu. I po Barbořině

tahu se může dostat k volbě Alois a opět by jeho následné rozhodnut́ı mohlo hru

zvrátit... Obecně bychom při každé hře s konečným počtem akćı touto úvahou

dokráčeli až k posledńımu tahu, kde se hráč může srovnáńım svých výplat za

jednotlivé konce hry konečně rozhodnout, co je pro něj nejlepš́ı. Z toho d̊uvodu

se na tyto hry d́ıváme od konce. V našem Nimu je posledńı možný tah druhý

tah Barbory. Pokud se hra k tomuto tahu dostane, nezbývá Barboře nic jiného

než odebrat jednu sirku a prohrát (i v daľśım textu si uvědomme, že ve dvojićıch

výplat se vždy Alois d́ıvá na prvńı z nich a Barbora na druhou!). To znamená,

že jej́ımu tahu B21 lze přǐradit hodnota (1,−1) a hru lze zjednodušit.

A11

B11

A21

(1,−1)

1

(−1, 1)

2

1

A22

(−1, 1)

1

2

1

B12

A23

(−1, 1)

1

1

(1,−1)

2

2

Dostali jsme novou hru, kde posledńım možným tahem je druhý tah Aloise,
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přičemž se Alois může dostat do tř́ı r̊uzných situaćı. Můžeme vidět, že v tahu A21

má Alois na výběr mezi dvěma akcemi, přičemž jedna vede k jeho výhře, druhá

k prohře. Alois je inteligentńı, tud́ıž logicky zvoĺı možnost výhry, proto můžeme

tah A21 označit jako výhru Aloise a t́ım pádem mu přǐradit výplatu (1,−1). V

taźıch A22 a A23 nemá Alois na výběr, muśı odebrat posledńı sirku a prohrát.

Touto úvahou opět zredukujeme p̊uvodńı strom.

A11

B11

(1,−1)

1

(−1, 1)

2

1

B12

(−1, 1)

1

(1,−1)

2

2

Protože Barbora chce též vyhrát, vybere si v tomto novém stromu akce, které

jsou pro ni výhodněǰśı.

A11

(−1, 1)

1

(−1, 1)

2

Alois se dostal do situace, kdy at’ udělá cokoliv, prohraje. Obdrž́ı-li hráč po

zahráńı r̊uzných akćı e, f stejnou výplatu, učeně ř́ıkáme, že je indiferentńı mezi

akcemi e a f . Prostě a jednoduše je mu jedno co zahraje, protože v obou př́ıpadech

dopadne stejně.

Matematicky řečeno jsme ukázali, že každému tahu i akci lze přǐradit hod-

notu výplaty některého konce hry. Nejlepš́ı možné akce v daném tahu pro daného
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hráče označujeme jako optimálńı akce. Vid́ıme, že optimálńı akce generuj́ı cesty od

začátku k některým konc̊um hry. Ty budeme nazývat optimálńı cesty a budeme

je považovat za řešeńı hry v extenzivńım tvaru s úplnou informaćı. Výplatu pro

Aloise (či Barboru) za konec hry, ke kterému spěje optimálńı cesta označujeme

cena hry pro Aloise (či Barboru). Uvedený zp̊usob řešeńı nazýváme zpětná in-

dukce (nebot’ postupujeme od konce hry k jej́ımu začátku). Abychom nemuseli

stále kreslit nové grafy, můžeme optimálńı akce značit do grafu barevně.

A11

B11

A21

B21

(1,−1)

1

1

(−1, 1)

2

1

A22

(−1, 1)

1

2

1

B12

A23

(−1, 1)

1

1

(1,−1)

2

2

V Nimu tak obdrž́ıme dvě optimálńı cesty, přičemž cena hry bude pro obě

tyto cesty −1 koruna pro Aloise a 1 koruna pro Barboru, neboli při racionalitě

obou hráč̊u dopadne Nim se čtyřmi sirkami v́ıtězstv́ım Barbory. Dvě optimálńı

cesty však mohou pro hráče generovat r̊uzné výplaty. Např́ıklad optimálńı cesty

nějaké hry se stromem
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A11

B11

(5, 10)

b1

(3, 7)

b2

a1

B12

(8,−2)

b3

(5,−1)

b4

a2

generuj́ı pro Barboru v jednom př́ıpadě cenu hry 10, ve druhém -1.

Je zřejmé, že zpětnou indukci lze využ́ıt pro každou hru v extenzivńım tvaru

s úplnou informaćı. Proto plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1. V každé hře v extenzivńım tvaru s úplnou informaćı existuje alespoň
jedna optimálńı cesta (neboli každá hra v extenzivńım tvaru s úplnou informaćı
má alespoň jedno řešeńı).

Uvědomme si, že optimálńı nemuśı nutně znamenat nejlepš́ı! Mějme hru

A11

B11

(4, 1)

b11

(3, 2)

b12

a11

B12

A21

(8, 8)

a21

(−1, 6)

a22

b13

(1, 10)

b14

a12
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Po nalezeńı optimálńı cesty (proved’te!) vid́ıme, že cena hry pro Aloise je 3 a

pro Barboru 2. Ovšem pokud by Alois zvolil akci a12, Barbora následně b13 a Alois

a21, dostali by oba hráči výplatu vyšš́ı než cena hry! Tato situace však nemůže

nastat, protože kdyby se Alois pokusil hrát a12, Barbora odpov́ı b14 a Alois skonč́ı

h̊uř než při optimálńı cestě, tud́ıž Alois nikdy akci a12 nezvoĺı. Někoho napadá:

Co když se Alois s Barborou před hrou domluv́ı? Jenomže v rámci jedné hry Bar-

bora nemá žádný rozumný d̊uvod, proč Aloise nezradit a nehrát b14, protože ji

Alois nemůže nijak potrestat. Racionálńı v teorii her neznamená morálně správné!

V teorii her vlastně předpokládáme, že racionálńı rozhodovatelé jsou dokonale

sobečt́ı. Tato nehezká vlastnost hráč̊u je totiž užitečná pro řadu aplikaćı v psy-

chologii či evolučńı biologii, jak si ukážeme v kapitolách 4 a 5. Řešeńı pomoćı

zpětné indukce má tedy předpoklad, že je hra hrána pouze jednou. Pokud by

hra byla hrána v́ıcekrát za sebou, hráči si mohou pamatovat, jak se jejich soupeř

choval v minulosti a podle toho se uzp̊usobit. V rámci opakovaných her už ke ko-

operaci může i přes sobeckost obou hráč̊u docházet. S touto skutečnost́ı se bĺıže

seznámı́me v kapitole 4.

Zaj́ımavost

Ač je zpětná indukce proveditelná pro každou hru v extenzivńım tvaru s úplnou informaćı,

neńı jedinou v praxi už́ıvanou metodou řešeńı hry. Při složitěǰśıch hrách jako jsou např́ıklad

šachy ji totiž nelze využ́ıt. Problémem je vysoká pamět’ová náročnost hry. Pro šachy jistě op-

timálńı cesta existuje, ovšem ani dnešńı poč́ıtače ji zat́ım nedokáž́ı naj́ıt. I kdyby ji ovšem našli,

bude pro člověka prakticky nezapamatovatelná, nebot’ vyžaduje znalost celého stromu hry. Je

známo, že již roku 1997 šachový poč́ıtač Deep Blue porazil velmistra Garriho Kasparova. Tento

poč́ıtač dokázal analyzovat 200 milion̊u postaveńı za sekundu, což znamená, že všechna možná

postaveńı by prošel cca za 1, 6 · 1029 let, což je v́ıce než 1019 krát stář́ı vesmı́ru. Proto šachové

aplikace většinou pracuj́ı na principu ohodnoceńı několika následuj́ıćıch možných tah̊u pomoćı

standartńıho bodováńı figur (při vyhozeńı vaš́ı figury si jej́ı body přič́ıtá, pokud figuru vyhod́ıte

j́ı, odeč́ıtá), přičemž šachmat má nějaké velmi vysoké hodnoceńı, aby byl pro poč́ıtač d̊uležitěǰśı

než vše ostatńı ve hře. Ve své podstatě řeš́ı podhru, kde za začátek hry považuje tah, který právě
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prob́ıhá a konce této podhry jsou např. za čtyři tahy. Aplikace předpokládá, že jste inteligentńı

rozhodovatel a po vyhodnoceńı vybere akci, která směřuje po optimálńı cestě. Takto analy-

zuje každý tah. Č́ım vyšš́ı obt́ıžnost nastav́ıte, t́ım v́ıce tah̊u dopředu aplikace projde. Vaš́ım

úkolem je tedy vidět dál než ona. Ty nejlepš́ı aplikace maj́ı nav́ıc implementovány některé

známé šachové strategie využitelné při vhodné konstelaci figur. Kromě právě popsaného algo-

ritmu existuje i spousta daľśıch. Základńı princip je ale vždy stejný: přǐradit nějakou č́ıselnou

hodnotu všem tah̊um a akćım. Je třeba si uvědomit, že tyto metody většinou nepovažujeme

za řešeńı hry, nebot’ hra při jejich užit́ı nemuśı postupovat po optimálńı cestě, což lze vidět

právě na př́ıkladu šach̊u, kdy jednu hru můžete vyhrát vy, druhou soupeř, třet́ı může skončit

patem. Ač neznáme řešeńı šach̊u, matematik Zermelo dokázal, že při racionálńım rozhodováńı

obou hráč̊u nemůže hra skončit patem, neboli jeden hráč má v́ıtěznou strategii. Hra je tedy pro

jednoho z nich nefér (pravděpodobně je to černý).

Oproti normálńımu tvaru hry, se kterým se seznámı́me v daľśı kapitole, maj́ı

hry v extenzivńım tvaru s úplnou informaćı tu výhodu, že můžeme jednoduše

řešit i hry v́ıce hráč̊u.

Hra 2 (Hlasováńı o platech). Politici Alois, Barbora a Cecil hlasuj́ı o zvýšeńı

svých plat̊u o částku a. Pokud však budou hlasovat pro zvýšeńı, ztrat́ı část volič̊u.

Pomoćı nějaké funkce tuto ztrátu ohodnotili částkou b, přičemž a > b. Politici

hlasuj́ı postupně za sebou v pořad́ı Alois, Barbora, Cecil. Kdo z nich z hlasováńı

vyjde nejlépe?

Hra má zřejmě úplnou informaci, kde hráč, který je na tahu má na výběr ze

dvou akćı: ANO a NE. Můžeme ji zapsat do grafu a řešit pomoćı zpětné indukce

(uvědomme si, na kterou výplatu se který hráč v uspořádané trojici d́ıvá!).
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A11

B11

C11

(a
−
b, a
−
b, a
−
b)

ANO

(a
−
b, a
−
b, a)

NE

ANO

C12

(a
−
b, a, a

−
b)

ANO

(−
b, 0, 0)

NE

NE

ANO

B12

C13

(a, a
−
b, a
−
b)

ANO

(0,−
b, 0)

NE

ANO

C14

(0, 0,−
b)

ANO

(0, 0, 0)

NE

NE

NE

Hra má jednu optimálńı cestu a cena hry je a pro Aloise a a−b pro Barboru a

Cecila. Výsledek lze interpretovat tak, že vzhledem k tomu, že i když Alois chce

zvýšeńı platu, v́ı, že Barbora i Cecil chtěj́ı totéž. Pokud bude hlasovat NE, stále

ho Barbora s Cecilem přehlasuj́ı, nebot’ a − b > 0 a Alois se tak vyhne nepř́ızni

volič̊u, kterou schytaj́ı jeho oponenti. Je tedy výhodné hlasovat jako prvńı.

Aby politici nemohli podobných vychytávek využ́ıvat, neńı zvykem hlasovat

postupně. Politici hlasuj́ı současně a nev́ı, jak hlasovali ostatńı. Přidáńım této

nejistoty jsme obdrž́ıme hru v extenzivńım tvaru s neúplnou informaćı. Onu ne-

jistotu znač́ıme do grafu následovně
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A11

(a
−
b, a
−
b, a
−
b)

ANO

(a
−
b, a
−
b, a)

NE

ANO

(a
−
b, a, a

−
b)

ANO

(−
b, 0, 0)

NE

NE

ANO

(a, a
−
b, a
−
b)

ANO

(0,−
b, 0)

NE

ANO

(0, 0,−
b)

ANO

(0, 0, 0)

NE

NE

NE

B11

C11

Hráč v́ı, že se ve svém tahu nacháźı někde v zakroužkované oblasti, ovšem

nev́ı přesně na kterém vrcholu a proto se ani nemůže rozhodnout, jakou akci má

zvolit. Kdyby se např́ıklad Cecil nacházel při svém tahu na prvńım vrcholu zleva,

je pro něj výhodněǰśı hlasovat NE, ovšem na druhém vrcholu zleva zase ANO.

Zpětnou indukci zde proto neńı možné použ́ıt. Pro řešeńı těchto her už́ıváme tzv.

normálńıho tvaru hry, se kterým se seznámı́me v př́ı̌st́ı kapitole.
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Cvičeńı

1. [Stonožka] Rozhodč́ı oznamuje Aloisovi a Barboře pravidla hry.

Dám na st̊ul 2 hromádky minćı. Na jedné bude 64 mince, na druhé

32. Alois může ř́ıct
”
beru“, č́ımž źıská větš́ı hromádku a menš́ı si bere

Barbora. Nebo řekne
”
pokračuji“, já seberu polovinu minćı z menš́ı

hromádky, přidám ji na větš́ı a na tahu je Barbora, která má stejné

možnosti jako předt́ım Alois. Hra stejným zp̊usobem pokračuje až do

chv́ıle, kdy se jeden z hráč̊u rozhodne ř́ıct
”
beru“. Pokud na menš́ı

hromádce 1 mince a hráč, který je zrovna na tahu řekne
”
pokračuji“,

oba hráči dostanou 60 minćı.

Hráči se přede hrou nemůžou nijak domluvit. Jak při racionálńım rozhodováńı

obou hráč̊u hra dopadne? Jak dopadne, pokud rozhodč́ı změńı částku 60 minćı

na 100?

2. Jak při racionálńım rozhodováńı hráč̊u dopadne Nim s pěti sirkami?

3. Alois s Barborou hraj́ı Nim s n sirkami. Alois zač́ıná. Pro jaká n hra do-

padne v́ıtězstv́ım Aloise?

4. V následuj́ıćı nalezněte optimálńı cestu a cenu hry pro oba hráče.
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A11

B11

A21

(4,−3)

a21

(1,−1)

a22

b11

(0, 2)

b12

(−3, 0)

b13

a11

B12

A22

B21

(0,−3)

b21

(4, 2)

b22

a23

(−1, 6)

a24

(2, 6)

a25

b13

(0, 0)

b14

a12

5. Pro jaká x, y ∈ R je a11, b11, a21 jedinou optimálńı cestou následuj́ıćı hry?

A11

B11

A21

(x, y)

a21

(0, 0)

a22

b11

(−8, 4)

b22

a11

B12

(5,−6)

b13

(9, 7)

b14

a12
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Kapitola 3

Hry v normálńım tvaru

V předchoźı kapitole jsme zkoumali hry, ve kterých hráči hráli po sobě. Nyńı

se pod́ıvejme bĺıže na situaci, kdy hraj́ı ve stejný okamžik. Mějme následuj́ıćı hru.

Hra 3 (Dosazovaćı hra). Alois a Barbora zapsali výraz

st(t− s).

Alois může za s dosadit č́ısla 1, 3, 5, Barbora za t 2, 4, 6. Oba voĺı své č́ıslo

současně. Pokud po dosazeńı dostanou kladnou hodnotu, muśı Barbora Aloisovi

tuto hodnotu vyplatit. Při záporném výsledku vypláćı Alois Barboře absolutńı

hodnotu výsledku.

Hru lze zapsat graficky v extenzivńım tvaru s neúplnou informaćı (vyzkoušejte

si!) nebo v tzv. normálńım tvaru.

Definice 3. Mějme množinu hráč̊u Q = {A,B}, množinu S strategíı hráče
A, množinu T strategíı hráče B a jejich výplatńı funkce u1, u2. Uspořádanou
množinu

{Q,S, T, u1, u2}

nazýváme hra dvou hráč̊u v normálńım tvaru. Podle počtu strategíı často též
názýváme hry v normálńım tvaru jako hry typu |S| × |T |.

V naš́ı hře figuruj́ı 2 hráči, Alois a Barbora. Množinou strategíı Aloise je

S = {1, 3, 5}, množinou strategíı Barbory T = {2, 4, 6} (Dosazovaćı hra je tedy
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hra typu 3× 3). Výplatńı funkce lze též lehce definovat.

u1(s, t) = st(t− s)

u2(s, t) = −u1(s, t) = st(s− t),

takže plat́ı např́ıklad

u1(1, 2) = 2

u2(1, 2) = −2.

Obdobně lze určit výplaty za všech situaćı. Pro zpřehledněńı zapisujeme hry dvou

hráč̊u do tabulky.

Barbora

2 4 6

1 (2,−2) (12,−12) (30,−30)

Alois 3 (−6, 6) (12,−12) (54,−54)

5 (−30, 30) (−20, 20) (30,−30)

Nyńı zbývá zodpovědět na otázku, co vlastně pokládáme za řešeńı hry. Alois

chce ve hře vždy dosáhnout co nejvyšš́ıho zisku. V naš́ı hře je pro Aloise nejlákavěj-

š́ı částkou 54 korun, proto by rád hrál 3. To ale Barbora v́ı, této znalosti může

využ́ıt a hrát 2, což je jej́ı nejlepš́ı odpověd’ na Aloisovu strategii 3 a vyhrát 6

korun. Alois v́ı, že Barbora v́ı, a proto může mı́sto 3 hrát pro něj nejvýhodněǰśı

1 a vyhraje tak 2 koruny. V takovém př́ıpadě vid́ıme, že i kdyby se Barbora na

hlavu postavila, nemůže si změnou strategie nijak polepšit, ba naopak.

Definice 4. Mějme hru H = {Q,S, T, u1, u2}. Jako nejlepš́ı odpověd’ hráče A na

strategii t označujeme strategii s∗ takovou, že pro každé s ∈ S plat́ı

u1(s
∗, t) ≥ u1(s, t).
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Jako nejlepš́ı odpověd’ hráče B na strategii s označujeme strategii t∗ takovou, že

pro každé t ∈ T plat́ı

u2(s, t
∗) ≥ u2(s, t).

Je zřejmé, že na jednu strategii může existovat v́ıce nejlepš́ıch odpověd́ı, ovšem

všechny pro budou pro daného hráče z hlediska výplaty rovnocenné (proč?).

Můžeme vytvořit myšlenkovou mapu celé hry, tzv. diagram nejlepš́ıch odpověd́ı,

kde šipky ukazuj́ı, kam by který hráč hru pomoćı nejlepš́ıch odpověd́ı
”
směřoval“.

Alois

1

3

5

Barbora

2 4 6

Zaj́ımavá je situace, kdy Alois hraje 1 a Barbora 2. Vid́ıme, že k tomuto mı́stu

ve hře směřuj́ı obě šipky. Tuto situaci popisuje následuj́ıćı definice.

Definice 5. Mějme hru {Q,S, T, u1, u2}. Jako Nashovu rovnováhu označujeme
uspořádanou dvojici strategíı {s∗, t∗}, kde s∗ ∈ S, t∗ ∈ T takovou, že plat́ı

u1(s
∗, t∗) ≥ u1(s, t

∗)

u2(s
∗, t∗) ≥ u2(s

∗, t)

pro libovolné s ∈ S, t ∈ T (neboli s∗ je nejlepš́ı odpověd́ı hráče A na strategii t∗ a
současně t∗ je nejlepš́ı odpověd́ı hráče B na strategii s∗). Strategii s∗ označujeme
jako rovnovážnou strategii hráče A, t∗ jako rovnovážnou strategii hráče B.

To znamená, že pokud Alois změńı strategii a Barbora bude hrát rovnovážnou

strategii, Alois si jedině pohorš́ı! To samé plat́ı i pro Barboru. V diagramu nej-

lepš́ıch odpověd́ı je Nashova rovnováha mı́sto, do kterého směřuj́ı šipky ze všech

směr̊u. Nashovu rovnováhu můžeme označit za onen pomyslný Ř́ım, do kterého
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vedou všechny myšlenkové cesty hráč̊u. Jej́ı nalezeńı proto bude základem řešeńı

hry (v př́ı̌st́ı sekci př́ımo i řešeńım, později si však ukážeme, že nalézt Nashovu

rovnováhu nemuśı vždycky stačit. Nashova rovnováha nám totiž neř́ıká nic o

situaci, kdy se od své rovnovážné strategie odchýĺı oba dva!).

Matematika pro dogmatiky

Označeńı
”
normálńı tvar“ má sv̊uj význam. I strom hry lze totiž do tohoto tvaru převést.

Jak to učińıme? Hráče i výplaty za všechna možná vyústěńı hry známe. Ovšem v exten-

zivńım tvaru jsme už́ıvali
”
akce“, zat́ımco v normálńım

”
strategie“. Tyto pojmy nejsou rozd́ılné

náhodou. Strategie určuje pr̊uběh celé hry, akce pouze jednoho tahu. Např́ıklad u dámy je akćı

přesun figury z jedné pozice na druhou, strategíı je schéma, které hráči ř́ıká, kam má za dané

situace figuru přesunout. Na začátku hry hráč zhodnot́ı všechny strategie, jednu vybere a po-

tom už během hry neuvažuje co dál, ale pouze se ř́ıd́ı t́ım, co mu ono schéma ř́ıká. Jedna ze

strategíı Aloise v Nimu (hra 1) může zńıt:

V 1. tahu odeberu jednu sirku. Ve 2. tahu pro mě mohou nastat 2 situace. Pokud

Barbora odebere jednu, odeberu dvě. Pokud odebere dvě, muśım odebrat jednu.

Uvažovanou Aloisovu strategii lze zapsat např́ıklad t́ımto zp̊usobem:

[(1)(2, 1)].

Prvńı tah je zapsán v prvńı závorce, druhý ve druhé. Druhá závorka obsahuje 2 č́ısla, nebot’

Alois se může dostat do dvou situaćı. Obdobně můžeme vypsat všechny Aloisovy i Barbořiny

strategie (ověřte!):

S = {[(1)(1, 1)], [(1)(2, 1)], [(2)(1)]}

T = {[(1, 1)(1)], [(1, 2)(1)], [(2, 1)], [(2, 2)]}

Z extenzivńıho tvaru s úplnou informaćı jsme obdrželi tvar normálńı, hru typu 3× 4.

Barbora

[(1,1)(1)] [(1,2)(1)] [(2,1)] [(2,2)]

Alois

[(1)(1,1)] (1,−1) (1,−1) (−1, 1) (−1, 1)

[(1)(2,1)] (−1, 1) (−1, 1) (−1, 1) (−1, 1)

[(2)(1)] (−1, 1) (1,−1) (−1, 1) (1,−1)
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3.1 Hry s nulovým součtem a jejich řešeńı

V běžném životě se často setkáváme s hrami dvou hráč̊u, kteř́ı vlož́ı do hry

nějakou sázku stejné výše a výsledkem je zisk jednoho hráče, zat́ımco druhý trat́ı.

Nejedná se pouze o hazardńı hry. Obdobným zp̊usobem můžeme popsat např́ıklad

válečné konflikty, kdy uchvatitel dobyje určité územı́, zat́ımco napadený o totéž

územı́ přijde.

Definice 6. Mějme hru dvou hráč̊u v normálńım tvaru H = {Q,S, T, u1, u2}.
Hru H nazýváme jako hra s nulovým součtem, jestliže pro každé s ∈ S, t ∈ T
plat́ı

u1(s, t) + u2(s, t) = 0.

Zkoumáńım definice jsme schopni nalézt vztah mezi u1 a u2, konkrétně

u2(s, t) = −u1(s, t),

čili známe-li jednu výplatńı funkci, můžeme jednoznačně určit i druhou pouhou

změnou znaménka. Protože jedna funkce se zkoumá jednodušeji než dvě, budeme

při řešeńı her s nulovým součtem využ́ıvat pouze výplatńı funkce hráče A, kterou

budeme ve zbytku sekce pro jednoduchost označovat u(s, t).

Dosazovaćı hra 3 je př́ıkladem hry s nulovým součtem. Zapǐsme ji pomoćı

jedné funkce.

Barbora

2 4 6

1 2 12 30

Alois 3 −6 12 54

5 −30 −20 30

Hry s nulovým součtem též nazýváme jako maticové hry, nebot’ pro účely
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aplikaćı jsou výplaty často zapisovány do tzv. výplatńı matice.
2 12 30

−6 12 54

−30 −20 30


Pohnutky Aloise jsou zřejmé: źıskat co nejvyšš́ı počet bod̊u. Barbora má stejný

ćıl, ovšem je třeba si uvědomit, že nyńı dostává výplatu v hodnotách funkce u

vynásobených −1. Tedy jej́ı nejvyšš́ı výhra je rovna Aloisově nejnižš́ı výhře (v

tomto př́ıpadě −30). Pro účely her s nulovým součtem si lze Barboru představit

jako zlomyslnou záškodnici snaž́ıćı se Aloisovi zp̊usobit co největš́ı újmu. Takové

úvahy ale zahýbaj́ı i s definićı Nashovy rovnováhy. Formulujme ji pro hry s nu-

lovým součtem (porovnejte s p̊uvodńı definićı!).

Definice 7. Necht’ H = {Q,S, T, u} je hra s nulovým součtem. Jako Nashovu
rovnováhu hry H označujeme uspořádanou dvojici strategíı {s∗, t∗} takovou, že
pro každé s ∈ S, t ∈ T plat́ı

u(s, t∗) ≤ u(s∗, t∗) ≤ u(s∗, t).

Uvědomme si, co nám Nashova rovnováha ř́ıká ve hře s nulovým součtem.

Představme si, že při Nashově rovnováze vyhraje Alois (tedy hodnota funkce u

bude při Nashově rovnováze kladná). Pokud bude Alois hrát svou rovnovážnou

strategii, a Barbora ne, nejenže Barbora dopadne ještě h̊uř, ale navýš́ı Aloisovu

výhru! Alois má tedy jistotu výhry a proto nemá potřebu hrát něco jiného než

rovnovážnou strategii. Barbora má v tom př́ıpadě jistou prohru a bude se snažit,

aby ji bolela co nejméně, proto se též nechce odchýlit od své rovnovážné strate-

gie. To samé se stane, pokud při Nashově rovnováze vyhraje Barbora (hodnota

funkce u je zde záporná), jenom si hráči prohod́ı role. Pokud bude hodnota funkce

u při Nashově rovnováze 0, dostáváme se do patové situace, nebot’ kdo se odchýĺı

od své rovnovážné strategie, zat́ımco soupeř se j́ı bude držet, prohraje (proč?). Z
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těchto úvah můžeme stanovit:

Je-li H hra s nulovým součtem, potom jej́ı Nashovu rovnováhu označujeme jako
řešeńı hry H.

Někdy se může stát, že hra bude mı́t v́ıce Nashových rovnováh. Otázka zńı:

Bude pro hráče některá z nich výhodněǰśı než jiná?

Věta 2. Mějme hru H s nulovým součtem a jej́ı Nashovy rovnováhy {s∗, t∗} a

{s′, t′}. Potom plat́ı

u(s∗, t∗) = u(s′, t′).

Důkaz. Př́ımo z definice Nashovy rovnováhy ve hrách s nulovým součtem plyne

u(s∗, t∗) ≤ u(s∗, t′) ≤ u(s′, t′) ≤ u(s′, t∗) ≤ u(s∗, t∗),

což vzhledem k rovnosti prvńıho a posledńıho členu této posloupnosti znamená

u(s∗, t∗) = u(s∗, t′) = u(s′, t′) = u(s′, t∗) = u(s∗, t∗),

čili

u(s∗, t∗) = u(s′, t′).

Tato věta nám ř́ıká, že ve hrách s nulovým součtem jsou všechny Nashovy

rovnováhy z hlediska výhry pro oba hráče rovnocenné, proto budeme za řešeńı

hry s nulovým součtem pokládat každou jej́ı Nashovu rovnováhu.

3.1.1 Minimax a maximin

Necht’ Alois s Barborou hraj́ı Dosazovaćı hru 3. Abychom nalezli Nashovu

rovnováhu, můžeme vytvořit diagram nejlepš́ıch odpověd́ı. Ovšem to pro větš́ı hry

může být zdlouhavá činnost. Zkusme se na hru pod́ıvat z jiného úhlu. Pokud bude

Alois opatrný, pod́ıvá se nejprve jednotlivě na své strategie a zjist́ı, co nejhorš́ıho

mu může Barbora při konkrétńı strategii provést, neboli hledá minimum v každém

řádku.
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Barbora

2 4 6 min

Alois

1 2 12 30 2

3 -6 12 54 -6

5 -30 -20 30 -30

Pokud bude Alois hrát strategii, jej́ıž minimum je vyšš́ı než minima u ostatńıch

strategíı (je maximem mezi minimy), má zaručenou alespoň nějakou minimálńı

výplatu (pokud je tato hodnota záporná, je tato strategie
”
nejmenš́ım zlem“

zaručuj́ıćım ńızkou ztrátu oproti ostatńım). Tuto strategii nazveme maximinová

strategie. Nejnižš́ı výplatu, jakou Alois může za maximinovou strategii źıskat

nazýváme maximin (dolńı cena hry). V Dosazovaćı hře je Aloisovou maximinovou

strategíı strategie 1 a maximinem výplata 2.

Co když bude stejným zp̊usobem uvažovat i Barbora? Již v́ıme, že Barbora se

snaž́ı, aby hra dopadla pro Aloise co nejh̊uře, neboli č́ım vyšš́ı hodnoty funkce u

dosáhne, t́ım h̊uř pro ni. Proto pro Barboru nejsou nejhorš́ı výsledky jednotlivých

strategíı minima sloupc̊u, nýbrž jejich maxima.

Barbora

2 4 6 min

Alois

1 2 12 30 2

3 -6 12 54 -6

5 -30 -20 30 -30

max 2 12 54

Ze stejného d̊uvodu pro Barboru hledáme ono nejmenš́ı zlo jako minimum mezi

maximy. Pro Barboru stanovujeme tzv. minimaxovou strategii, což je Barbořina
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strategie, jej́ıž maximálńı výplata je menš́ı nebo rovna maximálńım výplatám

ostatńıch strategíı. Maximálńı výplatu za minimaxovou strategii nazýváme mi-

nimax (horńı cena hry).

Je zřejmé, že obecně plat́ı

maximin ≤ minimax.

V naš́ı hře však nastal speciálńı př́ıpad, a to

maximin = minimax.

Definice 8. Mějme hru s nulovým součtem H = {Q,S, T, u}. Jestliže je strategie

s∗ ∈ S maximinová strategie a t∗ ∈ T minimaxová strategie a plat́ı

minimax = maximin,

nazýváme {s∗, t∗} jako sedlový bod hry H. Č́ıslo u(s∗, t∗) nazýváme cena hry H.

Maximin, minimax a př́ıpadnou cenu hry budeme dále v tabulkách značit

červeně. V naš́ı hře je sedlovým bodem dvojice strategíı {1, 2} a cena hry 2.

Barbora

2 4 6 min

Alois

1 2 12 30 2

3 -6 12 54 -6

5 -30 -20 30 -30

max 2 12 54

Co sedlový bod pro hráče znamená? Bude-li se Alois držet maximinové stra-

tegie, v́ı že at’ Barbora zahraje cokoliv jiného než minimaxovou strategii, uškod́ı

sama sobě. Nav́ıc vzhledem k vlastnostem her s nulovým součtem pomůže jemu

(proč?). To samé si ř́ıká i Barbora o minimaxové strategii. Proto má-li hra sedlový
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bod, muśı Alois hrát maximinovou strategii a Barbora minimaxovou, čili sedlový

bod bude řešeńım hry s nulovým součtem. Nepřipomı́ná vám celý tento odstavec

jeden pojem, s ńımž jsme se již dř́ıve setkali?

Věta 3. Necht’ H = {Q,S, T, u} je hra s nulovým součtem obsahuj́ıćı sedlový

bod {s∗, t∗}. Potom {s∗, t∗} je Nashovou rovnováhou hry H.

Důkaz. Plyne př́ımo z definice maximinové strategie, minimaxové strategie a

sedlového bodu.

Diskutujme o počtu sedlových bod̊u ve hrách s nulovým součtem. Čtenář se

na př́ıkladu hry Kámen-n̊užky-paṕır může snadno přesvědčit, že ne každá hra má

sedlový bod. Může mı́t nějaká hra v́ıce sedlových bod̊u? Uvažujme hru typu 3×5

s nulovým součtem s následuj́ıćımi výplatami.

Hra 4.

Barbora

t1 t2 t3 t4 t5 min

Alois

s1 7 6 11 6 13 6

s2 −7 −3 12 5 −3 −3

s3 −1 2 0 0 −22 −22

max 7 6 11 6 13

Obdrželi jsme dva sedlové body {s1, t2} a {s1, t4}. Vid́ıme, že je skutečně

splněno u(s1, t2) = u(s1, t4) = 6, jak nám ř́ıká věta 2.

3.1.2 Dominance strategíı

Alois jakožto inteligentńı rozhodovatel by se u hry 3 pozastavil nad svou

strategíı 5. Proč pro všechno na světě hrát strategii, která nemůže přinést nic
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lepš́ıho než ostatńı strategie? Srovná-li ji Alois např́ıklad se strategíı 3, shledá,

že kdyby Barbora hrála 2, je výhodněǰśı hrát 3 než 5, nebot’ −30 < −6. Totéž

zjist́ı i pro ostatńı Barbořiny možnosti, protože −20 < 12, a 30 < 54. At’ Barbora

vymysĺı cokoliv, vždy bude pro Aloise lepš́ı hrát 3 než 5. Kv̊uli tomu může z

daľśıch úvah o ideálńı strategii 5 úplně vypustit. Ř́ıkáme, že strategie 3 dominuje

strategii 5. Analogicky uvažuje Barbora, ovšem s t́ım rozd́ılem, že Barbora chce

doćılit co nejmenš́ı výplaty.

Definice 9. Necht’ H = {Q,S, T, u}. Mějme 2 strategie hráče A si, sj ∈ S.

Jestliže pro každou strategii t ∈ T plat́ı

u(si, t) ≤ u(sj, t),

ř́ıkáme, že strategie si je dominována strategíı sj.

Mějme 2 strategie hráče B ti, tj ∈ T . Jestliže pro každou strategii s ∈ S plat́ı

u(s, ti) ≥ u(s, tj),

ř́ıkáme, že strategie ti je dominována strategíı tj.

Mějme 2 strategie hráče A si, sj ∈ S. Jestliže pro každou strategii t ∈ T plat́ı

u(si, t) = u(sj, t),

ř́ıkáme, že hráč 1 je indiferentńı mezi strategiemi si a sj. Analogicky pro hráče

B.

Odstraněńım dominovaných strategíı můžeme hru značně zjednodušit, někdy

i kompletně vyřešit. Někdy nejsou dominance na prvńı pohled viditelné, ale je

třeba se k nim postupně dopracovat. U hry 4 např́ıklad neńı s2 dominována

strategíı s1. Avšak t3 je dominována strategíı t4, načež obdrž́ıme novou výplatńı

matici.
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Barbora

t1 t2 t4 t5

Alois

s1 7 6 6 13

s2 -7 -3 5 -3

s3 -1 2 0 -22

Zde již je strategie s2 dominována s1. Čtenář se může přesvědčit, že postupnou

eliminaćı dominovaných strategíı lze doj́ıt až k výsledku

Barbora

t2 t4

Alois s1 6 6

Barbora je nyńı indiferentńı mezi t2 a t4. Žádnou ze strategíı již neeliminujeme.

I když má hra sedlový bod, neńı nutnost́ı, že jsou některé strategie domi-

novány, což si můžeme ověřit na následuj́ıćım př́ıkladu (nalezněte sedlový bod a

proved’te!).

Barbora

t1 t2 t3

Alois

s1 1 2 2

s2 0 5 -3

s3 0 -1 4
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Matematika pro dogmatiky

Ve většině publikaćı je rozlǐsována tzv. silná a slabá dominance. Slabá dominance je de-

finována stejně jako naše dominance. Silnou definujeme podobně, jenom znaménka ≤,≥ na-

hrad́ıme <,>. Slabá dominance má totiž tu nevýhodu, že může eliminovat některé sedlové

body! Např́ıklad u hry

Barbora

t1 t2

Alois
s1 7 15

s2 7 11

zálež́ı, zda se na hru budeme d́ıvat prvńı z pohledu Aloise nebo Barbory. Pokud začneme

od Aloise, vid́ıme, že strategie s2 je dominována strategíı s1. Protože 15 ≥ 7, Barbora bude

hrát t1 a obdrž́ıme sedlový bod {s1, t1}. Začneme-li ale uvažovat od Barbory, shledáme, že t2 je

dominována t1. Ovšem Alois je po eliminaci t2 indiferentńı mezi svými strategiemi, čili obdrž́ıme

2 sedlové body {s1, t1},{s2, t1}. Už́ıvána je proto sṕı̌se silná dominance, která nikdy sedlový

bod nevyeliminuje (proč?). Pro náš základńı kurz je však postačuj́ıćı už́ıvat slabou dominanci.

3.1.3 Smı́̌sené strategie

Hra 5. Vojska maršála Radeckého drž́ı 2 pozice, přičemž druhá má dvojnásobnou

hodnotu než prvńı. Jeho protivńık Karel Albert drž́ı třet́ı pozici, která má stejnou

hodnotu jako prvńı pozice maršála Radeckého a čtvrtou s trojnásobkem hodnoty

prvńı. Oběma dorazily posily a nyńı plánuj́ı daľśı kroky. S novou jednotkou mohou

zaútočit nebo podpořit některou ze stávaj́ıćıch pozic. Pokud někdo zaútoč́ı na

pozici bez podpory, územı́ zabere. Pokud zaútoč́ı na podpořenou pozici bude

odražen a nikdo nic neźıská.

Situaci lze zapsat jako hru s nulovým součtem. Můžeme si povšimnout, že

tato hra nemá sedlový bod, nebot’ minimax6=maximin.
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Karel Albert

Obrana 3 Obrana 4 Útok na 1 Útok na 2 min

maršál

Obrana 1 0 0 0 −2 −2

Obrana 2 0 0 −1 0 −1

Radecký Útok na 3 0 1 0 −1 −1

Útok na 4 3 0 2 1 0

max 3 1 2 1

Aby se nám se hrou lépe pracovalo, je užitečné zjednodušit ji eliminaćı domi-

novaných strategíı.

Karel Albert

Obrana 4 Útok na 2

maršál
Útok na 3 1 −1

Radecký Útok na 4 0 1

Jak takovou hru řešit? Čtenář si možná ř́ıká, at’ prostě maršál Radecký útoč́ı

na 4, protože nemůže nic ztratit. Ovšem to Karel Albert v́ı a bude tuto po-

zici hĺıdat. Proč by tedy Radecký nemohl zaútočit v duchu nejprosluleǰśı hlášky

válečných filmů
”
Tohle jistě nebudou čekat!“ na pozici 3? To ale může Karla

Alberta napadnout... V těchto hrách se dostáváme do začarovaného kruhu, což

lze vidět i na diagramu nejlepš́ıch odpověd́ı.
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Radecký
Útok na 3

Útok na 4

Karel Albert

Obrana 4 Útok na 2

V rámci jedné hry neńı možné se z něj vymotat. Nezbývá nám, než svěřit

osud náhodě. V takovém př́ıpadě neńı protivńık schopen strategii předv́ıdat a

muśı se též rozhodnout náhodně. Z̊ustává otázka, jakým zp̊usobem náhodu ale-

spoň trochu přiklonit na svou stranu. Přesně pro tento účel je vytvořena teorie

pravděpodobnosti. Co se stane, nastane-li tato situace mnohokrát za sebou? Po-

kud by např́ıklad maršál Radecký v polovině př́ıpad̊u útočil na post 3 a v polovině

na post 4, zat́ımco by Karel Albert vždy bránil pozici 4, dostal by Radecký v po-

lovině př́ıpad̊u výplatu 1 a ve druhé polovině 0 (zd̊uvodněte!). Výplatu za jednu

hru proto lze stanovit jako

1

2
· 1 +

1

2
· 0 =

1

2
.

Obdobně pokud by takovou strategii maršál Radecký využil v př́ıpadě, že Karel

Albert pokaždé zaútoč́ı na post 2, můžeme stanovit výplatu za jednu hru jako

1

2
· (−1) +

1

2
· 1 = 0.

Zavedli jsme novou tzv. smı́̌senou strategii pro maršála Radeckého
”
v 1

2
př́ıpad̊u

útoč na pozici 3, v 1
2

př́ıpad̊u útoč na pozici 4“, kterou budeme značit
(
1
2
, 1
2

)
.

Původńı strategie nazýváme jako čisté strategie. Přidejme smı́̌senou strategii k

ostatńım.
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Karel Albert

Obrana 4 Útok na 2

maršál
Útok na 3 1 −1

Radecký Útok na 4 0 1(
1
2
, 1
2

)
1
2

0

Hrańı takové smı́̌sené strategie si můžeme představit tak, že při rozhodnut́ı

maršál Radecký vlož́ı do osud́ı černou a b́ılou kuličku. Pokud vytáhne černou,

útoč́ı na 3, pokud b́ılou, útoč́ı na 4. Uvědomme si, že výhra neńı v př́ıpadě smı́̌sené

strategie pevně daná! Když bude štěstěna při Radeckém, může se svou smı́̌senou

strategíı neustále vyhrávat, stejně tak ale může mı́t smůlu. Přesto tuš́ıme, že

i náhoda má určitá pravidla (když hážeme kostkou, je jasné, že šance padnut́ı

šestky je menš́ı než šance nepadnut́ı šestky). Proto výhru za smı́̌senou strategii

označujeme jako očekávaná výhra.

Analogicky i Karel Albert může mı́t definovánu kupř́ıkladu smı́̌senou strategii(
1
4
, 3
4

)
jako

”
v 1

4
př́ıpad̊u braň 4, v 3

4
př́ıpad̊u útoč na 2“ (neboli vlož́ı do osud́ı

jednu černou a tři b́ılé kuličky a jednu vytáhne). Opět lze vypoč́ıst

u

(
Útok na 3,

(
1

4
,
3

4

))
=

1

4
· 1 +

3

4
· (−1) = −1

2
,

u

(
Útok na 4,

(
1

4
,
3

4

))
=

1

4
· 0 +

3

4
· 1 =

3

4
.

Co se stane, hraje-li maršál Radecký
(
1
2
, 1
2

)
a Karel Albert

(
1
4
, 3
4

)
? Stane se

to, že v 1
2

př́ıpad̊u hraje maršál Radecký
”
útoč na 3“ a současně Karel Albert

v 1
4

př́ıpad̊u
”
braň 4“. Situace, kdy maršál Radecký napadá 3 a Karel Albert

bráńı 4 proto nastává v 1
2
· 1
4

= 1
8

př́ıpad̊u. Obdobně shledáme, že útok na 3 za

současného útoku na 2 proběhne v 3
8

př́ıpad̊u, útok na 4 za současné obrany 4

v 1
8

př́ıpad̊u a útok na 4 za současného útoku na 2 v 3
8

př́ıpad̊u. Nyńı můžeme
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vypoč́ıst očekávanou výhru.

u

((
1

2
,
1

2

)
,

(
1

4
,
3

4

))
=

1

8
· 1 +

3

8
· (−1) +

1

8
· 0 +

3

8
· 1 =

1

8
.

Doplňme vše do tabulky.

Karel Albert

Obrana 4 Útok na 2
(
1
4
, 3
4

)
maršál

Útok na 3 1 −1 −1
2

Radecký Útok na 4 0 1 3
4(

1
2
, 1
2

)
1
2

0 1
8

Je jasné, že smı́̌sených strategíı lze zavést pro oba hráče nekonečné množstv́ı

podle toho, jak rozděĺıme pravděpodobnosti čistým strategíım, č́ımž provedeme

tzv. smı́̌sené rozš́ıřeńı p̊uvodńı hry. Poznamenejme, že čisté strategie jsou vlastně

speciálńım př́ıpadem smı́̌sených strategíı, kdy některou strategii hrajeme s prav-

děpodobnost́ı 1 a ostatńı s pravděpodobnost́ı 0.

Stejným zp̊usobem smı́̌sené rozš́ı̌reńı zavedeme později i pro ostatńı hry v

normálńım tvaru. Plat́ı následuj́ıćı věta, která pro svou d̊uležitost často bývá

označována jako Základńı věta teorie her.

Věta 4. Každá hra s konečným počtem čistých strategíı má Nashovu rovnováhu
v čistých nebo smı́̌sených strategíıch.

Všimněme si, že ve větě neńı použito souslov́ı
”
s nulovým součtem“. Věta

plat́ı pro jakoukoliv hru! Dokázal ji roku 1951 matematik John Forbes Nash

(odtud Nashova rovnováha). Za zmı́nku stoj́ı, že Nash roku 1994 spolu s kolegy

Reinhardem Seltenem a Johnem Harsanyim obdržel za svou práci v oblasti teorie

her Nobelovu cenu za ekonomii. O životě tohoto podivuhodného matematika
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pojednává i známý film A beautiful mind (do češtiny přeložen jako Čistá duše).

Důkaz věty zahrnuje i znalosti vysokoškolské matematické analýzy, proto zde

nebude uváděn. Zájemci mohou jeho zjednodušenou verzi pro hry dvou hráč̊u

nalézt např́ıklad v [4]. Pokud si uvědomı́me, že Nashovu rovnováhu považujeme

za řešeńı hry s nulovým součtem, vid́ıme, že každá hra s nulovým součtem má

řešeńı! Ted’ už stač́ı naučit se hledat ty správné smı́̌sené strategie a máme vyhráno!

Matematika pro dogmatiky

Chceme-li zavést exaktně smı́̌senou strategii ve hře s nulovým součtem typu m×n, kde hráč

1 má prostor strategíı S = {s1, ..., sm} a hráč 2 T = {t1, ..., tn}, muśıme pro každou strategii

si nalézt pravděpodobnost, s jakou bude hrána, tj. č́ıslo z reálného intervalu 〈0, 1〉, označme jej

pi. Zřejmě muśı platit

p1 + ...+ pm = 1.

Stejně přǐrad́ıme i č́ısla qj strategíım tj .

q1 + ...+ qn = 1.

Smı́̌sené strategie označme jako p = (p1, ..., pm) a q = (q1, ..., qn). Smı́̌sené rozš́ı̌reńı p̊uvodńı

hry muśı zahrnovat všechny smı́̌sené strategie, proto vytvoř́ıme nové prostory strategíı

Ss = {p = (p1, ..., pm); pi ≥ 0; p1 + ...+ pm = 1},

Ts = {q = (q1, ..., qn); qj ≥ 0; q1 + ...+ qn = 1}.

[čti
”
Ss je množina všech p = (p1, ..., pm), kde pi ≥ 0, takových, že p1 + ...+pm = 1“. Obdobně

pro Ts.] Jak již bylo řečeno, smı́̌sené strategie zahrnuj́ı i čisté strategie, např. s1 = (1, 0, ..., 0).

Zbývá nalézt výplatńı funkci smı́̌seného rozš́ı̌reńı, kterou označ́ıme us. Hraj́ı-li hráči strategie p

a q muśıme seč́ıst výplaty všech možných situaćı. Jak bylo ukázáno na př́ıkladu výše, např́ıklad

k situaci, kdy hráč 1 hraje strategii s1 a hráč 2 strategii t3 dojde s pravděpodobnost́ı p1 · q3 a

výplata za takové situace bude p1 · q3 · u(s1, t3). Pokud stejnou úvahu provedeme pro všechna

i a j, lze výsledek zapsat do sumy.

us(p,q) =

m∑
i=1

n∑
j=1

piqju(si, tj).

Smı́̌seným rozš́ı̌reńım hry s nulovým součtem {Q,S, T, u} nazveme hru s nulovým součtem

{Q,Ss, Ts, us}. Vzpomı́náte na poznámku o korektnosti pojmu výplatńı funkce v kapitole 1?

Zde vid́ıte, že výplatńı funkce je skutečně funkćı m+ n proměnných p1, ..., pm, q1, ..., qn.
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Závěrem sekce poznamenejme, že sedlový bod si zachová sv̊uj status Nashovy

rovnováhy i ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı hry, neboli pokud má hra sedlový bod, ne-

existuje smı́̌sená strategie taková, že by byla výhodněǰśı než minimaxová (či ma-

ximinová) strategie.

Věta 5. Necht’ H je hra s nulovým součtem a {s∗, t∗} je jej́ı sedlový bod. Potom

{s∗, t∗} je Nashovou rovnováhou i ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı hry H.

Matematika pro dogmatiky

Důkaz. Necht’ H = {Q,S, T, u} je hra s nulovým součtem typu m×n a {s∗, t∗} je jej́ı sedlový

bod a Hs = {Q,Ss, Ts, us} je jej́ı smı́̌sené rozš́ı̌reńı. Pro čisté strategie plat́ı

us(si, tj) = u(si, tj).

Proto pro libovolnou strategii p ∈ Ss je

us(p, t
∗) =

m∑
i=1

piu(si, t
∗).

Vzhledem k tomu, že u(si, t
∗) ≤ u(s∗, t∗), dostáváme

us(p, t
∗) ≤

m∑
i=1

piu(s∗, t∗) = u(s∗, t∗)

m∑
i=1

pi

a jelikož

m∑
i=1

pi = p1 + ...+ pm = 1,

źıskáme

us(p, t
∗) ≤ u(s∗, t∗) = us(s

∗, t∗).

Stejným zp̊usobem dokážeme i us(s
∗, t∗) ≤ us(s∗,q).
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Schéma řešeńı her s nulovým součtem

1) Nalezneme minimax a maximin obou hráč̊u.

i) Jestliže je hodnota minimaxu a maximinu stejná, hra má Nashovu rov-
nováhu v podobě sedlového bodu. Rovnovážná strategie hráče A je maxi-
minová strategie, rovnovážná strategie hráče B je minimaxová strategie.
Hra je vyřešena

ii) Jestliže neńı hodnota minimaxu a maximinu stejná, pokračujeme na bod
2).

2) Eliminujeme dominované strategie.

3) Nalezneme Nashovu rovnováhu ve smı́̌sených strategíıch. Hra je vyřešena.

3.1.4 Rovnovážné smı́̌sené strategie pro hry s nulovým

součtem typu 2× 2

Dı́ky větě 4 již máme potvrzeno, že pokud ve hře neexistuje sedlový bod,

existuj́ı pro oba hráče rovnovážné smı́̌sené strategie, jenom zat́ım nev́ıme, jak

vypadaj́ı ani jaké hodnoty nabude cena hry. Obecné řešeńı her s nulovým součtem

typu m× n je poměrně obt́ıžné a vyžaduje znalost tzv. lineárńıho programováńı.

Pro některé speciálńı př́ıpady ovšem existuj́ı jednoduché formule. Pod́ıvejme se

nejprve na hry typu 2×2, nejprve na konkrétńım př́ıkladu hry 5. Mějme nějakou

libovolnou smı́̌senou strategii maršála Radeckého. Tu můžeme zapsat jako p =

(p, 1 − p), kde p ∈ 〈0, 1〉 (čili uvažujeme i čisté strategie (1, 0) =
”
útoč na 3“

a (0, 1) =
”
útoč na 4“). Stejně tak můžeme libovolnou smı́̌senou strategii Karla

Alberta zapsat jako q = (q, 1− q), kde q ∈ 〈0, 1〉. Dostáváme

u(p,q) = 1pq − 1p(1− q) + 0(1− p)q + 1(1− p)(1− q) = 3pq − 2p− q + 1.

Pod́ıvejme se na funkci pohledem maršála Radeckého. Ten může měnit svou stra-

tegii, ale neovlivńı, co bude hrát Karel Albert. Ve funkci u bere tedy p jako

proměnnou a q jako parametr. Proto je pro něj užitečné převést funkci na tvar

u(p,q) = (3q − 2)p− q + 1.
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V závislosti na parametru mohou nastat 3 možnosti

(1) Pokud bude q ∈ 〈0, 2
3
), bude funkce u ve směru p klesaj́ıćı (proč?). Maršál

chce, aby jeho výplata klesala co nejméně, proto hraje nejmenš́ı možné p,

tedy p = 0 (čili čistou strategii (0, 1) =
”
útoč na 4“).

(2) Pokud bude q = 2
3
, bude funkce u ve směru p konstantńı (proč?). At’ udělá

maršál cokoliv, nemůže výhru ovlivnit, vždy obdrž́ı výplatu −q + 1 = 1
3

(proč?). Nejlepš́ı odpověd́ı jsou tedy všechny strategie (p, 1− p).

(3) Jestliže q ∈ (2
3
, 1〉, bude funkce u ve směru p rostoućı. Proto je pro něj nejlepš́ı

tento r̊ust podpořit a hrát co nejvyšš́ı p, tedy p = 1 (čili čistou strategii

(1, 0) =
”
útoč na 3“).

Všechny Radeckého nejlepš́ı odpovědi můžeme znázornit pomoćı tzv. reakčńı

křivky na strategii (q, 1− q). Tuto křivku označujeme R(q)

p

q

0 1

1

2
3

R(q)

Stejně se na funkci u d́ıvá Karel Albert. Ten ve funkci u bere jako proměnnou

q a jako parametr p (proč?), neboli vytýká q a dostane

u(p,q) = (3p− 1)q − 2p+ 1.

V závislosti na parametru p mohou opět nastat 3 možnosti. Pamatujme, že Karel

Albert se narozd́ıl od svého protivńıka snaž́ı, aby byla hodnota funkce co nejnižš́ı!
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(1) Pokud bude p ∈ 〈0, 1
3
), bude funkce u ve směru q klesaj́ıćı. Karel Albert chce,

aby jeho klesala co nejv́ıc, proto hraje největš́ı možné q, tedy q = 1 (čili čistou

strategii (1, 0) =
”
braň 4“).

(2) Pokud bude p = 1
3
, bude funkce u ve směru q konstantńı. Karel Albert nemůže

výhru ovlivnit a obdrž́ı výplatu −2p + 1 = 1
3
. Nejlepš́ı odpověd́ı jsou tedy

všechny strategie (q, 1− q).

(3) Jestliže p ∈ (1
3
, 1〉, bude funkce u ve směru q rostoućı. To se Karlu Albertovi

neĺıb́ı a chce r̊ust zastavit. Hraje co nejnižš́ı q, tedy q = 0 (čili čistou strategii

(0, 1) =
”
útoč na 2“).

Přidejme tuto úvahu k úvaze maršála Radeckého. Můžeme ji do grafu znázornit

pomoćı reakčńı křivky na strategii (p, 1− p). Tuto křivku označujeme R(p).

p

q

0 1

1

2
3

R(q)

1
3

R(p)

Nashova rovnováha nastává, pokud oba hráči hraj́ı svou nejlepš́ı odpověd’.

Graficky to znamená v pr̊useč́ıku reakčńıch křivek. Rovnovážnou strategíı maršála

Radeckého je proto smı́̌sená strategie (p, 1− p) =
(
1
3
, 2
3

)
a rovnovážnou strategíı

Karla Alberta (q, 1 − q) =
(
2
3
, 1
3

)
. Z našich úvah vid́ıme, že cena hry je 1

3
(čili

štěst́ı se v́ıce přikláńı na stranu maršála Radeckého).

Z reakčńıch křivek lze vyč́ıst daľśı pozoruhodná skutečnost: Pokud se hráč drž́ı

své rovnovážné smı́̌sené strategie, jeho očekávaná výhra bude vždy rovna ceně hry!
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Vzhledem k vlastnostem výplatńı funkce her s nulovým součtem současně hrańı

rovnovážné strategie zajǐst’uje stejnou očekávanou výplatu i soupeři (samozřejmě

vynásobenou −1). Konkrétně bude-li se maršál Radecký své rovnovážné strategie

držet, tak at’ udělá Karel Albert cokoliv, obdrž́ı cenu hry krát −1. Následuj́ıćı věta

ukazuje, že ke stejnému výsledku dokráč́ıme v jakékoliv hře s nulovým součtem

typu 2× 2.

Věta 6. Hra s nulovým součtem typu 2 × 2 bez sedlového bodu má jedinou

Nashovu rovnováhu ve smı́̌sených strategíıch {s∗, t∗}. Pro libovolnou strategii

(čistou i smı́̌senou) t ∈ T plat́ı

u(s∗, t) = u(s∗, t∗).

Pro libovolnou strategii s ∈ S plat́ı

u(s, t∗) = u(s∗, t∗).

Ve hře bez sedlového bodu

Barbora

t1 t2

Alois
s1 a b

s2 c d

je rovnovážná strategie Aloise ve tvaru (p, 1− p), kde

p =
d− c

a− b− c+ d

a rovnovážná strategie Barbory ve tvaru (q, 1− q), kde

q =
d− b

a− b− c+ d
.

Cena hry je

(c− d)q + d = (b− d)p+ d.
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Nástin d̊ukazu. Důkaz se provád́ı stejným postupem a úvahami jako hledáńı

Nashovy rovnováhy ve hře 5, pouze tuto hru nahrad́ıme obecnou hrou (vy-

zkoušejte si postup!).

Shrnut́ı

Pro hru typu 2× 2 s nulovým součtem bez sedlového bodu existuje právě jedna
Nashova rovnováha ve smı́̌sených strategíıch. Pokud se v této hře alespoň jeden
z hráč̊u drž́ı své rovnovážné strategie, obdrž́ı hráč 1 výhru v hodnotě ceny hry
a hráč 2 v záporné hodnotě ceny hry.

Věta 6 nám tedy udává vzorce pro nalezeńı rovnovážných smı́̌sených stra-

tegíı ve hrách s nulovým součtem. Vyzkoušejme obecný postup na konkrétńım

př́ıkladu. Mějme hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 7 -2

s2 -1 1

Dle našeho schématu pro řešeńı her s nulovým součtem se nejprve pod́ıváme,

zda naše hra nemá sedlový bod (proved’te!). Zjistili jsme, že sedlový bod nemá,

načež hledáme Nashovu rovnováhu ve smı́̌sených strategíıch. Dostáváme

p =
1− (−1)

7− (−2)− (−1) + 1
=

2

11

q =
1− (−2)

7− (−2)− (−1) + 1
=

3

11
,

čili rovnovážná strategie Aloise je
(

2
11
, 9
11

)
a rovnovážná strategie Barbory

(
3
11
, 8
11

)
,

neboli Nashova rovnováha je
{(

2
11
, 9
11

)
,
(

3
11
, 8
11

)}
. Cenu hry dostáváme jako

(−1− 1) · 3

11
+ 1 =

5

11
.
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Mimochodem, pokud nedopatřeńım tyto vzorce aplikujete na hru se sedlovým

bodem, vyjde vám p, q /∈ (0, 1), což je zjevně nesmysl, čili hra nemá Nashovu

rovnováhu ve smı́̌sených strategíıch (zkuste toto tvrzeńı dokázat!).

3.1.5 Schématické řešeńı her s nulovým součtem typu 2×2

Mějme hru bez sedlového bodu

Barbora

t1 t2

Alois
s1 a b

s2 c d

Ukázali jsme si, že ve hrách s nulovým součtem typu 2 × 2 bez sedlového

bodu má každý hráč právě jednu rovnovážnou smı́̌senou strategii, která má nav́ıc

vlastnost, že pokud se j́ı hráč drž́ı, obdrž́ı proti všem strategíım soupeře stejnou

výplatu. Pokud tedy Alois hraje svou rovnovážnou strategii p = (p, 1− p) proti

čistým strategíım Barbory, plat́ı

ap+ c(1− p) = bp+ d(1− p).

Zkusme nalézt poměr p : (1− p). Dostáváme

(a− b)p+ (c− d)(1− p) = 0

To ale pro p ∈ (0, 1) (proč otevřený interval a nikoliv uzavřený?) nastává pouze

ve dvou př́ıpadech. Prvńım je a = b a současně c = d, což je ale ve sporu s naš́ım

předpokladem, že hra nemá sedlový bod (proč?), proto tuto variantu zavrhneme.

T́ım druhým je, že právě jeden z výraz̊u (a− b)p a (c− d)(1− p) je menš́ı než 0.

Protože p i 1− p jsou kladné, lze výraz

(a− b)p = −(c− d)(1− p)
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přepsat do tvaru

|a− b|p = |c− d|(1− p).

Z toho jsme již schopni určit poměr mezi p a 1− p

p : (1− p) = |c− d| : |a− b|

a dopoč́ıtat pravděpodobnosti.

p =
|c− d|

|c− d|+ |a− b|

1− p =
|a− b|

|c− d|+ |a− b|
.

Uvědomme si, že jsme v našem postupu uvažovali následovně: Jestliže je p

Aloisova rovnovážná strategie, pak proti oběma čistým strategíım Babrory Alois

obdrž́ı stejnou výhru. Což je implikace, nikoliv ekvivalence. Abychom dokázali,

že námi nalezená strategie(
|c− d|

|c− d|+ |a− b|
,

|a− b|
|c− d|+ |a− b|

)
je rovnovážná, muśıme ukázat, že plat́ı i opačná implikace, což popisuje následuj́ıćı

věta.

Věta 7. Mějme hru s nulovým součtem typu 2× 2 bez sedlového bodu. Jestliže

pro některou Aloisovu smı́̌senou strategii p = (p, 1− p) plat́ı

u(p, t1) = u(p, t2),

kde t1, t2 jsou Barbořiny čisté strategie, pak je p rovnovážnou strategíı Aloise.

Nástin d̊ukazu. Vezmeme si obecnou hru bez sedlového bodu, libovolnou smı́̌senou

strategii Barbory q = (q, 1− q) a dokážeme

u(p,q) = u(p, t1).

Dle věty 6 plat́ı, že p je rovnovážnou strategíı Aloise.
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Jestliže Barbora bude uvažovat podobně, přičemž hraje strategii q = (q, 1−q),

dostane po stejném postupu poměr q : (1− q) = |b− d| : |a− c|, čili rovnovážná

strategie Barbory je ve tvaru q = (q, 1− q), kde

q =
|b− d|

|b− d|+ |a− c|

1− q =
|a− c|

|b− d|+ |a− c|
.

Ač vzorce vypadaj́ı na prvńı pohled poněkud složitě, lze jejich pomoćı snadno

vypoč́ıtat Nashovu rovnováhu př́ımo z tabulky. Mějme hru

Barbora

t1 t2 |rozd́ıl| četnost strategie

Alois
s1 2 5 |2− 5| = 3 9

9+3
= 3

4

s2 4 −5 |4 + 5| = 9 3
9+3

= 1
4

|rozd́ıl| |2− 4| = 2 |5+5| = 10

četnost 10
10+2

= 5
6

2
10+2

= 1
6

Jak dopočteme cenu hry? Vı́me, že rovnovážná strategie zaručuje proti jakéko-

liv soupeřově strategii stejnou očekávanou výhru. Proto si stač́ı vźıt rovnovážnou

strategii Aloise/Barbory a některou čistou strategii Barbory/Aloise a vypoč́ıst

výplatu, např́ıklad

u(p, t1) =
3

4
· 2 +

1

4
· 4 =

5

2
.

Cena této hry je 5
2
.

3.1.6 Geometrické řešeńı her s nulovým součtem typu 2×2

Pod́ıvejme se na libovolnou hru typu 2× 2 s nulovým součtem bez sedlového

bodu
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Barbora

t1 t2

Alois
s1 a b

s2 c d

ještě z jiného úhlu. Hraje-li Alois libovolnou smı́̌senou strategii p = (p, 1 − p) a

Barbora strategii t1, Obdrž́ı Alois výplatu

u(p, t1) = pa+ (1− p)c = (a− c)p+ c,

což je ale lineárńı funkce o proměnné p ∈ 〈0, 1〉, nebot’ a, c jsou pevně dané

hodnoty. Dále budeme tuto funkci značit ft1(p). Vı́me, že v kartézské soustavě

souřadné ji lze zaznačit jako úsečku. Obdobně pokud Barbora hraje strategii t2

źıskáme pro Aloise funkci

ft2(p) = (b− d)p+ d.

Označme cenu hry v. Dle věty 6 již v́ıme, že strategie (p, 1 − p) je rovnovážnou

strategíı právě tehdy, když plat́ı

(a− c)p+ c = v

(b− d)p+ d = v.

Ti, kteř́ı maj́ı rádi soustavy rovnic či analytickou geometrii, mohou proto Aloisovu

rovnovážnou strategii a cenu hry nalézt ještě dvěma zp̊usoby:

(1) jako řešeńı soustavy dvou lineárńıch rovnic o dvou neznámých p a v,

(2) jako pr̊useč́ık úseček daných funkcemi ft1(p) a ft2(p).

Barbořinu rovnovážnou strategii (q, 1 − q) potom nalezneme dosazeńım do

rovnice

(a− b)q + b = v.
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Může se stát, že řešeńı soustavy pro p ∈ 〈0, 1〉 neexistuje (neboli úsečky

se neprotnou)? Pokud se nad touto situaćı zamysĺıme, zjist́ıme, že to prostě a

jednoduše znamená, že hra nemá řešeńı ve smı́̌sených strategíıch a muśı tud́ıž

vzhledem k větě 4 obsahovat sedlový bod, což je situace, kterou zde neuvažujeme.

Pokud jsme ověřili, že hra sedlový bod nemá, soustava má vzhledem k větě 4 vždy

řešeńı (úsečky se vždy protnou).

Řešme těmito zp̊usoby následuj́ıćı hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 4 1

s2 −1 2

(1) Dostáváme soustavu rovnic

5p− 1 = v

−p+ 2 = v.

Po dosazeńı prvńı rovnice do druhé a jednoduché úpravě ihned dostáváme

výsledek

p =
1

2
, v =

3

2
.

Rovnovážnou strategii Barbory pak dopočteme z rovnice

3

2
= 3q + 1.

Nashova rovnováha hry je
{(

1
2
, 1
2

)
,
(
1
6
, 5
6

)}
a cena hry 3

2
.

(2) Zaznačme funkce ft1(p) a ft2(p) do grafu. Vı́me, že úsečka je určena svými

krajńımi body. Protože p ∈ 〈0, 1〉, nalezneme krajńı body postupným dosa-

zeńım 0 a 1 do funkćı. Ovšem strategie (0, 1) a (1, 0) jsou čisté, proto jsou

53



krajńı body úsečky určeny hodnotami ze stejného sloupce. Lidově řečeno: do-

leva zaṕı̌seme hodnoty spodńıho řádku, doprava horńıho a spoj́ıme úsečkou

ty, které se nacházej́ı ve stejném sloupci. Vytvořme graf (pro názornost je

měř́ıtko p : v zvoleno jako 10 : 1).

p

v p = 1

0 1

−1

4

2

1

V

v =3
2

p =1
2

Opět bychom nalezli rovnovážnou strategii Barbory (proved’te a formulujte

odpověd’ k řešeńı hry!). Pochopeńı tohoto zp̊usobu řešeńı bude kĺıčové pro

následuj́ıćı sekci.

Pro pochopeńı výsledk̊u daľśı sekce je též d̊uležité vědět, kde v grafu nalez-

neme Aloisovy výplaty proti Barbořiným smı́̌seným strategíım. Mějme nejprve

Aloisovu čistou strategii s1 a libovolnou smı́̌senou strategii Barbory q. Plat́ı

u(s1,q) = 4q + (1− q) = 3q + 1.

Pro každé q ∈ (0, 1) je zřejmé, že

1 < 3q + 1 < 4,

čili výplaty za Aloisovu strategii s1 proti libovolné smı́̌sené strategii Barbory

nalezneme na úsečce s krajńımi body [1, 1] a [1, 4]. Obdobné tvrzeńı lze dokázat

i pro všechny ostatńı Aloisovy strategie. Zaznačme do grafu žlutě všechny možné

výplaty u(p,q).
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p

v p = 1

0 1

−1

4

2

1

V

v =3
2

p =1
2

3.1.7 Řešeńı her typu 2× n a m× 2 s nulovým součtem

Řeš́ıme-li hru s nulovým součtem, prvńım úkonem každého pořádného mate-

matika je pokusit se nalézt sedlový bod. Pokud neexistuje, eliminovat domino-

vané strategie. Pokud jsme tak učinili a stále máme hru typu 2×n, bude pro nás

stěžejńı následuj́ıćı věta.

Věta 8. Pro libovolnou hru typu 2×n s nulovým součtem bez sedlového bodu
je rovnovážná strategie hráče B smı́̌sená strategie využ́ıvaj́ıćı pouze dvou čistých
strategíı.

Důkaz zde uvádět nebudeme. Ukažme si na př́ıkladu, co tato věta znamená v

praxi.

Hra 6. Alois s Barborou poč́ıtaj́ı do tř́ı. Poté ukážou určitý počet prst̊u. Alois

má povoleno ukázat 1 nebo 2. Barbora 2-5. Je-li součet prst̊u sudý, vyplat́ı Alois

Barboře částku v absolutńı hodnotě rozd́ılu prst̊u. Je-li lichý, vypláćı ji Barbora

Aloisovi.
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Barbora

2 3 4 5

Alois
1 -1 2 -3 4

2 0 -1 2 -3

Podle věty 8 nalézt řešeńı této hry znamená vybrat dvě Barbořiny strategie

takové, že podhra typu 2×2 bude mı́t nejnižš́ı cenu hry (proč?) ze všech možných

podher typu 2 × 2 p̊uvodńı hry. Prvńı možnost, která nás napadne je vyřešit

všechny tyto podhry. V našem př́ıpadě 2× 4 to bude 6 podher, se vzr̊ustaj́ıćım n

však i o mnoho v́ıc (pro milovńıky kombinatoriky: konkrétně n(n−1)
2

), takže pilný

čtenář může hry typu 2× n uchopit jako skvělé cvičeńı řešeńı her typu 2× 2. Ti,

kteř́ı se již ćıt́ı procvičeni dostatečně, mohou využ́ıt geometrie a vytvořit obdobně

jako v předchoźı sekci funkce určuj́ıćı Aloisovu výplatu za strategii (p, 1−p) proti

čistým strategíım Barbory

ft1(p) = −p

ft2(p) = 3p− 1

ft3(p) = −5p+ 2

ft4(p) = 7p− 3

a zaznačit je do grafu
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p

v p = 1

0 1

-1-1

22

-3-3

4

Žlutě vybarvená oblast symbolizuje Aloisovy výplaty proti Barbořiným smı́-

šeným strategíım (proč právě tato oblast?). Vı́me, že ćılem Barbory je, aby do-

stal Alois co nejnižš́ı výplatu. Skrze graf se může pod́ıvat na konkrétńı Aloi-

sovu smı́̌senou strategii a zjistit, jakou největš́ı újmu mu může zp̊usobit. To ma-

tematicky znamená, že pro každé p hledá minimum z hodnot ft1(p), ..., ft4(p).

Dostáváme novou funkci proměnné p.

ϕ(p) = min
j=1,...,4

ftj(p).

Naproti tomu Alois chce svou výhru navýšit. Už ale v́ı, že Barbora dokáže

jeho výplatu minimalizovat bude-li se ř́ıdit funkćı ϕ(p). Čili pro maximalizaci své

výplaty se Alois snaž́ı nalézt maximálńı hodnotu funkce ϕ(p). Zaznačme vše do

grafu.

57



p

v p = 1

0

1

-1-1

22

-3-3

4

ϕ(p)

•
maxϕ(p)

3
8

−3
8

Zbývá odpovědět, jak tento bod interpretovat. Můžeme vidět, že Barbořiny

strategie 3 a 4 t́ımto bodem neprocháźı a tud́ıž nemohou ovlivnit řešeńı hry. To

nalezneme vyřešeńım podhry, kdy Barbora má strategie 2 a 5, které maximem

procháźı.

Barbora

2 5 |rozd́ıl| četnost strategie

Alois
1 -1 4 5 3

8

2 0 -3 3 5
8

|rozd́ıl| 1 7

četnost 7
8

1
8

58



Cenu hry lze snadno dopoč́ıtat

v = −3

8
.

Hra 6 má Nashovu rovnováhu
{(

3
8
, 5
8

)
,
(
7
8
, 0, 0, 1

8

)}
a cenu hry −3

8
.

To znamená, že z grafu jsme schopni vyč́ıst Aloisovu rovnovážnou smı́̌senou

strategii a cenu hry. Barbořinu rovnovážnou strategii muśıme dodatečně nalézt

pomoćı některé dř́ıve uvedené metody.

Zkoumejme nyńı tuto hru (nezapomeňme ověřit neexistenci sedlového bodu

a zkusit eliminovat dominované strategie!)

Barbora

t1 t2 t3 t4

Alois
s1 0 3 4

3
4

s2 5 1 3 -1

p

v p = 1

0 1

5

0

1

33

4
3

-1

4

ϕ(p)

•
maxϕ(p)

3
5

2

V této hře procháźı maximem funkce ϕ(p) všechny Barbořiny strategie kromě

t2. Řešeńı mohou proto ovlivňovat strategie t1, t3 a t4. Vzhledem k větě 8 muśıme

uvažovat všechny hry typu 2× 2, kde Barbořiny strategie jsou dvě z těchto tř́ı.
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Barbora

t1 t3 min

Alois
s1 0 4

3
0

s2 5 3 3

max 5 3

Barbora

t1 t4 |rozd́ıl| četnost strategie

Alois
s1 0 4 4 6

10
= 3

5

s2 5 -1 6 4
10

= 2
5

|rozd́ıl| 5 5

četnost 5
10

= 1
2

5
10

= 1
2

Cena hry=2
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Barbora

t3 t4 |rozd́ıl| četnost strategie

Alois
s1

4
3

4 8
3

4
8
3
+4

= 3
5

s2 3 -1 4
8
3

8
3
+4

= 2
5

|rozd́ıl| 5
3

5

četnost 5
5
3
+5

= 3
4

5
3

5
3
+5

= 1
4

Cena hry=2

Vid́ıme, že v prvńım př́ıpadě jsme obdrželi sedlový bod o hodnotě 3. Protože

3 > 2, z prvńı podhry žádné řešeńı neobdrž́ıme (proč?). Alois má rovnovážnou

strategii
(
3
5
, 2
5

)
. Barbora má 2 rovnovážné strategie

(
1
2
, 0, 0, 1

2

)
a
(
0, 0, 3

4
, 1
4

)
. Cena

hry je 2. Na tomto př́ıkladu jsme ukázali, že hry typu 2 × n mohou mı́t i v́ıce

Nashových rovnováh ve smı́̌sených strategíıch.

Hry typu m× 2 řeš́ıme stejným postupem pouze s t́ım rozd́ılem, že si Alois s

Barborou prohod́ı role. Mějme nějakou hru

Barbora

t1 t2

Alois

s1 5 3

s2 0 8

s3 6 0

Hra nemá sedlový bod ani neńı žádná strategie dominovaná. Je zřejmé, že i

pro hry typu m×2 plat́ı věta 8, jenom v jej́ım zněńı zaměńıme 2×n za m×2 a B

za A, takže zkoumáme Barbořiny smı́̌sené strategie (q, 1− q) za situace, hraje-li
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Alois čisté strategie. Obdrž́ıme proto funkce s proměnnou q ∈ 〈0, 1〉.

fs1(q) = 2q + 3

fs2(q) = −8q + 8

fs3(q) = 6q

Záměrem Aloise je źıskat co nejvyšš́ı výplatu. Proto u her typu m× 2 definujeme

funkci

ψ(q) = max
j=1,...,3

fsj(q)

a cenu hry jako minimum z hodnot této funkce (proč?).

q

v q = 1

0 1

3

5

8

0

6

ψ(q)

•
minψ(q)

1
2

4

Alois bude ve hře využ́ıvat strategie s1 a s2. Vyřeš́ıme př́ıslušnou podhru typu

2× 2 (proved’te!). Nashova rovnováha hry je
{(

4
5
, 1
5
, 0
)
,
(
1
2
, 1
2

)}
a cena hry 4.
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Cvičeńı

6. Řešte hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 −2 4

s2 20 −10

7. Řešte hru

Barbora

t1 t2 t3 t4 t5

Alois

s1 1 −1 0 −2 3

s2 3 3 −1 0 5

s3 0 2 −3 −1 3

s4 1 0 5 2 −1

s5 3 1 −2 −1 5
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8. Pro jaká x má hra

Barbora

t1 t2 t3

Alois

s1 x 5 1

s2 −2 x −5

s3 −3 3 x

sedlový bod? Řešte hru pro x = 4.

9. Pro jaká x má hra

Barbora

t1 t2

Alois
s1 x 7

s2 −4 x

právě 2 sedlové body?
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3.2 Hry ekvivalentńı hrám s nulovým součtem

Všechny hry v normálńım tvaru, které nesplňuj́ı definici 6 nazýváme jako hry

s nenulovým součtem. U těchto her již muśıme zkoumat funkce obou hráč̊u. V

některých speciálńıch př́ıpadech si můžeme práci usnadnit a převést tyto hry na

hry s nulovým součtem. Mějme následuj́ıćı hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (27,−3) (17, 2)

s2 (19, 1) (23,−1)

Představme si, že Alois dostává výplatu v korunách. Nikdo mu nemůže zakázat

výhru převést na eura, libry, z loté či jakoukoliv jinou měnu. Jeho preference se

t́ım nijak nezměńı, což znamená, že v nové hře by měl stejnou rovnovážnou stra-

tegii jako v p̊uvodńı. Stejné machinace můžeme provádět i samozřejmě i se hrami,

kde se hraje o něco jiného než peńıze. Máme jedinou podmı́nku: Výplaty muśıme

násobit pouze č́ısly a > 0 (proč?).

Vı́me, že Alois preferuje 27 korun v́ıce než 19. Tuto částku
”
preferuje o 8

korun“. Rozd́ıl výplat lze tedy považovat za jakousi
”
mı́ru preference“. Č́ım větš́ı

bude rozd́ıl výplat, t́ım v́ıce bude preferovat vyšš́ı hodnotu. To znamená, že 500

korun by oproti 492 preferoval
”
stejně moc“ jako 27 korun oproti 19. Neboli

přičteme-li ke všem jeho výplatám stejné č́ıslo, obdrž́ıme novou hru, která bude

mı́t stejnou Nashovu rovnováhu jako p̊uvodńı.

Dı́ky těmto úvahám tedy plat́ı, že naše p̊uvodńı hra má stejnou Nashovu

rovnováhu jako hra
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Barbora

t1 t2

Alois
s1 (27a+ b,−3) (17a+ b, 2)

s2 (19a+ b, 1) (23a+ b,−1)

přičemž a > 0. Hra s nulovým součtem, která bude mı́t stejnou Nashovu rov-

nováhu muśı splňovat soustavu rovnic o neznámých a, b.

27a+ b = 3

17a+ b = −2

19a+ b = −1

23a+ b = 1

Obdrž́ıme

a =
1

2
, b = −21

2
,

čili naše hra má stejnou Nashovu rovnováhu jako hra

Barbora

t1 t2

Alois
s1 3 −2

s2 −1 1

Nashova rovnováha této hry je
{(

2
7
, 5
7

)
,
(
3
7
, 4
7

)}
. Cena této hry je 1

7
. Ovšem

my jsme p̊uvodně řešili jinou hru! Cenu p̊uvodńı hry v źıskáme pomoćı inverzńıho
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postupu.

av + b =
1

7

1

2
v − 21

2
= 17

v =
149

7

Cena p̊uvodńı hry je pro Aloise 149
7

, pro Barboru −1
7
.

Speciálńım př́ıkladem her s nenulovým součtem, které lze převést na hry s

nulovým součtem, jsou hry s konstantńım součtem.

Definice 10. Mějme hru dvou hráč̊u {Q,S, T, u1, u2}. Hru nazýváme jako hra s

konstantńım součtem, jestliže pro každé s ∈ S, t ∈ T plat́ı

u1(s, t) + u2(s, t) = k,

kde k je konstanta.

Hry s nulovým součtem jsou tedy hry s konstantńım součtem, kde k = 0.

Tyto hry lze do podoby hry s nulovým součtem převést velice snadno, nebot’

u1(s, t)− k = −u2(s, t).

Např́ıklad pro hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (8,−1) (6, 1)

s2 (5, 2) (11,−4)

je k = 7. Obdrž́ıme hru
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Barbora

t1 t2

Alois
s1 1 −1

s2 −2 4

Obě hry, p̊uvodńı i nyněǰśı, maj́ı Nashovu rovnováhu
{(

3
4
, 1
4

)
,
(
5
8
, 3
8

)}
. Cena

p̊uvodńı hry pro Aloise je 1
4

+ 7 = 29
4

a pro Barboru −1
4
.

Ne každá hra lze do podoby hry s nenulovým součtem převést, jak se čtenář

může přesvědčit u následuj́ıćı hry.

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (4, 5) (−1, 10)

s2 (5,−2) (1, 1)

Soustava

4a+ b = −5

−a+ b = −10

5a+ b = 2

a+ b = −1

totiž nemá řešeńı.
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Cvičeńı

10.Sourozenci Alois s Barborou dostali od babičky 100 korun a nyńı přemýšĺı,

jak si je rozděĺı. Rozhodli se, že si o peńıze zahraj́ı následuj́ıćı hru: Oba současně

ukážou jeden nebo dva prsty. Bude-li součet 2, dostane Alois 20 korun, při součtu

3 70 a při součtu 4 40 korun.

11. Alois s Barborou si chtěj́ı rozdělit 50 korun. Rozhodli se, že si o peńıze

zahraj́ı následuj́ıćı hru: Alois naṕı̌se na paṕır č́ıslo 10,30, nebo 50, tak, aby to

Barbora neviděla. Barbora může přijmout nebo nepřijmout. Pokud přijme, źıská

částku, kterou Alois napsal na paṕır a zbytek si Alois nechá. Pokud nepřijme,

pak si napsanou částku ponechá Alois a Barbora si vezme zbytek.

12. Řešte hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (7,−3) (−13, 2)

s2 (−1,−1) (19,−6)
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3.3 Obecné řešeńı her v normálńım tvaru

Již jsme se zabývali speciálńımi př́ıpady her v normálńım tvaru, hrami s nu-

lovým součtem a hrami, které lze na tento tvar převést. Co všechny ostatńı hry?

Hry s nenulovým součtem, které nelze převést na hru se součtem nulovým,

potkáváme v praxi mnohem častěji ve formě r̊uzným model̊u v psychologii, eko-

nomii či evolučńı biologii. Nejzásadněǰśım rozd́ılem je, že výplata obou hráč̊u zde

neńı závislá pouze na jedné funkci. To znamená, že od her, kdy výhra jednoho

znamená ztrátu druhého, neboli kdy se hráči snažili soupeře porazit, se přesuneme

ke hrám, kdy hráči nemuśı být nutně nepřátelé. Hráči se pouze snaž́ı maximali-

zovat sv̊uj zisk a neřeš́ı, jestli se na jejich úspěchu náhodou nesveze i soupeř. Hry

s nenulovým součtem proto narozd́ıl od těch se součtem nulovým, rozdělujeme

do dvou kategoríı: kooperativńı hry, kdy se hráči mohou před hrou domlouvat,

utvářet koalice se společným ćılem,... a nekooperativńı hry, kdy nic z toho neńı

možné. V této kapitole se budeme zabývat výhradně hrami nekooperativńımi.

Mějme hru

Hra 7. USA a Rusko uzavřeli dohodu o jaderném odzbrojováńı. Oba státy se nyńı

muśı rozhodnout: Dodrž́ıme dohodu? Je totiž zřejmé, že nejhorš́ı bude, pokud

soupeř zrad́ı a my budeme neozbrojeńı. To už je lepš́ı, abychom zradili taky.

Jenomže pokud zrad́ıme oba, zbytečně vynalož́ıme náklady na zbrojeńı.

Předpokládejme, že si státy stanovily výplaty následuj́ıćım zp̊usobem:

Rusko

dodržet zradit

USA
dodržet (2,2) (−3, 5)

zradit (5,−3) (−1,−1)
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Pomoćı diagramu nejlepš́ıch odpověd́ı jsme schopni nalézt Nashovu rovnováhu

hry.

USA
dodržet

zradit

Rusko

dodržet zradit

Nashova rovnováha hry je tedy {zradit, zradit}. Ovšem racionálńı hráči by ze

hry rádi vytěžili co nejv́ıce. Pokud se pod́ıvaj́ı na výplaty za dodržeńı smlouvy,

uvid́ı, že

u1(dodržet, dodržet) = 2 ≥ −1 = u1(zradit, zradit)

u2(dodržet, dodržet) = 2 ≥ −1 = u2(zradit, zradit).

Neboli pokud oba smlouvu dodrž́ı, oba na tom budou lépe než v př́ıpadě

Nashovy rovnováhy! Proto nemůžeme Nashovu rovnováhu v této hře pokládat

za řešeńı. Problémem je, že ani dvojice {dodržet, dodržet} nemůže být řešeńım,

nebot’ oba hráči jsou v pokušeńı zradit. Plat́ı totiž

u1(dodržet, dodržet) = 2 ≤ 5 = u1(zradit, dodržet)

u2(dodržet, dodržet) = 2 ≤ 5 = u2(dodržet, zradit).

Dostali jsme se do situace, kdy nezbývá než zkonstatovat, že hra nemá řešeńı.

Kdy tedy hra s nenulovým součtem řešeńı mı́t bude? Základem řešeńı nutně muśı

být Nashova rovnováha, nebot’ představuje pro hráče určitý bod jistoty. Naštěst́ı

z věty 4 v́ıme, že nějaká Nashova rovnováha ve hře existuje vždy. Na druhou

stranu jsme ukázali, že pokud nalezneme takovou situaci, kdy bude výplata pro

oba hráče vyšš́ı než za Nashovy rovnováhy, hra nebude řešitelná. K řešeńı hry

pro nás bude d̊uležitý pojem tzv. Paretova optima.
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Definice 11. O uspořádané dvojici strategíı {s∗, t∗} řekneme, že neńı paretovsky
optimálńı, jestliže existuje dvojice strategíı {s, t} taková, že plat́ı

u1(s
∗, t∗) ≤ u1(s, t) a současně u2(s

∗, t∗) ≤ u2(s, t).

Pokud takové strategie s, t neexistuj́ı, ř́ıkáme, že {s∗, t∗} je Paretovo optimum.

Zaj́ımavost́ı je, že koncept Paretova optima zavedl italský ekonom Vilfredo

Pareto ještě před vznikem samotné teorie her. Vid́ıme, že Nashova rovnováha

naš́ı hry neńı paretovsky optimálńı, zat́ımco všechna ostatńı možná vyústěńı jsou

(ověřte!). Problémem Paretova optima je, jak jsme již ukázali, ono pokušeńı se

od něj odklonit. Co se stane skloub́ı-li se v nějaké hře Nashova rovnováha s

Paretovým optimem? Mějme hru

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (0,1) (5, 9)

s2 (8, 0) (−2, 10)

Hra má Nashovu rovnováhu {s1, t2} (ověřte!). Ta je současně Paretovým op-

timem (též ověřte!). Alois by sice raději vyhrál 8 než 5 a mohl by tak uvažovat

nad strategíı s2. Jenomže pro Barboru je nesmysl hrát strategii t1, tud́ıž Alois

nikdy nemůže výplatu 8 źıskat. Dvojici {s1, t2} lze proto považovat za řešeńı

hry. Základem řešeńı her s nenulovým součtem tedy bude paretovsky optimálńı

Nashova rovnováha.

Proč jsme paretovskou optimalitu nepotřebovali zavést ve hrách s nulovým

součtem? Vzpomeňme si, že pokud někdo změnou strategie źıskal, soupeř tratil.

Neexistovala proto situace, která by pro oba hráče byla lepš́ı nebo horš́ı než jiná

(neboli všechny výstupy hry s nulovým součtem byly paretovsky optimálńı).
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3.3.1 Řešeńı hry v čistých strategíıch

Pro hledáńı Nashových rovnováh v čistých strategíıch budeme už́ıvat dia-

gramu nejlepš́ıch odpověd́ı. Zkoumejme následuj́ıćı hru.

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (3,2) (1, 0)

s2 (−1, 1) (0, 4)

Obdrž́ıme diagram

Alois

s1

s2

Barbora

t1 t2

Pokud se někomu z nějakého d̊uvodu neĺıb́ı diagramy nejlepš́ıch odpověd́ı,

druhou variantou je nejlepš́ı odpovědi poznačit př́ımo do tabulky.

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (3,2) (1, 0)

s2 (−1, 1) (0,4)

V obou postupech obdrž́ıme Nashovu rovnováhu {s1, t1}.

Matematika pro dogmatiky

Nikdy pro Nashovu rovnováhu v čistých strategíıch ve hrách s nenulovým součtem neuž́ıvejte

pojem sedlový bod! Sedlový bod je p̊uvodně pojem z matematické analýzy, kde znač́ı takový bod
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funkce dvou proměnných, který je v jednom směru lokálńı maximum a ve druhém lokálńı mini-

mum. Protože výplatńı funkci her s nulovým součtem můžeme definovat jako funkci závislou na

pravděpodobnostech p a q a nav́ıc se jeden hráč snaž́ı hodnotu funkce maximalizovat, zat́ımco

druhý minimalizovat, je využit́ı tohoto pojmu na mı́stě. Ve hrách s nenulovým součtem jsou

výplaty hráč̊u určeny dvěma funkcemi, jejichž hodnoty by nav́ıc oba rádi maximalizovali, proto

pojmu sedlový bod nelze korektně už́ıt.

Nyńı muśıme určit, zda je nalezená Nashova rovnováha i paretovsky optimálńı.

Můžeme tak učinit nudným zp̊usobem, kdy budeme procházet situace jednu po

druhé a budeme se snažit zjistit, zda náhodou neexistuje situace, kdy jsou výplaty

pro oba hráče vyšš́ı. U obsáhleǰśıch her je tento postup zdlouhavý a hroźı riziko

přehlédnut́ı. Nav́ıc nám nic neř́ıká o smı́̌sených strategíıch. Budeme proto už́ıvat

jiné varianty, konstrukce tzv. výplatńıho polygonu. Vytvořme graf, kde osy budou

výplaty jednotlivých hráč̊u. Do tohoto grafu můžeme zaznačit všechny možné

situace v čistých strategíıch. Nashovu rovnováhu označme zakroužkováńım. Dá

se dokázat, že všechny výplaty za smı́̌sené strategie v tomto grafu nalezneme

uvnitř nejmenš́ıho konvexńıho mnohoúhelńıku, který obsahuje výplaty za čisté

strategie, tedy

u1

u2

0

©•

•

•

•

(3, 2)

(−1, 1)

(0, 4)

(1, 0)
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Jak graficky nálézt paretovsky optimálńı výplaty? Aloisova výplata se zvyšuje

směrem doprava, Barbořina nahoru. To znamená, že paretovsky optimálńı jsou

všechny výstupy hry, pro které neexistuje bod výplatńıho polygonu, který je v́ıce

napravo a současně výš (čili jsou
”
severovýchodńı“ hranićı polygonu). Paretovsky

optimálńı množinu budeme značit přerušovanou čarou.

u1

u2

0

©•

•

•

•

(3, 2)

(−1, 1)

(0, 4)

(1, 0)

Vid́ıme, že Nashova rovnováha je paretovsky optimálńı, proto je Nashova

rovnováha {s1, t1} řešeńım této hry.

Vyzkoušejme si postup i pro rozsáhleǰśı hru.

Barbora

t1 t2 t3

Alois

s1 (1,5) (5,5) (4,0)

s2 (−3, 6) (7,8) (8,−5)

s3 (8,−1) (−4,−6) (13,9)

75



Hra má dvě Nashovy rovnováhy {s2, t2} a {s3, t3} (ověřte!). Zkonstruujme

výplatńı polygon.

u1

u2

0

©©

• •

•

•
•

•

•

•

•
(13, 9)

(7, 8)

(8,−5)
(−4,−6)

(−3, 6)

Obdrž́ıme jediné Paretovské optimum, kterým je Nashova rovnováha {s3, t3}.

Tato hra ukazuje, že některé hry mohou mı́t v́ıce Nashových rovnováh, přičemž

některé jsou paretovsky optimálńı, zat́ımco jiné ne.

Někdy nám nepomůže ani nalezeńı paretovsky optimálńı Nashovy rovnováhy.

Mějme hru Souboj pohlav́ı, kterou jsme uvažovali již v kapitole 1.

Hra 8. Manželé Alois a Barbora se rozhoduj́ı, kam pojedou na dovolenou. Alois

by raději do hor, Barbora k moři. Oba maj́ı dvě strategie: S=stát si za svým,

P=přizp̊usobit se. Své preference jsou schopni popsat následovně:

Barbora

S P

Alois
S (0,0) (2,1)

P (1,2) (0,0)

76



Hra má dva rovnovážné body {S, P} a {P, S}. Pod́ıvejme se na jejich pare-

tovskou optimalitu.

u1

u2

•

•

•

©

©
(2, 1)

(1, 2)

(0, 0)

Nastává problém. Hra sice má dvě paretovsky optimálńı Nashovy rovnováhy,

ovšem pokud se manželé nebudou cht́ıt domluvit, hra nemá řešeńı. Budou-li si

např́ıklad oba stát za svým, hraj́ı sice oba rovnovážnou strategii, ale výsledek

hry bude katastrofa (a s nejvyšš́ı pravděpodobnost́ı manželská hádka). V čistých

strategíıch tedy hra nemá řešeńı. Pokud má hra v́ıce paretovsky optimálńıch

Nashových rovnováh, potom je řešitelná pouze v př́ıpadě, že se hráč nemuśı obávat

hrát jakoukoliv z rovnovážných strategíı.

Definice 12. Mějme hru dvou hráč̊u H. O Nashových rovnováhách {s∗, t∗} a

{s′, t′} hry H řekneme, že jsou záměnné, jestliže plat́ı

u1(s
∗, t∗) = u1(s

′, t∗) = u1(s
∗, t′) = u1(s

′, t′)

a současně

u2(s
∗, t∗) = u2(s

′, t∗) = u2(s
∗, t′) = u2(s

′, t′)

(neboli {s′, t∗}, {s∗, t′} jsou též Nashovy rovnováhy).

Např́ıklad ve hře
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Barbora

t1 t2 t3

Alois

s1 (8,11) (5,−3) (8,11)

s2 (2, 4) (7,9) (−1, 5)

s3 (8,11) (3, 0) (8,11)

máme celkem pět Nashových rovnováh, čtyři z nich jsou paretovsky optimálńı.

Ty jsou nav́ıc záměnné. Tato hra má tedy čtyři řešeńı (vyřešte a stanovte cenu

hry pro oba hráče!).

Definice 13. O hře H řekneme, že je řešitelná, jestliže pro ni plat́ı některé z
následuj́ıćıch tvrzeńı:

(i) Ve hře existuje právě jedna paretovsky optimálńı Nashova rovnováha.

(ii) Ve hře existuje v́ıce paretovsky optimálńıch Nashových rovnováh. Tyto
rovnováhy jsou záměnné.

Necht’ {s∗, t∗} je řešeńım hry H. Č́ıslo u1(s
∗, t∗) nazýváme cena hry H pro hráče

A, č́ıslo u2(s
∗, t∗) cena hry H pro hráče B.

3.3.2 Nashova rovnováha ve smı́̌sených strategíıch

Ukázali jsme si, že Souboj pohlav́ı (hra 8) nemá řešeńı v čistých strategíıch.

Nezbývá nám, než hledat rovnovážné smı́̌sené strategie. Smı́̌sené strategie zavá-

d́ıme stejným zp̊usobem jako u her s nulovým součtem, tedy tak, že přǐrad́ıme

jednotlivým strategíım pravděpdobnost, s jakou bude hrána. Obecně je pro hry

typu m×n hledáńı Nashovy rovnováhy ve smı́̌sených strategíıch obt́ıžné. Nauč́ıme

se je hledat pouze ve hrách typu 2× 2. Následuj́ıćı postup bude pouze rozš́ı̌reńım

myšlenky reakčńıch křivek ze sekce 3.1.4. Mějme libovolnou smı́̌senou strategii

Aloise p = (p, 1− p) (čili s pravděpodobnost́ı p si stoj za svým, s pravděpodob-
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nost́ı 1− p se přizp̊usob), kde p ∈ 〈0, 1〉 a libovolnou smı́̌senou strategii Barbory

q = (q, 1− q), kde q ∈ 〈0, 1〉. Zkoumejme výplaty obou hráč̊u.

u1(p, q) = 0pq + 2p(1− q) + 1(1− p)q + 0(1− p)(1− q) = (−3q + 2)p+ q

u2(p, q) = 0pq + 1p(1− q) + 2(1− p)q + 0(1− p)(1− q) = (−3p+ 2)q + p.

Pozornému čtenáři jistě neuniklo, že jsme v jednotlivých rovnićıch záměrně vytkli

tu neznámou, kterou může daný hráč ovlivnit svou výplatu. Když se totiž Alois

zad́ıvá na svou výplatńı funkci, shledá, že obdržel lineárńı funkci s proměnnou p a

parametrem q. Mohou pro něj nastat tři situace v závislosti na onom parametru:

(1) Pokud bude q ∈ 〈0, 2
3
), bude funkce u1 ve směru p rostoućı (proč?). Proto

je pro něj nejlepš́ı tento r̊ust podpořit a hrát co nejvyšš́ı p, tedy p = 1 (čili

čistou strategii (1, 0) = S).

(2) Pokud bude q = 2
3
, bude funkce u1 ve směru p konstantńı. I kdyby se Alois

postavil na hlavu, nemůže výhru ovlivnit. Nejlepš́ı odpověd́ı jsou tedy všechny

strategie (p, 1− p).

(3) Jestliže q ∈ (2
3
, 1〉, bude funkce u1 ve směru p klesaj́ıćı. Alois chce, aby jeho

výplata klesala co nejméně, proto hraje nejmenš́ı možné p, tedy p = 0 (čili

čistou strategii (0, 1) = P ).

Skrze tyto úvahy můžeme stejně jako v sekci 3.1.4 zavést reakčńı křivku R(q).

Stejným zp̊usobem může uvažovat i Barbora (proved’te úvahu!) a dostane reakčńı

křivku R(p).
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p

q

0 1

1

2
3

R(q)

2
3

R(p)

Nashova rovnováha dle definice nastává v situaci, kdy oba hráči hraj́ı své

nejlepš́ı odpovědi, což znamená v pr̊useč́ıćıch reakčńıch křivek. Souboj pohlav́ı

má proto celkem tři Nashovy rovnováhy: {(0, 1), (1, 0)} = {P, S}, {(1, 0), (0, 1)} =

{S, P} a
{(

2
3
, 1
3

)
,
(
2
3
, 1
3

)}
. Výplaty za posledńı z nich jsou

(
2
3
, 2
3

)
, což je ještě horš́ı

než výplaty za {P, S} a {S, P}, čili
{(

2
3
, 1
3

)
,
(
2
3
, 1
3

)}
neńı Paretovo optimum.

Souboj pohlav́ı proto neńı v rámci nekooperativńıch her řešitelný. Mimochodem,

v kooperativńıch hrách bychom došli k výsledku, který očekáváme: jednou by se

přizp̊usoboval Alois, podruhé Barbora a oba by źıskali výplatu 3
2
. Necht’ je tento

model pro čtenáře ponaučeńım, že vztahové konflikty nikdy nemaj́ı prob́ıhat jako

nekooperativńı hra, ve které se snaž́ıme źıskat co nejv́ıce pro sebe!

Obecně v drtivé většině her nebude Nashova rovnováha ve smı́̌sených stra-

tegíıch paretovsky optimálńı (Představme si, že hrajeme hru mnohokrát za se-

bou. Potom se při náhodném rozhodováńı obou hráč̊u čas od času stane, že ve

hře skonč́ıte nejh̊uř jak to jen jde. To sráž́ı pr̊uměrnou výhru pod hodnoty pare-

tovského optima). Přesto je dobré se ji naučit nalézt, nebot’ je užitečná v r̊uzných

odvětv́ıch a aplikaćıch teorie her, jako např́ıklad v kooperativńıch a opakovaných

hrách či evolučńı teorii her, se kterými se v této práci ještě potkáme. Pod́ıvejme

se proto na obecnou hru.
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Barbora

t1 t2

Alois
s1 (a,e) (b,f)

s2 (c,g) (d,h)

Čtenář si může ověřit, že výplatńı funkce za smı́̌sené strategie můžeme vždy

upravit do následuj́ıćıho tvaru (ověřte!):

u1(p,q) = ((a− b− c+ d)q + b− d)p+ (c− d)q + d

u2(p,q) = ((e− f − g + h)p+ g − h)q + (f − h)p+ h.

Pro Aloise potom plat́ı:

(1) Jestliže q = d−b
a−b−c+d

, bude funkce u1 ve směru p konstantńı. Alois nemůže

výhru ovlivnit. Nejlepš́ı odpověd́ı jsou všechny strategie (p, 1−p). Alois vždy

obdrž́ı výplatu v hodnotě (c− d)q + d. To samozřejmě plat́ı za předpokladu,

že d−b
a−b−c+d

∈ 〈0, 1〉. V opačném př́ıpadě hra má Nashovu rovnováhu pouze v

čistých strategíıch.

(2) Jestliže q 6= d−b
a−b−c+d

, bude funkce u1 ve směru p rostoućı nebo klesaj́ıćı v

závislosti na tom, zda je (a− b− c+ d)q + b− d kladná či záporná hodnota.

Nejlepš́ı odpověd́ı Aloise při kladné hodnotě (a−b−c+d)q+b−d je strategie

(1, 0) a při záporné (0, 1) (proč?).

Obdobně pro Barboru plat́ı

(1) Jestliže p = d−b
a−b−c+d

, bude funkce u2 ve směru q konstantńı. Barbora nemůže

výhru ovlivnit. Nejlepš́ı odpověd́ı jsou všechny strategie (q, 1 − q). Barbora

vždy obdrž́ı výplatu v hodnotě (f−h)p+h. Opět za předpokladu, že d−b
a−b−c+d

∈

〈0, 1〉.
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(2) Jestliže p 6= h−g
e−f−g+h

, bude funkce u2 ve směru q rostoućı nebo klesaj́ıćı v

závislosti na tom, zda je (e− f − g+ h)p+ g− h kladná či záporná hodnota.

Nejlepš́ı odpověd́ı Barbory pro kladnou hodnotu (e− f − g + h)p+ g − h je

strategie (1, 0) a pro zápornou (0, 1).

Hra 9 (Samaritánovo dilema). Ministerstvo práce a sociálńıch věćı uvažuje,

do jaké mı́ry podporovat nezaměstnané. Pokud je nezaměstnaný snaživý, může

mu podpora dopomoci k źıskáńı lepš́ıho zaměstnáńı a stát od něj poté obdrž́ı

v́ıc peněz na dańıch. Nezaměstnaný však může uvažovat tak, že pokud má jis-

totu podpory, může si ušetřit námahu při hledáńı práce. Po stanoveńı určitých

výplatńıch funkćı vypadá hra takto:

nezaměstnaný

snažit se flákat se

stát
podpořit (3,2) (-1,3)

nepodpořit (1,1) (0,0)

Dle našich vzorc̊u obdrž́ıme výplatńı funkce

u1(p,q) = (3q − 1)p+ q

u2(p,q) = (−2p+ 1)q + 3p.

Zakresĺıme reakčńı křivky.
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p

q

0 1

1

1
3

R(q)

1
2

R(p)

Dostáváme pouze jeden pr̊useč́ık pro p = 1
2
, q = 1

3
, což znamená, že hra nemá

Nashovu rovnováhu v čistých strategíıch, ale pouze ve smı́̌sených
{(

1
2
, 1
2

)
,
(
1
3
, 2
3

)}
.

Pomoćı vzorc̊u dopočteme cenu hry pro stát 1
3

a pro nezaměstnaného 3
2
.

u1

u2

•

•

•

•

(3, 2)

(−1, 3)

(0, 0)

◦

Vid́ıme, že Nashova rovnováha (nevybarvené kolečko) neńı paretovsky op-

timálńı, tud́ıž hra neńı řešitelná.

Matematika pro dogmatiky

Pokud hra neńı řešitelná v rámci nekooperativńıch her, měli by se hráči (pokud je to možné)

uchýlit k vyjednáváńı. T́ım se dostáváme do her kooperativńıch. Základem vyjednáváńı je na-

lezeńı tzv.obezřetné strategie jednotlivých hráč̊u. Při jej́ım hledáńı se hráči ptaj́ı: Co nejhorš́ıho

se mi může stát? Toto uvažováńı nám ne náhodou připomı́ná hry s nulovým součtem. Pod́ıvá-li

se ministerstvo na své výplaty v Samaritánově dilematu, vid́ı toto:
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nezaměstnaný

snažit se flákat se

stát
podpořit 3 -1

nepodpořit 1 0

Ministerstvo nalezne svou obezřetnou strategii tak, že zjist́ı, jak se chovat v př́ıpadě, že

mu bude nezaměstnaný škodit. To znamená jako řešeńı této hry s nulovým součtem. Ta má

sedlový bod {nepodpořit, flákat se}, čili obezřetná strategie státu je Nepodpořit a cena hry 0.

Tu nazýváme jistota, nebot’ pokud hráč bude hrát obezřetně, nemůže obdržet horš́ı výplatu

než ji (proč?). Obdobně řeš́ı svou hru s nulovým součtem i nezaměstnaný (všimněme si, že se

v této úvaze stává hráčem 1).

stát

podpořit nepodpořit

nezaměstnaný
snažit se 2 1

flákat se 3 0

Hra má sedlový bod {snažit se, nepodpořit}, čili obezřetná strategie nezaměstnaného je

Snažit se a jistota 1. Při vyjednáváńı se hráči odṕıchnou od svých jistot. Ve výplatńım polygonu

proto jako vyjednávaćı množinu stanov́ıme tu část paretovsky optimálńı množiny, jej́ıž hodnota

je větš́ı než 0 ve směru u1 a větš́ı než 1 ve směru u2

u1

u2

•

•

•

•

(3, 2)

(−1, 3)

(0, 0)

vyjednávaćı množina

◦
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Schéma řešeńı her s nenulovým součtem

1) Nalezneme Nashovy rovnováhy hry.

2) Nalezneme Paretova optima hry.

3) Stanov́ıme, které Nashovy rovnováhy jsou paretovsky optimálńı

i) Jestliže neexistuje žádná paretovsky optimálńı Nashova rovnováha, hra
nemá řešeńı.

ii) Jestliže existuje právě jedna paretovsky optimálńı Nashova rovnováha,
je řešeńım.

iii) Jestliže existuje právě v́ıce paretovsky optimálńıch Nashových rovnováh,
které jsou záměnné, jsou řešeńım.

iv) Jestliže existuje právě v́ıce paretovsky optimálńıch Nashových rovnováh,
které nejsou záměnné, hra nemá řešeńı.

Koncept řešitelnosti her s nenulovým součtem je poměrně relativńı. Všimněme

si např́ıklad, že jsme zde v této sekci v̊ubec neuž́ıvali dominanci. Ta by z neřešitelné

hry 7 udělala hru
”
řešitelnou“, nebot’ pro oba státy plat́ı, že strategie Dodržet

je dominována strategíı Zradit (s t́ımto konceptem řešeńı se čtenář může setkat

např́ıklad v [4]). Daľśım př́ıkladem, kde je naše definice nefunkčńı jsou hry v

extenzivńım tvaru s úplnou informaćı. Zkoumejme následuj́ıćı hru.
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A11

B11

(4, 1)

b11

(3, 2)

b12

a11

B12

A21

(8, 8)

a21

(−1, 6)

a22

b13

(1, 10)

b14

a12

Obdrž́ıme optimálńı cestu a11, b12 a cenu hry 3 pro Aloise a 2 pro Barboru. Ovšem

tuto hru můžeme též zapsat v normálńım tvaru, kde Alois bude mı́t 3 strategie

• a11= Hraj a11.

• a12 + a21=V prvńım tahu hraj a12. Pokud bude hrát Barbora b13, hraj a21.

• a12 + a22=V prvńım tahu hraj a12. Pokud bude hrát Barbora b13, hraj a22.

Barbora má čtyři strategie

• b11 + b13=Pokud Alois hrál a11, hraj b11. Pokud hrál a12, hraj b13.

• b11 + b14=Pokud Alois hrál a11, hraj b11. Pokud hrál a12, hraj b14.

• b12 + b13=Pokud Alois hrál a11, hraj b12. Pokud hrál a12, hraj b13.

• b12 + b14=Pokud Alois hrál a11, hraj b12. Pokud hrál a12, hraj b14.
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Barbora

b11 + b13 b11 + b14 b12 + b13 b12 + b14

Alois

a11 (4, 1) (4, 1) (3, 2) (3, 2)

a12 + a21 (8, 8) (1, 10) (8, 8) (1, 10)

a12 + a22 (−1, 6) (1, 10) (−1, 6) (1, 10)

Tato hra má jednu Nashovu rovnováhu {a11, b12 + b14}, která neńı Paretovým

optimem (ověřte!), tedy v normálńım tvaru neńı řešitelná, přestože v extenzivńım

byla! Dokonalá definice řešeńı hry s nenulovým součtem zřejmě neexistuje, ale

vždy vycháźı z okolnost́ı (pravidel) konkrétńı hry. Dokonce i v rámci této práce se

seznámı́me ještě s jiným konceptem řešeńı hry s nenulovým součtem, konkrétně v

kapitole 5. Řešeńı pomoćı paretovsky optimálńıch Nashových rovnováh je d̊uležité

zejména proto, že se jedná o nejsilněǰśı možné řešeńı. Ukázali jsme si, že pokud

existuje, potom hráči nemaj́ı d̊uvod uvažovat o odklonu od rovnovážné strategie.
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Cvičeńı

13. Jak vypadá výplatńı
”
polygon“ her s nulovým součtem? Co z něj plyne pro

paretovskou optimalitu?

14. Předpokládejme, že se do vyjednáváńı ve hře 7 vložila NATO, která ř́ıká:

Stát který dohodu poruš́ı muśı zaplatit pokutu v hodnotě −5. Jak hra dopadne

nyńı?

15. Najděte Nashovy rovnováhy následuj́ıch her. Jsou paretovsky optimálńı?

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (2,3) (4,2)

s2 (4,2) (1,6)

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (4,4) (5,1)

s2 (1,3) (2,6)

Barbora

t1 t2

Alois
s1 (4,5) (2,5)

s2 (3,1) (2,3)
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Kapitola 4

Opakované hry

Nejznáměǰśım modelem teorie her je tzv. Vězňovo dilema. Jeho název vznikl

na základě situace podobné následuj́ıćı hře.

Hra 10. Účastńıci skautského odboje Jǐŕı Navrátil a Závǐs Bozděch byli chy-

ceni gestapem. Pomoćı Morseovy abecedy se před výslechem dohodli na společné

výpovědi. Ovšem hlavou oběma prob́ıhaj́ı tyto myšlenky:

Pokud se budeme držet společné výpovědi, zavřou nás oba jen na 1 rok

na výstrahu. Pokud mě ale bratr skaut zrad́ı, dostanu nejen trest za

odbojovou činnost, ale i za křivou výpověd’, dohromady 8 let. Pokud

ale zrad́ım já, mohl bych být omilostněn. Pokud však zrad́ıme oba,

milost nedostaneme a odsed́ıme si 5 let.

Tento př́ıklad je zjednodušenou verźı skutečných událost́ı z roku 1944. Hru

můžeme zapsat v normálńım tvaru.

Závǐs

spolupráce zrada

Jǐŕı
spolupráce (−1,−1) (−8, 0)

zrada (0,−8) (−5,−5)
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Pod́ıvejme se na jej́ı výplatńı polygon

u1

u2

•
•

•

•©
(−5,−5)

(0,−8)

(−8, 0)

(−1,−1)

Hra neńı řešitelná. Oba hráči tedy stoj́ı před zdánlivě neřešitelným dilematem:

Zachovat si čest, ale riskovat dlouhé roky ve vězeńı nebo zradit?

Definice 14. Jako Vězňovo dilema nazýváme hru typu 2 × 2, kdy každý hráč

má strategie S =spolupráce, Z =zrada a kde plat́ı

Hráč 2

S Z

Hráč 1
S (odměna,odměna) (oškubáńı,pokušeńı)

Z (pokušeńı,oškubáńı) (trest,trest)

kde oškubáńı<trest<odměna<pokušeńı.

Jak správně předpokládáte, skauti zvolili cestu cti a skutečně vyšli pouze s

nižš́ımi tresty. My jsme se s Vězňovým dilematem již setkali ve hře 7. Hru tohoto

typu
”
hrajeme“ v běžném životě velice často. Když s někým spolupracujeme na

nějakém projektu, uzav́ıráme smlouvu, sĺıb́ıme pomoc přátel̊um a podobně. I v

těchto situaćıch můžeme být oškubáni, potrestáni, odměněni i v pokušeńı své

slovo nedodržet. Každý z nás však intuitivně tuš́ı, že spolupráce je dobrá a zrada

špatná a že se vyplat́ı spolupracovat. Otázkou je, zda má tato intuice reálný

podklad. Právě na to může odpovědět teorie her.
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Připomeňme si smlouvu ze hry 7. Je třeba si uvědomit, že dodržeńı smlouvy

neńı jednorázová akce. Státy se mohou rozhodnout, že smlouvu poruš́ı až třeba po

pěti letech po uzavřeńı. Hra tedy prob́ıhá znovu a znovu každý den od uzavřeńı

smlouvy. Dostáváme se proto do problematiky tzv. opakovaných her. Důležitým

faktorem opakovaných her je pamět’ hráč̊u. Ti v́ı, co jejich soupeř hrál v předcho-

źıch kolech a dle toho mohou uzp̊usobit své následné akce, přičemž ale muśı myslet

i na možnost, že proti témuž soupeři mohou hrát znovu i v budoucnu, nav́ıc nev́ı

kolikrát. Z toho d̊uvodu nemůžou předpokládat, že někdy nastane posledńı kolo

a proto situaci muśı zkoumat jako nekonečně mnoho her za sebou. Je zřejmé, že v

takovém př́ıpadě existuje i nekonečně mnoho strategíı, mezi kterými hráči mohou

volit.

Matematika pro dogmatiky

Samozřejmě můžeme řešit i hru, kdy hráči v́ı, kolik kol v rámci Vězňova dilematu nastane

(např́ıklad uzavřeńı smlouvy na dobu určitou). V tom př́ıpadě by v rámci Vězňova dilematu

hráče nic nemotivovalo ke spolupráci v posledńım kole a hráči se v něm pokuśı o zradu. T́ım

pádem nemuśı myslet na budoucnost ani v předposledńım kole, protože v́ı, co se stane v kole

posledńım a v předposledńım kole je tud́ıž logické zradit. Touto úvahou zjist́ıme, že znaj́ı-li hráči

počet kol, tak při racionálńı hře je jedinou Nashovou rovnováhou {Vždy zrad’,Vždy zrad’}, která

neńı paretovsky optimálńı. Proto jsou smlouvy vždy ošetřeny r̊uznými tresty za porušeńı, jejich

plněńı je hĺıdáno třet́ı stranou a podobně.

Vězňovo dilema je př́ıkladem tzv. symetrické hry.

Definice 15. O hře H = {Q,S, T, u1, u2} řekneme, že je symetrická, jestliže

S = T a pro každé dvě strategie s, t ∈ S plat́ı

u1(s, t) = u2(t, s).

V symterické hře nám proto stač́ı zkoumat výplatńı funkci jednoho hráče a

poté doplnit symetricky tabulku výplat. Zkoumejme následuj́ıćı Vězňovo dilema

Hra 11.
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Barbora

S Z

Alois
S (3, 3) (0, 5)

Z (5, 0) (1, 1)

Je zřejmé, že strategie Vždy zrad’ bude v nekonečné hře rovnovážná (odd̊uvod-

něte!), ale {Vždy zrad’,Vždy zrad’} neńı Paretovo optimum, nebot’ za spolupráci

jistě oba hráči obdrž́ı v́ıce. Pod́ıvejme se, jak budou výplaty v nekonečné hře

vypadat. Předpokládejme, že 1. kolo nastane vždy. Daľśı kolo potom nastane s

pravděpodopnost́ı p ∈ (0, 1) (nikdy stoprocentně nev́ıme, že protivńıka znovu

potkáme, ale ani to, že jej už nikdy neuvid́ıme). Vid́ıme, že třet́ı kolo nastane s

pravděpodobnost́ı p2 (nebot’ nastane s pravděpodobnost́ı p po druhém kole, které

nastalo s pravděpodobnost́ı p), čtvrté s p3,... Pokud hráči budou vždy spolupra-

covat (V S), oba v každém kole źıskaj́ı 3 body. Protože p ∈ (0, 1), lze výplaty za

opakovanou hru pomoćı známého vzorce pro součet geometrické řady s kvocien-

tem p stanovit jako

u1(V S, V S) = 3 + 3p+ ...+ 3pn + ... =
3

1− p
.

Předokládejme, že Barbora začne spolupráćı a spolupracuje do doby, než ji Alois

zrad́ı. Poté už s ńım nikdy nebude spolupracovat. Nazvěme tuto Barbořinu strate-

gii Nevraživec (Grudger). Pokud Alois nikdy nezrad́ı, situace je stejná jako kdyby

oba hráli V S. Pokud Alois jednou Nevraživce zrad́ı, je pro něj racionálńı zradit

i v každém daľśım kole (proč?). Co když Alois zrad́ı v m−tém kole? S využit́ım

vzorce pro součet m člen̊u geometrické posloupnosti a součtu geometrické řady

lze vypoč́ıst jeho očekávanou výhru

3 + 3p+ ...+ 3pm−1 + 5pm + pm+1 + ... = 3 · 1− pm

1− p
+ 5pm +

pm+1

1− p
=

=
3 + 2pm − 4pm+1

1− p
.
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Otázka zńı, za jaké pravděpodobnosti opětovného opakováńı hry bude pro Aloise

lepš́ı vždy spolupracovat? Neboli kdy pro každé m ∈ N plat́ı

3

1− p
>

3 + 2pm − 4pm+1

1− p
?

Vypočteme, že

p >
1

2
.

To znamená, že pokud bude šance opětovného shledáńı protivńık̊u větš́ı než 1
2
, je

racionálńı s Nevraživcem v každém kole spolupracovat! Pokud bude šance menš́ı,

od určitého kola vždy bude racionálńı zrada. Obecně se dá stejným postupem

ukázat, že pokud pro pravděpodobnost daľśıho setkáńı plat́ı

p >
pokušeńı− odměna

pokušeńı− trest
,

pak je výhodné s Nevraživcem vždy spolupracovat. Vid́ıme, že výhodnost spo-

lupráce zde roste s vyšš́ı pravděpodobnost́ı shledáńı a t́ım i vyšš́ım počtem ode-

hraných her.

4.1 Axelrodovy turnaje

Samozřejmě kromě Nevraživce existuje v opakovaném Vězňově dilematu ještě

nekonečně mnoho daľśıch strategíı. Jak určit nejlepš́ı možnou? T́ım se zabýval i

Robert Axelrod. Ten začátkem osmdesátých let uspořádal turnaj, kdy požádal

odborńıky z r̊uzných obor̊u, aby mu zaslali návrhy strategíı, které hráči mohou

při opakované verzi Vězňova dilematu využ́ıt, přičemž požadoval, aby si strategie

”
pamatovaly“ vždy nejvýše předchoźı tah. Kromě Vždy spolupracuj a Vždy zrad’

mu bylo zasláno celkem 15 strategíı.

Axelrod naprogramoval hru na 200 kol (počet kol samozřejmě účastńıci nevě-

děli), kdy strategie hrály každá proti každé (včetně sebe) a jejich výhry z jednot-

livých kol se sečetly. Celý turnaj poměrně s přehledem ovládla strategie
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P̊ujčka za oplátku (Tit for tat)=V prvńım kole spolupracuj. Poté vždy

hraj to, co hrál soupeř v předchoźım kole.

přestože byla jednou z nejjednodušš́ıch strategíı. Do turnaje ji zaslal psycholog

Anatol Rapoport.

Axelrod se rozhodl uspořádat druhý turnaj, přičemž jeho účastńıci znali výs-

ledky prvńıho a mohli vymyslet strategii, která by TFT porazila. Nav́ıc Axelrod

odstranil omezeńı paměti strategíı. Objevila se spousta nových, zaj́ımavých stra-

tegíı, které často analyzovaly p̊ujčku za oplátku a upravovaly ji, jako např́ıklad

• Neĺıtostná Joss (Hard Joss)=Hraj jako Půjčka za oplátku, ale spolupracuj

pouze s pravděpodobnost́ı 0,9.

• P̊ujčka za dvě oplátky (TF2T)=Začni spolupraćı. Pokud protivńık dvakrát

za sebou zrad́ı, zrad’ též. Jakmile začne znovu kooperovat, začni též koope-

rovat.

Některé daľśı strategie tohoto turnaje může čtenář nalézt např́ıklad v [4]. Jaké

bylo Axelrodovo překvapeńı, když se ukázalo, že ač všichni účastńıci (tentokrát

jich bylo asi 80) znali výsledky prvńıho turnaje a připravovali strategie, které by

měli být lepš́ı než předchoźı, stejně znovu vyhrála TFT!

Matematika pro dogmatiky

Strategie v Axelrodově turnaji byly psány v programovaćım jazyce Fortran. Ze strategíı

zaslaných do druhého turnaje byly pouze tři kratš́ı než TFT: Vždy spolupracuj, Vždy zrad’ a

Hraj náhodně.

Axelroda napadlo, zda je tato strategie opravdu natolik dobrá. V daľśıch le-

tech pořádal nové turnaje s ohromným množstv́ım soutěž́ıćıch strategíı. Zde už

dokázali vyhrávat i jiné strategie než TFT, avšak založené na podobném prin-

cipu, většinou takové, které občas odpustily ojedinělou zradu, nebot’ i
”
nechtěnná“

zrada spustila u Půjčky za oplátku odplatu a pokud byla provinilá strategie též

založena na principu Půjčky za oplátky (např. Neĺıtostná Joss), ze situace se stala
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série vzájemných zrad, která oběma strategíım škodila. Obecně se (prozat́ım) ne-

podařilo nalézt žádnou dokonalou strategii. Axelrod však stanovil určité rysy,

které měli všechny nejúspěšněǰśı strategie společné.

1) Laskavost=nikdy neodmı́tnout spolupráci jako prvńı

2) Uměńı trestat protihráčovu zradu

3) Uměńı odpouštět protihráčovu zradu=i po potrestáńı protihráčovi
zrady muśı existovat nějaká možnost obnoveńı spolupráce

4) Přej́ıcnost=nesnažit se uhrát v́ıc než protihráč

Důležitým aspektem je, že pokud oba hráči hraj́ı strategii s těmito vlast-

nostmi, budou d́ıky prvńımu bodu v každém kole spolupracovat (jak lze vidět na

př́ıkladu TFT). Axelrodovi se tak podařilo ukázat, že zrada se opravdu nevypláćı

(v jazyku teorie her doslova).

Je jasné, že skutečnost je téměř vždy daleko složitěǰśı než matematické mo-

dely. Např́ıklad pokud hodnota pokušeńı výrazně přesahuje hodnotu odměny,

bude pokušeńı zradit daleko vyšš́ı. Axelrodovy turnaje se nav́ıc soustředily na

hry, kdy se hráči muśı setkat v́ıcekrát (nebot’ Axelrodovým ćılem bylo dokázat,

že je možné, aby v prostřed́ı obývaném samými sobci vznikla spolupráce). Již

dř́ıve jsme si ale ukázali, že ńızká šance opětovné hry Vězňova dilematu zahýbá

i s hráčskými preferencemi (zkuste v opakované hře 11 položit p = 1
10

, zaved’te

Půjčku za oplátku, vypočtěte pomoćı geometrických řad očekávané výhry a poté

diskutujte o Nashově rovnováze!). Skrze tento model např́ıklad můžeme matema-

ticky ukázat, proč se lidé na vesnićıch k sobě chovaj́ı ohleduplněji než ve městech.

Prostě a jednoduše, pokud něco provedete sousedovi, je vysoká pravděpodobnost,

že vám to někdy vrát́ı, zat́ımco když tu samou věc uděláte cizinci, který vás v

životě neviděl a nejsṕı̌s ani v budoucnu neuvid́ı, nemá vám to jak vrátit. Kv̊uli

jisté anonymitě lid́ı ve městech pak v mezilidských interakćıch převládá ned̊uvěra

a lidé si méně pomáhaj́ı.
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V mezilidských
”
hrách“ do pole ještě nastupuj́ı daľśı faktory jako lži, předsud-

ky, reputace, pocity,... a lidé mohou jednat jako neinteligentńı (či p-inteligentńı)

rozhodovatelé. Přesto nám tyto modely mohou dopomoci k pochopeńı lidských

pohnutek a čin̊u. Proto jsou obĺıbeným nástrojem psycholog̊u. T́ım, že teorie

her zkoumá právě hráče, kteř́ı chtěj́ı pro sebe urvat co nejv́ıce, nám pomáhá

pochopit základy našeho podvědomého chováńı. Je zaj́ımavé zamyslet se nad t́ım,

s jakým záměrem konáme své dobré skutky. Chceme skutečně dobro druhého nebo

pouze
”
vyšš́ı výplatu“ např́ıklad v podobě popularity, sĺıbené odměny či, jsme-li

nábožensky založeńı, v podobě nebe? A jde v̊ubec konat dobro pro dobro samé?

V konečném d̊usledku po každém našem rozhodnut́ı obdrž́ıme výplatu v podobě

dobrého pocitu či výčitek. Je jen na nás jak si naše svědomı́
”
vytrénujeme“, jakou

cenu stanov́ıme r̊uzným životńım hodnotám a jaké strategie pro náš život zvoĺıme.

Cvičeńı

16. V opakované hře 11 zaved’te strategie Vždy spolupracuj, Vždy zrad’, Ne-

vraživec, TFT, TF2T a strategii

Podezř́ıvavá p̊ujčka za oplátku (Mistrust)=Začni zradou a poté opakuj

předchoźı protivńık̊uv tah.

Předpokládejte, že je hra hrána na 100 kol. Jaká strategie źıská nejv́ıce bod̊u?

Jaká strategie źıská nejv́ıce bod̊u, bude-li hra hrána na 2 kola?

17. Představme si, že hrajeme opakovaně Samaritánovo dilema 9. Jakou úlohu

bude hrát Nashova rovnováha?
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Kapitola 5

Evolučńı teorie her

Jednu z nejzásadněǰśıch aplikaćı teorie her lze nalézt v evolučńı biologii. Pro

pochopeńı si představme následuj́ıćı model. Máme populaci nějakého druhu, který

žije v určitém prostřed́ı. Je jasné, že zdroje v tomto prostřed́ı jsou omezené a

tud́ıž se organismy dostávaj́ı do konflikt̊u o potravu, stavebńı materiál na hńızda

či partnery k rozmnožováńı. Měř́ıtkem jejich evolučńıho úspěchu je biologická

zdatnost (fitness). Čili v evolučńı hře hráči dostávaj́ı výplaty v bodech fitness.

Č́ım v́ıce bod̊u fitness jedinec źıská, t́ım větš́ı je pravděpodobnost, že předá své

geny daľśı generaci. Evolučńı teorie her proto zkoumá pouze geneticky podmı́něné

znaky, nebot’ ty, které jedinec nepředá do daľśı generace, zanikaj́ı s jeho úmrt́ım a

nepodléhaj́ı proto evoluci (nahlédne-li čtenář do nějaké učebnice evolučńı biologie,

zjist́ı, že v evoluci z velké části nehraj́ı hlavńı roli jedinci, nýbrž jejich geny. Jejich

nositelé jsou v konečném d̊usledku pouze nástroje, vehikly, gen̊u slouž́ıćı k jejich

š́ı̌reńı). Evolučńı hry proto často nazýváme jako hry gen̊u.

Biologie pro dogmatiky

Fitness se skládá ze tř́ı část́ı:

• plodnosti (fertility): Geny se snaž́ı co nejv́ıcekrát zreplikovat. Nemůže tomu být jinak.

Pokud geny nenut́ı svého nositele k rozmnožováńı, je jasné, že budou z populace vytlačeny

těmi geny, které tak čińı. Č́ım v́ıce se gen replikuje, t́ım je úspěšněǰśı.

• životaschopnosti (viability): Je sice hezké, pokud se gen zreplikuje, pokud však nezajist́ı,

že jeho nový nositel přežije do doby, než se znovu rozmnož́ı, nemůže být gen úspěšný.
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• sexuálńı zdatnosti : Tento faktor fitness nalézáme pouze u sexuálně se rozmnožuj́ıćıch

organismů. Pokud gen přežije, ale nezajist́ı, že si jeho nositel nalezne partnera k roz-

množováńı, nemůže být evolučně úspěšný. Gen tedy muśı zajistit, že jeho nositel bude

atraktivńı pro opačné pohlav́ı (odtud pocházej́ı pro viabilitu nesmyslné znaky jako

např́ıklad ocasńı pera pav́ıch samc̊u, parož́ı jelen̊u,...).

To vše samozřejmě nemůže zajǐst’ovat jediný gen, ale spolupracuje s daľśımi geny a tak vzniká

organismus. Problémem konceptu fitness je jeho definice. Fitness je totiž definována jako schop-

nost předat geny daľśı generaci. Ovšem to, co určuje úspěšnost předáńı genu do daľśı generace,

je jeho fitness. Dostáváme definici kruhem
”
fitness je fitness“. Fitness je proto sṕı̌se pomocným

než exaktńım pojmem. Z toho d̊uvodu ani neńı přesně měřitelná. Praktické určováńı bod̊u v

evolučńıch hrách je proto velmi obt́ıžné a zahrnuje zejména matematické simulace populace.

Představme si, že v naš́ı populaci je chováńı jedince v konfliktńı situaci určeno

jedńım ze dvou gen̊u:

• gen jestřáb=Vždy zaútoč na protivńıka.

• gen hrdlička=Když protivńık zaútoč́ı, uteč. Pokud neútoč́ı rozděl se s ńım.

Pro jednoduchost předpokládejme, že všichni jestřáby v populaci jsou stejně silńı.

To znamená, že pokud se setkaj́ı dva jestřáby, maj́ı oba polovičńı šanci, že boj o

zdroj vyhraj́ı. Pokud prohraj́ı, jsou zraněni. Pokud se setká jestřáb s hrdličkou,

obdrž́ı jestřáb celou výhru a hrdlička nic nevyhraje, ale ani neprohraje, protože

uteče bez zraněńı. Setkaj́ı-li se dvě hrdličky, obě obdrž́ı polovinu výhry.

Definice 16. Jako hru Jestřáb-hrdlička nazýváme hru typu 2 × 2, kdy každý

hráč má strategie J =jestřáb, H =hrdlička a kde plat́ı
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Hráč 2

J H

Hráč 1
J

(
V−C
2
, V−C

2

)
(V, 0)

H (0, V )
(
V
2
, V
2

)
kde V=hodnota výhry, C=cena za léčeńı zraněńı (oboj́ı ve fitness bodech),

přičemž V > 0, C > 0.

Uvědomme si, že v př́ıpadě jestřáb vs. jestřáb je výhra relativńı a je určena

jako
”
v polovině souboj̊u vyhraji, v polovině prohraji“,čili očekávaná výhra za

jednu hru lze určit jako

1

2
V − 1

2
C =

V − C
2

.

Necht’ pro naši populaci plat́ı V = 30, C = 40. Dostáváme

Hráč 2

J H

Hráč 1
J (−5,−5) (30, 0)

H (0, 30) (15, 15)

Co se stane, bude-li celá populace složena z hrdliček? Každá hra v populaci

je situaćı hrdlička vs. hrdlička, čili hráči v každé hře obdrž́ı 15 bod̊u a všichni

profituj́ı stejně. Do této populace se ovšem může dostat jestřáb (mutaćı genu

nebo migraćı z jiné populace). Zat́ımco hrdličky budou povětšinou źıskávat 15

bod̊u a občas 0, pokud se setkaj́ı s ońım jestřábem, jestřáb, který nemá konku-

renci v podobě jiného jestřába, źıská v každé hře 30 bod̊u. To znamená, že má

větš́ı šanci předat sv̊uj gen do daľśı generace než hrdličky. T́ım pádem s nejvyšš́ı

pravděpodobnost́ı naroste v daľśı generaci počet jestřáb̊u. Populace hrdliček tedy

neńı stabilńı, protože umožňuje š́ı̌reńı jestřáb̊u.
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Bude-li naopak celá populace složena z jestřáb̊u a objev́ı se v ńı gen hrdličky,

jestřáby z většiny her obdrž́ı výplatu −5, zat́ımco hrdlička sice živoř́ı, ale nemuśı

si léčit zraněńı a má výplatu 0 z každé hry. Protože 0 > −5, má hrdlička větš́ı

šanci na předáńı svého genu. Ani populace jestřáb̊u neńı stabilńı.

Mějme člena populace jménem Alois. Předpokládejme, že populace je složena

z 1
3

jestřáby a ze 2
3

hrdličkami. To znamená, že se Alois setká v 1
3

s jestřábem a ve

2
3

her s hrdličkou. Jednu hru si lze tedy představit tak, že Alois̊uv soupeř hraje

smı́̌senou strategii
(
1
3
, 2
3

)
. Pokud je Alois jestřábem, je jeho očekávaná výplata

u1

(
J,

(
1

3
,
2

3

))
=

1

3
· (−5) +

2

3
· 30 =

55

3
.

Pokud je hrdličkou, pak

u1

(
H,

(
1

3
,
2

3

))
=

1

3
· 0 +

2

3
· 15 = 10.

Protože jsme řekli, že existuj́ı pouze dva geny, jestřáb a hrdlička, nemůže k žádné

daľśı situaci doj́ıt. Jelikož 55
3
> 10, vid́ıme, že by pro Aloise bylo výhodněǰśı,

kdyby byl jestřábem. To ale plat́ı i o každém daľśım jedinci v populaci, neboli

jestřábové maj́ı výhodu a v daľśı generaci naroste jejich počet.

Jak nalézt onen stabilńı bod, kdy nebudu mı́t výhodu ani jestřábi ani hr-

dličky? Muśı platit, že jestřábi i hrdličky maj́ı proti zbytku populace stejnou

očekávanou výhru, čili hledáme takovou smı́̌senou strategii, která dá proti oběma

čistým strategíım stejnou očekávanou výhru. Už v́ıme, že tato situace je Nashova

rovnováha ve smı́̌sených strategíıch! Vytvořme reakčńı křivky.
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p

q

0 1

1

3
4

R(q)

3
4

R(p)

Dostáváme rovnovážnou smı́̌senou strategii
(
3
4
, 1
4

)
, kterou nazýváme evolučně

stabilńı strategie. Tato strategie nám ř́ıká, že populace je v poměru 3
4

jestřáb̊u a

1
4

hrdliček.

Co evolučně stabilńı strategie znamená v praxi? Pokud jsou strategie v po-

pulaci v jiném poměru, spěje populace v daľśıch generaćıch k evolučně stabilńı

strategii, protože má některá ze strategíı výhodu. Pokud jsou v poměru evolučně

stabilńı strategie, znamená to, že pokud se poměr v některé generaci lehce odchýĺı,

což se běžně děje, protože pořád nám do hry stále vstupuje náhoda např́ıklad

skrze nedeterministický počet potomk̊u (fitness body neř́ıkaj́ı, že jedinec se 100

body odchová v́ıc potomk̊u než ten s 50 body, jenom ukazuj́ı, že je to v́ıce

pravděpodobné), potom se v daľśıch generaćıch populace do poměru evolučně

stabilńı strategie opět vrát́ı.

Obecně vid́ıme, že má-li být nějaká strategie evolučně stabilńı, muśı platit, že

pokud se malá část populace od ńı odchýĺı, nemůže být úspěšněǰśı než ta část,

která se j́ı drž́ı. Uvědomme si, že evolučně stabilńı strategie nic neř́ıkaj́ı o situ-

aci, kdy se od stabilńıho poměru odchýĺı většina populace (např́ıklad po nějaké

př́ırodńı katastrofě). To lze zapsat do následuj́ıćı definice.
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Definice 17. Mějme symetrickou hru dvou hráč̊u H. Strategii s nazýváme jako
evolučně stabilńı strategie (dále jen ESS), jestliže pro každou strategii t hráče A
plat́ı alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

(E1) u1(s, s) > u1(t, s).

(E2) u1(s, s) = u1(t, s) a současně u1(s, t) > u1(t, t).

Analogicky pro hráče B (formulujte!).

Všimněme si, že jsme ESS definovali pouze v tzv. symetrické hře. Stač́ı nám

proto zkoumat pouze výplatu hráče A. Obecně se samozřejmě daj́ı ESS definovat

i v asymetrických hrách. T́ım se ale v této práci zabývat nebudeme.

Definice ř́ıká, že každá ESS je rovnovážná (proč?). Obráceně však ne každá

rovnovážná strategie je ESS (jak lze pozorovat na př́ıkladu hry Jestřáb-hrdlička,

která měla dvě Nashovy rovnováhy v čistých strategíıch, avšak jejich rovnovážné

strategie nebyly ESS). Proto při hledáńı ESS postupujeme následovně:

1) Nalezneme Nashovy rovnováhy hry.

2) Ověř́ıme, zda jednotlivé rovnovážné strategie splňuj́ı alespoň jedno z tvrzeńı
(E1) nebo (E2).

i) Pokud rovnovážná strategie některé z nich splňuje, je evolučně sta-
bilńı.

ii) Pokud rovnovážná strategie nesplňuje žádné z těchto tvrzeńı, neńı
evolučně stabilńı.

Pokud se pořádně zad́ıváme na definici, shledáme, že ESS může být v některých

hrách v́ıcero! Mějme např́ıklad hru
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Hra 12.

Hráč 2

s t

Hráč 1
s (3, 3) (0, 1)

t (1, 0) (4, 4)

Nalezneme Nashovy rovnováhy {s, s}, {t, t} a
{(

2
3
, 1
3

)
,
(
2
3
, 1
3

)}
, přičemž cena

hry za posledńı z nich je pro oba hráče 2. Zkoumejme nejprve strategii s a

pod́ıvejme se, zda existuje taková strategie (x, 1 − x), kde x ∈ 〈0, 1〉, že neńı

splněno tvrzeńı (E1), tedy

3 < 3x+ 1(1− x)

x > 1

Kv̊uli podmı́nce x ∈ 〈0, 1〉 vid́ıme, že taková strategie neexistuje, čili s je ESS.

Analogicky ověř́ıme, že i t je ESS. Co ale
(
2
3
, 1
3

)
?

2 <
2

3
· x · 3 +

2

3
· (1− x) · 0 +

1

3
· x · 1 +

1

3
· (1− x) · 3

2 <
4

3
x+ 1

x >
3

4

To ale znamená, že existuje strategie (x, 1−x), že pro
(
2
3
, 1
3

)
neńı splněno tvrzeńı

(E1). Stále ale může být splněno (E2). Můžeme dopoč́ıtat, že plat́ı

u1

((
2

3
,
1

3

)
,

(
2

3
,
1

3

))
= u1

((
2

3
,
1

3

)
,

(
3

4
,
1

4

))
.

Vı́me, že

u1

((
2

3
,
1

3

)
,

(
3

4
,
1

4

))
= 2.
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Dopočteme

u1

((
3

4
,
1

4

)
,

(
3

4
,
1

4

))
=

17

8
> 2,

čili neńı splněno ani tvrzeńı (E2). Strategie
(
2
3
, 1
3

)
proto neńı ESS. Co to znamená

prakticky? Pokud jsou strategie s a t v poměru 2 : 1, poměr z̊ustane v daľśı

generaci zachován (proč?). Ovšem v moment, kdy se od ńı trochu odchýĺı (což,

jak již v́ıme, se jistě stane), má výhodu ta strategie, na jej́ıž stranu se poměr

nachýlil a populace se narozd́ıl od ESS již do poměru 2 : 1 nevrát́ı. Proto tento

poměr neńı stabilńı. Hra má tedy dvě ESS s a t. V populaci, kde je v́ıc než

2
3

jedinc̊u nositelem genu pro strategii s je tedy výhodné mı́t též gen pro s, v

populaci, kde jich je méně zase gen pro t.

Vrat’me se ke hře Jestřáb-hrdlička. Uvažovali jsme variantu C > V . Co když

bude platit V > C? Necht’ např́ıklad V = 20 a C = 5. Dostaneme hru

Hráč 2

J H

Hráč 1
J (15, 15) (20, 0)

H (0, 20) (10, 10)

Hra má Nashovu rovnováhu {J, J}, která je ESS (ověřte!). Obecně se dá

ukázat, že pokud C > V , je ESS strategie
(
V
C
, 1− V

C

)
. Je-li V > C, pak je ESS

strategie jestřáb.

V př́ırodě lze pozorovat oba typy hry této hry. Typ C > V např́ıklad po-

zorujeme u rack̊u. Racci bud’ lov́ı ryby (hrdličky) nebo kradou ryby ostatńım

(jestřáby). V množstv́ı lov́ıćıch rack̊u maj́ı výhodu zloději, kteř́ı nemuśı investo-

vat čas a námahu do loveńı. Pokud je ale mnoho zloděj̊u, neńı co krást a většina

zloděj̊u hladov́ı, zat́ımco lovci si občas něco před zloději uchráńı a maj́ı tud́ıž

výhodu. ESS je tedy někde mezi těmito čistými strategiemi. Typ V > C po-

zorujeme např́ıklad u samc̊u rypouš̊u slońıch. Tento mohutný tuleňovitý savec
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je extrémně polygamńı. Nejsilněǰśı alfa samec si drž́ı ohromný harém a je prak-

ticky jediným samcem v populaci, který se může rozmnožovat. Hodnota harému

z evolučńıho hlediska vysoce převyšuje riziko zraněńı i smrti (nebot’ nemožnost

rozmnožováńı je v podstatě smrt́ı pro geny, což je z hlediska gen̊u ještě horš́ı než

smrt jednoho z jejich vehikl̊u). Pokud nebude jiný samec s alfa samcem o harém

bojovat (bude hrdličkou), nemůže se rozmnožit a tud́ıž tato strategie neńı ESS.

Všichni samci rypouš̊u jsou proto zuřivý bojovńıci (jestřáby).

Biologie pro dogmatiky

Hra Jestřáb-hrdlička je jednou z p̊uvodńıch her, kterou definoval John Maynard-Smith,

zakladatel evolučńı teorie her. V pr̊uběhu let se dočkala řady úprav a vylepšeńı. Zavedeny byly

např́ıklad strategie

• Šikanátor=Zaútoč jako prvńı. Pokud se bude protivńık bránit, uteč.

• Odvetńık=Pokud protivńık neútoč́ı, též neútoč. Pokud útoč́ı, zaútoč též.

• Pokušitel=Chovej se jako odvetńık, ale čas od času zaútoč jako prvńı.

• Měšt’ák=Na svém územı́ bud’ jestřáb, mimo své územı́ hrdlička.

Kromě klasických ESS vycházej́ıćıch z Nashových rovnováh se začali zkoumat i ESS vycházej́ıćı

z tzv.korelovaných rovnováh. Ty jsou ovlivněny ještě daľśımi vněǰśımi signály. Představme si,

že gen Měšt’ák nav́ıc kóduje svému nositeli rudou barvu srsti. Pokud potkáte jedince s rudou

srst́ı na jeho územı́, hned v́ıte, že se k vám bude chovat jako jestřáb a podle toho se uzp̊usob́ıte.

Takový signál ale implikuje i vznik podvodńık̊u, kteř́ı budou využ́ıvat rudé srsti, aniž by byli

Měšt’áci (tzv. batesiánské mimikry), což opět hru zamotává,...

Mějme obecnou symetrickou hru typu 2× 2.

Gen 2

s t

Gen 1
s (a, a) (b, c)

t (c, b) (d, d)
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V rámci základńı evolučńı teorie her nejčastěji řeš́ıme čtyři typy her (ověřte

stanovené ESS!).

• b > a > d > c. T́ımto typem je hra Jestřáb-hrdlička, jej́ıž ESS jsme si již

ukázali.

• c > a > d > b. S t́ımto typem jsme se též již seznámili, je to totiž Vězňovo

dilema. ESS Vězňova dilematu je t.

• a > c > d > b. Tento typ nazýváme jako Lov jelena (název vycháźı ze

situace, kdy se dva lovci rozhoduj́ı, zda budou lovit jelena či kráĺıky. Za

jelena je vyšš́ı zisk, ale nedokáž́ı ho ulovit sami. Za kráĺıka je zisk nižš́ı, ale

lovec jej ulov́ı i bez pomoci druhého). Lovem jelena je např́ıklad hra 12.

Obě strategie jsou ESS, přičemž momentálně výhodněǰśı strategie se urč́ı

pomoćı Nashovy rovnováhy ve smı́̌sených strategíıch.

• a > c > b > d, tzv.Plná spolupráce (za s si představte Spolupracuj, za t

Zrad’). s je ESS.
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Cvičeńı

18. Mějme populaci býložravc̊u, ve které existuj́ı dvě strategie při útoku predátora:

Utéct a bojovat. Jedinec sám predátora nezdolá, ale pokud se do něj pust́ı spolu s

někým daľśım, poraźı jej. Pokud ut́ıká, zat́ımco někdo jiný bojuje má jistou šanci

na přežit́ı, zat́ımco bojuj́ıćı umı́rá, pokud oba ut́ıkaj́ı, je šance, že některého z nich

predátor chyt́ı. Stanovte hypotézu, jak by vypadala tabulka výplat v závislosti

na vážnosti zraněńı v př́ıpadě, že by oba jedinci bojovali proti predátorovi (neńı

třeba konkrétńıch č́ısel stač́ı srovnáńı výhodnosti), a určete kterým ze základńıch

typ̊u je tato hra a jaké jsou ESS.

19. (Kulturńı evoluce) Myšleńı evolučńı biologie si často vyp̊ujčuje sociologie. Ta

ho už́ıvá ke zkoumáńı tzv. kulturńı evoluce, která zjǐst’uje, jaké myšlenky (tzv.

memy) se mezi lidmi nejlépe š́ı̌ŕı nejlépe. Mějme senzačńı a nudnou informaci.

Představme si, že vám někdo pov́ı dvě informace, pokud si některou zapamatu-

jete informace se
”
zreplikuje“ a má tud́ıž daľśıho nositele.

”
Fitness body“ memu

lze zapsat např́ıklad jako

Mem 2

senzačńı nudný

Mem 1
senzačńı (5, 5) (7, 0)

nudný (0, 7) (1, 1)

Jaká je ESS hry?
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Závěr

Tato práce má sloužit jako úvod do teorie her, ovšem, jak už to tak v ma-

tematice bývá, na ty skutečně zaj́ımavé př́ıklady a aplikace je třeba složitěǰśıho

aparátu, který přesahuje rozsah práce (diferenciálńı počet, vektorová a maticová

algebra,...). Jej́ım ćılem tedy je zejména motivovat čtenáře k daľśımu studiu nejen

této problematiky, ale i matematiky samotné. V rámci teorie her může čtenář dále

studovat např́ıklad:

• hry s v́ıce strategiemi či hráči,

• hry proti př́ırodě,

• hry p-inteligentńıch rozhodovatel̊u,

• teorii užitku,

• opakované hry,

• evolučńı teorii her,

• kooperativńı hry,

• Bayesovské hry=hry, kdy hráč nemá kompletńı informaci o hře

a mnoho daľśıho.
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Řešeńı cvičných př́ıklad̊u

1. V prvńım př́ıpadě by hra skončila hned na začátku. Alois by źıskal 64 minćı,
Barbora 32. Ve druhém by hra pokračovala až do konce, kdy oba źıskaj́ı 100
minćı.
2. Vyhraje Alois.
3. Alois vyhraje, pokud počet sirek nedává při děleńı třemi zbytek jedna.
4. Optimálńı cesta je a12, b13, a23, b22. Cena hry č́ıńı pro Aloise je 4, pro Barboru
2.
5. Pro x > 9 a y > 4.
6. Nashovou rovnováhou hry je

{(
5
6
, 1
6

)
,
(

7
18
, 11
18

)}
. Cena hry je 5

3
.

7. Hra má Nashovu rovnováhu
{(

0, 2
5
, 0, 3

5
, 0
)
,
(
0, 2

5
, 0, 3

5
, 0
)}

. Cena hry je 6
5
.

8. Hra má sedlový bod pro x ∈ 〈−2, 1〉. Pro x = 4 je Nashova rovnováha{(
7
10
, 0, 3

10

)
,
(

3
10
, 0, 7

10

)}
a cena hry 19

10
.

9. Hra má právě dva sedlové body pro x ∈ {−4, 7}.
10. Hra má Nashovu rovnováhu

{(
3
8
, 5
8

)
,
(
3
8
, 5
8

)}
. Cena hry je 205

4
pro Aloise a

195
4

pro Barboru.
11. Hra má dvě Nashovy rovnováhy

{(
1
4
, 3
4
, 0
)
,
(
1
2
, 1
2

)}
a
{(

5
8
, 0, 3

8

)
,
(
1
2
, 1
2

)}
. Cena

hry je pro oba 25.
12. Hra má Nashovu rovnováhu

{(
1
2
, 1
2

)
,
(
4
5
, 1
5

)}
. Cena hry je 3 pro Aloise a −2

pro Barboru.
13. Výplatńım

”
polygonem“ hry s nulovým součtem je úsečka.

”
Severovýchodńı

hranićı“ je protocelá tato úsečka, čili Paretovsky optimálńı jsou všechny body
této úsečky=všechny dvojice strategíı.
14. Hra bude mı́t jedinou paretovsky optimálńı Nashovu rovnováhu

{dodržet, dodržet}

. 15. Prvńı hra má Nashovu rovnováhu
{(

4
5
, 1
5

)
,
(
3
5
, 2
5

)}
, která neńı paretovsky

optimálńı. Druhá {s1, t1}, která je paretovsky optimálńı. Třet́ı má tři Nashovy
rovnováhy {s1, t1}, která je paretovsky optimálńı, {s1, t2} a {s2, t2}, které pare-
tovsky optimálńı nejsou.
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16. Ve stokolové variantě vyhraje TF2T s 1595 body. Ve dvoukolové Vždy zrad’

s 36 body. Zde je vidět, že s rostoućım počtem kol roste výhodnost spolupráce.
17. Pokud bude stát hrát v n hrách svou rovnovážnou strategii, zajist́ı ne-
zaměstnanému očekávanou výhru 3

2
n nehledě na to, co bude hrát. Stejně tak

hraje-li nezaměstnaný svou rovnovážnou strategii, potom stát obdrž́ı 1
3
n nehledě

na to, co bude hrát.
18. Hra je typu Jestřáb-hrdlička. Pokud je vážnost zraněńı ńızká, je ESS strategie
Bojovat, pokud vysoká, potom smı́̌sená strategie.
19. Hra je opět typu Jestřáb-hrdlička. ESS je strategie Senzačńı. Zde jde možná
ještě lépe než u gen̊u, které nám nejsou tolik bĺızké jako memy, pozorovat podstatu
evoluce. Memy sami nepřemýšlej́ı, zda jsou zaj́ımavé či nikoliv, přesto kulturńı
evoluce selektuje ty, které nám zaj́ımavé připadnou jsou a ty se š́ı̌ŕı v lidské po-
pulaci. Za pár generaćı ale klidně zaj́ımavé být nemuśı a z populace vymiźı nebo

”
zmutuj́ı“ v nový mem.
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[2] Epperlein, J., Siegmund S., Stehĺık P.:Evolutionary games on graphs and
discretedynamical systems (2015), Journal of Difference Equations and Ap-
plications, vol. 21, str. 72-95
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