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Použité značeńı

xi interpolačńı uzly
fi funkčńı hodnoty v uzlech interpolace∏

n množina všech reálných polynomů stupně nejvýše n
pn(x) polynom stupně nejvýše n
li(x) Lagrange̊uv fundamentálńı polynom
f [xi] poměrná diference nultého řádu
f [x0, x1, . . . , xn] poměrná diference n-tého řádu
N přirozená č́ısla
R reálná č́ısla
Z celá č́ısla∑

,
∏

symboly pro součet a součin
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Úvod

V matematice se často naskytne otázka, zda je možné proložit polynomickou

křivku zadanými body v rovině. Dále se můžeme ptát, jestli lze nahradit poly-

nomem složitou funkci, se kterou má tento polynom několik společných bod̊u.

Odpovědi na tyto otázky nám dá polynomiálńı interpolace, kterou se v této práci

budeme zabývat.

Ćılem této bakalářské práce je seznámit čtenáře s polynomiálńı interpolaćı a

představit metody, kterými je možné v numerické matematice nalézt interpolačńı

polynom. Všechny metody budou podrobně vysvětleny na vlastńıch př́ıkladech,

které byly vymyšleny tak, aby se s nimi dobře poč́ıtalo.

V práci budou předvedeny jednotlivé dávkové soubory vytvořené v matema-

tickém softwaru R, pomoćı nichž je možné nalézt koeficienty interpolačńıho poly-

nomu pro konkrétńı data nebo si vykreslit pro takový interpolačńı polynom graf.

Předpokládá se, že uživatel má základńı znalosti pro práci v R, popř. doporučuji

[5], [6] a [7].
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1. Úvod do interpolace

V této části práce, pro kterou jsem čerpala z [2], [3] a [4], poṕı̌su a nadefinuju

polynomiálńı interpolaci. Dále vysvětĺım metodu neurčitých koeficient̊u, ručně

vypoč́ıtám vlastńı př́ıklad, který následně vyřeš́ım také v softwaru R. Pomoćı

tohoto programu vykresĺım i graf.

Interpolace je jedńım z nejd̊uležitěǰśıch nástroj̊u numerické matematiky. Me-

todu interpolace voĺıme ve dvou př́ıpadech:

• máme-li explicitně danou funkci f(x), která je vyjádřena složitým předpisem

a chceme-li ji nahradit jednodušš́ı funkćı, tzn. chceme ji aproximovat jinou

funkćı, která bude v předepsaných bodech nabývat stejných hodnot jako

funkce f(x),

• máme-li dány body (xi, fi), i = 0, 1, . . . , n a hledáme-li takovou funkci,

která v bodech xi nabývá předepsaných hodnot fi.

Funkci, kterou v těchto př́ıpadech hledáme, nazýváme interpolačńı funkce.

V této práci se zaměř́ım na interpolaci, kdy je interpolačńı funkćı polynom.

Budu se tedy zabývat polynomiálńı interpolaćı.

Předpokládejme, že jsou dány body x0, x1, . . . , xn, xi 6= xk pro i 6= k. Tyto

body nazýváme uzly či uzlové body. Dále budeme značit fi = f(xi).

Vysvětĺıme si nyńı, co je úlohou polynomiálńı interpolace. Nejdř́ıve označme∏
n jako množinu všech reálných polynomů stupně nejvýše n tvaru:

pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an, (1)

kde a0, . . . , an jsou libovolné reálné konstanty.
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Naš́ı úlohou je, abychom našli takový polynom pn(x) ∈
∏

n, který v (n + 1)

vzájemně r̊uzných bodech x0, x1, . . . , xn nabývá předepsaných hodnot fi, i =

0, 1, . . . , n. Tzn. chceme takový polynom pn(x), pro který plat́ı:

pn(xi) = fi ∀i = 0, 1, . . . , n. (2)

Tento polynom je pak interpolačńım polynomem a podmı́nky (2) nazveme podmı́n-

ky interpolace.

Věta 1 Pro (n + 1) daných dvojic (xi, fi), i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xk pro i 6= k

existuje právě jeden polynom pn(x) ∈
∏

n takový, že

pn(xi) = fi ∀i = 0, 1, . . . , n (3)

Důkaz 1 : viz [2], str. 158.

Poznámka 1 Z předchoźı věty vyplývá, že existuje právě jeden interpolačńı po-

lynom. Lze jej nalézt několika metodami. Je však d̊uležité si uvědomit, že nám

všechny metody najdou tentýž polynom.

Je známo, že nejčastěji použ́ıvaným interpolačńım polynomem je kubický po-

lynom, protože u interpolačńıch polynomů vyšš́ıch stupň̊u vzniká oscilace a poly-

nomiálńı interpolace ztráćı význam. V takových př́ıpadech je výhodněǰśı interpo-

lace splajny, což jsou po částech polynomické funkce. V této práci se však t́ımto

tématem nezabývám a čtenáře tud́ıž odkazuji na skripa [2]. Názornou ukázku

oscilace polynomů stupně 6, 10 a 15 uvedu v kapitole 6.

1.1. Metoda neurčitých koeficient̊u

V př́ıpadě, že nemáme žádné znalosti o problematice interpolačńıch poly-

nomů, můžeme úlohu interpolace řešit pomoćı soustavy lineárńıch rovnic. Ta-

ková metoda se nazývá metoda neurčitých koeficient̊u. Tento zp̊usob však kv̊uli

rozsáhlému výpočtu neńı vhodný pro větš́ı počet uzl̊u. Vı́me, že hledáme poly-

nom n-tého stupně, který má splňovat interpolačńı podmı́nky (2). Ty lze rozepsat
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do tvaru:

pn(x0) = a0x
n
0 + a1x

n−1
0 + . . . + an = f0

pn(x1) = a0x
n
1 + a1x

n−1
1 + . . . + an = f1

...

pn(xn) = a0x
n
n + a1x

n−1
n + . . . + an = fn.

Dostali jsme soustavu (n+ 1) lineárńıch rovnic o (n+ 1) neznámých ve tvaru:

a0x
n
i + a1x

n−1
i + . . . + an = fi, i = 0, 1, . . . , n. (4)

Předpokládali jsme vzájemně r̊uzné body interpolace x0, . . . , xn, proto je de-

terminant této soustavy, tzv. Vandermond̊uv determinant, nenulový a tato sou-

stava má právě jedno řešeńı. Takovou soustavu řeš́ıme např. Gaussovou eliminačńı

metodou, viz např. [2],[1].

Př́ıklad 1 Najděte interpolačńı polynom pn(x) pro data daná tabulkou:

i 0 1 2 3
xi −1 0 2 5
fi 10 3 13 −2

Řešeńı: hledáme polynom p3(x), jelikož n = 3. Dle vztahu (4):

(−1)3a0 + (−1)2a1 + (−1)1a2 + (−1)0a3 = 10

03a0 + 02a1 + 01a2 + 00a3 = 3

23a0 + 22a1 + 21a2 + 20a3 = 13

53a0 + 52a1 + 51a2 + 50a3 = −2.

Tuto soustavu vyřeš́ıme např. Gaussovou eliminačńı metodou a dostaneme koe-

ficienty a0 až a3. Tj. a0 = −1, a1 = 5, a2 = −1, a3 = 3. Interpolačńı polynom

je tedy ve tvaru p3(x) = −x3 + 5x2 − x + 3 (viz Obrázek 1). Ověř́ıme podmı́nky
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interpolace tak, že dosad́ıme předepsané body z tabulky do interpolačńıho poly-

nomu.

−(−1)3 + 5(−1)2 − (−1) + 3 = 10

−(0)3 + 5(0)2 − (0) + 3 = 3

−(2)3 + 5(2)2 − (2) + 3 = 13

−(5)3 + 5(5)2 − (5) + 3 = −2.

T́ımto jsme si ověřili, že jsou splněny interpolačńı podmı́nky. Řešeńı bylo tedy

správné.

V programu R jsem pro nalezeńı interpolačńıho polynomu metodou neurčitých

koeficient̊u vytvořila program, který jsem nazvala MNK-kalkulator.R . Pro-

gram obsahuje dva soubory:

• mnk-koef.R

• graf-interpol-poly.R

Prvńı soubor je obecný kód pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho polynomu,

seřazených od a0 až po an dle vztahu (1). Druhým souborem je kód pro vykresleńı

grafu interpolačńıho polynomu. Tento kód je analogický i pro ostatńı metody.

Čtenář tento program najde na přiloženém CD.

Uživatel zadá pouze vstup do části zadejte data. Zde jsou přichystané dva

vektory, kam vlož́ı hodnoty xi a fi. Poté pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit

oba soubory. R mu jako výstup vyṕı̌se vektor koeficient̊u a vykresĺı graf.

Ukážeme si tento postup konkrétně na Př́ıkladu 1.

Program MNK-kalkulator.R vypadá takto:

#METODA NEURČITÝCH KOEFICIENTŮ

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### např. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")
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setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-1,0,2,5)

fi <- c(10,3,13,-2)

### spustte soubor pro hledani koeficientu:

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

### p(n-1) = k[1]*x^(n-1) + k[2]*x^(n-2) + ... + k[n]*x^0 )

source("mnk-koef.R")

### pote spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

Jako výstup dostaneme vektor koeficient̊u a obrázek, viz Obrázek 1, na kterém

je vykreslen graf.

> source("mnk-koef.R")

[1] -1 5 -1 3
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Obrázek 1: Graf interpolačńıho polynomu určeného metodou neurčitých koefici-
ent̊u pro data z Př́ıkladu 1

Zde uvád́ım náhled na kódy uvedených soubor̊u:

• soubor mnk-koef.R:

# METODA NEURČITÝCH KOEFICIENTŮ

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupně n-1

### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),

to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

### definice M:

M <- matrix(nrow=n,ncol=n)

for(j in 1:n)
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{M[,j] <- xi^(n-j)}

### vypocet koeficientu:

p <- solve(M,fi)

print(k <- as.numeric(p))

• soubor graf-interpol-poly.R:

# GRAF

# interpolacni polynom stupne n-1

if(n==1)

{P <- k[1]*(x^(n-1));

horni <- fi[1]+0.1*abs(max(fi));

dolni <- fi[1]-0.1*abs(min(fi));

plot(x,P,xlab="osa x",ylab="osa y",type="l",

ylim=c(dolni,horni),

frame=FALSE);

points(fi~xi,pch=8)}

if(n!=1)

{P <- k[1]*(x^(n-1));

for(i in 2:n)

{P <- (P + k[i]*(x^(n-i)))};

uvnitr <- ((x>=min(xi))&(x<=max(xi)));

r = range(P[uvnitr]);

horni = r[2]+0.1*abs(r[2]);

dolni = r[1]-0.1*abs(r[1]);

plot(x,P,xlab="osa x",ylab="osa y",type="l",

ylim=c(dolni,horni),

frame=FALSE);

points(fi~xi,pch=8)}
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2. Lagrangeova interpolace

V této kapitole jsem čerpala z [2], [3]. Budu se zde zabývat Lagrangeovou me-

todou, která patř́ı k nejznáměǰśım interpolačńım metodám. I tady ručně vypoč́ı-

tám vlastńı př́ıklad, který pak vyřeš́ım také v softwaru R. Pomoćı tohoto pro-

gramu vykresĺım i graf.

Ukážeme si nyńı, jak lze interpolačńı polynom sestrojit v Lagrangeově tvaru.

Definice 1 Pro daná data (xi, fi), i = 0, 1, . . . , n, xi 6= xk pro i 6= k definujeme

Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu vztahem:

pn(x) = l0(x)f(x0) + l1(x)f(x1) + . . . + ln(x)f(xn), (5)

kde li(x) je i-tý fundamentálńı polynom n-tého stupně a je dán vztahem:

li(x) =
(x− x0)(x− x1)...(x− xi−1)(x− xi+1)...(x− xn)

(xi − x0)(xi − x1)...(xi − xi−1)(xi − xi+1)...(xi − xn)
. (6)

Lehce se ověř́ı, že tento Lagrange̊uv interpolačńı polynom (5) splňuje inter-

polačńı podmı́nky (2). Nav́ıc, protože je lineárńı kombinaćı polynomů li(x) stupně

n, je Lagrange̊uv polynom pn(x) stupně nejvýše n.

Př́ıklad 2 Najděte interpolačńı polynom pn(x) pro data daná tabulkou:

i 0 1 2 3
xi −1 0 2 5
fi −4 1 −1 146

Řešeńı: hledáme polynom p3(x), jelikož n = 3.

Nejprve si spoč́ıtáme fundamentálńı polynomy pro i = 0, 1, 2, 3 dle vztahu (6).
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l0(x) =
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0 − x1)(x0 − x2)(x0 − x3)
=

(x− 0)(x− 2)(x− 5)

(−1− 0)(−1− 2)(−1− 5)
=

= − 1

18
(x3 − 7x2 + 10x),

l1(x) =
(x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1 − x0)(x1 − x2)(x1 − x3)
=

(x− (−1))(x− 2)(x− 5)

(0− (−1))(0− 2)(0− 5)
=

=
1

10
(x3 − 6x2 + 3x + 10),

l2(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x3)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3)
=

(x− (−1))(x− 0)(x− 5)

(2− (−1))(2− 0)(2− 5)
=

= − 1

18
(x3 − 4x2 − 5x),

l3(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3 − x0)(x3 − x1)(x3 − x2)
=

(x− (−1))(x− 0)(x− 2)

(5− (−1))(5− 0)(5− 2)
=

=
1

90
(x3 − x2 − 2x).

Dle vztahu (5):

p3(x) = l0(x)f0 + l1(x)f1 + l2(x)f2 + l3(x)f3,

pro daná data dostáváme Lagrange̊uv interpolačńı polynom:

p3(x) =

(
− 1

18

)
(x3 − 7x2 + 10x) (−4) +

1

10
(x3 − 6x2 + 3x + 10) (1) +

+

(
− 1

18

)
(x3 − 4x2 − 5x) (−1) +

1

90
(x3 − x2 − 2x) (146) = . . .

= 2x3 − 4x2 − x + 1

Tento polynom je vykreslen na Obrázku 2.
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Lagrange̊uv interpolačńı polynom je základem pro odvozeńı metod nume-

rického derivováńı a integrováńı. Je tedy po teoretické stránce v numerické mate-

matice velmi d̊uležitý. V př́ıpadě změny počtu uzl̊u je nutné přepoč́ıtat všechny

fundamentálńı polynomy. Výpočty jsou proto velmi zdlouhavé a časově náročné.

V tomto př́ıpadě nebo při velkém počtu uzl̊u se doporučuje použ́ıt sṕı̌se některou

z metod, které jsou uvedeny v daľśıch kapitolách.

V R jsem vytvořila program LAGRANGE-kalkulator.R, který obsahuje

soubory s kódy pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho polynomu. Jak již bylo

uvedeno, doporučuje se interpolovat polynomem lineárńım, kvadratickým či ku-

bickým. Z toho d̊uvodu jsem vytvořila kódy pro nalezeńı interpolačńıho polynomu

stupně 0, 1, 2, 3. Dále i stupně 4 a 5, protože zde již můžeme zaznamenat oscilaci.

Jedná se o tyto soubory:

• lagrange-koef-0st.R

• lagrange-koef-1st.R

• lagrange-koef-2st.R

• lagrange-koef-3st.R

• lagrange-koef-4st.R

• lagrange-koef-5st.R

Dále program obsahuje kód funkce pro vykresleńı grafu interpolačńıho polynomu

graf-interpol-poly.R. Čtenář tento program najde na přiloženém CD.

Uživatel postupuje tak, že nejprve zadá vstup do části zadejte data. Zde jsou

přichystané dva vektory, kam vlož́ı hodnoty xi a fi. Pak dle počtu zadaných dat

vybere soubor, který použije pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho polynomu a

pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit tento soubor. Dále pomoćı př́ıkazu source

přikáže spustit i soubor pro vykresleńı grafu. R jako výstup vyṕı̌se vektor koefi-

cient̊u a vykresĺı graf.

Ukážeme si tento postup konkrétně na Př́ıkladu 2.

Program LAGRANGE-kalkulator.R vypadá takto:
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# LAGRANGE

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### např. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")

setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-1,0,2,5)

fi <- c(-4,1,-1,146)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani

### koeficientu:

### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "lagrange-koef-(n-1)st.R")

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

### p(n-1) = k[1]*x^(n-1) + k[2]*x^(n-2) + ... + k[n]*x^0 )

source("lagrange-koef-0st.R")

source("lagrange-koef-1st.R")

source("lagrange-koef-2st.R")

source("lagrange-koef-3st.R")

source("lagrange-koef-4st.R")

source("lagrange-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Př́ıkladu 2 máme čtyři vstupńı data, budeme tedy hledat interpolačńı po-

lynom stupně 3. Spust́ıme proto soubor lagrange-koef-3st.R pro nalezeńı koe-

ficient̊u interpolačńıho polynomu stupně 3. Poté spust́ıme soubor graf-interpol-

poly.R pro vykresleńı grafu. Jako výstup dostaneme vektor koeficient̊u a obrázek,

viz Obrázek 2, na kterém je vykreslen graf.

> source("lagrange-koef-3st.R")

[1] 2 -4 -1 1
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Obrázek 2: Graf interpolačńıho polynomu určeného Lagrangeovou metodou
pro data z Př́ıkladu 2

Na ukázku zde uvád́ım kód ze souboru lagrange-koef-3st.R, který jsem

použila ke hledáńı interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 2. Obecný kód pro vy-

kresleńı grafu hledaného interpolačńıho polynomu je analogický jako u metody

neurčitých koeficient̊u. Zbývaj́ıćı kódy jsou k dispozici na CD.

# LAGRANGE

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupně 3

### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),

to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

l = length(x)

### pocatecni nulová matice L:
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L <- matrix(0, n, n, byrow = TRUE)

### fundamentálnı́ polynomy:

#jmenovatel stejny, a = koeficient u x s (n-1)-nı́ mocninou

## l1 * fi[1] -> L[,1]

# citatel u a = konstanta

a <- ( 1 / ((xi[1]-xi[2]) * (xi[1]-xi[3]) * (xi[1]-xi[4])))

# citatel u b = minus soucet jednotlivcu

b <- ( - ( xi[2] + xi[3] + xi[4])

/ ((xi[1]-xi[2]) * (xi[1]-xi[3]) * (xi[1]-xi[4])))

# citatel u c = soucet soucinu dvojic

c <- (( xi[2] * xi[3] + xi[2] * xi[4] + xi[3] * xi[4])

/ ((xi[1]-xi[2]) * (xi[1]-xi[3]) * (xi[1]-xi[4])))

# citatel u d = minus soucet soucinu trojic

d <- ( - (xi[2] * xi[3] * xi[4])

/ ((xi[1]-xi[2]) * (xi[1]-xi[3]) * (xi[1]-xi[4])))

L[,1] <- c(a,b,c,d) * fi[1]

## l2 * fi[2] -> L[,2]

# citatel u a = konstanta

a <- ( 1 / ((xi[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4])))

# citatel u b = minus soucet jednotlivcu

b <- (- ( xi[1] + xi[3] + xi[4])

/ ((xi[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4])))

# citatel u c = soucet soucinu dvojic

c <- ( ( xi[1]*xi[3] + xi[1]*xi[4] + xi[3]*xi[4])

/ ((xi[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4])))

# citatel u d = minus soucet soucinu trojic

d <- (- (xi[1]*xi[3]*xi[4])

/ ((xi[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4])))

L[,2] <- c(a,b,c,d) * fi[2]

## l3 * fi[3] -> L[,3]
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# citatel u a = konstanta

a <- ( 1 / ((xi[3]-xi[1]) * (xi[3]-xi[2]) * (xi[3]-xi[4])))

# citatel u b = minus soucet jednotlivcu

b <- (- ( xi[1] + xi[2] + xi[4])

/ ((xi[3]-xi[1]) * (xi[3]-xi[2]) * (xi[3]-xi[4])))

# citatel u c = soucet soucinu dvojic

c <- ( ( xi[1]*xi[2] + xi[1]*xi[4] + xi[2]*xi[4])

/ ((xi[3]-xi[1]) * (xi[3]-xi[2]) * (xi[3]-xi[4])))

# citatel u d = minus soucet soucinu trojic

d <- (- (xi[1]*xi[2]*xi[4])

/ ((xi[3]-xi[1]) * (xi[3]-xi[2]) * (xi[3]-xi[4])))

L[,3] <- c(a,b,c,d) * fi[3]

## l4 * fi[4] -> L[,4]

# citatel u a = konstanta

a <- ( 1 / ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]-xi[3])))

# citatel u b = minus soucet jednotlivcu

b <- (- ( xi[1] + xi[2] + xi[3])

/ ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]-xi[3])))

# citatel u c = soucet soucinu dvojic

c <- ( ( xi[1]*xi[2] + xi[1]*xi[3] + xi[2]*xi[3])

/ ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]-xi[3])))

# citatel u d = minus soucet soucinu trojic

d <- (- (xi[1]*xi[2]*xi[3])

/ ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]-xi[3])))

L[,4] <- c(a,b,c,d) * fi[4]

### koeficienty:

k <- c(1:n)

for (j in 1:n)

{k[j] <- sum(L[j,]) }

print(k)
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3. Newtonova interpolace

V této kapitole se budu věnovat Newtonově interpolaci, která je velmi užitečná

při praktických výpočtech. Zde jsem čerpala z [2], [3] a [4]. Ukážu opět vlastńı

př́ıklad, který vyřeš́ım ručně i v R, a také vykresĺım pro daná data graf.

Hledáme-li interpolačńı polynom Newtonovou metodou a zvýš́ıme-li počet

uzl̊u, některé vypočtené hodnoty se nezměńı a můžeme je znovu použ́ıt. New-

tonova metoda je proto v porovnáńı např. s Lagrangeovou metodou výhodněǰśı

pro výpočty. U Lagrangeovy metody je nutné při změně počtu uzl̊u přepoč́ıtat

všechny fundamentálńı polynomy, což neńı vhodné pro ručńı poč́ıtáńı. Při hledáńı

Newtonova interpolačńıho polynomu využ́ıváme poměrné diference.

Mějme dány navzájem r̊uzné body x0, . . . , xn a funkčńı hodnoty f0, . . . , fn

v těchto bodech.

Definice 2 [3] Necht’ je dána množina bod̊u {xi, i ∈ Z}, xi 6= xj pro i 6= j,

i, j ∈ Z a necht’ funkce f(x) je definovaná v těchto bodech. Pak poměrnou dife-

renci 1. řádu, resp. prvńı poměrnou diferenci funkce f(x) v bodech xi, xj definu-

jeme vztahem:

f [xi, xj] =
f(xj)− f(xi)

xj − xi

pro i 6= j.

Poměrnou diferenci k-tého řádu, resp. k-tou poměrnou diferenci funkce f(x) v bo-

dech xi, xi+1, . . . , xi+k definujeme pro k ∈ N, k ≥ 2 vztahem:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, xi+2, . . . , xi+k]− f [xi, xi+1, . . . , xi+k−1]

xi+k − xi

. (7)
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Věta 2 Newton̊uv interpolačńı polynom pn(x) ∈
∏

n pro body (xi, f(xi)), kde

xi 6= xk pro i 6= k, i = 0, 1, . . . n, je tvaru:

pn(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) + ... + f [x0, ..., xn](x− x0)...(x− xn−1) (8)

Důkaz 2 : viz [2], str. 163.

Př́ıklad 3 Sestrojte Newton̊uv interpolačńı polynom pn(x) pro data, která jsou

dána tabulkou:

xi −3 −2 −1 0 1 2
fi 650 103 4 −1 −2 −65

Řešeńı: hledáme polynom p5(x), jelikož n = 5.

Sestroj́ıme tabulku poměrných diferenćı. Hodnoty diferenćı vypoč́ıtáme dle vzorce

(7). Z d̊uvodu úspory mı́sta budeme v tabulce značit f [xi, . . . , xi+k] = f [i,...,i+k].

i xi fi f [i,i+1] f [i,i+1,i+2] f [i,i+1,i+2,i+3] f [i,i+1,...,i+4] f [i,i+1,...,i+5]
0 −3 650 −547 224 −59 11 −2
1 −2 103 −99 47 −15 1
2 −1 4 −5 2 −11
3 0 −1 −1 −31
4 1 −2 −63
5 2 −65

Pro výpočet využijeme pouze poměrné diference z prvńıho řádku tabulky. Dle

vztahu (8):

p5(x) = f(x0) +

+ (x− x0)f [x0, x1] +

+ (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2] +

+ (x− x0)(x− x1)(x− x2)f [x0, x1, x2, x3] +

+ (x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x3)f [x0, x1, x2, x3, x4] +

+ (x− x0)(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)f [x0, x1, x2, x3, x4, x5]
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Dosad́ıme:

p5(x) = 650 +

+ (x− (−3)) (−547) +

+ (x− (−3)) (x− (−2)) 224 +

+ (x− (−3)) (x− (−2)) (x− (−1)) (−59) +

+ (x− (−3)) (x− (−2)) (x− (−1)) (x− 0) (11) +

+ (x− (−3)) (x− (−2)) (x− (−1)) (x− 0) (x− 1) (−2) =

= 650− 547x− 1641 + 224x2 + 1120x + 1344− 59x3 − 354x2 − 649x

− 354 + 11x4 + 66x3 + 121x2 + 66x− 2x5 − 10x4 − 10x3 + 10x2 + 12x =

= −2x5 + x4 − 3x3 + x2 + 2x− 1.

Tento interpolačńı polynom je vykreslen na Obrázku 3.

V R jsem vytvořila program NEWTON-kalkulator.R, který obsahuje sou-

bory s kódy pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho polynomu. Analogicky jako

u Lagrangeovy metody jsem vytvořila kódy pro nalezeńı interpolačńıho polynomu

stupně 0, 1, 2, 3, 4 a 5. Jedná se o tyto soubory:

• newton-koef-0st.R

• newton-koef-1st.R

• newton-koef-2st.R

• newton-koef-3st.R

• newton-koef-4st.R

• newton-koef-5st.R

I tento program obsahuje kód funkce pro vykresleńı grafu interpolačńıho poly-

nomu graf-interpol-poly.R. Čtenář tento program najde na přiloženém CD.

Uživatel postupuje stejně jako u Lagrangeovy interpolace. Nejprve zadá vstup

do části zadejte data. Zde jsou přichystané dva vektory, kam vlož́ı hodnoty xi a
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fi. Dle počtu zadaných dat vybere soubor, který použije pro výpočet koeficient̊u

interpolačńıho polynomu a pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit tento soubor.

Následně pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit i soubor pro vykresleńı grafu. R

jako výstup vyṕı̌se vektor koeficient̊u a vykresĺı graf.

Ukážeme si tento postup konkrétně na Př́ıkladu 3.

Program NEWTON-kalkulator.R vypadá takto:

# NEWTON

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### např. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")

setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-3,-2,-1,0,1,2)

fi <- c(650,103,4,-1,-2,-65)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani

### koeficientu:

### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "newton-koef-(n-1)st.R")

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

### p(n-1) = k[1]*x^(n-1) + k[2]*x^(n-2) + ... + k[n]*x^0 )

source("newton-koef-0st.R")

source("newton-koef-1st.R")

source("newton-koef-2st.R")

source("newton-koef-3st.R")

source("newton-koef-4st.R")

source("newton-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Př́ıkladu 3 máme šest vstupńıch dat, budeme tedy hledat interpolačńı po-

lynom stupně 5. Spust́ıme proto soubor newton-koef-5st.R pro nalezeńı koefi-
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cient̊u interpolačńıho polynomu stupně 5. Poté spust́ıme soubor graf-interpol-

poly.R pro vykresleńı grafu. Jako výstup dostaneme vektor koeficient̊u a obrázek,

viz Obrázek 3, na kterém je vykreslen graf.

> source("newton-koef-5st.R")

[1] -2 1 -3 1 2 -1

Obrázek 3: Graf interpolačńıho polynomu určeného Newtonovou metodou
pro data z Př́ıkladu 3

Na ukázku zde uvád́ım kód ze souboru newton-koef-5st.R, který jsem použila

ke hledáńı interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 3. Obecný kód pro vykresleńı grafu

hledaného interpolačńıho polynomu je analogický jako u metody neurčitých koe-

ficient̊u. Zbývaj́ıćı kódy jsou k dispozici na CD.

# NEWTON

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupně 5

### overeni podminky:

n <- length(xi)
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m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-1,to=max(xi)+1,length=100)

### pocatecni nulová matice D:

D <- matrix(0, n, n, byrow = TRUE)

### matice diferenci D:

d <- fi[1:n]

D[1:n,1] <- d

for (i in 0:(n-2))

{d <- (d[2:(n-i)]-d[1:((n-i)-1)])

/(xi[(i+2):n]-xi[1:((n-i)-1)])

D[1:(n-(i+1)),i+2] <- d }

### koeficienty:

# k[1] - koeficinet pro x s nejvyššı́ mocninou,

# k[6] - koeficinet pro x s nejnižšı́ mocninou

k <- c(1:n)

k[1] <- (D[1,6])

k[2] <- (D[1,5]

- D[1,6] * ( xi[1]+xi[2]+xi[3]+xi[4]+xi[5]))

k[3] <- (D[1,4]

- D[1,5] * ( xi[1]+xi[2]+xi[3]+xi[4])

+ D[1,6] * ( xi[1]*xi[2]+xi[1]*xi[3]

+xi[1]*xi[4]+xi[1]*xi[5]

+xi[2]*xi[3]+xi[2]*xi[4]

+xi[2]*xi[5]+xi[3]*xi[4]

+xi[3]*xi[5]+xi[4]*xi[5]))

k[4] <- (D[1,3]

- D[1,4] * ( xi[1]+xi[2]+xi[3])

+ D[1,5] * ( xi[1]*xi[2]
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+xi[1]*xi[3]

+xi[1]*xi[4]

+xi[2]*xi[3]

+xi[2]*xi[4]

+xi[3]*xi[4])

- D[1,6] * ( xi[1]*xi[2]*xi[3] + xi[1]*xi[2]*xi[4]

+xi[1]*xi[2]*xi[5] + xi[1]*xi[3]*xi[4]

+xi[1]*xi[3]*xi[5] + xi[1]*xi[4]*xi[5]

+xi[2]*xi[3]*xi[4] + xi[2]*xi[3]*xi[5]

+xi[2]*xi[4]*xi[5] + xi[3]*xi[4]*xi[5]))

k[5] <- (D[1,2]

- D[1,3] * ( xi[1] + xi[2])

+ D[1,4] * ( xi[1]*xi[2] + xi[1]*xi[3] + xi[2]*xi[3])

- D[1,5] * ( xi[1]*xi[2]*xi[3] + xi[1]*xi[2]*xi[4]

+xi[1]*xi[3]*xi[4] + xi[2]*xi[3]*xi[4])

+ D[1,6] * ( xi[1]*xi[2]*xi[3]*xi[4]

+xi[1]*xi[2]*xi[3]*xi[5]

+xi[1]*xi[2]*xi[4]*xi[5]

+xi[1]*xi[3]*xi[4]*xi[5]

+xi[2]*xi[3]*xi[4]*xi[5]))

k[6] <- (D[1,1]

- D[1,2] * (xi[1])

+ D[1,3] * (xi[1]*xi[2])

- D[1,4] * (xi[1]*xi[2]*xi[3])

+ D[1,5] * (xi[1]*xi[2]*xi[3]*xi[4])

- D[1,6] * (xi[1]*xi[2]*xi[3]*xi[4]*xi[5]))

print(k)
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4. Iterovaná interpolace

V této části práce, pro kterou jsem čerpala z [2] a [4], poṕı̌su a nadefinuju ite-

rovanou interpolaci. Následně uvedu vlastńı př́ıklad, který vypoč́ıtám uvedenými

algoritmy. Tento př́ıklad také vyřeš́ım v R a vykresĺım pro daná data graf.

Postup řešeńı u iterované interpolace spoč́ıvá ve výpočtu interpolačńıho po-

lynomu po částech, tzv. iterovaně. To znamená, že začneme s výpočtem inter-

polačńıho polynomu pro menš́ı počet uzl̊u a postupně přidáváme daľśı, přičemž

tak postupně zkonstruujeme celý interpolačńı polynom.

Jak źıskat interpolačńı polynom pomoćı iterované interpolace nám ř́ıká násle-

duj́ıćı věta.

Věta 3 Necht’ jsou dány body (xi, fi), kde xi 6= xk pro i 6= k, i = 0, 1, . . . , n.

Označme pi0i1...ik(x) takový interpolačńı polynom z množiny
∏

k, k ≤ n, k ∈ N ,

pro který plat́ı:

pi0i1...ik(xij) = fij , j = 0, 1, . . . , k.

Potom iterovanou interpolaćı zkonstruujeme interpolačńı polynom takto:

pij(x) = fij (9)

pi0...ik(x) =
1

xik − xi0

∣∣∣∣ pi1...ik(x) x− xik

pi0...ik−1
(x) x− xi0

∣∣∣∣ (10)

Důkaz 3 : viz [2], str. 180.

Poznámka 2 pi0...ik(x) interpretujeme jako interpolačńı polynom pro body

xi0 , . . . , xik . To znamená např. p23(x) je interpolačńı polynom v bodech x2, x3.
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Vzorec (10) lze psát ve tvaru:

pi0...ik(x) =
(x− xi0)pi1...ik(x)− (x− xik)pi0...ik−1

(x)

xik − xi0

.

Dle vzorc̊u z Věty 3 lze iterovanou interpolaci poč́ıtat r̊uzně. Já se budu zabývat

konkrétně Nevillovým a Aitkenovým algoritmem.

4.1. Nevill̊uv algoritmus

Konstrukci interpolačńıho polynomu dle Nevillova algoritmu provád́ıme t́ım

zp̊usobem, že postupně poč́ıtáme jednotlivé interpolačńı polynomy nižš́ıch stupň̊u

podle vztahu (9) a (10), prostřednictv́ım nichž se propoč́ıtáme až k hledanému

interpolačńımu polynomu. Pro lepš́ı orientaci ve výpočtech si můžeme vytvořit

tabulku pro tento algoritmus.

i xi fi pi,i+1(x) pi,i+1,i+2(x) pi,i+1,...,i+3(x) pi,i+1,...,i+4(x)
0 x0 f0 = p0(x)
1 x1 f1 = p1(x) p01(x)
2 x2 f2 = p2(x) p12(x) p012(x)
3 x3 f3 = p3(x) p23(x) p123(x) p0123(x)
4 x4 f4 = p4(x) p34(x) p234(x) p1234(x) p01234(x)
...

...
...

...
...

...
...

Dle vztahu (10) bude např. vzorec pro interpolačńı polynom p01234 čtvrtého

stupně vypadat takto:

p01234(x) =
(x− x0)p1234(x)− (x− x4)p0123(x)

x4 − x0

.

Př́ıklad 4 Užit́ım Nevillova algoritmu najděte interpolačńı polynom pro daná

data:

i 0 1 2 3
xi −2 −1 0 1
fi 35 6 −3 −10
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Řešeńı: hledáme polynom p3(x), jelikož n = 3.

Nevill̊uv algoritmus poč́ıtá polynomy v tabulce:

i xi fi pi,i+1(x) pi,i+1,i+2(x) pi,i+1,...,i+3(x)
0 x0 = −2 p0(x) = 35
1 x1 = −1 p1(x) = 6 p01(x)
2 x2 = 0 p2(x) = −3 p12(x) p012(x)
3 x3 = 1 p3(x) = −10 p23(x) p123(x) p0123(x)

Dosad́ıme do vztah̊u (9) a (10) a zkonstruujeme všechny interpolačńı poly-

nomy z tabulky. Nejprve vypoč́ıtáme lineárńı interpolačńı polynomy:

p01(x) =
1

x1 − x0

∣∣∣∣p1(x) x− x1

p0(x) x− x0

∣∣∣∣ =
1

−1− (−2)

∣∣∣∣ 6 x− (−1)
35 x− (−2)

∣∣∣∣ =

= −23− 29x,

p12(x) =
1

x2 − x1

∣∣∣∣p2(x) x− x2

p1(x) x− x1

∣∣∣∣ =
1

0− (−1)

∣∣∣∣−3 x− 0
6 x− (−1)

∣∣∣∣ =

= −9x− 3,

p23(x) =
1

x3 − x2

∣∣∣∣p3(x) x− x3

p2(x) x− x2

∣∣∣∣ =
1

1− 0

∣∣∣∣−10 x− 1
−3 x− 0

∣∣∣∣ =

= −7x− 3.

Podobně vypoč́ıtáme kvadratické interpolačńı polynomy:

p012(x) =
1

x2 − x0

∣∣∣∣p12(x) x− x2

p01(x) x− x0

∣∣∣∣ =
1

0− (−2)

∣∣∣∣ −9x− 3 x− 0
−23− 29x x− (−2)

∣∣∣∣ =

= 10x2 + x− 3,

p123(x) =
1

x3 − x1

∣∣∣∣p23(x) x− x3

p12(x) x− x1

∣∣∣∣ =
1

1− (−1)

∣∣∣∣−7x− 3 x− 1
−9x− 3 x− (−1)

∣∣∣∣ =

= x2 − 8x− 3.
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A konečně hledaný interpolačńı polynom třet́ıho stupně:

p0123(x) =
1

x3 − x0

∣∣∣∣p123(x) x− x3

p012(x) x− x0

∣∣∣∣ =
1

1− (−2)

∣∣∣∣ x2 − 8x− 3 x− 1
10x2 + x− 3 x− (−2)

∣∣∣∣ =

= −3x3 + x2 − 5x− 3.

Posledńı polynom p0123(x) je hledaným interpolačńım polynomem třet́ıho

stupně pro daná data a je vykreslen na Obrázku 4.

Pro tento algoritmus jsem v R vytvořila program NEVILL-kalkulator.R,

obsahuj́ıćı soubory s kódy pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho polynomu. Stejně

jako u Lagrangeovy a Newtonovy metody jsem vytvořila kódy pro nalezeńı inter-

polačńıho polynomu stupně 0, 1, 2, 3, 4 a 5. Jedná se o tyto soubory:

• nevill-koef-0st.R

• nevill-koef-1st.R

• nevill-koef-2st.R

• nevill-koef-3st.R

• nevill-koef-4st.R

• nevill-koef-5st.R

Program opět obsahuje soubor s kódem pro vykresleńı grafu interpolačńıho

polynomu graf-interpol-poly.R. Čtenář najde tento program na přiloženém

CD.

Uživatel postupuje stejně jako u Lagrangeovy a Newtonovy interpolace. Zadává

vstup do části zadejte data. Zde jsou přichystané dva vektory. Vlož́ı zde hodnoty

xi a fi. Dle počtu zadaných dat vybere soubor pro výpočet koeficient̊u inter-

polačńıho polynomu a pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit tento soubor. Poté

pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit soubor pro vykresleńı grafu. R jako výstup

vyṕı̌se vektor koeficient̊u a vykresĺı graf.

Ukážeme si tento postup konkrétně na Př́ıkladu 4.

Program NEVILL-kalkulator.R vypadá takto:
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# ITEROVANA - NEVILL

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### např. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")

setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-2,-1,0,1)

fi <- c(35,6,-3,-10)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani

### koeficientu:

### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "nevill-koef-(n-1)st.R")

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

### p(n-1) = k[1]*x^(n-1) + k[2]*x^(n-2) + ... + k[n]*x^0 )

source("nevill-koef-0st.R")

source("nevill-koef-1st.R")

source("nevill-koef-2st.R")

source("nevill-koef-3st.R")

source("nevill-koef-4st.R")

source("nevill-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Př́ıkladu 4 máme čtyři vstupńı data, budeme tedy hledat interpolačńı po-

lynom stupně 3. Spust́ıme soubor nevill-koef-3st.R pro nalezeńı koeficient̊u

interpolačńıho polynomu stupně 3. Poté spust́ıme soubor graf-interpol-poly.R

pro vykresleńı grafu. Jako výstup dostaneme vektor koeficient̊u a obrázek, viz

Obrázek 4, na kterém je vykreslen graf.

> source("nevill-koef-3st.R")

[1] -3 1 -5 -3
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Obrázek 4: Graf interpolačńıho polynomu určeného metodou iterované interpo-
lace pro data z Př́ıkladu 4 a 5

Na ukázku uvád́ım kód ze souboru nevill-koef-3st.R, který jsem použila

ke hledáńı interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 4. Obecný kód pro vykresleńı

grafu hledaného interpolačńıho polynomu je analogický jako u ostatńıch metod.

Zbývaj́ıćı kódy jsou k dispozici na CD.

#ITEROVANA INTERPOLACE - NEVILLUV ALGORITMUS

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupně 3

### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),

to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

### koeficienty postupne konstruovanych polynomu:
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#P01

a <- c(1:2)

a[1] <- (fi[2]-fi[1])/(xi[2]-xi[1])

a[2] <- (fi[1]*xi[2]-fi[2]*xi[1])/(xi[2]-xi[1])

#P12

b <- c(1:2)

b[1] <- (fi[3]-fi[2])/(xi[3]-xi[2])

b[2] <- (fi[2]*xi[3]-fi[3]*xi[2])/(xi[3]-xi[2])

#P23

c <- c(1:2)

c[1] <- (fi[4]-fi[3])/(xi[4]-xi[3])

c[2] <- (fi[3]*xi[4]-fi[4]*xi[3])/(xi[4]-xi[3])

#P012

f <- c(1:3)

f[1] <- (b[1]-a[1]) /(xi[3]-xi[1])

f[2] <- (b[2]-a[2]-b[1]*xi[1]+a[1]*xi[3])/(xi[3]-xi[1])

f[3] <- (-b[2]*xi[1]+a[2]*xi[3])/(xi[3]-xi[1])

#P123

g <- c(1:3)

g[1] <- (c[1]-b[1]) /(xi[4]-xi[2])

g[2] <- (c[2]-b[2]-c[1]*xi[2]+b[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])

g[3] <- (-c[2]*xi[2]+b[2]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])

#P0123

k <- c(1:4)

k[1] <- (g[1]-f[1]) /(xi[4]-xi[1])

k[2] <- (g[2]-f[2]-g[1]*xi[1]+f[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[1])

k[3] <- (g[3]-f[3]-g[2]*xi[1]+f[2]*xi[4])/(xi[4]-xi[1])

k[4] <- (-g[3]*xi[1]+f[3]*xi[4])/(xi[4]-xi[1])

print(k)
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5.2. Aitken̊uv algoritmus

Při konstrukci interpolačńıho polynomu dle Aitkenova algoritmu aplikujeme

taktéž vztahy (9) a (10), k výpočtu však už́ıváme jiné polynomy. Konstruujeme

postupně interpolačńı polynomy

p0(x), p1(x), . . . , pn(x),

p01(x), p02(x), . . . , p0n(x),

p012(x), p013(x), . . . , p01n(x),

...

p0123,...,n(x).

Pro tento algoritmus si opět vytvoř́ıme tabulku:

xi fi p0i(x) p01i(x) p012i(x) p0123i(x)
x0 f0 = p0(x)
x1 f1 = p1(x) p01(x)
x2 f2 = p2(x) p02(x) p012(x)
x3 f3 = p3(x) p03(x) p013(x) p0123(x)
x4 f4 = p4(x) p04(x) p014(x) p0124(x) p01234(x)
...

...
...

...
...

...

Dle vztahu (10) bude v tomto př́ıpadě např. vzorec interpolačńıho polynomu

p014 pro body x0, x1 a x4 druhého stupně vypadat takto:

p014(x) =
(x− x1)p04(x)− (x− x4)p10(x)

x4 − x1

Polynom p04(x) je interpolačńı polynom pro data x0 a x4. Podobně polynom

p10(x) je interpolačńı polynom pro data x1 a x0. Využijeme permutace index̊u a

mı́sto p10(x) můžeme psát p01(x). Jedná se totiž o stejný polynom, který inter-

poluje data x0 a x1.

Nyńı si zkonstruujeme interpolačńı polynom pro data z Př́ıkadu 4 pomoćı

Aitkenova algoritmu.

Př́ıklad 5 Užit́ım Aitkenova algoritmu najděte interpolačńı polynom pro daná

data:
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i 0 1 2 3
xi −2 −1 0 1
fi 35 6 −3 −10

Řešeńı: hledáme polynom p3(x), jelikož n = 3.

Aitken̊uv algoritmus poč́ıtá polynomy uvedené v tabulce:

i xi fi pi,i+1(x) pi,i+1,i+2(x) pi,i+1,...,i+3(x)
0 x0 = −2 p0(x) = 35
1 x1 = −1 p1(x) = 6 p01(x)
2 x2 = 0 p2(x) = −3 p02(x) p012(x)
3 x3 = 1 p3(x) = −10 p03(x) p013(x) p0123(x)

Dosad́ıme do vztah̊u (9), (10) a sestroj́ıme lineárńı interpolačńı polynomy

p01(x), p02(x), p03(x):

p01(x) =
1

x1 − x0

∣∣∣∣p1(x) x− x1

p0(x) x− x0

∣∣∣∣ =
1

−1− (−2)

∣∣∣∣ 6 x− (−1)
35 x− (−2)

∣∣∣∣ =

= −29x− 23,

p02(x) =
1

x2 − x0

∣∣∣∣p2(x) x− x2

p0(x) x− x0

∣∣∣∣ =
1

0− (−2)

∣∣∣∣−3 x− 0
35 x− (−2)

∣∣∣∣ =

= −19x− 3,

p03(x) =
1

x3 − x0

∣∣∣∣p3(x) x− x3

p0(x) x− x0

∣∣∣∣ =
1

1− (−2)

∣∣∣∣−10 x− 1
35 x− (−2)

∣∣∣∣ =

= −15x + 5.

Nyńı zkonstruujeme interpolačńı polynom p012(x), k jehož sestrojeńı bychom

dle vztahu (10) potřebovali interpolačńı polynomy p01(x) a p12(x). Uprav́ıme

si tedy permutaćı index̊u p012(x) na p102(x), k jehož výpočtu potřebujeme inter-

polačńı polynomy p10(x) a p02(x). Permutaćı index̊u si uprav́ıme p10(x) na p01(x).

Nyńı můžeme sestrojit interpolačńı polynom p012(x).
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p012(x) = p102(x) =
1

x2 − x1

∣∣∣∣p02(x) x− x2

p01(x) x− x1

∣∣∣∣ =

=
1

0− (−1)

∣∣∣∣ −19x− 3 x− 0
−23− 29x x− (−1)

∣∣∣∣ =

= 10x2 + x− 3.

Stejně tak interpolačńı polynom p013(x) uprav́ıme permutaćı index̊u na p103(x),

a dále p10(x) na p01(x). Interpolačńı polynom p013(x) již můžeme zkonstruovat,

protože p013(x) = p103(x).

p013(x) = p103(x) =
1

x3 − x1

∣∣∣∣p03(x) x− x3

p01(x) x− x1

∣∣∣∣ =

=
1

1− (−1)

∣∣∣∣ 5− 15x x− 1
−23− 29x x− (−1)

∣∣∣∣ =

= 7x2 − 8x− 9.

Zbývá nám už jen sestrojit interpolačńı polynom p0123(x). Ten si permutaćı

index̊u uprav́ıme na p2013(x), tud́ıž k jeho výpočtu použijeme p201(x) permutaćı

index̊u upravený na p012(x).

p0123(x) = p2013(x) =
1

x3 − x2

∣∣∣∣p013(x) x− x3

p012(x) x− x2

∣∣∣∣ =

=
1

1− 0

∣∣∣∣7x2 − 8x− 9 x− 1
10x2 + x− 3 x− 0

∣∣∣∣ =

= −3x3 + x2 − 5x− 3.

Posledńı polynom p0123(x) je hledaným interpolačńım polynomem třet́ıho

stupně pro daná data a je vykreslen na Obrázku 4.

AITKEN-kalkulator.R je program vytvořený pro tento algoritmus. Analo-

gicky jako NEVILL-kalkulator.R obsahuje soubory s kódy pro výpočet koefi-

cient̊u interpolačńıho polynomu, které jsou i zde k dispozici pro stupeň polynomu

0, 1, 2, 3, 4 a 5. Jedná se o tyto soubory:
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• aitken-koef-0st.R

• aitken-koef-1st.R

• aitken-koef-2st.R

• aitken-koef-3st.R

• aitken-koef-4st.R

• aitken-koef-5st.R

Soubor graf-interpol-poly.R je v programu taktéž obsažen. Čtenář najde

tento program na přiloženém CD.

Uživatel postupuje stejně jako Nevillova algoritmu. Zadává vstup do části

zadejte data, kde jsou přichystané dva vektory xi a fi. Zde vlož́ı hodnoty a dle

počtu zadaných dat vybere soubor pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho poly-

nomu. Pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit tento soubor, poté pomoćı př́ıkazu

source přikáže spustit soubor pro vykresleńı grafu. R jako výstup vyṕı̌se vektor

koeficient̊u a vykresĺı graf.

Ukážeme si tento postup konkrétně na Př́ıkladu 5.

Program AITKEN-kalkulator.R vypadá takto:

# ITEROVANA - AITKEN

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### např. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")

setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-2,-1,0,1)

fi <- c(35,6,-3,-10)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani

### koeficientu:

40



### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "aitken-koef-(n-1)st.R")

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

### p(n-1) = k[1]*x^(n-1) + k[2]*x^(n-2) + ... + k[n]*x^0 )

source("aitken-koef-0st.R")

source("aitken-koef-1st.R")

source("aitken-koef-2st.R")

source("aitken-koef-3st.R")

source("aitken-koef-4st.R")

source("aitken-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Př́ıkladu 5 máme čtyři vstupńı data, budeme tedy hledat interpolačńı po-

lynom stupně 3. Spust́ıme soubor aitken-koef-3st.R pro nalezeńı koeficient̊u

interpolačńıho polynomu stupně 3. Dále spust́ıme soubor graf-interpol-poly.R

pro vykresleńı grafu, který nám vykreslil tentýž graf, jako vykreslil u Nevillova

algoritmu. Výstupem je vektor koeficient̊u a obrázek s grafem, viz Obrázek 4

(analogický jako obrázek s grafem pro Př́ıklad 4).

> source("aitken-koef-3st.R")

[1] -3 1 -5 -3

Na ukázku uvád́ım kód ze souboru aitken-koef-3st.R, který jsem použila

ke hledáńı interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 5. Obecný kód pro vykresleńı

grafu hledaného interpolačńıho polynomu je analogický jako u ostatńıch metod.

Zbývaj́ıćı kódy jsou k dispozici na CD.

#ITEROVANA INTERPOLACE - AITKENUV ALGORITMUS

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupně 3

### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")
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### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),

to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

### koeficienty postupne konstruovanych polynomu:

#P01

a <- c(1:2)

a[1] <- (fi[2]-fi[1])/(xi[2]-xi[1])

a[2] <- (fi[1]*xi[2]-fi[2]*xi[1])/(xi[2]-xi[1])

#P02

b <- c(1:2)

b[1] <- (fi[3]-fi[1])/(xi[3]-xi[1])

b[2] <- (fi[1]*xi[3]-fi[3]*xi[1])/(xi[3]-xi[1])

#P03

c <- c(1:2)

c[1] <- (fi[4]-fi[1])/(xi[4]-xi[1])

c[2] <- (fi[1]*xi[4]-fi[4]*xi[1])/(xi[4]-xi[1])

#P012

f <- c(1:3)

f[1] <- (b[1]-a[1]) /(xi[3]-xi[2])

f[2] <- (b[2]-a[2]-b[1]*xi[2]+a[1]*xi[3])/(xi[3]-xi[2])

f[3] <- (-b[2]*xi[2]+a[2]*xi[3])/(xi[3]-xi[2])

#P013

g <- c(1:3)

g[1] <- (c[1]-a[1]) /(xi[4]-xi[2])

g[2] <- (c[2]-a[2]-c[1]*xi[2]+a[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])

g[3] <- (-c[2]*xi[2]+a[2]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])

#P0123

k <- c(1:4)

k[1] <- (g[1]-f[1]) /(xi[4]-xi[3])

k[2] <- (g[2]-f[2]-g[1]*xi[3]+f[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[3])
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k[3] <- (g[3]-f[3]-g[2]*xi[3]+f[2]*xi[4])/(xi[4]-xi[3])

k[4] <- (-g[3]*xi[3]+f[3]*xi[4])/(xi[4]-xi[3])

k <- print (k)
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5. Hermitovská interpolace

V této kapitole budu studovat Hermitovskou interpolaci, pro kterou jsem

čerpala z [2] a [4]. I zde uvedu vlastńı př́ıklad vyřešený jak ručně, tak i v R.

Pro tento př́ıklad taktéž vykresĺım graf.

Tato metoda interpolace použ́ıvá k výpočtu interpolačńıho polynomu nav́ıc i

hodnoty derivaćı. Necht’ jsou dány uzly x0, . . . , xn, pro které plat́ı xi 6= xk pro i 6=

k, funkčńı hodnoty fi a hodnoty derivaćı f ′i , kde i = 0, 1, . . . , n. O Hermitově

interpolačńım polynomu hovoř́ıme v př́ıpadě, že chceme naj́ıt polynom stupně

2n + 1 tak, aby byly splněny podmı́nky:

p2n+1(xi) = fi, p′2n+1(xi) = f ′i ∀i = 0, 1, . . . , n. (11)

Následuj́ıćı věta nám ř́ıká, jak takový polynom sestrojit.

Věta 4 Necht’ jsou dány body x0, . . . , xn, xi 6= xk pro i 6= k, funkčńı hodnoty

fi a hodnoty prvńıch derivaćı f ′i , ∀i = 0, 1, . . . , n. Hermitovým interpolačńım

polynomem rozumı́me polynom p2n+1(x) stupně 2n + 1, který splňuje:

p2n+1(xi) = fi, p′2n+1(xi) = f ′i ∀i = 0, 1, . . . , n.

Lze jej vyjádřit ve tvaru:

p2n+1(x) =
n∑

i=0

hi(x)fi +
n∑

i=0

hi(x)f ′i , (12)

kde

hi(x) = [1− 2(x− xi)l
′
i(xi)] l

2
i (x), (13)

hi(x) = (x− xi)l
2
i (x), (14)

přičemž li(x) jsou Lagrangeovy fundamentálńı polynomy dané vztahem (6).

44



Důkaz 4 : viz [2], str. 184.

Př́ıklad 6 Sestrojte Hermit̊uv interpolačńı polynom pro data:

i 0 1 2
xi −1 0 1
fi −8 −1 10
f ′i 19 6 15

Řešeńı: hledáme polynom p5(x), jelikož n = 2.

Vypoč́ıtáme si fundamentálńı polynomy dle vztahu (6), jejich derivace a funkčńı

hodnoty v těchto derivaćıch:

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x− 0)(x− 1)

(−1− 0)(−1− 1)
=

1

2
(x2 − x),

l1(x) =
(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
=

(x− (−1))(x− 1)

(0− (−1))(0− 1)
= 1− x2,

l2(x) =
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

(x− (−1))(x− 0)

(1− (−1))(1− 0)
=

1

2
(x2 + x).

Odtud plyne:

l′0(x) = x− 1
2

l′0(x0) = −3
2

l′1(x) = −2x l′1(x1) = 0
l′2(x) = x + 1

2
l′2(x2) = 3

2
.

Nyńı dle vztahu (13) najdeme polynomy hi(x) pro i = 0, 1, 2.

h0(x) = [1− 2(x− x0)l
′
0(x0)] l

2
0(x) =

=

[
1− 2(x− (−1))

(
−3

2

)](
1

2
(x2 − x)

)2

=

=
1

4
(3x5 − 2x4 − 5x3 + 4x2),

h1(x) = [1− 2(x− x1)l
′
1(x1)] l

2
1(x) =

= [1− 2(x− 0)(0)] (1− x2)2 =

= x4 − 2x2 + 1,
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h2(x) = [1− 2(x− x2)l
′
2(x2)] l

2
2(x) =

=

[
1− 2(x− 1)

3

2

](
1

2
(x2 + x)

)2

=
1

4
(−3x5 − 2x4 + 5x3 + 4x2).

Podobně dle vztahu (14) najdeme i polynomy hi(x), pro i = 0, 1, 2.

h0(x) = (x− x0)l
2
0(x)

= (x− (−1))

(
1

2
(x2 − x)

)2

=
1

4
(x5 − x4 − x3 + x2),

h1(x) = (x− x1)l
2
1(x)

= (x− 0)(1− x2)2

= x5 − 2x3 + x,

h2(x) = (x− x2)l
2
2(x)

= (x− 1)

(
1

2
(x2 + x)

)2

=
1

4
(x5 + x4 − x3 − x2).

Nakonec dosad́ıme do vzorce (12) a dostaneme hledaný interpolačńı polynom

stupně 5, který je vykreslen na Obrázku 5.

p5(x) = f0h0(x) + f1h1(x) + f2h2(x) + f0
′h0(x) + f1

′h1(x) + f2
′h2(x) =

= (−8)
1

4
(x5 − 2x4 − 5x3 + 4x2) + (−1) (x4 − 2x2 + 1) +

+ 10
1

4
(−3x5 − 2x4 + 5x3 + 4x2) + 19

1

4
(x5 − x4 − x3 + x2) +

+ 6 (x5 − 2x3 + x) + 15
1

4
(x5 + x4 − x3 − x2) =

= x5 − 3x4 + 2x3 + 5x2 + 6x− 1.
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5.1. Hermitovská interpolace metodou neurčitých

koeficient̊u

Interpolačńı polynom pro data z Př́ıkladu 6 je možné naj́ıt i jinou cestou.

Lze v tomto př́ıpadě použ́ıt metodu neurčitých koeficient̊u. Tento postup hledáńı

interpolačńıho polynomu pro stejná data si ukážeme v následuj́ıćım Př́ıkladu 7.

Budeme hledat polynom stupně 2n+1, který má splňovat interpolačńı podmı́n-

ky (11). A protože jsou v tomto př́ıpadě př́ıtomny i funkčńı hodnoty prvńıch

derivaćı, lze je rozepsat do následuj́ıćıch tvar̊u:

p2n+1(x0) = a0x
2n+1
0 + a1x

2n
0 + . . . + a2n = f0

p2n+1(x1) = a0x
2n+1
1 + a1x

2n
1 + . . . + a2n = f1

...

p2n+1(xn) = a0x
2n+1
n + a1x

2n
n + . . . + a2n = fn.

p′2n+1(x0) = (2n + 1) a0x
2n
0 + (2n)a1x

2n−1
0 + . . . + a2n−1 = f ′0

p′2n+1(x1) = (2n + 1) a0x
2n
1 + (2n)a1x

2n−1
1 + . . . + a2n−1 = f ′1

...

p′2n+1(xn) = (2n + 1) a0x
2n
n + (2n)a1x

2n−1
n + . . . + a2n−1 = f ′n.

Dostáváme soustavu (2n+2) lineárńıch rovnic o (2n+2) neznámých ve tvaru:

a0x
2n+1
i + a1x

2n
i + . . . + a2n = fi, i = 0, 1, . . . , n, (15)

(2n + 1) a0x
2n
i + (2n)a1x

2n−1
i + . . . + a2n−1 = f ′i, i = 0, 1, . . . , n. (16)

I takovou soustavu můžeme vyřešit např. již zmı́něnou Gaussovou eliminačńı

metodou.

Př́ıklad 7 Sestrojte Hermit̊uv interpolačńı polynom pro data:

i 0 1 2
xi −1 0 1
fi −8 −1 10
f ′i 19 6 15
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Řešeńı: hledáme polynom p5(x), jelikož n = 2. Dle vztahu (15) a (16):

a0(−1)5 + a1(−1)4 + a2(−1)3 + a3(−1)2 + a4(−1)1 + a5 = −8

a0(0)5 + a1(0)4 + a2(0)3 + a3(0)2 + a4(0)1 + a5 = −1

a0(1)5 + a1(1)4 + a2(1)3 + a3(1)2 + a4(1)1 + a5 = 10

5a0(−1)4 + 4a1(−1)3 + 3a2(−1)2 + 2a3(−1)1 + 1a4 = 19

5a0(0)4 + 4a1(0)3 + 3a2(0)2 + 2a3(0)1 + 1a4 = 6

5a0(1)5 + 4a1(1)3 + 3a2(1)2 + 2a3(1)1 + 1a4 = 15

Řešeńı této soustavy provedeme např. Gaussovou eliminačńı metodou a dosta-

neme koeficienty a0 až a5. Tj. a0 = 1, a1 = −3, a2 = 2, a3 = 5, a4 = 6, a5 = −1.

Interpolačńı polynom je tedy ve tvaru p5(x) = x5− 3x4 + 2x3 + 5x2 + 6x− 1 (viz

Obrázek 5). Podmı́nky interpolace můžeme ověřit dosazeńım předepsaných bod̊u

z tabulky do interpolačńıho polynomu.

1(−1)5 + (−3)(−1)4 + 2(−1)3 + 5(−1)2 + 6(−1)1 + (−1) = −8

1(0)5 + (−3)(0)4 + 2(0)3 + 5(0)2 + 6(0)1 + (−1) = −1

1(1)5 + (−3)(1)4 + 2(1)3 + 5(1)2 + 6(1)1 + (−1) = 10

5(1))(−1)4 + 4(−3)(−1)3 + 3(2)(−1)2 + 2(5)(−1)1 + 1(6) = 19

5(1)(0)4 + 4(−3)(0)3 + 3(2)(0)2 + 2(5)(0)1 + 1(6) = 6

5(1)(1)5 + 4(−3)(1)3 + 3(2)(1)2 + 2(5)(1)1 + 1(6) = 15

T́ımto jsme si ověřili, že jsou splněny interpolačńı podmı́nky. Řešeńı bylo tedy

správné.

V R jsem pro nalezeńı interpolačńıho polynomu metodou Hermitovské in-

terpolace vytvořila program HERMIT-kalkulator.R . Pro tvorbu kódu jsem

zvolila jednodušš́ı cestu, a to naprogramováńı prostřednictv́ım metody neurčitých

koeficient̊u. Program obsahuje dva soubory:
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• hermit-koef.R

• graf-interpol-poly.R

Prvńı soubor je obecný kód pro výpočet koeficient̊u interpolačńıho polynomu,

seřazených od a0 až po a2n+1. Druhý soubor je kódem pro vykresleńı grafu inter-

polačńıho polynomu. Čtenář tento program najde na přiloženém CD.

Uživatel postupuje podobně jako u metody neurčitých koeficient̊u. Zadává

pouze vstup do části zadejte data. Hodnoty vlož́ı do vektor̊u xi, fi a dfi, které

jsou zde přichystány. Hodnoty dfi jsou funkčńı hodnoty derivaćı v bodech xi.

Pomoćı př́ıkazu source přikáže spustit oba soubory. R mu jako výstup vyṕı̌se

vektor koeficient̊u a vykresĺı graf.

Ukážeme si tento postup konkrétně na Př́ıkladu 7.

Program HERMIT-kalkulator.R vypadá takto:

#HERMIT POMOCI MNK

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### např. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")

setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-1,0,1)

fi <- c(-8,-1,10)

dfi <- c(19,6,15)

### spustte soubor pro hledani koeficientu:

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

### p(n-1) = k[1]*x^(n-1) + k[2]*x^(n-2) + ... + k[n]*x^0 )

source("hermit-koef.R")

### pote spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")
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V Př́ıkladu 7 máme tři vstupńı data, tj. n = 2, hledaným inerpolačńım

polynomem je proto interpolačńı polynom stupně 5. Spust́ıme soubor hermit-

koef.R pro nalezeńı koeficient̊u interpolačńıho polynomu, a následně i soubor

graf-interpol-poly.R pro vykresleńı grafu. Jako výstup dostaneme vektor koe-

ficient̊u a obrázek, viz Obrázek 5, na kterém je vykreslen graf.

> source("hermit-koef.R")

[1] 1 -3 2 5 6 -1

Obrázek 5: Graf interpolačńıho polynomu určeného Hermitovskou interpolaćı po-
moćı metody neurčitých koeficient̊u pro data z Př́ıkladu 6 a 7

Opět uvád́ım náhled na obecný kód hermit-koef.R, který byl použitý ke hle-

dáńı koeficient̊u interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 7. Obecný kód pro vykresleńı

grafu hledaného interpolačńıho polynomu je opět stejný jako u metody neurčitých

koeficient̊u.

hermit-koef.R:

# HERMITOVSKA INTERPOLACE POMOCI MNK

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupně n-1
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### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),

to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

l <- n-1

### definice matice K a vektoru gi:

K <- matrix(0, nrow = 2*l+2, ncol = 2*l+2)

for(j in 1:(2*l+2))

{K[1:n,j] <- xi^((2*l+2)-j)}

for(j in 1:(2*l+1))

{K[(n+1):(2*n),j] <- ((2*l+2)-j)*xi^((2*l+1)-j)}

gi <- c(fi,dfi)

### vypocet koeficientu:

p <- solve(K,gi)

print(k <- as.numeric(p))
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6. Shrnut́ı

Hlavńım záměrem této práce pro mě bylo ukázat čtenáři možnosti nalezeńı

interpolačńıho polynomu, které zrekapituluji v této kapitole.

Jednou z možnost́ı je nalézt interpolačńı polynom ručńım výpočtem. Vložila

jsem zde sedm vlastńıch př́ıklad̊u, které jsem podrobně vysvětlila tak, aby byl

čtenář schopen porozumět zp̊usobu hledáńı interpolačńıho polynomu konkrétńı

metodou.

V Př́ıkladech 1, 2, 3, 4 a 5 je vysvětlena konstrukce interpolačńıho polynomu

pro př́ıpad, kdy jsou zadány uzlové body xi a funkčńı hodnoty fi. Tehdy lze použ́ıt

metodu neurčitých koeficient̊u, Lagrangeovou metodou, Newtonovou metodou a

metodou iterované interpolace, která obsahuje dva algoritmy. V př́ıpadě, že jsou

zadány uzlové body xi, funkčńı hodnoty fi, a nav́ıc i funkčńı hodnoty prvńıch

derivaćı f ′i uvád́ım Př́ıklad 6 pro hledáńı interpolačńıho polynomu Hermitovskou

metodou. Takový interpolačńı polynom však lze nalézt i metodou neurčitých

koeficient̊u, což je předvedeno v Př́ıkladu 7.

Daľśı možnost́ı je použ́ıt některý z programů, které jsem vytvořila v R. Je zde

k dispozici šest kalkulátor̊u, které vždy najdou koeficienty interpolačńıho poly-

nomu pro daná data a vykresĺı pro takový interpolačńı polynom graf. Uživateli

nab́ıźım kalkulatory MNK-kalkulator.R a HERMIT-kalkulator.R, které na-

jdou koeficienty interpolačńıho polynomu jakéhokoliv stupně. Dále nab́ıźım kal-

kulátory LAGRANGE-kalkulator.R, NEWTON-kalkulator.R, NEVILL-

kalkulator.R a AITKEN-kalkulator.R, které můžou naj́ıt koeficienty pro in-

terpolačńı polynom stupně 0 až 5. Tyto kalkulátory nav́ıc nab́ıźı i koeficienty

např. fundamentálńıch Lagrangeových polynomů nebo postupně konstruovaných
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interpolačńıch polynomů v př́ıpadě iterované interpolace.

Při práci s R jsem také narazila na několik užitečných funkćı. Např. můžu

doporučit funkci

coef,

která nám vyṕı̌se vektor koeficient̊u interpolačńıho polynomu pro daná data. Je

nutné však dodržet vztah mezi počtem bod̊u a stupněm interpolačńıho poly-

nomu, viz Věta 1. Funkce je naprogramována metodou nejmenš́ıch čtverc̊u [4],

[3]. Např́ıklad pro data z Př́ıkladu 1:

xi <- c(-1,0,2,5)

fi <- c(10,3,13,-2)

vyṕı̌se koeficienty t́ımto zp̊usobem:

> k = coef(lm(fi ~ I(xi^1) + I(xi^2) + I(xi^3)))

> print(k)

(Intercept) I(xi^1) I(xi^2) I(xi^3)

3 -1 5 -1

Koeficienty řad́ı v opačném pořad́ı než použ́ıváme my, viz (1), a to od an až po a0.

Využ́ıt́ı polynomů k interpolaci je výhodné, protože s polynomy se dobře

pracuje. Jak už ale bylo řečeno, polynomiálńı interpolace při interpolaci polyno-

mem stupně vyšš́ıho než 3 ztráćı na významu a je výhodněǰśı použ́ıt interpolaci

spajny. Uvád́ım zde tři vlastńı př́ıklady, které vyřeš́ım v R pomoćı obecného kódu

MNK-kalkulator.R. Následně vykresĺım grafy nalezených interpolačńıch poly-

nomů stupně 6, 10 a 15, na kterých jsou vidět jasné známky oscilace vždy mezi

prvńımi a posledńımi dvěma uzlovými body.

Př́ıklad 8 Najděte interpolačńı polynom pro daná data:

xi −9 −5 −3 0 3 5 9
fi 50 −100 25 −80 140 −150 30
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Řešeńı: hledáme polynom p6(x), jelikož n = 6.

Pro řešeńı jsem spustila oba soubory z MNK-kalkulator.R. Výstupem je

vektor koeficient̊u a graf interpolačńıho polynomu p6(x) na Obrázku 6.

> source("mnk-koef.R")

[1] 0.01804958 0.02194252 -1.85465811 -2.25646219

[5] 33.28546214 37.69748264 -80.00000000

Obrázek 6: Graf interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 8

Př́ıklad 9 Najděte interpolačńı polynom pro daná data:

xi −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
fi −4 250 −1000 2 −3 5000 −21 52 −3 74 0

Řešeńı: hledáme polynom p10(x), jelikož n = 10.

Pro řešeńı jsem spustila oba soubory z MNK-kalkulator.R. Výstupem je

vektor koeficient̊u a graf interpolačńıho polynomu p10(x) na Obrázku 7.

> source("mnk-koef.R")

[1] -3.637288e-01 3.468778e-02 1.987030e+01 -1.557102e+00

[5] -3.659480e+02 1.964615e+01 2.699631e+03 -6.131342e+01

[9] -7.365189e+03 3.418968e+01 5.000000e+03
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Obrázek 7: Graf interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 9

Př́ıklad 10 Najděte interpolačńı polynom pro data daná tabulkou:

xi −10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0
fi −52 450 −85 96 2 −91 0 1 8 −3 14
xi 1 2 3 4 5
fi 98 −7 17 3 84

Řešeńı: hledáme polynom p15(x), jelikož n = 15.

Pro řešeńı jsem spustila oba soubory z MNK-kalkulator.R. Výstupem je

vektor koeficient̊u a graf interpolačńıho polynomu p15(x) na Obrázku 8.

> source("mnk-koef.R")

[1] -1.375870e-07 -4.594447e-06 -4.624234e-05 3.804371e-05

[5] 3.233863e-03 1.181109e-02 -6.918480e-02 -4.360671e-01

[9] 4.335613e-01 5.981876e+00 2.585914e+00 -3.405428e+01

[13] -3.527586e+01 6.199663e+01 8.282238e+01 1.400000e+01
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Obrázek 8: Graf interpolačńıho polynomu z Př́ıkladu 10
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Závěr

V této práci jsem čtenáři představila metody, kterými je možné nalézt in-

terpolačńı polynom. Dále jsem uvedla vlastńı vyřešené př́ıklady pro konkrétńı

metody, které jsem doplnila o vysvětleńı. Součást́ı práce jsou dávkové soubory,

vztahuj́ıćı si k jednotlivým metodám. Pomoćı těchto soubor̊u můžeme nalézt koe-

ficienty interpolačńıho polynomu pro konkrétńı data a vykreslit si pro takový in-

terpolačńı polynom graf. V závěrečné kapitole jsem shrnula možnosti nalezeńı in-

terpolačńıho polynomu, které nab́ıźı moje práce a upozornila jsem na své poznat-

ky.

Tato práce pro mě byla velkým př́ınosem. Nejenže jsem si velmi prohloubila

problematiku interpolace, ale také jsem se naučila pracovat s matematickým soft-

warem R. Nav́ıc jsem dokázala źıskané znalosti aplikovat pro vytvořeńı něčeho,

co může člověku výrazně ulehčit práci. Uživatelsky př́ıvětivěǰśı bych však pro

tento typ úloh označila matematický software Matlab. Zobecněńı složitěǰśıch kód̊u

z moj́ı práce by mohlo být námětem pro daľśı práci, stejně jako vytvořeńı kód̊u

pro interpolaci spajny.

Vytvořené dávkové soubory jsou k dispozici na přiloženém CD. Bakalářská

práce byla vysázena systémem LATEX.
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