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Uvod

V matematice se ¢asto naskytne otazka, zda je mozné prolozit polynomickou
krivku zadanymi body v roviné. Dale se muzeme ptat, jestli 1ze nahradit poly-
nomem slozitou funkci, se kterou ma tento polynom nékolik spolecnych bodii.
Odpovédi na tyto otazky nam da polynomidalni interpolace, kterou se v této praci
budeme zabyvat.

Cilem této bakalaiské prace je seznamit ¢tenare s polynomidlni interpolaci a
predstavit metody, kterymi je mozné v numerické matematice nalézt interpolacni
polynom. Vsechny metody budou podrobné vysvétleny na vlastnich prikladech,
které byly vymysleny tak, aby se s nimi dobfe pocitalo.

V préci budou predvedeny jednotlivé davkové soubory vytvorené v matema-
tickém softwaru R, pomoci nichz je mozné nalézt koeficienty interpola¢niho poly-
nomu pro konkrétni data nebo si vykreslit pro takovy interpolacni polynom graf.
Predpoklada se, ze uzivatel ma zakladni znalosti pro praci v R, popt. doporucuji

], [0] & [7].



1. Uvod do interpolace

V této ¢asti prace, pro kterou jsem ¢erpala z [2], [3] a [1], popisu a nadefinuju
polynomiélni interpolaci. Dale vysvétlim metodu neurcitych koeficientu, ruéné
vypocéitam vlastni piiklad, ktery nasledné vytesim také v softwaru R. Pomoci

tohoto programu vykreslim i graf.

vvvvvv

todu interpolace volime ve dvou piipadech:

e mame-li explicitné danou funkci f(x), ktera je vyjadrena slozitym predpisem
a chceme-li ji nahradit jednodussi funkci, tzn. chceme ji aproximovat jinou
funkci, ktera bude v predepsanych bodech nabyvat stejnych hodnot jako
funkce f(z),

e mame-li ddny body (z;, fi), ¢ = 0,1,...,n a hleddme-li takovou funkci,

ktera v bodech x; nabyva predepsanych hodnot f;.

Funkci, kterou v téchto pripadech hledame, nazyvame interpolac¢ni funkce.

V této préaci se zaméiim na interpolaci, kdy je interpolacni funkci polynom.
Budu se tedy zabyvat polynomidalni interpolaci.

Predpokladejme, ze jsou déany body zg, 1, ..., T,, x; # x pro i # k. Tyto
body nazyvame uzly ¢i uzlové body. Dale budeme znacit f; = f(z;).

Vysvétlime si nyni, co je ilohou polynomidlni interpolace. Nejdiive ozna¢me

[ 1, jako mnozinu vSech redlnych polynomu stupné nejvyse n tvaru:
() = apa™ + a12" 1+ ..+ ay, (1)

kde ayg, ..., a, jsou libovolné realné konstanty.
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Nasf tlohou je, abychom nasli takovy polynom p,(x) € [],, ktery v (n+ 1)
vzajemné ruznych bodech xg, x1, ..., x, nabyva predepsanych hodnot f;, i =

0,1,...,n. Tzn. chceme takovy polynom p,(x), pro ktery plati:
po(xi) = fi Vi=0,1,...,n. (2)

Tento polynom je pak interpolacnim polynomem a podminky (2) nazveme podmin-

ky interpolace.

Véta 1 Pro (n+ 1) dangch dvojic (z;, f;), i = 0,1,...,n, x; # x pro i # k
existuje prdvé jeden polynom p,(x) € [], takovy, Ze

Dukaz 1 : viz [2], str. 158.

Poznamka 1 7 predchozi véty vyplyva, ze existuje pravé jeden interpolacni po-
lynom. Lze jej nalézt nékolika metodami. Je vSak dulezité si uvédomit, ze nam

vSechny metody najdou tentyz polynom.

Je znamo, ze nejcastéji pouzivanym interpolaé¢nim polynomem je kubicky po-
lynom, protoze u interpola¢nich polynomu vyssich stupnu vzniké oscilace a poly-
nomidlni interpolace ztraci vyznam. V takovych piipadech je vyhodnéjsi interpo-
lace splajny, coz jsou po castech polynomické funkce. V této praci se vsak timto
tématem nezabyvam a ¢tenafe tudiz odkazuji na skripa [2]. Ndzornou ukézku

oscilace polynomu stupné 6, 10 a 15 uvedu v kapitole 6.

1.1. Metoda neurcitych koeficienti

V pripadé, ze neméame zadné znalosti o problematice interpola¢nich poly-
nomu, muzeme ulohu interpolace Tesit pomoci soustavy linedrnich rovnic. Ta-
kova metoda se nazyva metoda neurcitych koeficientu. Tento zpusob vsak kvuli
rozsahlému vypoctu neni vhodny pro vétsi pocet uzlu. Vime, ze hledame poly-

nom n-tého stupné, ktery ma spliiovat interpolaéni podminky (2). Ty lze rozepsat
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do tvaru:

Pu(T0) = aoxl + a1zt + ... +a, = fo

pn(T1) = apzt + alx’f_l +...+a,= N

pn(xn) = CLQZL'Z + (lll'gil +...+a, = fn
Dostali jsme soustavu (n + 1) linedrnich rovnic o (n+ 1) neznamych ve tvaru:
ax} +ax} T+ tay = fi, i=0,1,...,n. (4)

Predpokladali jsme vzdjemné ruzné body interpolace x, ..., x,, proto je de-
terminant této soustavy, tzv. Vandermonduv determinant, nenulovy a tato sou-
stava ma pravé jedno feseni. Takovou soustavu fesime napt. Gaussovou eliminac¢ni

metodou, viz napt. [2],[1].

Piiklad 1 Najdéte interpolacni polynom p,(z) pro data dana tabulkou:

¢ 0|12 3
f110 [3[13] 2

Resend: hleddme polynom ps(x), jelikoz n = 3. Dle vztahu (4):

(—=1)3ag + (=1)%a; + (—1)'ay + (—1)%a3 = 10
03ao 4+ 0%a; + 0'as + 0%3 = 3
23CL0 + 22a1 + 216L2 + 20a3 =13

53&0 + 52a1 + 51&2 + 50a3 = —2.

Tuto soustavu vytresime napi. Gaussovou elimina¢ni metodou a dostaneme koe-
ficienty ag az az. Tj. ag = —1, a; = 5, as = —1, az3 = 3. Interpolaéni polynom

je tedy ve tvaru p3(z) = —a + 52% — x + 3 (viz Obrazek 1). Ovéiime podminky
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interpolace tak, ze dosadime predepsané body z tabulky do interpolacniho poly-

nomau.

(=1)* +5(=1)> = (=1) +3 =10
—(0)* +5(0)2 - (0)+3 =3
—(2%4+5(2)> - (2) +3 =13
—(5)* +5(5)* — (5) +3 = —2.

Timto jsme si ovéfili, ze jsou splnény interpolaéni podminky. Reseni bylo tedy

Spravné.

V programu R jsem pro nalezeni interpola¢niho polynomu metodou neurcitych
koeficientu vytvorila program, ktery jsem nazvala MNK-kalkulator.R . Pro-

gram obsahuje dva soubory:
e mnk-koef.R
e graf-interpol-poly.R

Prvni soubor je obecny kéd pro vypocet koeficientu interpola¢niho polynomu,
setazenych od ag az po a, dle vztahu (1). Druhym souborem je kéd pro vykreslen{
grafu interpola¢niho polynomu. Tento kod je analogicky i pro ostatni metody.
Ctenaf tento program najde na piilozeném CD.

Uzivatel zada pouze vstup do ¢asti zadejte data. Zde jsou prichystané dva
vektory, kam vlozi hodnoty x; a f;. Poté pomoci ptikazu source piikaze spustit
oba soubory. R mu jako vystup vypiSe vektor koeficientu a vykresli graf.

Ukazeme si tento postup konkrétné na Prikladu 1.

Program MNK-kalkulator.R vypada takto:

#METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU
### nastaveni pracovniho adresare:
### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD

### napr. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")
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setwd("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xil[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- ¢(-1,0,2,5)

fi <- ¢(10,3,13,-2)

### spustte soubor pro hledani koeficientu:

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

###  p(n-1) = k[1]*x"(n-1) + k[2]*x"(n-2) + ... + k[n]*x~0 )
source ("mnk-koef .R")

### pote spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

Jako vystup dostaneme vektor koeficientu a obrazek, viz Obrazek 1, na kterém

je vykreslen graf.

> source ("mnk-koef .R")

[1] -1 5 -1 3
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Obrazek 1: Graf interpola¢niho polynomu urcéeného metodou neurcitych koefici-
entu pro data z Prikladu 1

Zde uvadim néhled na kédy uvedenych souboru:

e soubor mnk-koef.R:

# METODA NEURCITYCH KOEFICIENTU
# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupné& n-1
### overeni podminky:
n <- length(xi)
m <- length(fi)
if (n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")
### pomocne promenne:
x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),
to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)
### definice M:
M <- matrix(nrow=n,ncol=n)
for(j in 1:n)
14



ML, 31 <= xi~(n-j)%
### vypocet koeficientu:
p <- solve(M,fi)

print(k <- as.numeric(p))

e soubor graf-interpol-poly.R:

# GRAF
# interpolacni polynom stupne n-1
if (n==1)
{P <= k[1]*(x"(n-1));
horni <- fi[1]+0.1*abs(max(fi));
dolni <- fi[1]-0.1*abs(min(fi));
plot(x,P,xlab="o0sa x",ylab="osa y",type="1",
ylim=c(dolni,horni),
frame=FALSE) ;
points(fi~xi,pch=8)}
if(n'=1)
{P <= k[1]x(x"(n-1));
for(i in 2:n)
{P <= (P + k[i]*(x"(n-1)))};
uvnitr <- ((x>=min(xi))&(x<=max(xi)));
r = range(P[uvnitr]);
horni = r[2]+0.1*abs(r[2]);
dolni = r[1]-0.1*abs(r[1]);
plot(x,P,xlab="o0sa x",ylab="osa y",type="1",
ylim=c(dolni,horni),
frame=FALSE) ;

points(fi~xi,pch=8)}
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2. Lagrangeova interpolace

V této kapitole jsem ¢erpala z [2], [3]. Budu se zde zabyvat Lagrangeovou me-
todou, ktera patii k nejznaméjsim interpola¢nim metodam. I tady rucné vypoci-
tam vlastni priklad, ktery pak vyfesim také v softwaru R. Pomoci tohoto pro-
gramu vykreslim i graf.

Ukézeme si nyni, jak lze interpolacni polynom sestrojit v Lagrangeové tvaru.

Definice 1 Pro dand data (x;, f;), i1 = 0,1,...,n, x; # x, proi # k definujeme

Lagrangeuv tvar interpolacniho polynomu vztahem:
Pu(x) = lo(2) f(20) + L(2) f (1) + .- + () f (), (5)
kde l;(x) je i-ty fundamentdlni polynom n-tého stupné a je dan vztahem:

() — (x —zo)(x —21)...( — i) (2 — Xi31)...(x — )

Lehce se ovéri, ze tento Lagrangeuv interpolacni polynom (5) spliiuje inter-
polaéni podminky (2). Navic, protoze je linearni kombinaci polynomu /;(x) stupné

n, je Lagrangeuv polynom p,(z) stupné nejvyse n.

Pi#iklad 2 Najdéte interpolacni polynom p,(z) pro data dana tabulkou:

t | 0 |1 2 3
il =41 =1]146

Resend: hleddme polynom ps(x), jelikoz n = 3.

Nejprve si spoc¢itame fundamentdlni polynomy pro i = 0,1, 2,3 dle vztahu (6).
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(x—z)(r —22)(w—w3) (- 0)(x—2)(z—5)

ol@) = (xg — 1) (z0 — 22) (20 — 3) B (-1-0)(-1=2)(-1-5) N

1
= —E(xg’ — 72% + 10z),

L(z) = (x — xz0)(x — 29)(x — 23) _ (x —(=1))(x —2)(x —5) _
(o1 — o)1 — o) (1 —23) (0= (D)0~ 20 5)

1
= E(x?’ — 62% + 3z + 10),

Ih(z) = (x — zo)(x — 1) (2 — 23) _ (x — (=1))(x = 0)(z — b) _
(22 = o) (w2 — o) (w2 —w5) (2= (-1)2- 02 5)

1
= —E(xg’ — 42° — 51),

Is(z) = (x — x)(x — 1) (2 — 2) _ (x — (=1))(z — 0)(z — 2) _
(563 - l‘o)(xg - :L’1)(:L‘3 - xg) (5 — (_1))(5 _ 0)(5 — 2)
1

90

(2% — 2% — 2).
Dle vztahu (5):

p3(x) = lo(z) fo+ Li(x) fi + lo(2) f2 + Is() f3,

pro dand data dostavame Lagrangeuv interpolac¢ni polynom:

ps3(x) = (—%) (2% — 72% 4+ 10x) (—4) + 1i0 (z* — 62 + 3z + 10) (1) +
+ (—%) (2% — 422 — 5z) (1) + % (% — 2% — 22) (146) = . .

=213 — 4’ —x+1

Tento polynom je vykreslen na Obrazku 2.
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Lagrangeuv interpola¢ni polynom je zakladem pro odvozeni metod nume-
rického derivovani a integrovani. Je tedy po teoretické strance v numerické mate-
matice velmi dulezity. V piipadé zmény poc¢tu uzlu je nutné prepocitat vsechny
fundamentalni polynomy. Vypocty jsou proto velmi zdlouhavé a ¢asové nérocné.
V tomto ptipadé nebo pii velkém poctu uzlu se doporucuje pouzit spise nékterou
z metod, které jsou uvedeny v dalsich kapitolach.

V' R jsem vytvorila program LAGRANGE-kalkulator.R, ktery obsahuje
soubory s kédy pro vypocet koeficient interpolacniho polynomu. Jak jiz bylo
uvedeno, doporucuje se interpolovat polynomem linedrnim, kvadratickym ¢i ku-
bickym. Z toho duvodu jsem vytvorila kédy pro nalezeni interpola¢niho polynomu
stupneé 0, 1, 2, 3. Déle i stupné 4 a 5, protoze zde jiz muzeme zaznamenat oscilaci.

Jednd se o tyto soubory:

e lagrange-koef-Ost.R

lagrange-koef-1st.R

lagrange-koef-2st.R

lagrange-koef-3st.R

lagrange-koef-4st.R

e lagrange-koef-5st.R

Déle program obsahuje kéd funkce pro vykresleni grafu interpola¢niho polynomu
graf-interpol-poly.R. Ctenaf tento program najde na piilozeném CD.

Uzivatel postupuje tak, ze nejprve zada vstup do ¢asti zadejte data. Zde jsou
prichystané dva vektory, kam vlozi hodnoty x; a f;. Pak dle po¢tu zadanych dat
vybere soubor, ktery pouzije pro vypocet koeficientu interpola¢niho polynomu a
pomoci piikazu source prikaze spustit tento soubor. Dale pomoci ptikazu source
prikaze spustit i soubor pro vykresleni grafu. R jako vystup vypise vektor koefi-
cientu a vykresli graf.

Ukazeme si tento postup konkrétné na Prikladu 2.

Program LAGRANGE-kalkulator.R vypada takto:
18



# LAGRANGE

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD
### napr. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")
setwd("")

#i## zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- ¢(-1,0,2,5)

fi <- c(-4,1,-1,146)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani
### koeficientu:

### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "lagrange-koef-(n-1)st.R")
### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

###  p(n-1) = k[1]*x"(n-1) + k[2]*x"(n-2) + ... + k[n]*x~0 )
source("lagrange-koef-Ost.R")

source("lagrange-koef-1st.R")

source("lagrange-koef-2st.R")

source("lagrange-koef-3st.R")

source("lagrange-koef-4st.R")

source("lagrange-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Prikladu 2 mame ¢tyti vstupni data, budeme tedy hledat interpolacni po-
lynom stupné 3. Spustime proto soubor lagrange-koef-3st.R pro nalezeni koe-
ficientu interpolacniho polynomu stupné 3. Poté spustime soubor graf-interpol-
poly.R pro vykresleni grafu. Jako vystup dostaneme vektor koeficientu a obrazek,

viz Obrazek 2, na kterém je vykreslen graf.

> source("lagrange-koef-3st.R")

(1] 2 -4-1 1
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Obrézek 2: Graf interpola¢niho polynomu urcéeného Lagrangeovou metodou
pro data z Piikladu 2

Na ukazku zde uvadim koéd ze souboru lagrange-koef-3st.R, ktery jsem
pouzila ke hledéni interpolacniho polynomu z Piikladu 2. Obecny kéd pro vy-
kresleni grafu hledaného interpolac¢niho polynomu je analogicky jako u metody

neurc¢itych koeficientu. Zbyvajici kody jsou k dispozici na CD.

# LAGRANGE

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupné& 3

### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if (n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),
to=max(xi)+0.1x*abs(max(xi)),length=100)

1 = length(x)

### pocatecni nulova matice L:

20



L <- matrix(0, n, n, byrow = TRUE)
### fundamentalni polynomy:
#jmenovatel stejny, a = koeficient u x s (n-1)-ni mocninou
## 11 * £i[1] -> L[,1]
# citatel u a = konstanta
a<-( 1/ ((xil1]-xi[2]) * (xi[1]1-x1i[3]) * (xi[1]-xi[41)))
# citatel u b = minus soucet jednotlivcu
b <- (- ( xi[2] + xi[3] + xi[4])
/ ((xi[1]1-xi[2]) * (xi[1]-xi[3]) * (xil[1]1-xi[4]1)))
# citatel u ¢ = soucet soucinu dvojic
c <= (C xif[2] * xi[3] + xi[2] * xi[4] + xi[3] * xi[4])
/ ((xi[1]-xi[2]) * (xil[1]-xi[3]) * (xi[1]-xi[4]1)))
# citatel u d = minus soucet soucinu trojic
d <= (- (xif[2] * xi[3] * xi[4])
/ ((xil[1]-xi[2]) * (xi[1]-xi[3]) * (xi[1]-xi[4]1)))
L[,1] <= c(a,b,c,d) * fi[1]
# 12 x fi[2] -> L[,2]
# citatel u a = konstanta
a<- ( 1/ (xi[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4])))
# citatel u b = minus soucet jednotlivcu
b <- (- ( xil1] + xi[3] + xi[4])
/ ((xi[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4]1)))
# citatel u c = soucet soucinu dvojic
c <= ( ( xi[1]#*xi[3] + xil[1]*xi[4] + xi[3]*xi[4])
/ ((xil[2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xil[4]1)))
# citatel u d = minus soucet soucinu trojic
d <= (- (xi[1]=*xi[3]=*xil[4])
[/ ((xif2]-xi[1]) * (xi[2]-xi[3]) * (xi[2]-xi[4])))
L[,2] <- c(a,b,c,d) * fi[2]
## 13 * £i[3] -> L[,3]
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# citatel u a = konstanta
a<- ( 1/ (xil8]-xil1]) * (xi[3]1-xi[2]) * (xi[3]1-xi[4]1)))
# citatel u b = minus soucet jednotlivcu
b <- (- ( xi[1] + xi[2] + xi[4])

/ ((xil[3]-xi[1]) * (xi[3]-xi[2]) * (xi[3]-xil[4]1)))
# citatel u ¢ = soucet soucinu dvojic
c <= ( C xil1l*xi[2] + xi[1]*xi[4] + xi[2]=*xi[4])

/ ((xil[3]-xi[1]) * (xil[3]-xi[2]) * (xi[3]-xil[4]1)))
# citatel u d = minus soucet soucinu trojic
d <- (- (xil[1]*xi[2]*xi[4])

/ ((xi[3]-xi[1]) * (xil[3]-xi[2]) * (xi[3]-xi[4]1)))
L[,3] <= c(a,b,c,d) * £i[3]
## 14 * £i[4] -> L[,4]
# citatel u a = konstanta
a<- (1 / ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]1-xi[3])))
# citatel u b = minus soucet jednotlivcu
b <- (- ( xi[1] + xi[2] + xi[3])

/ ((xil[4]-xi[1]) * (xil[4]-xi[2]) * (xi[4]1-xi[3]1)))
# citatel u ¢ = soucet soucinu dvojic
c <= ( C xi[1]=*xi[2] + xi[1]*xi[3] + xi[2]*xi[3])

/ ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]-xi[3]1)))
# citatel u d = minus soucet soucinu trojic
d <- (- (xi[1]=*xi[2]#*xil[3])

/ ((xi[4]-xi[1]) * (xi[4]-xi[2]) * (xi[4]-xi[3])))
L[,4] <- c(a,b,c,d) * fi[4]
### koeficienty:
k <- c(1:n)
for (j in 1:n)
{k[j] <- sum(L[j,]) }
print (k)
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3. Newtonova interpolace

V této kapitole se budu vénovat Newtonové interpolaci, kterd je velmi uzitecna
pii praktickych vypoctech. Zde jsem cerpala z [2], [3] a [1]. Ukdzu opét vlastni
piiklad, ktery vyfesim rucné i v R, a také vykreslim pro dana data graf.

Hleddme-li interpolacni polynom Newtonovou metodou a zvySime-li pocet
uzlu, nékteré vypoctené hodnoty se nezméni a muzeme je znovu pouzit. New-
tonova metoda je proto v porovnani napt. s Lagrangeovou metodou vyhodnéjsi
pro vypocty. U Lagrangeovy metody je nutné pii zméné poctu uzlu prepocitat
vSechny fundamentalni polynomy, coz neni vhodné pro ruéni pocitani. Pii hledani
Newtonova interpolacniho polynomu vyuzivame pomérné diference.

Méjme dany navzdjem ruzné body xg,...,z, a funkéni hodnoty fo,..., f,

v téchto bodech.

Definice 2 [3] Necht je dina mnozina bodi {x;, i € Z}, x; # xj pro i # j,
i,j € Z a necht funkce f(z) je definovand v téchto bodech. Pak pomérnou dife-
renci 1. Tddu, resp. pruni pomérnou diferenci funkce f(x) v bodech x;, x; definu-

jeme vztahem:

fag) — fli)

l‘j—l’i

[l 5] = proi # j.

Pomérnou diferenci k-tého tddu, resp. k-tou pomérnou diferenci funkce f(x) v bo-

dech x;,x;y1, ... ,Tirk definujeme pro k € N,k > 2 vztahem:

f [%, Titt, ... 7317i+k] _ f [:Ei-‘rh Tit2, - - 7$i+k’] B f [xia Tit1y--- 7$i+k—1] ‘ (7)
Titvk — Ly
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Véta 2 Newtoniv interpolacni polynom p,(x) € [[, pro body (z;, f(z;)), kde
i #£x proi#£k, i=0,1,...n, je tvaru:

pu(x) = f(zo) + flzo, z1)(z — 20) + ... + flzo, .., 2] (x — @0)...(x — Tp1)  (8)
Dukaz 2 : viz [7], str. 163.

Piiklad 3 Sestrojte Newtonuv interpolaéni polynom p,(z) pro data, kterd jsou

dana tabulkou:

] -3 —2[—-1] 0] 1] 2
f, 1650 103 ] 4 | —1] —2 | —65

Reseni: hleddme polynom ps(x), jelikoz n = 5.

Sestrojime tabulku pomérnych diferenci. Hodnoty diferenci vypocitame dle vzorce

(7). Z duvodu tuspory mista budeme v tabulce znacit flz;, ..., xik] = fliitk)-
i | x| fi | fliial | flisvire) | fligrriveiss] | fliitt,ival | fliita,..its)
0| —=3]| 650 | —5h47 224 —59 11 -2
1| -2 103 —-99 47 —15 1
2| —1 4 -5 2 —11
3] 0 -1 —1 —31
41 1 —2 —63
5| 2 | —65

Pro vypocet vyuzijeme pouze pomérné diference z prvniho fadku tabulky. Dle

vztahu (8):

x — xa) flxo, T1, T2, T3] +

(
(x — z9)(x — x3) f|x0, T1, T2, 3, T4] +
(
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Dosadime:

ps(@) = 650 +
+ (2 — (=3)) (—547) +
4 (2 — (=3)) (z — (~2)) 224 +
+ (2= (=3) (= (=2)) (z — (-1)) (=59) +
+ (= (=3) (= (=2) (z = (-1)) (x = 0) (11) +
+(@=(=3) (z=(-2) (= (-1) (z=-0) (z—-1) (=2) =

= 650 — 54T7x — 1641 + 2242% + 11202 + 1344 — 5923 — 35422 — 649z
— 354 + 112* + 6623 + 12122 + 662 — 22° — 102* — 1023 + 1022 + 122 =

= 225 + 2t — 323 + 2% + 22 — 1.
Tento interpolacni polynom je vykreslen na Obrazku 3.

V R jsem vytvorila program NEWTON-kalkulator.R, ktery obsahuje sou-
bory s kédy pro vypocet koeficientu interpolacniho polynomu. Analogicky jako
u Lagrangeovy metody jsem vytvorila kody pro nalezeni interpolacniho polynomu

stupné 0,1,2,3,4 a 5. Jedna se o tyto soubory:
e newton-koef-Ost.R
e newton-koef-1st.R
e newton-koef-2st.R
e newton-koef-3st.R
e newton-koef-4st.R
e newton-koef-5st.R

I tento program obsahuje kod funkce pro vykresleni grafu interpola¢niho poly-
nomu graf-interpol-poly.R. Ctenéi tento program najde na piilozeném CD.
Uzivatel postupuje stejné jako u Lagrangeovy interpolace. Nejprve zada vstup

do ¢asti zadejte data. Zde jsou piichystané dva vektory, kam vlozi hodnoty z; a
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fi. Dle poctu zadanych dat vybere soubor, ktery pouzije pro vypocet koeficientu
interpola¢niho polynomu a pomoci piikazu source prikaze spustit tento soubor.
Nasledné pomoci prikazu source ptikaze spustit i soubor pro vykresleni grafu. R
jako vystup vypiSe vektor koeficientu a vykresli graf.

Ukazeme si tento postup konkrétné na Prikladu 3.

Program NEWTON-kalkulator.R vypada takto:

# NEWTON

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD
### napr. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")
setwd ("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <= ¢(-3,-2,-1,0,1,2)

fi <- c(650,103,4,-1,-2,-65)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani
### koeficientu:

### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "newton-koef-(n-1)st.R")
### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

###  p(n-1) = k[1]*x"(n-1) + k[2]*x"(n-2) + ... + k[nl*x"0 )
source ("newton-koef-0Ost.R")

source ("newton-koef-1st.R")

source ("newton-koef-2st.R")

source ("newton-koef-3st.R")

source("newton-koef-4st.R")

source ("newton-koef-5st.R")

#i## spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Prikladu 3 mame Sest vstupnich dat, budeme tedy hledat interpolacni po-

lynom stupné 5. Spustime proto soubor newton-koef-5st.R pro nalezeni koefi-
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cientu interpolacniho polynomu stupné 5. Poté spustime soubor graf-interpol-
poly.R pro vykresleni grafu. Jako vystup dostaneme vektor koeficientu a obrazek,

viz Obrazek 3, na kterém je vykreslen graf.

> source("newton-koef-5st.R")

[1] -2 1 -3 1 2 -1

400
|

osay

200
|

0sax

Obrazek 3: Graf interpolacniho polynomu uréeného Newtonovou metodou
pro data z Prikladu 3

Na ukézku zde uvadim kéd ze souboru newton-koef-5st.R,, ktery jsem pouzila
ke hledani interpola¢niho polynomu z Piikladu 3. Obecny kéd pro vykresleni grafu
hledaného interpola¢niho polynomu je analogicky jako u metody neurcitych koe-

ficientu. Zbyvajici kody jsou k dispozici na CD.

# NEWTON

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupné& 5
### overeni podminky:

n <- length(xi)
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m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-1,to=max(xi)+1,length=100)

### pocatecni nulova matice D:

D <- matrix(0, n, n, byrow = TRUE)

### matice diferenci D:

d <- fi[1:n]
D[1:n,1] <- d
for (i in 0:(n-2))

{d <= (d[2: (n-1)]-d[1: ((n-1)-1 1)

/ (xi[(i+2) :n]
D[1:(n-(i+1)),i+2]
### koeficienty:

-xi[1: ((n-i)-1)1)
<-d }

# k[1] - koeficinet pro x s nejvys3i mocninou,

# k[6] - koeficinet pro x s nejnizsi mocninou

k <= c(1:n)

k[1] <- (D[1,6])

k[2] <- (D[1,5]
- DI[1,6]

k[3] <- (D[1,4]
- DI[1,5]
+ D[1,6]

k[4] <- (D[1,3]
- DI[1,4]
+ D[1,5]

* ( xd[1]+xi [2]+x1[3]+x1[4]+xi[5]))

*

( xi[1]+xi[2]+xi[3]+xi[4])
( xi[1]*xi[2]+xi[1]*xi[3]
+x1i [1]*x1i [4]+x1 [1]*xi[5]
+xi [2] *xi [3] +x1 [2] *x1 [4]
+x1 [2] *x1 [6]+x1 [3]*xi [4]
+xi [3]*xi [5]+xi[4]*xi[5]))

*

*

( xi[1]+xi[2]+xi[3])
( xi[1]*xi[2]

*
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k[5] <-

k(6] <-

print (k)

- D[1,6]

(D[1,2]
D[1,3]
D[1,4]
D[1,5]

+

+

D[1,6]

(D[1,1]
D[1,2]
D[1,3]
D[1,4]
D[1,5]
D[1,6]

+

+

+x1 [1]*x1 [3]

+x1 [1]*x1 [4]

+x1 [2] *x1 [3]

+x1 [2] *xi [4]

+x1 [3]*xi[4])

( xi[1]*xi[2]*xi[3]
+x1 [1]*xi [2] *xi [5]

+

xi[1]*xi[2]*xi [4]
xi [1]*xi [3]*xi [4]
xi[1]*xi[4]*xi [5]
x1[2]*x1 [3]*xi [5]
x1[3]*xi[4]*x1i[5]))

+

+

+x1i [1] *x1i [3] *x1 [5]
+x1 [2] *x1 [3] *x1 [4]
+x1i [2] *x1 [4] *x1 [5]

+

+

( xi[1] + xi[2])

( xi[1]*xi[2] + xi[1]*xi[3] + xi[2]*xi[3])
( xil[1]#xi[2]*xi[3] + xil[1]#*xi[2]*xil[4]
+xi [1]*xi [3]*xi[4] + xi[2]*xi[3]*xi[4])

( xi[1]*xi[2]*x1i[3]*xi[4]

+x1i [1] *x1i [2] *x1 [3] *x1 [5]

+x1i [1]*x1i [2] *x1 [4]*xi[5]

+xi [1]%xi [3] *xi [4] *xi [5]

+xi [2]*xi [3]*x1[4]*xi[5]))

(xi[1])

(xi[1]1*xi[2])
(xi[1]*xi[2]*x1i[3])
(xi[1]*xi[2]*x1i[3]*x1i[4])
(xi[1]*xi [2]*x1 [3]*xi [4]*xi[5]))
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4. Iterovana interpolace

V této ¢ésti prace, pro kterou jsem Cerpala z [2] a [1], popisu a nadefinuju ite-
rovanou interpolaci. Nasledné uvedu vlastni priklad, ktery vypocitam uvedenymi
algoritmy. Tento ptiklad také vyfesim v R a vykreslim pro dana data graf.

Postup feseni u iterované interpolace spociva ve vypoctu interpolacniho po-
lynomu po ¢astech, tzv. iterované. To znamena, ze zacneme s vypoctem inter-
polacniho polynomu pro mensi pocet uzlu a postupné pridavame dalsi, pricemz
tak postupné zkonstruujeme cely interpola¢ni polynom.

Jak ziskat interpola¢ni polynom pomoci iterované interpolace nam tika nasle-

dujici véta.

Véta 3 Necht jsou ddny body (x;, fi), kde x; # xp proi # k, i = 0,1,...,n.
Oznacme piy, i, () takovy interpolacni polynom z mnoziny [[,, k < n,k € N,
pro ktery plati:

pioil...ik(xij) = fz’ja J=0,1,... k.

Potom iterovanou interpolaci zkonstruujeme interpolacni polynom takto:

1 pzlzk(I) Ty, (10)

o) = ——— .
Pio...iy Ty, — Tiy |Pig..ip—1 (.ZU) T — Tgy

Dukaz 3 : viz [2], str. 180.

Poznamka 2 p;, ; (x) interpretujeme jako interpola¢ni polynom pro body

Tigs - - -, ;. TO znamend napt. pas(x) je interpolaéni polynom v bodech xo, 3.

30



Vzorec (10) lze psat ve tvaru:

(x - xi())ph...ik (x) - (l‘ - xik)pi(]mik—l(x)
Ti, — JZZ‘O '

Dig...ix (f) =

k

Dle vzorcu z Véty 3 lze iterovanou interpolaci pocitat ruzné. Ja se budu zabyvat

konkrétné Nevillovym a Aitkenovym algoritmem.

4.1. Nevilluv algoritmus

Konstrukei interpolaé¢niho polynomu dle Nevillova algoritmu provadime tim
zpusobem, ze postupné pocitame jednotlivé interpolac¢ni polynomy nizsich stupnu
podle vztahu (9) a (10), prostfednictvim nichz se propocitame az k hledanému
interpolacnimu polynomu. Pro lepsi orientaci ve vypoctech si muzeme vytvorit

tabulku pro tento algoritmus.

X fi pi,z’+1($) pi,z‘+1,z‘+2($) pz‘,z’+1,...,z’+3($) pz’,i+1,...,z’+4($)
2o | fo = po(x
T | i =pi(x

(x)
(x) ()
Ty | fa=pa(z) | pra() Po12()
(x) (x)
(x) (z)

x3 | f3 = p3(x p123(55) po123($)
Ty | f1=pa(x p234(3:) ]91234(35) P01234(35)

=W N~ O .

Dle vztahu (10) bude napft. vzorec pro interpola¢ni polynom pgiess ¢tvrtého

stupné vypadat takto:

(z — 0)przsa(®) — (z — 5’74)790123(%).

p01234(1’ ) =

Priklad 4 Uzitim Nevillova algoritmu najdéte interpola¢ni polynom pro dana

data:

fi135] 6 |-3]-10
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Resend: hleddme polynom ps(z), jelikoz n = 3.

Nevilluv algoritmus pocita polynomy v tabulce:

X fz pi,z‘+1($) pz‘,i+1,z’+2(I) Dii+1,..., i+3(I)
To — —2 0 .CL’)

(
xr1 = —1 1(%)
()

=
Il

-

35

6 Po1 (x)
-3 p12(T) Po12()

—10 | pos(x) P123(2) Po123(T)

9 =10 pa(x
xz3=1 | p3(x)

W N = O .

Dosadime do vztahu (9) a (10) a zkonstruujeme vsechny interpolaéni poly-

nomy z tabulky. Nejprve vypocitame linearni interpola¢ni polynomy:

() = L [p@a—a 1 |6 e (=1 _
T e = () e — o | T ST (2) 352 — (-2)
= —23 — 29z,
1 g ey 1 3 -0 |_
Prole) = zo—a |Pr(®) x—21 | 0—(=1)]|6 z—(=1)]
= —9z — 3,
_ 1 ips(e) x— s 1 |-10x—-1]_
p23<x>_$3—$2 p2(T) T — 2 1-0]-3 2—-0
= —Tx - 3.

Podobné vypocitame kvadratické interpolaéni polynomy:

(z) = 1 pi2(z) v — 29 | 1 -9z — 3 z—0 B
bore T2 — o |poi(x) T — w0 | 0— (=2) |[~23 — 29z x — (~2)
= 102 + 2 — 3,
(z) = 1 ps(®) x —x3 | 1 —Tr—3 x—1 B
st = 33—y [pr@)r—o | 1—(=1)|-92-3z—(-1)|
= 2% —8r — 3.
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A konecné hledany interpola¢ni polynom tretiho stupné:

1

T3 — Zo

1
1 (-2)

-8 —3 x-—1
1022 +2—3 2 —(-2)

p123(95) T — T3
p012(11:) T — Zo

p0123(a:) =

= 323 + 2% —5x—3.

Posledni polynom pgi23(z) je hledanym interpola¢nim polynomem tfetiho

stupné pro dand data a je vykreslen na Obrazku 4.

Pro tento algoritmus jsem v R vytvorila program NEVILL-kalkulator.R,
obsahujici soubory s kédy pro vypocet koeficientt interpola¢niho polynomu. Stejné
jako u Lagrangeovy a Newtonovy metody jsem vytvorila kody pro nalezeni inter-

pola¢éniho polynomu stupné 0, 1,2, 3,4 a 5. Jedna se o tyto soubory:

e nevill-koef-0Ost.R
e nevill-koef-1st.R
e nevill-koef-2st.R
e nevill-koef-3st.R
e nevill-koef-4st.R

e nevill-koef-5st.R

Program opét obsahuje soubor s kddem pro vykresleni grafu interpola¢niho
polynomu graf-interpol-poly.R. Ctendi najde tento program na piilozeném
CD.

Uzivatel postupuje stejné jako u Lagrangeovy a Newtonovy interpolace. Zadava
vstup do ¢asti zadejte data. Zde jsou prichystané dva vektory. Vlozi zde hodnoty
z; a f;. Dle poctu zadanych dat vybere soubor pro vypocet koeficientu inter-
pola¢niho polynomu a pomoci ptikazu source prikdze spustit tento soubor. Poté
pomoci piikazu source prikaze spustit soubor pro vykresleni grafu. R jako vystup
vypise vektor koeficientu a vykresli graf.

Ukazeme si tento postup konkrétné na Ptikladu 4.

Program NEVILL-kalkulator.R vypada takto:
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# ITEROVANA - NEVILL

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD
### napr. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")
setwd("")

#i## zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xi[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- ¢(-2,-1,0,1)

fi <- ¢(35,6,-3,-10)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani
### koeficientu:

### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "nevill-koef-(n-1)st.R")
### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

###  p(n-1) = k[1]*x"(n-1) + k[2]*x"(n-2) + ... + k[n]*x~0 )
source("nevill-koef-Ost.R")

source("nevill-koef-1st.R")

source("nevill-koef-2st.R")

source("nevill-koef-3st.R")

source("nevill-koef-4st.R")

source("nevill-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Prikladu 4 méame ¢tyti vstupni data, budeme tedy hledat interpolacni po-

lynom stupné 3. Spustime soubor nevill-koef-3st.R pro nalezeni koeficientu

interpola¢niho polynomu stupné 3. Poté spustime soubor graf-interpol-poly.R

pro vykresleni grafu. Jako vystup dostaneme vektor koeficientu a obrazek, viz

Obrézek 4, na kterém je vykreslen graf.

> source("nevill-koef-3st.R")

[1] -3 1 -5 -3
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Obréazek 4: Graf interpolacniho polynomu uréeného metodou iterované interpo-
lace pro data z Prikladu 4 a 5

Na ukézku uvadim kéd ze souboru nevill-koef-3st.R, ktery jsem pouzila
ke hledani interpola¢niho polynomu z Piikladu 4. Obecny kéd pro vykresleni
grafu hledaného interpola¢niho polynomu je analogicky jako u ostatnich metod.

Zbyvajici kédy jsou k dispozici na CD.

#ITEROVANA INTERPOLACE - NEVILLUV ALGORITMUS

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupné& 3

### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),
to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

### koeficienty postupne konstruovanych polynomu:
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#P01
a <- c(1:2)
al1l] <-

(fi[2]-fi[1])/(xi[2]-xi[1])

al2] <- (fil[1)*xi[2]-fi[2])*xi[1])/(xi[2]-xi[1])

#P12
b <- c(1:2)
b[1] <-

(fil3]-fif[2])/(xi[3]-xi[2])

b[2] <- (fi[2]*xi[3]-fi[3]*xi[2])/(xi[3]-xi[2])

#P23
c <- c(1:2)
c[1] <-

(£fi[4]-£fi[3])/(xi[4]-xi[3])

c[2] <- (fi[3]*xi[4]-fil[4]*xi[3]1)/(xil[4]-xi[3])

#P012
f <- c(1:3)

1] <= (b[1]-
f[2] <- (b[2]-

f[3] <-
#P123
g <- c(1:3)

gl1] <= (c[1]-
gl2] <= (c[2]-

gl3] <-
#P0123
k <- c(1:4)

k[1] <- (gl1]-
k[2] <- (gl2]-
k[3] <- (g[3]-

k[4] <-
print (k)

al1]) /(xi[3]-xi[1])
al2]-b[1]1*xi[1]+al1]*xi[3])/(xi[3]-xi[1])
(-b[2]*xi[1]+a[2]*xi[3])/(xi[3]-xi[1])

b[1]) / (xi[4]-xi[2])
bl2]-c[1]*xi[2]+b[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])
(-c[2]*xi[2]+b[2] *xi[4])/(xi[4]-xi[2])

f011) / (xi[4]-xi[1])
f[2]-g[1]*xi [1]+f [1]*xi[4])/(xi[4]-xi[1])
f[3]-gl2]*xi[1]+£ [2] *xi[4])/(xi[4]-xi[1])

(-g[31*xi[11+£[3]*xi[4])/(xi[4]-xi[1])
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5.2. Aitkenuv algoritmus

P1i konstrukcei interpola¢niho polynomu dle Aitkenova algoritmu aplikujeme
taktéz vztahy (9) a (10), k vypoctu vSak uzivame jiné polynomy. Konstruujeme
postupné interpola¢ni polynomy

pO(x)vpl(x)7 s 7pn<x>7
po1 (), po2(), - - ., pon(T),

p012(m),p013(1‘), e 7P01n($),

p0123,...,n($)-

Pro tento algoritmus si opét vytvotrime tabulku:

T Ji pOi(l") pou(fﬂ) pom(fﬁ) p0123i($)
7o | fo= Po(iﬂ)

T | fi= pl(ﬂf) p01(9€)

T | fo= p2(95) p02(l’) p012($)

r3 | f3= p3($) p03($) p013(37) p0123(x)

Ty | Jo= p4($) p04(x) p014(x) p0124(x) p01234(x)

Dle vztahu (10) bude v tomto ptipadé napi. vzorec interpolaéniho polynomu

Po14 pro body xg, r1 a x4 druhého stupné vypadat takto:

(z — 21)poa(r) — (x — T4)p10(7)

p014(x) =

Polynom po4 () je interpolacni polynom pro data xy a x4. Podobné polynom
p1o(x) je interpolaéni polynom pro data z; a zg. Vyuzijeme permutace indexu a
misto pjo(z) muzeme psat poi(x). Jednd se totiz o stejny polynom, ktery inter-
poluje data zy a xy.

Nyni si zkonstruujeme interpola¢ni polynom pro data z Ptikadu 4 pomoci

Aitkenova algoritmu.

Priklad 5 Uzitim Aitkenova algoritmu najdéte interpolacni polynom pro dana

data:
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t | 0 1 2
f135 16 [—3[—-10

Resend: hledame polynom ps(x), jelikoz n = 3.

Aitkenuv algoritmus pocita polynomy uvedené v tabulce:

i Z; i Pz’,z‘+1($) Pz‘,i+1,z‘+2($) Piit1,..., i+3($)
0| z0=-2] po(z) =35

1lzy=—1|p(x)=6 Po1(T)

2| 2o=0 | po(x) =—-3 | poz(2) Po12(2)

3| xz3=1 Ps(f) = —10 p03($) p013($) P0123(9€)

Dosadime do vztahu (9), (10) a sestrojime linedrni interpola¢ni polynomy

Po1 ($)7p02($),p03(9€)3

P (:70)2—1 p@)r—z | 1 6 az—(=1)}_
o e = [po() =g | T —1— (—2) 352 — (-2)

= —29x — 23,

_ L (@) a -2 N
po2(x) = 2a — 0 [Po(x) =m0 | 0— (=2) |35 & —(—2)

= —19x — 3,

1 ps(@) v - ! PR
po3(x) = T5 — 1o |Po(2) z— 20 | 1 — (—=2) | 35 x— (—2)

Nyni zkonstruujeme interpolaéni polynom pgi2(z), k jehoz sestrojeni bychom
dle vztahu (10) potiebovali interpolaéni polynomy pg;(z) a pia(x). Upravime
si tedy permutaci indext pg12(x) na pro2(z), k jehoz vypoctu potiebujeme inter-
pola¢ni polynomy pio(x) a p2(x). Permutaci indexu si upravime pio(x) na po; (z).

Nyni muzeme sestrojit interpolaéni polynom pga().
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_ _ 1 Po2(z) T — T2
po12(z) = poa(z) = 2y — 11 lpor(2) T — 21 | T
1 —192 -3 2-0

:(J—(—J)L—Z3—29x1r—(—1)‘:
= 102% + = — 3.

Stejné tak interpola¢ni polynom pgi3(z) upravime permutaci indexu na pjo3(x),

a dale pio(x) na pei(x). Interpolaéni polynom pgi3(z) jiz muzeme zkonstruovat,

protoze poi3(x) = pios(z).

1

T3 — I

p03(37) T — T3
p01($) r—T

p013($) = P103(90) =

1 5—152z x—1 |
T 1—(=1)|-23-292z x—(-1) |

= 72 — 8r — 9.
Zbyva ndm uz jen sestrojit interpola¢ni polynom pgio3(x). Ten si permutaci

indexu upravime na pogi3(z), tudiz k jeho vypoctu pouzijeme pogi(x) permutact

indext upraveny na pgio(z).

L |pos(®) @ — a3
) = r)= —"T"7— a
Po123(2) = pao13(2) Ty — Ty [Po12(T) T — T2
1 -8 -9 -1
TI10[1022 42320

= 323 + 22— 5x — 3.

Posledni polynom pg123(z) je hledanym interpola¢nim polynomem tietiho

stupné pro danda data a je vykreslen na Obrazku 4.

AITKEN-kalkulator.R je program vytvoreny pro tento algoritmus. Analo-
gicky jako NEVILL-kalkulator.R obsahuje soubory s kédy pro vypocet koefi-
cientu interpolacniho polynomu, které jsou i zde k dispozici pro stupen polynomu

0,1,2,3,4 a 5. Jedna se o tyto soubory:
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e aitken-koef-Ost.R
e aitken-koef-1st.R
e aitken-koef-2st.R
e aitken-koef-3st.R
e aitken-koef-4st.R
e aitken-koef-5st.R

Soubor graf-interpol-poly.R je v programu taktéz obsazen. Ctendf najde
tento program na ptilozeném CD.

Uzivatel postupuje stejné jako Nevillova algoritmu. Zadava vstup do ¢asti
zadejte data, kde jsou prichystané dva vektory x; a f;. Zde vlozi hodnoty a dle
poctu zadanych dat vybere soubor pro vypocet koeficientu interpola¢niho poly-
nomu. Pomoci piikazu source ptikaze spustit tento soubor, poté pomoci piikazu
source prikaze spustit soubor pro vykresleni grafu. R jako vystup vypise vektor
koeficientu a vykresli graf.

Ukazeme si tento postup konkrétné na Prikladu 5.

Program AITKEN-kalkulator.R vypada takto:

# ITEROVANA - AITKEN

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD
### napr. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")

setwd ("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xil[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <= ¢(-2,-1,0,1)

fi <- ¢(35,6,-3,-10)

### dle poctu vstupnich dat zvolte a spustte soubor pro hledani

### koeficientu:
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### ( pro n vstupnich dat xi zvolte "aitken-koef-(n-1)st.R")
### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

###  p(n-1) = k[1]*x"(n-1) + k[2]*x"(n-2) + ... + k[n]*x"0 )
source("aitken-koef-Ost.R")

source("aitken-koef-1st.R")

source("aitken-koef-2st.R")

source("aitken-koef-3st.R")

source ("aitken-koef-4st.R")

source ("aitken-koef-5st.R")

### spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")

V Prikladu 5 mame ¢tyti vstupni data, budeme tedy hledat interpolacni po-
lynom stupné 3. Spustime soubor aitken-koef-3st.R pro nalezeni koeficientu
interpola¢niho polynomu stupné 3. Dale spustime soubor graf-interpol-poly.R
pro vykresleni grafu, ktery nam vykreslil tentyz graf, jako vykreslil u Nevillova
algoritmu. Vystupem je vektor koeficientu a obrazek s grafem, viz Obrazek 4

(analogicky jako obrazek s grafem pro Piklad 4).

> source("aitken-koef-3st.R")

[1] -3 1 -5 -3

Na ukazku uvadim kéd ze souboru aitken-koef-3st.R, ktery jsem pouzila
ke hledani interpola¢niho polynomu z Piikladu 5. Obecny kéd pro vykresleni
grafu hledaného interpola¢niho polynomu je analogicky jako u ostatnich metod.

Zbyvajici kédy jsou k dispozici na CD.

#ITEROVANA INTERPOLACE - AITKENUV ALGORITMUS

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupné& 3
### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")
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### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),

to=max (xi)+0.1*abs (max(xi)),length=100)

### koeficienty postupne konstruovanych polynomu:

#P0O1
a <- c(1:2)
al[l1] <-

(fil2]-fi[1])/(xi[2]-xi[1])

al2] <- (fi[1]=*xi[2]-fi[2]*xi[1])/(xi[2]-xi[1])

#P02
b <- c(1:2)
b[1] <-

(£fi[3]1-fi[1])/(xi[3]-xi[1])

b[2] <- (fil[1)*xi[3]-fi[3]*xil[1])/(xi[3]-xi[1])

#P03
c <- c(1:2)
c[1] <-

(fi[4]-fi[1])/(xi[4]-xi[1])

cl2] <- (fil1]*xi[4]-fi[4]=xi[1])/(xi[4]-xi[1])

#P012
f <- c(1:3)
f[1] <= (bl[1]-al1]l) /(xi[3]-xi[2])

f[2] <- (b[2]-al2]-b[1]*xi[2]+a[1]*xi[3])/(xi[3]1-xi[2])

f[3] <- (-b[2]*xi[2]+a[2]*xi[3])/(xi[3]-xi[2])
#P013

g <- c(1:3)

gl1] <= (cl1l-al1]) /(xi[4]1-xi[2])

gl2] <= (cl[2]-al2]-c[1]*xi[2]+a[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])

gl3] <- (-c[2]*xi[2]+a[2]*xi[4])/(xi[4]-xi[2])
#P0123

k <= c(1:4)

k[1] <- (gl11-f[1]) / (xi[4]-xi[3])

k[2] <- (gl2]-f[2]-gl1]*xi[3]+f[1]*xi[4])/(xi[4]-xi[3])
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k[3] <- (gl[31-f[3]-gl2]*xi[3]+f[2]*xi[4])/(xi[4]-xi[3])
k[4] <- (-g[3]*xi[3]+f [3]*xi[4])/(xi[4]1-xi[3])
k <- print (k)
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5. Hermitovska interpolace

V této kapitole budu studovat Hermitovskou interpolaci, pro kterou jsem
cerpala z [2] a [1]. I zde uvedu vlastni piiklad vyfeseny jak rucné, tak i v R.
Pro tento ptiklad taktéz vykreslim graf.

Tato metoda interpolace pouziva k vypoctu interpola¢niho polynomu navic i
hodnoty derivaci. Necht jsou ddny uzly xq, ..., z,, pro které plati x; # z;, pro i #
k, funkéni hodnoty f; a hodnoty derivaci f/, kde ¢ = 0,1,...,n. O Hermitové
interpola¢nim polynomu hovotime v ptipadé, ze chceme najit polynom stupné

2n + 1 tak, aby byly splnény podminky:

p2n+1<xi> :fza p/2n+1<$z) :fl/ VZZO,L,TL (11>
Nésledujici véta nam tika, jak takovy polynom sestrojit.

Véta 4 Necht jsou ddny body xq,...,T,, x; # x) pro i # k, funkéni hodnoty
fi a hodnoty prunich derivaci f!, Vi = 0,1,...,n. Hermitovym interpolacnim

polynomem rozumime polynom poni1(x) stupné 2n + 1, ktery spliuje:

Pon+1(z:) = fi, plgn+1($i) =fl Vi=0,1,...,n.

Lze jej vyjdadrit ve tvaru:

n

p2n+1<x> = Z hl(m)fl + ZE(I)JC;? (12>

i=0
kde
hi(w) = [1 = 2(z — ) ()] 1F (2), (13)
hi(z) = (z = z;) I (x), (14)
pricemz l;(x) jsou Lagrangeovy fundamentdlni polynomy dané vztahem (6).
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Dukaz 4 : viz [2], str. 184.

Piiklad 6 Sestrojte Hermituv interpola¢ni polynom pro data:

1|0 1 ]2
z; | =1 0 1
fi | =81 —=1]10
fl119] 6 |15

Resend: hleddme polynom ps(x), jelikoz n = 2.
Vypocitame si fundamentédlni polynomy dle vztahu (6), jejich derivace a funkéni

hodnoty v téchto derivacich:

(x — 1) (x — 29) (x —0)(x — 1) 1,
lo(w) = (o —21) (o —2)  (—1—0)(—1—1) @ =),

@-r)e—m) (- (-,
) = e e —w) O (CD)0—1) T

(c—a)o—w) (- (C))a-0) 1,
) =y a) —w) (- (D) o) 2" T

Odtud plyne:
)=z -1 Do) =2

h(z) =
ly(x)

—2z lj(z1) =0
T+ 3 ly(xg) = 3.

Nyni dle vztahu (13) najdeme polynomy h;(z) pro i =0, 1, 2.

ho(x) = [1 = 2(z — @)l (w0)] I (z) =

— {1—2(:5—(—1)) (—g)} (%(ﬁ—x))Q:

1
= Z(3x5 — 22" — 51® + 42?),

hi(z) = [1 = 2(z — z1)ly(21)]  (2) =
=[1-2(z - 0)(0)] (1 —2%)* =
=zt — 22+ 1,
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ho(x) = [1 = 2(z — 29)ly(x2)] 13(2) =

= {1—2(35—1);} <%(x2+:c)>2

1
= Z(—3x5 — 22" + 5% + 42%).

Podobné dle vztahu (14) najdeme i polynomy h,(z), pro i = 0,1, 2.

1
= 1(355 4+t — 3 — $2).

Nakonec dosadime do vzorce (12) a dostaneme hledany interpolaéni polynom

stupné 5, ktery je vykreslen na Obrazku 5.

ps(x) = foho(z) + fili(2) + faha(2) + fo'ho(z) + fi'ha(2) + fo'ha(@) =

1
= (=8) = (2" — 22" — 52 +42®) + (—1) (" —22* + 1) +

1
+ 10 1 (—=32° — 22* 4 52% + 42?) + 19 4_1(335 —zt -} 2+

1
+6(x5—2x3+x)+151(x5+x4—x3—x2):

= 2% — 3z + 223 + 522 + 62 — 1.
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5.1. Hermitovska interpolace metodou neurcitych
koeficientu

Interpolaéni polynom pro data z Piikladu 6 je mozné najit i jinou cestou.
Lze v tomto ptripadé pouzit metodu neurcitych koeficientt. Tento postup hledani
interpola¢niho polynomu pro stejna data si ukdzeme v nésledujicim Piikladu 7.

Budeme hledat polynom stupné 2n+1, ktery ma spliiovat interpolacni podmin-
ky (11). A protoze jsou v tomto piipadé piitomny i funkéni hodnoty prvnich

derivaci, lze je rozepsat do nasledujicich tvaru:

_ 2n+1 2 _
Pon+1 (mo) = Ao + &1{130” + ...+ Aoy = fo

Pont1(21) = age™™ + @@ + .. 4 ag = fi

_ 2 1 2 _
Pont1(Tn) = apx™ ™ + a1z + .4 agy = fo.

p/2n+1( ) <2n + 1) ano + (277/)@1133” ! + ...t a9, = f6

p'gnﬂ(xl) = (2n + 1) apr?" + (2n)a1x%” L Fag = fi

Pons1(n) = (2n+ 1) ao2" + (2n)aray" ™ + ..+ azn1 = f,.
Dostédvame soustavu (2n+2) linedrnich rovnic o (2n+2) neznamych ve tvaru:
apr?"M Fa et + . ag, = fi, i=0,1,...,n, (15)

(2n + 1) apx?™ + 2n)arxi™ '+ . 4 age 1 = f5, i=0,1,....n.  (16)

I takovou soustavu muzeme vytesit napf. jiz zminénou Gaussovou eliminacni

metodou.

Piiklad 7 Sestrojte Hermituv interpola¢ni polynom pro data:

1| 0 1
z; | =11 0 1
fi | =81 -=1]10
119 ] 6 |15

7
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Resend: hleddme polynom ps(x), jelikoz n = 2. Dle vztahu (15) a (16):

ao(—1)° + a1 (=1)* + aa(=1)* + az(—=1)* + as(—1)" + a5 = -8

ap(0)° + a1 (0)* + a2(0)* + a3(0)* + as(0)' + a5 = —1

ap(1)” + a1 (1)* + a2 (1) + az(1)® + as(1)' + a5 = 10

5ao(—1)* + 4a1(—1)® + 3az(—1)* + 2a3(—1)" + lag = 19
5a0(0)* 4+ 4a1(0)3 + 3a2(0) + 2a3(0)* + lay = 6

5ao(1)° + 4a1(1)* + 3aq(1)* + 2a3(1)' + lay = 15

Resen{ této soustavy provedeme napt. Gaussovou eliminaéni metodou a dosta-
neme koeficienty ag az as. Tj. ag =1, a1 = =3, a3 = 2, a3 =5, ay = 6, a5 = —1.
Interpolaéni polynom je tedy ve tvaru ps(z) = 2° — 3zt + 223 + 522 + 62 — 1 (viz
Obréazek 5). Podminky interpolace muzeme ovérit dosazenim predepsanych bodu

z tabulky do interpola¢niho polynomu.

1(=1)° + (=3)(=1)* +2(=1)° + 5(=1)* + 6(~1)" + (~1) = -8
1(0)° + (=3)(0)* +2(0)* + 5(0)* + 6(0)" + (=1) = —1
1(1)° + (=3)(1)* +2(1)* + 5(1)* + 6(1)" + (1) = 10

5(1)(=1)* +4(=3)(=1)* + 3(2)(—=1)* + 2(5)(=1)* + 1(6) = 19

+1(6)
+1(6)

(0)* +4(—3)(0)* +
(1)° 4+ 4(=3)(1)° +

Timto jsme si ovéfili, ze jsou splnény interpolacni podminky. Reseni bylo tedy

Spravné.

V R jsem pro nalezeni interpola¢niho polynomu metodou Hermitovské in-
terpolace vytvorila program HERMIT-kalkulator.R . Pro tvorbu kédu jsem
zvolila jednodussi cestu, a to naprogramovani prostifednictvim metody neurcitych

koeficientu. Program obsahuje dva soubory:
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e hermit-koef.R
e graf-interpol-poly.R

Prvni soubor je obecny kéd pro vypocet koeficientu interpola¢niho polynomu,
sefazenych od ag az po ag,+1. Druhy soubor je kédem pro vykresleni grafu inter-
pola¢niho polynomu. Ctendf tento program najde na piilozeném CD.

Uzivatel postupuje podobné jako u metody neuréitych koeficientu. Zadava
pouze vstup do Césti zadejte data. Hodnoty vlozi do vektoru x;, f; a df;, které
jsou zde prichystany. Hodnoty df; jsou funkcéni hodnoty derivaci v bodech z;.
Pomoci ptikazu source ptikaze spustit oba soubory. R mu jako vystup vypise
vektor koeficientu a vykresli graf.

Ukazeme si tento postup konkrétné na Ptikladu 7.

Program HERMIT-kalkulator.R vypada takto:

#HERMIT POMOCI MNK

### nastaveni pracovniho adresare:

### nutnost nastaveni cesty do slozky Interpolacni soubory na CD
### napr. setwd("E:/Interpolace v R/Interpolacni soubory")
setwd ("")

### zadejte data:

### xi[i] musi byt ruzne od xil[k] pro kazde i ruzne od k !

xi <- c(-1,0,1)

fi <- c¢(-8,-1,10)

dfi <- ¢(19,6,15)

### spustte soubor pro hledani koeficientu:

### ( koeficienty jsou razeny dle vztahu:

###  p(n-1) = k[1]*x"(n-1) + k[2]*x"(n-2) + ... + k[n]*x"0 )
source ("hermit-koef.R")

### pote spustte soubor pro vykresleni interpolacniho polynomu:

source("graf-interpol-poly.R")
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V Prikladu 7 mame tfi vstupni data, tj. n = 2, hledanym inerpola¢nim
polynomem je proto interpolaéni polynom stupné 5. Spustime soubor hermit-
koef.R pro nalezeni koeficientu interpola¢niho polynomu, a nasledné i soubor
graf-interpol-poly.R pro vykresleni grafu. Jako vystup dostaneme vektor koe-

ficientu a obrazek, viz Obréazek 5, na kterém je vykreslen graf.

> source("hermit-koef.R")

[1] 1 -3 2 5 6 -1

10

T T T T 1
-10 05 00 05 10

0sa X

Obrazek 5: Graf interpolacniho polynomu urc¢eného Hermitovskou interpolaci po-
moci metody neurcitych koeficientu pro data z Piikladu 6 a 7

Opét uvadim nahled na obecny kéd hermit-koef.R, ktery byl pouzity ke hle-
dani koeficientu interpola¢niho polynomu z Piikladu 7. Obecny kéd pro vykresleni
grafu hledaného interpola¢niho polynomu je opét stejny jako u metody neurcitych

koeficientu.

hermit-koef.R:

# HERMITOVSKA INTERPOLACE POMOCI MNK

# vypocet koeficientu pro interpolacni polynom stupné& n-1

20



### overeni podminky:

n <- length(xi)

m <- length(fi)

if(n!'=m) stop("zadej stejne dlouhe vektory xi a fi!")

### pomocne promenne:

x <- seq(from=min(xi)-0.1*abs(min(xi)),
to=max(xi)+0.1*abs(max(xi)),length=100)

1 <- n-1

### definice matice K a vektoru gi:

K <- matrix(0, nrow = 2%1+2, ncol = 2%1+2)

for(j in 1:(2%1+2))

{K[1:n,j] <= xi~((2%1+2)-j)}

for(j in 1:(2%1+1))

{K[(n+1): (2*n), j] <- ((2%1+2)-j)*xi~ ((2*1+1)-j)}

gi <- c(fi,dfi)

### vypocet koeficientu:

p <- solve(K,gi)

print(k <- as.numeric(p))
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6. Shrnuti

Hlavnim zamérem této prace pro mé bylo ukazat ¢tenafi moznosti nalezeni
interpolacniho polynomu, které zrekapituluji v této kapitole.

Jednou z moznosti je nalézt interpolacni polynom ru¢nim vypoctem. Vlozila
jsem zde sedm vlastnich prikladu, které jsem podrobné vysvétlila tak, aby byl
¢tenai schopen porozumét zpusobu hledéni interpolacniho polynomu konkrétni
metodou.

V Prikladech 1, 2, 3, 4 a 5 je vysvétlena konstrukce interpola¢niho polynomu
pro pripad, kdy jsou zadany uzlové body x; a funkéni hodnoty f;. Tehdy lze pouzit
metodu neurc¢itych koeficientu, Lagrangeovou metodou, Newtonovou metodou a
metodou iterované interpolace, ktera obsahuje dva algoritmy. V ptipadé, ze jsou
zadany uzlové body x;, funkéni hodnoty f;, a navic i funkéni hodnoty prvnich
derivaci f} uvadim Piiklad 6 pro hledani interpola¢niho polynomu Hermitovskou
metodou. Takovy interpolacni polynom vsak lze nalézt i metodou neurcitych
koeficientt, coz je predvedeno v Ptikladu 7.

Dalsi moznosti je pouzit néktery z programu, které jsem vytvotila v R. Je zde
k dispozici Sest kalkulatoru, které vzdy najdou koeficienty interpolacniho poly-
nomu pro dand data a vykresli pro takovy interpolac¢ni polynom graf. Uzivateli
nabizim kalkulatory MINK-kalkulator.R a HERMIT-kalkulator.R, které na-
jdou koeficienty interpola¢niho polynomu jakéhokoliv stupné. Dale nabizim kal-
kuldtory LAGRANGE-kalkulator.R, NEWTON-kalkulator.R, NEVILL-
kalkulator.R a AITKEN-kalkulator.R, které muzou najit koeficienty pro in-
terpolacni polynom stupné 0 az 5. Tyto kalkulatory navic nabizi i koeficienty

napi. fundamentélnich Lagrangeovych polynomu nebo postupné konstruovanych
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interpolac¢nich polynomu v pripadé iterované interpolace.
Pii praci s R jsem také narazila na nékolik uzitecnych funkci. Napf. muzu

doporucit funkci
coef,

ktera nam vypise vektor koeficientu interpolacniho polynomu pro dana data. Je
nutné vsak dodrzet vztah mezi poctem bodu a stupném interpola¢niho poly-
nomu, viz Véta 1. Funkce je naprogramovéana metodou nejmensich ¢tvercu [1],

[3]. Napiiklad pro data z Prikladu 1:

xi <- ¢(-1,0,2,5)
fi <- ¢(10,3,13,-2)

vypise koeficienty timto zpusobem:

>k = coef(Im(fi ~ I(xi"1) + I(xi"2) + I(xi"3)))

> print (k)

(Intercept) I(xi~1) I(xi"2) I(xi"3)
3 -1 5 -1

Koeficienty fadi v opatném poradi nez pouzivame my, viz (1), a to od a,, az po ay.

Vyuziti polynomu k interpolaci je vyhodné, protoze s polynomy se dobie
pracuje. Jak uz ale bylo feceno, polynomidlni interpolace pfi interpolaci polyno-
mem stupné vyssiho nez 3 ztraci na vyznamu a je vyhodnéjsi pouzit interpolaci
spajny. Uvadim zde tii vlastni piiklady, které vyfesim v R pomoci obecného kédu
MNK-kalkulator.R. Nasledné vykreslim grafy nalezenych interpolacnich poly-
nomu stupné 6, 10 a 15, na kterych jsou vidét jasné znamky oscilace vzdy mezi

prvnimi a poslednimi dvéma uzlovymi body.

Priiklad 8 Najdéte interpolacni polynom pro dand data:

x| =9 =5 [ =3] 0 3 5 9
fi ] 50 | =100 | 25 | —80 | 140 | —150 | 30
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Resend: hledame polynom pg(x), jelikoz n = 6.
Pro teseni jsem spustila oba soubory z MNK-kalkulator.R. Vystupem je

vektor koeficientu a graf interpolacniho polynomu pg(z) na Obrazku 6.

> source ("mnk-koef.R")
[1] 0.01804958 0.02194252 -1.85465811 -2.25646219
[6] 33.28546214 37.69748264 -80.00000000

osay
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-600
1

-800
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-1000
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Obrazek 6: Graf interpolacniho polynomu z Piikladu 8

Priiklad 9 Najdéte interpolacni polynom pro dana data:

x; | =5 | —4 -3 -2 | -1 0 1 213 1415
fi| —41250 | —1000 | 2 | =3 5000 | =21 |52 |-3|74|0

Resend: hleddme polynom pyo(z), jelikoz n = 10.
Pro tesSeni jsem spustila oba soubory z MNK-kalkulator.R. Vystupem je

vektor koeficientu a graf interpolacniho polynomu pyg(z) na Obrazku 7.

> source("mnk-koef.R")
[1] -3.637288e-01 3.468778e-02 1.987030e+01 -1.557102e+00
[6] -3.659480e+02 1.964615e+01 2.699631e+03 -6.131342e+01
[9] -7.365189e+03 3.418968e+01 5.000000e+03
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Obrazek 7: Graf interpola¢niho polynomu z Piikladu 9

Priklad 10 Najdéte interpolaéni polynom pro data dana tabulkou:

2] —10] 9] -8 | —7]-6] =5 —-4]-3]-—=2[-1]0
il —521450 | -85 96 | 2 | -91] 0 | 1 | 8 | -3 14
| 1L | 2] 3 | 4] 5
fil 98 | =7 17 | 3 | &4

Resend: hledame polynom py5(z), jelikoz n = 15.
Pro tesSeni jsem spustila oba soubory z MNK-kalkulator.R. Vystupem je

vektor koeficientu a graf interpola¢niho polynomu pi5(x) na Obrézku 8.

> source("mnk-koef.R")
[1] -1.375870e-07 -4.594447e-06 -4.624234e-05 3.804371e-05
[6] 3.233863e-03 1.181109e-02 -6.918480e-02 -4.360671e-01
[9] 4.335613e-01 5.981876e+00 2.585914e+00 -3.405428e+01
[13] -3.527586e+01 6.199663e+01 8.282238e+01 1.400000e+01
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Obréazek 8: Graf interpola¢niho polynomu z Piikladu 10
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Zaver

V této praci jsem cCtendri predstavila metody, kterymi je mozné nalézt in-
terpolacni polynom. Déle jsem uvedla vlastni vyfesené piiklady pro konkrétni
metody, které jsem doplnila o vysvétleni. Soucasti prace jsou davkové soubory,
vztahujici si k jednotlivym metodam. Pomoci téchto souboru muzeme nalézt koe-
ficienty interpola¢niho polynomu pro konkrétni data a vykreslit si pro takovy in-
terpolacni polynom graf. V zavérecné kapitole jsem shrnula moznosti nalezeni in-
terpolacniho polynomu, které nabizi moje prace a upozornila jsem na své poznat-
ky.

Tato prace pro mé byla velkym piinosem. Nejenze jsem si velmi prohloubila
problematiku interpolace, ale také jsem se naucila pracovat s matematickym soft-
warem R. Navic jsem dokdazala ziskané znalosti aplikovat pro vytvoreni néceho,
co muze ¢lovéku vyrazné ulehéit praci. Uzivatelsky privétivéjsi bych vsak pro
z moji prace by mohlo byt namétem pro dalsi praci, stejné jako vytvoreni kédu
pro interpolaci spajny.

Vytvorené davkové soubory jsou k dispozici na prilozeném CD. Bakalaiska

prace byla vysdzena systémem LATEX.
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