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Anotace

Hlavnim cilem mé diplomové prace na téma ,,Eulerovo ¢islo v matematické
analyze je vytvofit piehled eulerova ¢isla v matematické analyze. Diplomova prace
V prvni ¢asti pojednava o vzniku cisla e, v dalsi ¢asti soucasné pouziti v matematické
analyze. Uelem vzniku této prace je nahlédnuti studentim stfednich &i vysokych $kol

do problematiky eulerova ¢isla a pro lepsi pochopeni vyznamu e nejen v matematice.

Kli¢ova slova: Euler, eulerovo ¢islo, e, matematicka analyza, historie eulerova dCisla,
limita a posloupnost, matematické ftady, derivace, integraly, logaritmus, finan¢ni

aplikace

Annotation

The main aim of my thesis on the topic of "Euler's number in mathematical
analysis™ is to create an overview of the Euler numbers in calculus. This essay in the
first part deals with the rise of the number e, in other parts of the current use of calculus.
Purpose of this work is the insight students of secondary schools and universities to
problems Euler numbers and to better understand the importance of e not only

in mathematics.

Key words: Euler, Euler's number, e, calculus, history Euler numbers, limits and

succession, mathematical derivations, integrals, logarithm, financial applications
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1 Uvod

Kdysi jsem slySela vyborny vtip. Jednou takhle vtrhne nastvana zufiva derivace
do hospody, kam chodivaji funkce. Polynomy rychle vypadnou, ostatni funkce taky
dostanou strach a klidi se ji z cesty, jen €” tam ziistane sedét. Derivace se rozéili a zaive:
"A co ty, ty se mé& neboji§?" No a e* v klidu prohlasi: "J4 jsem piece €, samoziejmé,
ze se t€ nebojim." A ta derivace prohlasi: "No jo, jenomze ja jsem dneska nastvana a

derivuju podle y!"*

Kdykoliv jsem tento vtip vypravéla, malo kdo ho pochopil. Ptali se
mé Zaci, studenti ale 1 dospéli: Co je eulerovo ¢islo? K ¢emu se pouziva? Hodnota je

2,71, ale to je vSe co vim. To je jako z?

VSsichni védi co je 7 — seznamili jsme se uz na zdkladni Skole pii obsahu kruhu.
Ale eulerovo cislo se okrajové vyskytuje na stiedni Skole a nasledné pak na vysoké.

| diky této praci jsem ja 1épe pochopila pouziti ¢isla e.

Hned za =© je vsini slavy transcendentnich Ccisel (, presahuji algebru*)
nejznamejsi konstanta e. Toto cislo, jehoZz hodnota (na Sest desetinnych mist) je
2,718281, je nékdy nazyvano , Eulerovym cislem* podle matematika, ktery ho
zpopularizoval. Od svého vzniku se stalo nedocenitelnym v takovych oblastech, jako je
vyzkum vyvoje populace ¢i financni matematika, a objevuje se vsude ve statistice a teorii

pravdepodobnosti. (Crilly, s.42)

Mnozi z nas si vzpomenou, ze se jedna o zéklad ptirozeného algoritmu. Ale pro¢
zrovna toto Cislo? Pro¢ se v tak velké mife vyskytuje v matematice? K ¢emu bylo
potieba dfive, kdyZ my se s nim setkdvame pfedevSim aZ na vysoké Skole? Na vSechny
tyto otdzky dostaneme odpovéd’ v této praci a i na mnoho dalSich. V této praci se

sezndmime s piibéhem c¢isla e tak, aby si na své pfisel kazdy ctenaf.

Eulerovo ¢islo v dnesni dobé€ je zndmo na jeden milion desetinnych mist. Pro

ochutnavku zde uvedu desetinny zapis eulerova ¢isla na 2 230 desetinnych mist.

e =

! http://vs-vtipy.tonikovo.cz/vtipy/derivace/



http://vs-vtipy.tonikovo.cz/vtipy/derivace/

2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627
7240766303535475945713821785251664274274663919320030599218174135966290
4357290033429526059563073813232862794349076323382988075319525101901157
3834187930702154089149934884167509244761460668082264800168477411853742
3454424371075390777449920695517027618386062613313845830007520449338265
6029760673711320070932870912744374704723069697720931014169283681902551
510865746377211125238978442505695369677078544996996794686445490598 7931
6368892300987931277361782154249992295763514822082698951936680331825288
6939849646510582093923982948879332036250944311730123819706841614039701
9837679320683282376464804295311802328782509819455815301756717361332069
8112509961818815930416903515988885193458072738667/385894228792284998920
8680582574927961048419844436346324496848756023362482704197862320900216
0990235304369941849146314093431738143640546253152096183690888707016768
3964243781405927145635490613031072085103837505101157477041718986106873
9696552126715468895703503540212340784981933432106817012100562788023519
3033224745015853904730419957777093503660416997329725088687696640355570
7162268447162560798826517871341951246652010305921236677194325278675398
5589448969709640975459185695638023637016211204774272283648961342251644
5078182442352948636372141740238893441247963574370263755294448337998016
1254922785092577825620926226483262779333865664816277251640191059004916
4499828931505660472580277863186415519565324425869829469593080191529872
1172556347546396447910145904090586298496791287406870504895858671747985
4667757573205681288459205413340539220001137863009455606881667400169842
0558040336379537645203040243225661352783695117788386387443966253224985
0654995886234281899707733276171783928034946501434558897071942586398772
7547109629537415211151368350627526023264847287039207643100595841166120
5452970302364725492966693811513732275364509888903136020572481765851180
6303644281231496550704751025446501172721155519486685080036853228183152
1960037356252794495158284188294787610852639813955990067376482922443752
8718462457803619298197139914756448826260390338144182326251509748279877
7996437308997038886778227138360577297882412561190717663946507063304527
9546618550966661856647097113444740160704626215680717481877844371436...



2 Historie

Je eulerovo ¢islo po Eulerovi, nebo ho objevil nékdo jiny? V mnohé literatute,
hlavné britské, se setkavame s 0znacenim Napierova konstanta. Jak je mozné, ze jedna

konstanta mé dva objevitele?

Malo kdy v déjinach védy byla piijatd abstraktni myslenka tak nadSen¢ celou
védeckou spolecnosti, jako objeveni logaritmil. Jest€ ménée uvétitelné je, ze to byl prave
John Napier.? Byl synem sira Archibalda Napiera a jeho prvni manZelky Janet
Bothwella. Narodil se v roce 1550 (pfesné datum neni znamo), na hradé svych rodi¢u
nedaleko Edinbutghu ve Skotsku. Informace o jeho raném détstvi se nedochovali. Ve 13
letech byl poslan na univerzitu v St. Andrews, kde studoval nabozenstvi. V roce 1571 se
vraci zpét do Skotska a Zeni se s Elizabeth Stirling, s niz ma 2 déti. Po smrti své Zeny
vroce 1579 se ozeni s Agnes Chisjolm, se kterou mél 10 déti. Druhy syn, Robert,
Z tohoto manzelstvi byl pozdéji otctiv literarni exekutor. Po smrti svého otce, sira
Archibalda v roce 1608 se vraci zpét na hrad Merchiston, kde ptisobi jako osmy zeman

hradu — zde stravil zbytek svého zivota.

Napier mél rad védu, ale hlavni zajem bylo nabozenstvi. Nebo spiSe nabozensky
aktivismus. Horlivy protestant a zaryty odptirce papeze, vydava A plaine discovery
of the whole revelation of Saint John (,,Pekelny objev celého zjeveni svatého Jana®)
z roku 1593, kde hotce napadl katolickou cirkev. Tvrdil, Ze papez je antikrist a naléha
na skotského kréale James VI (Pozdéji se stal kralem Anglie — James 1.), aby vycistil sviyj
dim a dvir od vSech ptiznivell papeze, ateistl a neutralné véticich. Predpovidal také, ze
soudny den se pohybuje mezi lety 1688 az 1700. Kniha byla pielozena do n¢kolika
jazykt a vyslo pres 21 edic (10 z nich se objevilo uz v priibéhu jeho zivota). Proto

I Napier véfil, Ze jeho jméno v historii nebude zapomenuto.

Jeho zajmy Napiera vSak nebyly omezeny jen na nabozenstvi. Jako majitel
panstvi, se choval jako fadny hospodaf, v rdmci svych experimentl zlepSil kvalitu
plodin a dobyka tim, Ze experimentoval sriznymi hnojivy a solemi. Vé&noval se
vynalezim a v roce 1579 vynalezl hydraulicky Sroub pro kontrolu hladiny vody

v uhelnych dolech. Projevil zajem o vojenské zalezitosti. Vypracovaval plany na stavbu

2Jméno se objevuje riizné - Nepair, Neper a Naipper. Spravnost jména je jiz zapomenuto.



obrovskych zrcadel, které by mohly zapalit neptatelské lod€. Plany pfipominali ty, které
pted osmnacti set lety navrhl Archimédes na obranu Syrakusy. Jak se Casto stava s lidmi
S rozmanitymi zajmy, tak 1 Napier se stal pfedmétem mnoha piibehi, i1 kdyz se zda, ze
byl hadavym typem, snazi se feSit spory se sousedy prostfednictvim svého védeéni
a nadhledu. Podle jednoho ptibéhu, Napier byl podrazdény kvili holublim souseda,
ktefi zobali jeho obili. Napier varoval souseda, at’ si chyti své holuby, jinak je chyti
sam. Soused ignoroval radu a tak druhy den nalezl své holuby polomrtvé lezici na zemi
u Napiera. Namocil zrno silnym lihem, aby se ptaci opili a nemohli vzlétnout. I dalsi
ptibéh ukazuje Nampiera, jako ¢loveéka osviceného, ktery fesi problémy s nadhledem
arozumem. V tomto ptibéhu se Napier domnival, ze jeden z jeho sluzebnikl krade.
Svolal si je a ozndmil, Ze jeho Cerny kohout najde zlod&je. SluZebnici byli pfivedeni
do tmavé mistnosti, kde kazdy byl pozadan, aby na kohoutka polozil svou ruku.
Sluzebnici nepoznali, ze Napier natfel kohouta vrstvou sazi. Pfi opousSténi mistnosti byli

pozéadani, aby ukézali své ruce. Ten sluzebnik, ktery pocitoval vinu, mél ruce Cisté.

Vétsinu jeho aktivit, véetn¢ nabozenskych kampani, vz ddvno zapominame.
Pokud je yjméno Napier v historii zndmé, urcité to neni diky jeho nejprodavanéjsi knize
A plaine discovery of the whole revelation of Saint John, ani diky jeho vynalézavosti,
ale kvuli abstraktnimu matematickému napadu (20 let vyvoje) — logaritmy (v roce 1614
publikoval knihu Mirifici logaritmorum canonis descriptio (Popsani podivuhodného

zékona logaritmil).

V Sestnactém a pocatkem sedmnactého stoleti doSlo k obrovskému rozSifovéani

védeckych poznatki v kazdé oblasti. Nékteré z nich uvedu v nasledujicich bodech.

e Geografie, fyzika a astronomie, konecné osvobozené od starovékych dogmat,
rychle zménily vnimani vesmiru.

e Kopernikiv heliocentricky systém, ktery po téméf desetiletém boji s cirkvi,
kone¢né spolecnost piijala.

e Magellanovo obepluti zeméckoule v roce 1521 ptredznamenala novou éru
motského prazkumu, kterd zanechala jen stézi koutek svéta, ktery nebyl
navstiven.

e V roce 1569 vydal Gerhard Mercator svou slavnou novou svétovou mapu, tato

udélost méla rozhodujici vliv na uméni plavby.

10



e V Italii Galileo Galilei polozil zaklady védy mechaniky.
e V Némecku Johannes Kepler formuloval své tfi zakony planetarniho pohybu,

uvoliujici astronomii jednou provzdy z geocentrického vesmiru Rek.

Tento vyvoj zahrnoval neustale rostouci mnozstvi Ciselnych dat, které nutili
védce délat nutné numerické vypocty. Doba vyzadovala vynalez, ktery by jednou

a provzdy osvobodil védce z této zatéze. Napier piijal vyzvu.

Nevime, jak Napier narazil na myslenku, kterd nakonec vyustila v jeho objev.

Byl velmi zkuSeny v trigonometrii a bezpochyby se seznamil s formulaci

N| =

sinA-sinB = =[cos(A — B) — cos(A + B)]

Tento vzorec, a podobné pro cos A . cos B a sin A . sin B, byly znamé jako
prosthafaretické pravidlo (odvozeno zteckého slova mpocBapaipecig — scitani
a odcitani). Jejich dulezitost spociva ve skutecnosti, ze produkt dvou trigonometrickych
vyrazi, jako je sin A . sin B lIze vypocitat zjisténim souctu nebo rozdilu jinych
trigonometrickych vyrazi, v tomto pfipadé¢ cos (A - B) a cos (A + B). Jelikoz je
jednodussi scitat a odcitat, nez nasobit a délit, poskytuji tyto vzorce primitivni systém
redukce od jedné aritmetické operace do druhé. Pravdépodobné toto byl ten napad, ktery

Napiera poslal spravnym smérem.

Druhd, jednodussi mysSlenka spojena s podminkou geometricky tady -
posloupnost  ¢isel s pevnym pomérem mezi po sobé ndsledujicimi
podminkami. Napftiklad, posloupnost 1, 2, 4, 8, 16, ... je geometrickd s kvocientem 2.
Oznagime-li spoleény pomér g, poté, podinaje 1, podminky posloupnosti jsou 1, g,
%, ..., q"h (Vsimnéte si, Ze n-ty termin je q ™' Napier si viml, Ze existuje
jednoduchy vztah mezi podminkami geometrické fady
a odpovidajicich exponentli, nebo indexii a spole¢ného poméru. Némecky matematik
Michael Stifel (1487-1567), ve své knize Arithmetica integra (1544), formuloval tento
vztah takto: pokud budeme nésobit n¢jaké dvé podminky postupné 1, g, q 2, vysledek
by byl stejny jako kdybychom piidavali odpovidajici exponenty. Napriklad, g° . g° = (q.
9).(0.9.9 =q.9.9.9.q=q coZ je vysledek, ktery bylo mozno dosghnout

pfidanim exponenty 2 a 3. Stejné tak déleni jeden termin geometrickou fadou jinym

11



podminky je ekvivalentni odetenim své exponenty: °/0°=(q.q.q.q.9)/(q.q.q) =q
.q = o =g Méame tak jednoduché pravidla g™ . g" =™ a q™q" = ™"

Problém nastavé, pokud je exponent jmenovatele vétsi nez &itatele, jako q°/q°;
naSe pravidlo by nam dalo q3'5 = q‘z, coz je vyraz, ktery jsme dosud
definovali. Pro vyfeseni tohoto problému definujeme q™ na 1/q" tak, ze ¢*° =q? =
1/9% ve shod& s vysledky ziskané d&lenim q°/q° piimo.* (VSimnste si, Ze, aby bylo
v souladu s pravidlem q™g" =q™", kde m = n, musime také definovat q° =1). S t&mito
definicemi na mysli, miiZeme nyni rozsifit geometrickou fadu do nekoneéna: ..., ..., q°,
q'z, q’, q0 = qo, q, q2, q3, .... Vidime, Ze kazdy qvocient q ma svoji mocnost,
a ze exponenty ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... tvofi aritmetické posloupnosti (v aritmetické
posloupnosti je rozdil mezi po sob& nasledujicimi podminkami konstantni, v tomto
ptipadé 1) . Tento vztah je hlavni mySlenkou logaritmu; Ale vzhledem k tomu, ze Stifel
m¢él na mysli pouze integralni hodnoty exponentu, Napiertiv napad byl jeho rozsifeni na

souvisly rozsah hodnot.

Jeho myslenka byla tato: Kdybychom mohli napsat kladné ¢islo jako mocninu
daného pevné Cisla (pozd€ji se nazyva zaklad), pak se nasobeni a d¢€leni cisel
odpovidalo s¢itani a od¢itani jejich exponentd. Dale, zvySovani ¢isla n-tou mocninu (to
znamena, ze je nasobime n-krat) by bylo ekvivalentni pfidani exponenty n-krat, to je
vynasobeni n-krat exponenty a nalezneme n-tého kofenu cisla tak, Ze je ekvivalentni
k opakovani od¢itani, to znamena k déleni n. Stru¢né feceno, kazda aritmeticka operace

by se zmenSila, ¢imz by se podstatné snizili poCetné operace.

Pojd'me si to vysvétlit na ptikladu, jak tato mySlenka funguje. Nasim zakladem
bude ¢islo 2. Tabulka 2.1 ukazuje postupné mocnin 2, pocinaje n = -3 a konce n = 12.
Predpokladejme, Ze chceme-li vynasobit 32 a 128, podivame se do tabulky. Pro
exponenty odpovidajici ¢islim 32 a 128 zjistime, Ze jsou to 5 a 7. Secteni téchto
exponentl nam dava 12. Proces nyni vratime zpét a vysledek je ¢islo 4096. Jako druhy

ptiklad, ptedpokladame, Ze chceme najit vysledek 4°,

% zaporné a zlomkové exponenty byly navrhnuté matematiky jiz ve &trnactém stoleti, ale jejich §iroké vyuziti v matematice je
rozéifeno az anglickym matematikem John Wallis (1616-1703) a jesté vice tak Newton, ktery navrhl moderni zépisy a™ a a™" v
1676. Viz CAJORI, Florian. A history of mathematical notations. New York: Dover Publications, 1993. Dover books on
mathematics. ISBN 0-486-67766-4.

12



Najdeme exponent odpovidajici 4, a to je 2. Tentokrat vyndsobime 5
a dostaneme dostat 10. Pak se podivame do tabulky na pocet, jehoz exponent je 10

a najdeme, e vysledek je 1,024. A opravdu, 4° =(2%)° =2'° = 1,024.

Tabulka 2.1 Mocniny 2

n|-3|-2 |-1]|0]1]2|3]4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 11 12

2" 1/8 | 1/4|1/2|1|2|4|8|16|32|64|128|256|512|1024 |2048 | 4096

vvvvvv

vypolty s celymi Cisly. Metoda by byla pouzitelnd pouze tehdy, kdyby mohla byt
pouzita s libovolnymi ¢isly, celymi ¢isly nebo zlomky. K tomu vSak musi nejprve
vyplnit velké mezery mezi zapisy naSich tabulek (Tabulka 2.1). MiZeme to udélat
jednim ze dvou zplsobu: pomoci zlomkovych exponentii nebo vybérem zékladny, ktera

je dostatecné mala, aby jeji hodnoty rostly Umérné pomalu. Zlomkové

exponenty, definované ax = Yam (naptiklad 25 = 25 = 332~3,17480), nebyly
dosud pIn¢ znamy v Napierové dob¢, takze nemél jinou moznost, nez nasledovat druhou
moznost. Ale jak mala zakladna? Je ziejmé, pokud je zakladna piili§ mala, jeho hodnoty
porostou pfili§ pomalu, coz opét bude mit malé vyuziti. Zda se, ze by to chtélo cislo,
které je blizko k 1, ale ne moc blizko. Po letech potykani se s timto problémem, se
Napier rozhodl o ¢islu 0.999999, nebo 1 — 10™.

Ale proc tato konkrétni volba? Zda se, ze odpoveéd’ spociva v zajmu spolecnosti.
Napier minimalizovat pouziti desitkovych zlomkul. Zlomky obecné byly samoziejmé
pouZivany tisice let pfed Napierem, ale témét vzdy byly psany jako béZzné zlomky, to je
jako pomeéry celych ¢isel. Desetinné zlomky - ¢islovani desetinnych ¢isel menSich nez
1, byly objeveny teprve kratce, a spole¢nosti zatim nepfijimany. Pro minimalizaci jejich
pouziti Napier délal v podstaté to, co délame dnes, kdyz délime dolar na sto centii nebo
kilometr na tisic metri: rozdé€lil jednotku na velké mnoZstvi dil¢ich jednotek, kazda
z nich byla jako nova jednotka. ProtoZe jeho hlavnim cilem bylo snizit obrovskou praci,
kterd se tykd trigonometrickych vypoctl, nasledoval praxi, kterd se pak pouzila
V trigonometrii pro rozdéleni polomé&ru kruznice na 10 000 000 neboli 10 dild. Z tohoto
divodu, kdyz odecteme z plné jednotky jeho cCast 107, ziskame ¢&islo nejblize k 1
vV tomto systému, a to 1 - 10 ™" nebo 0.9999999. To byl pak spoleény pomér ("pomér"
Vv jeho slovech), ktery Napier pouzil pii stavbé svych tabulek.
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A ted’ bylo hlavnim tkolem vytvofit dané tabulky. Napier nad tvorbou danych
tabulek stravil vice jak 20 let svého zivota (1594-1614). Jeho pocatecni tabulka
obsahovala pouhych 101 &sel, zaginala 10° = 10000 000 a nasledné 10°(1-107)=
9 999 999, dalsi bylo 107(1-107)?= 9 999 998 az do 10”(1-10" ")*® = 9 999 900 (Napier
zaokrouhlil na cela &isla), pfiGemz kazdé nové &islo ziska ode¢tenim 107 z predchozi
&asti. Poté cely proces zopakoval a zacal znovu s 10°. Tentokrat ale vzal jako ,,pomér
posledniho ¢isla k prvnimu v ptivodni tabulce (tj. 9 999 900 / 10 000 000 = 0,999 99
nebo také 1-10'5) . Tato tabulka obsahovala 50 zdznam, z nichZ posledni byla 107(1-10'
®)® = 9995 001. Poté nasleduje tieti tabulka s dvaceti jednotlivymi Gdaji za pouZiti
poméru 9 995 001/10 000 000. Posledni zaznam byl 107 -0,99952%° = 9900 473.
Nésledovala ctvrtd, posledni tabulka, kdy vytvofil dalSich 68 zdznaml za pouziti
poméru 9 900 473/10 000 000, coz bylo skoro 0,99. Posledni zaznam se ukazal jako
9900473 - 9968 = 4 998 609 — zhruba polovina piivodniho ¢isla.

Dnes by samoziejmé takovy ukol byl zpracovdn na pocitaci, 1 pii pouZiti
kalkulacky by to trvalo maximaln¢ par hodin. Napier takové véci nemél a vypocty
musel provadét pouze na papir s perem. D4 se teda pochopit jeho zdjem minimalizovat
pouziti desetinych zlomki. Svymi vlastnimi slovy: ,,In forming this progression (the
entries of the second table), since the proportion between 10 000 000,000 00, the first of
the second table, and 9 995 001, 222 927, the last of the same, is troublesome; therefore
compute the twentyone numbers in the easy proportion of 10 000 to 9 995, which is
sufficiently near to it; the last of these, if you have not erred, will be 9 900 473, 578
08.- volné ptelozeno ,,Pti vytvéfeni tohoto postupu (polozky druhé tabulky), jelikoz
pomér mezi prvnim zdznamem 10 000 000,000 00 a poslednim 9 995 001, 222 927 je
obtizny, proto vypocitame dvacet ¢isel pomoci podilu 10 000/ 9 995, ktery je dostate¢né
blizko k témto &isléim, pfi¢emz posledni z nich bude 9 900 473,578 08.*

Po dokonceni tohoto monumentélniho dila, zGstaly zasluhy Napierovi. Nejprve
nazyval exponent za ,,umélé ¢islo®, ale pozd&ji se rozhodl pro termin logaritmus, slovo
znamenajici ,,¢islo v poméru“. V modernim zapise to znamend, ze kdyz (v jeho prvni
tabulce) N=107(1-10-")", kde exponenciala L je (Napieriiv) logaritmus N. Napierova

definice logaritmu se li§i v nékolika ohledech od definice, kterou zname napiiklad

4 Volng pielozeno SMITH, David Eugene. A source book in mathematics. Dover ed. New York: Dover Publications, 1959. Dover
classics of science and mathematics. ISBN 978-0-486-64690-9. str. 150.
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z roku 1728 Leonhardem Eulerem: jestlize N=b", kde b je stalé kladné &islo, jiné nez 1
potom L je logaritmus N o zakladu b. Napiiklad v Napierové systému L=0 odpovida
N=10" (kde Nap log 10'=0). Zatim co v modelovém systému L=0 odpovidd N=1
(t]. logp 1 = 0). Jeste dulezit&jsi je, Ze zakladni pravidlo pro praci s logaritmu = souctu
jednotlivych logaritmt. A nakonec, protoze 1-10° je mensi nez 1, Napierovi logaritmy
s rostoucimi pocty klesaji, zatimco nase bézné logaritmy se zvétsuji. Tyto rozdily jsou
viak relativnd malé a jsou disledkem toho, Ze by se jednotka méla rovnat 107
podjednotkdm. Kdyby nebyl tak znepokojen desetinnymi zlomky, jeho definice mohla

byt jednodussi a mohla se ptiblizit k definici Eulera.

Z pohledu zpét, Napier nevédomky pftiSel do stavu mysle, kdy objevil ¢islo, které
o jedno stoleti pozd¢ji bude uznano jako univerzalni zaklad logaritmt a které by hralo

roli v matematice hned po ¢islu 7. Toto Cislo je € a zapiSeme ho napiiklad jako limitu

n
Iim(l + %) kde n roste do nekoneéna.’

Napier publikoval sviij objev vroce 1614 v knize Mirifici logarithmorum
canonis descripptio (Nadherny popis kanonickych logaritmi). Pozdé&jsi prace, Mirifici
logarithmorum canonis constructio, byla vydana posmrtné jeho synem Robertem v roce
1619. Zridka kdy v historii védy byla novd myslenka pfijata vice nadSen¢. Napiertv
objev byl rychle piijat védci po celé Evropé a dokonce i ve vzdalené Cing. Mezi prvni
ucence, kteti pouzili logaritmy ve svych praci byl Johannes Kepler, ktery s velkym
uspéchem pouzil ve svych komplikovanych vypocétech obéznich drah planet. Henry
Briggs (1561 — 1631) byl profesorem geometrie na Gresham College v Londyné, kdyz
se knému dostali Napierovy tabulky. Byl ohromen objevem, Ze se rozhodl jet

do Skotska a osobn¢ se seznamit s objevitelem — Napierem.

% Ve skutegnosti se Napier piibliZil k objevovani &islo 1/e, definovany jako limit (1—&) n, kdy n — o. Jak jiz bylo uvedeno, jeho

definice logaritmii je ekvivalentni rovnice N = 107 (1 - 107)" . Pokud rozdélime oba N a L na 10" (ktera pouze &ini zménu velikosti
" 107

nasi proménné), rovnice N * = [(1 - 10_7)107]L ,kde N*=N/10"a L * = L/10". Vzhledem k tomu, (1 — 10-7)2" = (1 — %)

je velmi blizko k 1/, Napierovy logaritmy jsou prakticky logaritmy o zakladu 1/e. Casto je tvrzeno, Ze Napier objevili tuto zakladnu

(nebo dokonce e samotné) nicméné je to chybné. Jak jsme vidéli, nemyslel si, Ze jde o zakladu, coz je pojem, ktery vyvinul teprve

pozdgji se zavedenim ,,spoleénych* (zaklad 10) logaritmu.
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RVYM CANONIS
DESCRIPTIO,

Ejufque ufus,in utraque Trigonome-
- B gria; vt etiam in omni ngiﬁiu Ma-

tf\cmatia,amplifsimi, acillimi,
¢ expedsn[fimi explicatie,
$ ACCESSERVNT OPERA POSTHVMA;
1 Prima,Mirsfici ipfius canonis con(truftio,& Logarith=
morum ad naturales ipflorum numeros habitudines.
H} Sccundd, Appendix de alia, eiyue preflantiore Loga~
il rithmorum (peae conftruenda.
H Ternid, Propofinonesqurdam emanentifiima,ad Trian
i pula (pharica misa facilicace refolvenda.

..
il

o

Autore ac Inventore ICANNE NEPERO,
Earone Merchiftonu, &¢.  Scoto.

i

i

Obrazek 1: Titulni strana Napierovi knihy Mirifici logarithmornm canonis
descriptio z roku 1619, ktera obsahovala i jeho vyklad.

Na tomto setkani navrhl Briggs dvé mensi Gpravy: kdyz je logaritmus 1, mél by
se rovnat 0, ne 10". A proto méame logaritmus 10 se rovna 10. Po zvaZeni n&kolika
moznosti, nakonec rozhodli, ze log 10 = 1 =100. Dnes to znamena, ze pokud kladné
¢islo N je napsano jako N = 10", potom L je ,klasicky* logaritmus psany logaN. Tim

vzniklo pojeti zakladny.
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Napier rychle souhlasil s t¢émito navrhy, ale uz v t¢ dob¢ byl v pokro¢ilém véku
a postradal energii k vypoctu nového souboru tabulek. Briggs se zavazal timto ukolem a
své vysledky publikoval v roce 1624 pod nazvem Aritmetica logarithmica. Jeho tabulky
obsahovaly logaritmy vSech celych ¢isel od 1 do 20000 a od 90 000 do 100 000
0 zakladu 10 s pfesnosti na ¢trnact desetinnych mist. Cela ¢isla od 20 000 do 90 000
pozdé¢ji vyplnil holandsky vydavatel Adriaan Vlacq (1600-1667) a jeho dodatky byly
zahrnuty ve druhém vydani Aritmetica logarithmica v roce 1628. S drobnymi tpravami
zustala tato prace zakladem vsech nésledujicich logaritmickych tabulek az do dnesniho
stoleti. Teprve v roce 1924 zacali v Anglii pfepracovavat tabulky na 20 desetinnych
mist pfi pfilezitosti tfistych oslav vynalezeni logaritmi. Prace byla dokoncena v roce

1949.

V roce 1683 Jacob Bernoulli (1654 — 1705) vénoval problematice slozeného
uroceni a snazil se najit limitu vyrazu (1 + %)" . Dokézal, ze dana limita lezi mezi

hodnotami ¢isel 2 a 3. Tento odhad lze povazovat za prvni zminku ¢isla e.

Leonhard Euler (1707 — 1783) byl plodny matematik a dalo by se fici, Ze pusobil

Vv téméi kazdém oboru matematiky své doby. Prvni definoval logaritmus jako exponent.
log,x =y apronéjplatia” = x.

V roce 1748 Euler publikuje ve své praci Introductio v Analysin infinitorum plno

myslenek tykajici se e. Ukazal, Ze

_1 1 1 1 1
e—a'l‘ ﬁ-l_ z'l‘ §+ +F

a ptiblizil e na 18 desetinnych mist.
e =2,718 281 828 459 045 235.

Euler pocital s k=20, ale ve skutecnosti byl vysledek dosti pfesny. (V dnedni

. “r “ y s . (o 6
dobé je eulerovo Cislo vycisleno pfes milion desetinnych mist.)

6 ttp://www.gvp.cz/~vinkle/mafynet/_M/funkce/expon_log_fce_rce/diplomka_eulerovo_cislo.pdf
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Euler se zabyval mnoha zpusoby, jak vyjadfit toto Cislo. Jeden z nich je ve formé

v 7 v v , o7 ’ M w7 v s 7 1w ’ ’
nekonecnych feté¢zovych zlomkld' a obracené. Pro Cislo e pouzil vyjadieni pomoci

N 1,01, 1, 1 1
nekoneéné fadye = =+ =+ =+ =+ ...+ —.
o o1 21 3 k!

e=2+
1+ 12
2+ 3
3+—4
4+m

Co je nekonecny fetézovy zlomek si ukdzeme na piikladu. Méame zlomek

%. MtuzZeme jej napsat jako 1 + g. Coz jde dale napsat jako 1 + % =1+ ﬁ a vtomto
5 5

bychom mohli dale pokracovat. Dostavame tedy:

14 14 1
= —
1+ T
Introductio je obvykle citovan jako prvni misto, kde se objevil symbol e. Miln¢
mnozi lidé ptedpokladaji, Ze Euler vybral e jako ,,Euler. Eulerova skromnost by mu
nedovolila takovou okazalost. Se vSi pravdépodobnosti si vybral e jako
»exponencialni®, nebo proto, Ze to bylo dalSi pismeno v abeced¢, jiz neni Siroce

PRSIV I
pouzivané k jinému ucelu”.

7 kde a je celé &islo a ¢isla ai jsou kladna ptirozena ¢isla. Pokud je dana pouze koneéna posloupnost (a0, ai, @,,...), pak mluvime
0 kone¢ném fetézovém zlomku, pokud je tato posloupnost nekone¢na, pak mluvime o nekoneéném fetézovém zlomku, ktery byva
také znacen:

8 Vlastni pteklad z anglického originalu

9 http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/HistTopics/e.html
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3 Soucasnost - Eulerovo ¢islo v matematické analyze

3.1 Limita a posloupnost

Eulerovo ¢islo Ize zapsat jako limitu:

e= limn_m<

1
1+=

Nez se pustime do dikazu této limity, pfipomeneme si nékteré poznatky, které

budeme potiebovat. Dilezité je si uvédomit, ze pii hledani lim,_,, (1 + %)” hleddme

. e ey ;o , 1 v- . , , ,
limitu posloupnosti, jejiz n-ty ¢len ma tvar (1 + ;)“. Piipomeneme si par zékladnich

znalosti o posloupnosti.

Mnozinu vSech ¢isel, jez jsou €leny této posloupnosti, nazveme mnoZzinu vSech

¢lend posloupnosti aj, @y, as, ..., a na okamzik ji oznac¢ime cislem M. Cislo x je prvkem

mnoziny pravé tehdy, kdyz existuje alespon jedno ptirozené Cislo n takové, ze a, = X.

Y oy . : oy y “ 1 .
Naptiklad mnozina M nasi posloupnosti se sklada ze vSech cisel tvaru (1 + ;)“, par

jejich ¢lenti nalezneme v tabulce:

Tabulka 3.1 Numerické vy¢isleni danych posloupnosti s rostoucim k ™

1 n 1 n+1
K n= 2" an=(1+;) bn:<1+£>
0 1 2,00000000 4,00000000
1 2 2,25000000 3,37500000
) 4 2,44140625 3,05175781
3 8 2,56578451 2,88650757
4 16 2,63792850 2,80279902
5 32 2,67699013 2,76064607

10 http://wwwv.zas.cz/prednasky/prednaska_koutny_euler.pdf
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http://www.zas.cz/prednasky/prednaska_koutny_euler.pdf

10 1024 2,71695573 2,71960900
15 32768 2,71824035 2,71832330
20 1048 576 2,71828053 2,71828312
25 33554 432 2,71828179 2,71828186
n
Ted se zaméfime na existenci limity (1 + %) n—oo. Posloupnost {a,, };—4, kde
n" .
an = (1 + Z) je rostouci. Daéle budeme mit posloupnost {b,}n-1,

1 n+1 . .
kde b, = (1 + Z) je klesajici. VSe pro n=1,2,3,...

Dutikaz. Posloupnost je rostouci pravé tehdy, kdyz pro kazdé n plati a5 < ap+1.

Dtikaz provedeme AG-nerovnosti (vztah mezi geometrickym primérem a aritmetickym

oy - - e e 1o 1 i
primé&rem, kterou pouZijeme na soucin n ¢initeld (1 + Z)". Budeme mit

n

1 n+1
"+,/x1x2 e Xpy1 & (1 + E)

a dale

1
x1+...+xn+1=n(1+ﬁ)+1=(n+1)+1= 1

n+1 n+1 n+1 +n+1'

, y , ntl , 1 1 , , Ve s
Vime, Ze plati " 1+ ;)" <1+ — (plati ostra nerovnost, protoze Cinitelé si
nejsou rovni). Umocnime ob¢ strany nerovnosti (n+1) a dostaneme:

n n+1

1 1
a, = (1+;) < (1+ n_-l-l) = a1 (n=1,2,..).

Vychdzi nam, ze {a,},-1 je rostouci posloupnost. Pro druhou ¢ast dikazu

y 1 1\2
polozmexqy = x; == x, =1 t—7 X1 = (1 +m) . Potom
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n+2_|_(n+2)2 5 )
x1+...+xn+1=nn+1 n+i =(n+1) + n+1) +(n+1)+1=

n+1 n+1 (n+1)3
—1+[ r Lt 1 ]<
B n+1 (m+1)2 (m+1)3]"
<1+[ R S R S ]—1+1
- n+1 (m+1)?% n+1)3 (n+ 1)k T n

. s o : y . 1
V hranaté zavorce se jedna o geometrickou fadu s kvocientem - Dle AG

. n+1/ 1 \"+2 1 .
nerovnosti dostdvame (1 + m) <1+ o Po odstranéni mocniny (umocnéni

obou stran nerovnosti vyrazem (n+1) dostaneme:
n+2 n+1

1
bn+1: <1+m> <<1+H> = bn (n=1,2,...)

Tedy {b,,};,=1j¢ klesajici posloupnost.
Ted’ si nadefinujeme vétu, kterou budeme potiebovat dale.

Véta. Necht je dand neklesajici posloupnost a; a,, as, .... Je-li tato posloupnost

shora omezena, ma vlastni limitu.

. 17\" 1\n+1 .
Ziejmée pro kazdé n € Nplati, Ze a,, = (1 + —) < (1 + —) = b,, a proto je
n n
pro kazd¢ n€ Na, <b, < by =4. Posloupnost {a,},=1 je shora omezena

a dokazali jsme, Ze je i rostouci. Proto vime, Ze tato posloupnost méa kone¢nou limitu

n

1
lima, = lim (1 +E> =e.

n—oo n—oo

Dale si v§imnéme, Ze
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limy,... by = lim,_., (1+ %)n“ = lim_., (1+2) - tim,. (1+

N J
—) =lima, . e
n

n—-oo

an

Tedy plati, ze
1 n 1 n+1
= Ui %(1 —) = li %(1 —)
e mm, + " m, +n
a vzhledem ktomu, Ze dand posloupnost {a,}n-; ({bn}a=1)je rostouci
(klesajici) posloupnost, plati:

n n+1

1
a":<1+ﬁ) <e <<1+;) =b, (n=1,2,..)

Nerovnost ndm pomaha urcit ptibliznou hodnotu ¢isla e, naptiklad pro n=1

dostaneme 2< e <4, pro n=2 dostaneme % <e < % a podobng. (, 5.16)

3.1.1 Priklad

Vyfeste priklad lim,,.,.,(1 +5)"

Vime, Ze € je definované jako limita (vysvétleno vyse)

1
lim(1+-)" =
im( +n) e

n—oo

KdyZ se podivame na piiklad a na limitu, kterou je definované eulerovo ¢islo,
vidime, Ze jsou si dost podobny, krom¢ jmenovatele ve zlomku. Bud’ se musime
»zbavit® ¢isla 2 ve jmenovateli, nebo Cislo 2 pfidat k exponentu, abychom mohli pouzit

substituci (2n = m). Sta¢i nam si uvédomit matematickou operaci

1 X
a= Va*=(a")x=ar=a.

A miiZeme se pustit do pocitani

1 1 , 2 1
llmn_’oo(l + Z)n = llmn—mo (1 + E)Zn =
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ted’ nastane dana substituce 2n =m

2 1
= lim f(1+—)m = Ve
m—oo m
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3.2 Rady

e = = — 4 —F —F -

-1 1 1 1
n' -0 11 2

n=0
Soucet nekonecné ftady je pro vycisleni eulerova c¢isla vyhodnéjsi nez
n
lim,_, (1 + %) .Jak ukazuje tabulka, tak fada konverguje rychleji nez limita. Je to

hlavné pro to, ze n! roste rychle ve jmenovateli kazdého ¢lenu. Navic jsou vSechny

¢leny kladné, konvergence je monotonni —vétsi n =>blizi se K limitg.

Tabulka 3.2 Konvergence fady a limity
o0 1 n
n % 1+
|
i~ n: n

1 2,00000000 2,00000000

2 2,50000000 2,25000000

3 2,66666666 2,37037037

4 2,70833333 2,44140625

5 2,71666666 2,48832000

6 2,71805555 2,52162637

7 2,71825396 2,54649969

Soucet tady je soucet jednotlivych prvkl a;,az,as,... 119 znac¢ime ji jako (sp), jejiz

¢leny jsou uréeny jako

n
Sp = Zak.

k=1

Posloupnost (sn) oznacujeme jako posloupnost ¢asteénych souctl fady, a ¢len s,
nazyvame n-tym casteCnym souCtem nekone¢né fady. To znamend, ze pro nasi

posloupnost by ss = 2,71666666.

11 1 1 1 _
5= T+ 5y F gt = 271666666

Soucet nekonecné fady je definovan prostfednictvim limity lim,,_,, S,.

1 Je dana posloupnost (ay). Vyraz tvaru a; + ay+ as + ... + &, se nazyva fada. Cleny posloupnosti se nazyvaji ¢leny fady.
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Zamyslime se. Jak by vypadala nekone¢na fada €*? Nekone¢nou fadu

ekvivalentni ¢* také objevil Newton: 2

x2 13

X
er = +1E+E+§+

3.21 Priklad

Urcete soucet fady
S in(1+2) < m2 + a2+
n —]=1In n-+--
k 2
k=1
Reseni: Pro n-ty &asteny soudet fady plati

3 n+1
sn=ln2+lni+---+lnT=

=n2+n3-n2+--+nn+1)—-Inn=Inmn+1).
Protoze
lim,_ s, =lim,_ ,In(n+1) = o,

piislusna fada diverguje.

http:/www.gvp.cz/~vinkle/mafynet/_M/funkce/expon_log_fce_rce/diplomka_eulerovo_cislo.pdf
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3.3 Derivace
V kapitole 2 Historie jsme vid¢li, jak Henry Briggs zdokonalil Napierovi

logaritmické tabulky tim, ze zavedl zakladnu 10 a pracoval s pravidly této zakladny.
Zakladem logaritmu miize byt jakékoliv kladné ¢islo krom 1. Kdyz naznac¢ime zéklad b
a jeho exponent X, dostaneme exponencialni funkci o zikladu b, y= b*. Zde x
predstavuje jakékoliv realné ¢islo (kladné nebo zaporné). Musime vSak objastnit, CO

myslime bx, kdyz x neni celé ¢islo. Kdyz x je racionalni ¢islo zapsané ve formatu m/n,
definujeme bx bud V/b™ nebo (%)m - oba vyrazi jsou stejné, za predpokladu, ze m/n
. 2 2 2

jsou v zakladnim tvaru. Napiiklad 83 = 182 = {64 = 4, nebo 83 = (3{/5) =22=

4. Ale kdyz x je iraciondlni — kdyz nemiizeme zapsat ve zlomku dvou cisel, tahle

definice nema smysl. V tomto pfipad¢ pfiblizime hodnotu X raciondlnimu ¢islu, ktera
v mezni hodnoté konverguje na X. Vezmeme si napiiklad 3V2, mizeme myslet na

exponent x — 2 = 1,414213 ...(iracionalni  ¢&islo) jako limita nekone&né
posloupnosti kone¢nych desetinnych mist X3 = 1, Xo = 1,4, X3 = 1,141, x4 = 1414, ...

kazdé z nich je racionalni ¢islo. Z téchto X; urCuje jedine¢nou hodnotu 3*i, definujeme

jako 3V2, jako limitu poslounost 3% kdy i — . pomoci kalkulacky muZeme snadno

najit prvnich par hodnot této posloupnosti:
3%
31 =3
3% = 4,656
3141 = 4,707

3L414 = 4728

zaokrouhleno na 3 desetinna mista. Limita se bude blizit k ¢islu 5.

Ptredpokladame, ze funkce y= 3%, obecné y = b” je spojita funkce X, Ze se méni

plynule. Piedpoklad plynulosti je hlavni podminka diferencidlniho poctu. To je jiz
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.. . . v “rir Ay . .y Y
zahrnuto v definici derivace, protoze kdyZ vypocitame A—z jako Ax — 0 maji tendenci jit

k 0 obé soucastné.

Chceme-li vidét obecné rysy exponencialni funkce, vybereme si zaklad 2.

Omezujeme-li se na integralni hodnoty X, ziskavame nasledujici tabulku:

Tabulka 3.3 Hodnoty exponencialni funkce se zakladem 2

X -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

2" |1/32 |1/16 |1/8 1/4 1/2 1 2 4 8 16 32

Pokud tyto hodnoty vykreslujeme v soufadnicovém systému, dostaneme graf
znazornény na obrazku 31. Vidime, jak hodnota x roste, hodnota y roste az do
nekonec¢na. A naopak, kdyz X klesa, y klesa stale pomaleji. Nikdy nedosahne hodnoty 0,

ale priblizi se k ni.

y A

/

O

Obrazek 1 Graf rostouci exponencialni funkce

Rychlost ristu exponencialni funkce muze byt docela ohromujici. Slavna
legenda vypravi o ucenci, ktery vymyslel hru Sachy a pomoci ni mladému krali oteviel
oci. Kral byl poucen a nadSen a proto se zeptal ucence, co si pieje za odménu. Ucenec
odpovédél, ze by chtél, aby mu na prvni pole Sachovnice dal jedno zrnicko pSenice,

na druhé dve, na tieti Ctyfi, na ctvrté osm a tak dale — tedy na kazdé dalsi pole
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dvojnéasobek zrni¢ek z pole predchoziho. Kral ocenil uéencovu skromnost, ale ptani

nemohl splnit. V celé zemi nebylo dostate¢né mnozstvi zrnicek.

Bylo celkem potteba 2% = 18 446 774 073 709 551 615 (vice nez 18 triliond).
Funkce y=f(x) je definovana jako dy/dx = limAx_)Oi—z . Nasim cilem je najit

zménu rychlosti pro y=b". Pokud zvy$ime hodnotu z X na Ax, y se zvysi o velikost
Ay — bx+Ax _ bx — bbex _ bx — bx(be _ 1)_
PoZzadovana velikost zmény je

dy_ b6 -1) (1)
dx oo Ax '

V tomto okamziku by vylo vhodné nahradit Ax jedinym pismenem a to tieba h.
Takze rovnice (1) se stava
dy _ . b*(b" — 1) )
— = lim————=.
dx h -0 h
Miuzeme provést druhé zjednoduSeni a to tim, Ze ,odstranime* b*. ProtoZe
V rovnici limity (2) zahrnuje pouze proménnou h, zatim co x je povazovano za fixni.
Pfijdeme k vyrazu
dy b" -1 3

2 —p* li
dx D fim—p

Oznacime tuto limitu pismenem k a ziskame nésledujici vysledek:

d 4
Jestli y = b*, pak—yzkbx:ky. @
dx
Tento vysledek mé tak zasadni vyznam, Ze jej vyslovime slovy: Odvozeni

derivace exponencialni funkce je tmérné samotné funkeci.

Vsimnéte si, ze jsme pouzili vyraz "derivace exponencialni funkce", nikoliv
exponencialni funkce, protoZe aZz dosud byla volba b uplné libovolna. Ale ted’ nastava
otazka: Existuje néjaka zvlastni hodnota b, ktera by byla zvlasté vhodna? Vratime-li

se zpét k rovnici (4), kdybychom mohli zvolit b tak, aby se konstanta k rovnala 1, to by
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jasn¢ uéinilo rovnici (4) obzvlasté jednoduchou; Bylo by to opravdu "pfirozena" volba

b. Nasim ukolem je tedy urcit hodnotu b, pro kterou k bude rovno 1, tedy

. b"-1
lim

lim — — = 1.

h_
Nasim ukolem je urcit hodnotu b tak, aby platilo limy,_, % = 1. Zacneme

h

S vyrazem a nastavime je na 1:

b -1 (5)

h_
Jisté pokud je tento vyraz shodna s hodnotou 1, pak i limh_>(,b—h1 = 1. Nyni

feSime rovnici (5) pro b. Provedeme dva kroky. Prvni
b"=1+h

a druhy

b="/A+H) = (1+h)F (©)

kde jsme dostali radikalni znameni s ¢astecnym exponentem. Nyni rovnici (5)
vyjadiuje b jako implicitni funkci h. Protoze rovnice (5) a (6) jsou rovnocenné, limita se
bude blizitk 0

L |
lim =
h—-0
a
1
b = lim(1 + ). (7)
h-0

e s , , ph-1 ,
Posledni limita je Cislo e. Tak aby se vyraz llmh—mT rovnal 1, b se musi

rovnat e = 2.71828 ...

Nejedna se o diikaz, ale jen o nastin.
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Ted pokud v této rovnici nahradime pismeno 1/h pismenem m, limita pajde
k nekone¢nu. Proto mame
, 1\™ (8)
b= lim(1+-)
m—oo m
A vsak limita uvedena v rovnici 8 neni nic jiného nez naSe vtedy k nésledujicim

zavéram: Pokud je Cislo e zvoleno jako zaklad, exponencidlni funkce se rovna své

derivaci

Jestlizey = e* pakﬂ = e”*.
) dy
Ale tento vysledek je vice. Nejen Ze se funkce € rovna svoji vlastni derivaci, je
to jedina funkce, ktera ma tuto vlastnost. Jinak fe¢eno, pokud feSime rovnici dy/dx =y
(diferencialni rovnici) pro funkci y dostaneme feSeni y=Ce, kde C je libovolna
konstanta. Toto feSeni piedstavuje skupinu exponencialnich kiivek (obrazek 2), z nichz

kazda odpovida odlisné hodnoté C.

~
o
-

i

-
N

Obrazek 2 Skupina exponencidlnich kiivek y= Ce*. Kazdy graf odpovida jedné hodnoté
C.



Ustiedni Gloha funkce €, ktera se nazyva pfirozena exponencialni funkce nebo
prost¢ exponencidlni funkce v matematice a védé, je pfimym duasledkem téchto
skutecnosti. V aplikacich najdeme mnohé jevy, pii kterych je zména n¢jakého mnozstvi
umérna samotnému mnozstvi. Kazdy takovy jev se fidi diferencialni rovnici dy/dx = ay,
kde konstanta a uréuje rychlost zmény v kazdém piipadé. Redenim je y= Ce™, kde je
ur¢ena libovolna konstanta C z pocateniho stavu systému. Uvedeme si par piiklad

Z praxe:

1. Rychlost rozpadu radioaktivni latky, a mnozstvi vyzafované¢ho zafeni, je v kazdém
okamziku imérna jeji hmotnosti m: dm/dt = -am. ReSeni této diferencialni rovnice
m=mge ™, kde mg je po&ate¢ni hmotnost latky (hmotnost pfi t=0). Z tohoto feSeni
vidime, ze m se postupn¢ blizi k o, ale nikdy nedosahne — latka se nikdy Uplné
nerozpadne. To vysvétluje pro¢ po letech, kdy byl jaderni odpad likvidovan jako
odpad, mlze byt stile nebezpecny. Hodnota a urCuje rychlost rozpadu latky
a obvykle se méfi polo¢asem rozpadu, ¢asem, kdy se radioaktivni latka rozpadne
na polovinu své ptivodni hmotnosti. Rizné latky maji zfetelné odlisny polocas
rozpadu. Naptiklad bézny bézny izotop uranu (U238) ma polocas asi pét miliard let,

oby&ejny radius (Ra??°) asi Sestnact set let, zatimco Ra?*°

ma polocas jen dvacet tfi
milisekund. To vysvétluje, pro¢ se nékteré z nestabilnich prvkl v periodické tabulce
nenachazeji v ptirodnich nerostnych surovinach: jakékoliv mnoZstvi, které mohlo byt
pfitomno pii vzniku zemé, se jiz ddvno zménilo na stabilng;si prvky.

2. Kdyz se horky pfedmét pii teploté T, umistil do prostiedi teploty T1 (samo o sobé
predpoklada se, ze zlstane konstantni), objekt ochladi v poméru k rozdilu T-T; mezi
jeho teplotou v ¢ase t a okolni teplotou: dT/dt = -a (T-T1). To je znamé jako
Newtontiv zakon o ochlazeni. Re$enim je T = Ty + (To— T1)e ®, coz ukazuje, ze T se
bude ptiblizovat postupné k Ty, ale nikdy se nebudou rovnat.

3. Kdyz zvukové viny prochazeji vzduchem (nebo jinym médiem), jejich intenzita je
fizena diferencialni rovnici dl / dx = -al, kde x je ujetd vzdalenost. Reseni 1=lpe™
ukazuje, Ze intenzita klesa exponencialné s vzdalenosti. Podobny zakon, znamy jako
Lambertiv zékon, plati pro absorpci svétla v prithledném médiu.

4. Pokud jsou penize pribézné troCeny (tj. kazdym okamzikem) s roc¢ni urokovou
sazbou r, zistatek po t letech je dan vztahem A = Pe", kde P je jistina. Tato

rovnovaha roste exponencidln¢ s casem.
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5. Rust obyvatelstva se fidi pfibliznym exponencidlnim zakonem.

Rovnice dy / dx = ax je diferencialni rovnice prvniho tadu: zahrnuje pouze
nezndmou funkci a jeji derivat. Ale vétSina zdkonl fyziky je vyjadfena jako
diferencidlni rovnice druhého fadu - rovnice zahrnujici rychlost zmény rychlosti zmény
funkce nebo jeji druhé derivace. Zrychleni pohybujiciho se objektu je napiiklad rychlost
zmény jeho rychlosti; A protoze rychlost samotna je rychlost zmény vzdalenosti, z toho
vyplyva, ze zrychlenim je rychlost zmény rychlosti zmény nebo druhého odvozeni
vzdalenosti. Jelikoz zakony klasické mechaniky jsou zalozeny na Newtonovych tfech
pohybovych zédkonech, z nichz druha se tyka zrychleni télesa hmoty m na silu ptsobici
na ni (F = ma) - tyto zakony jsou vyjadieny v podobé druhého tadu diferencialni

rovnice. Podobna situace plati i v oblasti elektfiny.

Abychom nasli druhou derivaci funkce f(x), nejprve rozliSujeme f (x), abychom
ziskali svij prvni derivat; Tento derivat je sam funkci X, oznaceného jako f'(x). Pak
rozliSujeme f~(x)pro ziskani druhého derivatu, f*(x). Napiiklad, jestlize f(x) = x°, pak
f'(x) = 3x% a f "(x) = 6x. Miizeme pokracovat i dale f"'(x) = 6, &tvrty derivat (0) a tak
dale. S mnohoc¢lennou funkci stupné n, n po sobé¢ jdoucich derivaci nam poskytnou
konstantu a vSechny naésledujici derivaty budou O. U jinych typt funkci miZze

vvvvvv

potiebujeme jit nad rdmec druhého derivatu.

3.3.1 Priklad

Vypocitejte derivaci prvniho fadu
f)=x°-e™*

ze vzorecki derivaci vime, Ze derivace e* = €”. V dané funkci f(X) je €™ a zaroven
X, takZe se jedna o slozenou funkci. V prvnim kroku nas ¢eka rozlozeni pomoci vzorce

pro soucdin.

[f)-g@)] =fx) - g+ fx)- g f(x) = (*°) -e*+ x* - (e7) =
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levy mnohoclen derivujeme podle pravidel. Pravy mnohoclen je slozend funkce a

tu musime derivovat podle pravidel o derivaci slozenych funkei.
f(x) =h(g(x))
f) =h(g)-gx) .
takze derivace ™ bude vypadat takto:
(e =e* (—x)=e*-(—1)= —e™™.
Dosadime vysledek do naseho piikladu

=3x*-e*+ x3-(e¥) = 3x% - e*— x3-e* = e *(3x% —x%).
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3.4 Logaritmus

Cislo e je zakladem exponencialni funkce a pfirozenych logaritmi, je
transcedentni — neni kofenem zadného polynomu s celo¢iselnymi koeficienty, je
iraciondlni.

Logaritmicka funkce (logaritmus ¢isla x o zakladu a, y = log, x; x € (0;);a

€ (0,1) o(1,+ o)) je inverzni k exponencialni funkci f(x) = a*. Funkce

log,x a >1-jedana funkce rostouci
710 < a<1-—jedani funkce klesajici’

}’A y=|ogux O<a<l y“ a>1 y:logcx

Xy

0| /1
01\5

Obrazek 3 Graf logarimu v zavislosti na a 13

AY a* 4y
O<a<l
ax
a>1
1

0 i 0 X

Obrézek 4 Graf exponencialni funkce™

'3 https://leporelo.info/logaritmus

1 https://leporelo.info/exponencialni-funkce
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K logaritmicky funkci je inverzni funkce exponencidlni (inverzni — pfifazeni

opacnych hodnot Df(x) < Hf(x)).

./ fle) =Inx

Graf funkee v = ¥ a y = log, = - kiivky jsou soumérné podle osy prvniho a tietiho kvadrantu

(Sedd pferufovand ¢dra)

Obrézek 5 Inverzni funkce®
Ptirozeny logaritmus, jehoz zaklad je ¢islo e znac¢ime Inx.
log.x =Inx

3.4.1 Priklad

Vyfteste rovnici
In2x+6)=0;x€ (1,0)
Za pouziti pravidla
In(e*) =x

eln(x) =x

5 http://www.matematika.cz/logaritmy
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pfevedeme vyraz

eln(2x+6) — eO

2x+6=1
a uz se jedna o jednoduchou rovnici, ktera sta¢i upravit a vysledek je

5
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3.5 Financ¢ni aplikace

Od nepaméti hraly penize velkou roly v zivotech lidi. Touha pro ziskéani
bohatstvi a dosazeni finan¢ni bezpecnosti. Nebylo zadnym ptrekvapenim, Ze anonymni
matematik (nebo mozna obchodnik ¢i vétitel) na pocatku 17. stoleti si v§iml zvlastniho
vztahu mezi zplsobem rustu penéz a chovdnim urcitého matematického vyrazu

V nekonec¢nu.

Praxe uctovani poplatku za pjcovani penéz se datuje do pocatki zaznamenané
historie. Naptiklad jilova tabulka z Mezopotamie zroku kolem 1700 pted naSim
letopoctem, kterd se nyni nachazi v Louvru, fesi nasledujici problém: jak dlouho bude
trvat, nez se Castka penéz zdvojnasobi, jestlize bude ro¢ni urokova sazba 20%.
Abychom dany problém definovali v jazyce matematiky, poznamendme si, Ze na konci
kazdého roku soucet roste o 20%, tedy o hodnotu 1,2. Po X letech bude soucet rlst

0 1,2%. Otazka zni, za jak dlouho budu mit dvojnisobek ptivodni hodnoty - 1,2* = 2.

Nyni k vyfeSeni této rovnice, jinak feceno k odstranéni x z exponentu, musime
pouzit logaritmy, které Babylonci neméli. Nicméné, oni byli schopni najit pfibliZznou
hodnotu. Pozorovali, ze 1,23 = 1,728, zatim co 1,2422,0736. Takze X musi mit hodnotu
mezi 3 a 4 roky. Nebylo pro n€ jednoduché vypocitat spravnou hodnotu, ptesto jejich
odpovéd’ byla x= 3,7870, je mimotfadné blizko spravné odpovédi x= 3,8018 (tj. asi 3
roky, 9 mésicii a 18dni). Babylonci nepouzivali desitkovy systém (pouzival se az
v raném stfedoveéku), ale Sedesatkovy — Cislovaci systém zalozeny na ¢isle 60. Odpoved’
na desticce v Louvru nalezneme 3;47;13;20 — v Sedesatkovém systému to znamena
3/60° + 47/60" + 13/60° + 20/60° = 3,7870.

Finanéni matematika rozliSuje dva zékladni zpisoby uroceni financ¢nich

prostredk:

e jednoduché uroCeni — vyplacené uroky se nepfipocitavaji k ptivodnimu

kapitalu a dale se netro¢i,
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e slozené uroCeni — vyplacené Uroky se naopak k piivodnimu kapitalu
16

piipocitavaji a nasledné se spolu s nim Groci.
Podivejme se stru¢né na to, jak funguje slozené troceni. Piedpokladejme, ze
vlozime 100 K¢ na tcet, kde je 5% ro¢ni trok. Na konci prvniho roku bude nas zastatek
100 - 1,05 = 105 K¢. Banka tuto novou ¢astku povazuje za “novy® kapital, ktery byl
prave reinvestovan ve stejné sazb€. Na konci druhého roku bude zistatek 105 - 1,05 =
110,25 K¢, na konci tfetiho roku 110,25 - 1,05 = 115,76 K¢ a tak dale. Vidime, ze nas
vklad roste v geometrické posloupnosti (q=1,05). Naproti tomu ucet s jednoduchym
urokovanim roste aritmetickou posloupnosti (d=2) a ma 5% urok vzdy z pivodniho
kapitalu (kazdy rok ndm ptibude na uctu 5 K¢). Po prvnim roce budeme mit 105 K¢,
po druhém roce 110 K¢, po tietim roce 115 K¢ a tak dale. Je zfejmé, Ze penize
investované ve slozeném turoku budou rust rychleji, nez kdyby byly investovany

S jednoduchym uroc¢enim.

Z tohoto piikladu jde vidét, co se s nasimi penézi déje ve vSeobecném piipadé.
Predpokladejme, Ze vlozime zékladni kapital P na ucet, ktery kazdorocné vyplati r
procentni urokovou sazbu (ve vypoctech vzdy vyjadiujeme r jako desetinné Cislo —
misto 5% pocitame s 0,05). To znamena, Ze na konci prvniho roku bude zistatek P(1 +
r),na konci druhého roku bude P(1 + r)2,.... Vseobecné mizeme napsat, ze po t letech

bude ztstatek P(1 + r)". Oznagenim této ¢astky za S se dostaneme ke vzorci

S=PA+1r)t. (1)

Tento vzorec je prakticky zdkladem vSech finan¢nich vypoctu.

Nekteré banky vyuzivaji tzv. efektivni trokové sazby (pfi ro€nim urokovém
obdobi dava stejnou budouci hodnotu, jako ro¢ni urokova sazba pfi CastéjSim (naptiklad

pololetni, mési¢nim,...) pfipisovani trokd.

Kdyz budeme vychézet z ptikladu vySe, pti vkladu 100 K¢&, trokové sazbé 5%,

ale pfi pfipisovani uroku dvakrat za rok, pokazdé s polovi¢ni tirokovou sazbou (tedy

8 RADOVA, Jarmila; DVORAK, Petr; MALEK, Jifi. Financni matematika pro kazdého. 7.aktualizované vydani. Praha : GRADA
Publishing, a.s., 2009. 293 s. ISBN 978-80-247-3291-6.
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2,5%) to bude ¢init (100 - 1,025)? = 105,0625 K&, asi o 6 halifl vice, nez kdyby se
trocilo jednou za rok ve vysi 5%. Urokova sazba mize byt definovana pro riizna ¢asova
obdobi. Z tohoto pohledu rozliSujeme:

- p.a. (per annum) — ro¢ni Grokova sazba,

- p.S. (per semestre) — pololetni Grokova sazba,

- p.g. (per quartale) — ¢tvrtletni trokova sazba,

- p.m. (per mensem) — mési¢ni Grokova sazba,

- p.d. (per diem) — denni urokova sazba.

Pro kazdé prechodné obdobi banka pouzivé ro¢ni trokovou sazbu délenou n, t

r/n. Hodnota t ndm udava po kolika letech, ale musime ji vynasobit n, kolikrat za rok.

s=P(1+ %)nt @)

Samoziejmé rovnice 1 je jen zvlastnim pfipadem rovnice 2, kdy n=1.

Bylo by zajimavé porovnat ¢astky penéz, které dostaneme po uplynuti prvniho

roku pro riizna Casova obdobi. Stale po¢itame P=100 K¢ a r= 5%=0,05.

Tabulka 3.5 100 K¢ po roce s 5% ro¢ni trokovou sazbou za rtizna ¢asova obdobi

¢asové obdobi n r/n S
ro¢éni 1 0,05 105
pololetni 2 0,025 105,06
Ctvrtletni 4 0,0125 105,09
mésiéni 12 0,004166 105,12
tydenni 52 0,0009615 105,12
denni 365 0,0001370 105,13

Vysledky, které jsou uvedeny v tabulce 3.5 a jsou docela ptekvapujici. Jak
vidime, rozdil mezi ro¢nim a dennim urocenim pii 100 K¢ vkladu a ro¢ni urokové sazbé

5% je rozdil ve 13 halifich.

Abychom tuto otazku prozkoumali dale, zvazme zvlastni piipad rovnice 2, kdy r
= 1 (to znamena ro¢ni urokova sazba je 100%), i kdyz jesté¢ zadnd banka nikdy

nepfinesla tak velkorysou nabidkou. To co mame na mysli, neni skute¢na situace, ale
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hypoteticky ptipad, ktery ma mnohem vétsi matematické disledky. Pro zjednoduseni

budeme ptredpokladat vklad P=1 K¢ a t = 1 rok. Rovnice 2 pak bude znit:
1\" 3
s=(1+3) )
n

A naSim clem je zkoumat chovani tohoto vzorce pro zvyseni hodnot n. Vysledky

jsou uvedeny v tabulce 3.2.:

Tabulka 3.6 zvyseni hodnot n

n (1 +1/n)™n
1 (ro¢ni) 2

2 (pololetni) 2,25

3 2,37037
4 (Ctvrtletni) 2,44141
5 2,48832
10 2,59374
50 2,69159
100 2,70481
1000 2,71692
10000 2,71815
100000 2,711827
1000000 2,71828
10000000 2,71828

Vypada to, Ze jakykoliv dalsi riist ¢isla n bude mit na vysledek stézi vliv.

Ale bude tento vzor pokracovat? Je mozné, Ze bez ohledu na to, jak velké je
n hodnoty (1+ 1/n)" se budou pohybovat kolem &isla 2,71828? Tato zajimavd moznost

je skutecné potvrzena peclivou matematickou analyzou.
Nejprve ukazeme, ze posloupnost

_ 1 1 1 _ 4)
Sn—1+E+E+"'+E, n=1273,..

. PR “ v o 1 ,
konverguje (ma limitu), kdyZ n roste nade vSechny meze. Soudet Y;i—o o (1seda

zapsat jako 1/0!). roste s kazdym ptidanym ¢lenem, mame tedy sp < Sp+1 pro kazdé n;
t.J. posloupnost s, je monotonné rostouci. Po¢inaje n = 3 plati také n! = 1.2.3 ... n >

1.2.2...2=2n-1, proto
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1 1 1 (5)
Su<1+l+o+og+-+

2 2n-1
pron=3,4,5,....V tomto souctu ¢leny pocinaje druhym v potadi tvoii ¢leny
1
geometrické fady s kvocientem 1/2. Soucet této fady je T =2 (1 — zin) < 2. Mame

proto s, < 1 + 2 = 3, coz ukazuje, ze posloupnost s, je shora omezena trojkou (t.].
hodnoty s, nikdy nepievysi 3). Nyni pouzijeme znamé tvrzeni z analyzy (Kazda
omezena monotonné rostouci posloupnost ma limitu pro n — . Tedy s, konverguje
(blizi se) k limit¢ S. Z (4) a (5) je ihned vidét, ze S lezi mezi 2 a 3. Nyni uvazujme

posloupnost a, = (1 + 1/n) ". Uk4Zeme, Ze tato posloupnost konverguje ke stejné limité

. , 1\" " . . y
jako s,. Na vyraz (1 - z_n) pouzijeme binomickou vétu:

1 nn—1) 1 nn-1)n-2)..1 1

“tere (=) gees (D) -2 (24

ProtoZze hodnoty vyrazii v zavorkach jsou vzdy mensi nez 1, mame a, < s, (ve

T,=1+n

skutecnosti a, < S, pocinaje n = 2). Proto posloupnost a, je rovnéz shora omezend. Navic
an roste monotoénné, jak jsme jiz ukazali v jedné z predchozich kapitol. Tedy a, ma

limitu pro n — co. Oznacime ji pismenem A.

Nyni ukdzeme, ze S = A. ProtoZe s, > a, pro vSechna n € N, mame S > A. Ted’
ukdZeme, Ze stejné tak plati 1 S < A. Necht m < n je pevné zvolené piirozené Cislo.

Vezmeme prvnich m + 1 ¢lend posloupnosti a,

T R T T D P

Protoze m < n a vSechny ¢leny jsou kladné, je posledni soucet mensi nez ap.

Kdyz ted nechame n neomezené riist a m podrzime pevné, bude se soucet blizit sy,
zatimco ap se bude blizit A. Mame tedy s, < A, a tudiz S < A. Protoze plati zaroven
S>AaS<A, vyplyva z toho S = A, coZ jsme chtéli dokazat. Limitu A jsme jiZ pfedem

oznacili e. Je tedy
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B 1 1 1 1
e—llm(1+1'+2'+3|+ -+ )

Je na case, abychom si ukazali, v ¢em tkvi vyhoda pocitani e z této nekonecné

fady. Z tohoto diivodu vezméme v uvahu sy Z (4) a navic polozme

1

Pro n > k vznika sk z S, tim, zZe ve vyrazu pro s, ponechame vpravo z n+ 1

s¢itanct pouze prvnich k + 1 s¢itancii, takze
Sp > S pron > k.
Muzeme tedy napsat
Spn =S+ Tk (6)

kde

Then = H(k+ 1 Gt DE+2) T R Dk 2) (- 1)")'

Tento zbytek odhadneme shora a to tak, ze vSechny vyrazy v zavorkach

nahradime k + 1, je totiz 1/k+2 < 1/k+1 , atd. Dostaneme

< 1 Z 1
Ten =10/, k+ m
m=1
Polozime-li 1/k+1 =q, je

1 1 1q(1-q"%) 1 q
Thn =71 —m=—(q+q+ +an)_k! 1-q kl1—q°

m=1 cleny geometrické posl.

Dosadime zpatky za q a po jednoduché pravé dostaneme 77, < ﬁ . Podle (6)

je tedy s, <s¢ + 1/k.k! . Vtip je v tom, ze pro vSechna cCisla s, od (k + 1) pocinaje, tj. pro
Skt+1, skt2, St+3, . . ., dostdvame tutéz nerovnost, nebot prava strana nezavisi na n.

A proto také e < si + 1/k.k! . Pro kazdé¢ cel¢ k > 3 je tedy
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1 1 1 1
Sk < e < s )

.0 < —(1 —t =) <.
jo<e =+ttt T

1
TR TRFT K

Jezto pro vétsi hodnoty k je 1/k.k! velmi blizko nule, lze takto ¢islo e velmi
pohodIng po¢itat. Napt. 1/10.10! <3 10° ; odtud vypocteme e s chybou mensi nez 107
(je tedy |e — 2.7182818| < 107" ). Pro k = 14 dostavame &islo e s chybou mensi nez
10*%; zkuste to propocitat, vyjde pro e piiblizna hodnota 2.71828182845 . . .
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4 Zavér

Cilem této prace bylo piiblizit Ctendii vyuziti eulerova ¢isla v matematické
analyze. V prabchu prace jsem zjistila, ze prace nikdy nebude Uplnd. V mé praci musi
mit ctenar matematicky zaklady, aby danou problematiku pochopil. Jsem rada, ze jsem
si dané téma vybrala a mohu fici, zZe jsem pln¢€ pochopila problematiku eulerova cisla

vV matematice. A na zavér jedna citace z knihy od Davida Achesona ([11],5174):

..., je vzit fadu, ktera reprezentuje ¢' a dosadit do ni zcela bez skrupuli imaginarni
veli¢inu t =10, kde 0 je redlné ¢islo a 1 = v—1. Dostaneme
0> 0 i0*

i6=1 0 — —
e +1 2+2_3+2_3_4+

a oddélime-li na pravé stran¢ realné ¢leny od imaginarnich, vyjde

02 0* 03 0°
0 _ _ _ o — — .
e <1 2+2_3_4 > +1<6 +2_3+2_3_4_5 )

JenomZe obé nekonecné fady v zavorkach jsou pravée ty fady, které reprezentu;ji

sin 0 a cos 0 na strance 171! Takze nakonec dostadvame
ei® = cosB + isin®

Tento Gzasny vzorec, ktery objevil Euler v roce 1748, je dostate¢né vyznamnym

vysledkem na zavér knihy.

Za prvé, ziskali jsme jej propojenim Siroké Skaly sofistikovanych matematickych

myslenek veetné kalkulu, nekoneénych fad a imaginarnich cisel.

Za druhé, vzorec ma obrovsky vyznam pro praxi. Mimo jiné je jedinym
divodem, pro¢ v technické nebo fyzikalni literatufe vénované oscilacim najdeme jek e

tak i=v—1 prakticky vSude. Obé¢ tyto konstanty vyznamn¢ zjednodusuji mnohé vypocty.

Konecné, dosadime-li specialni hodnotu 6 = m a vzpomeneme toto, Ze sin =0

a cos =1 (viz stranka 171). dostaneme nakonec
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