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Abstrakt

Tato praca sa zaobera problematikou rozlozenia Smykovych napéti od posuvajucej sily
pbdsobiacich v kruhovom prieCnom priereze. Konkrétne sa jedna o zlozku Smykového napatia
rovnobeznu s posuvajucou silou, zlozku Smykového napétia kolmu na posuvajucu silu
a celkové Smykové napétie. Pre tieto jednotlivé Smykové napétia su v praci odvodené vztahy
popisujuce ich rozlozenie v ramci kruhového prie€neho prierezu. Nasledne v prostredi
matematického softvéru Matlab su tieto vztahy vykreslené pomocou 3D pléch, pri€om je vidiet
ich priebehy po kruhovom prie€nom priereze. Zlozka Smykového napétia rovnobezna
S posuvajucou silou ma parabolicky priebeh. Zlozka Smykového napétia kolméa na posuvajucu
silu ma tvar obecnej 3D plochy ,lupienok®. Celkové Smykové napéatie ma priebeh elipticky
na obryse kruhového prie€neho prierezu, ktory sa postupne v ramci kruhového prieéneho
prierezu meni v parabolicky na ose symetrie. Tym sa vyvratilo tvrdenie, ze priebeh celkového
Smykového napaétia je elipticky po celom kruhovom prie€nom priereze.

Klacové slova

Zuravského vztah, posuvajlica sila, $mykové napétie, kruhovy prieény prierez

Abstract

This thesis deals with the problem of distribution of the shear stress at the circular cross
section. Specifically it is a vertical component of the shear stress, a horizontal component
of the shear stress and a total shear stress. In the thesis, for these individual shear stresses
are derived equations describing their distribution at the circular cross section. With using
the mathematical software Matlab, these equations are sketched, like 3D surfaces, where their
individual shapes at the circular cross section can be seen. The vertical component
of the shear stress has a parabolic shape. The horizontal component of the shear stress has
a shape of general 3D surface like “flake”. The total shear stress has an elliptic shape, but only
at the cross section boundary. However the shape of distribution gradually changes
to parabolic at the axis of symmetry, within the circular cross. So the statement, that the total
shear stress at the circular cross section has an elliptic shape is untrue.
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Uvod

Vypocet celkového Smykového napétia posobiaceho v prie€nom priereze sa lisi v za-
vislosti na tvare prie€neho prierezu a s tym suvisiaca je aj obtaznost vypoctu. Su priene prie-
rezy, kde je celkové $mykové napétie tvorené iba jednou zlozkou napriklad obdiznik, teda vy-
pocet je jednoduchsi nakolko staéi dosadit prislusné hodnoty do Zuravského vztahu. A su
zase priecne prierezy, kde celkové Smykové napétie je tvorené dvoma zlozkami, pricom jednu
je mozné spogitat pomocou Zuravského vztahu a druhi uréitym prepoétom zo zlozky danej
Zuravského vztahom. To sa tyka prave kruhového prieéneho prierezu.

Vypocet celkového Smykového napétia pdsobiaceho v jednotlivych bodoch
tohto prie€neho prierezu je obzvlast zlozity. Z tohto dévodu sa v literature €asto uvadza vztah,
ktory umoznuje spocitat maximalnu hodnotu Smykového napétia, ktord v danom kruhovom
prie€nom priereze posobi. Hodnota maximalneho Smykového napétia je vhodna pri navrhu,
pretoze v danom kruhovom priereze vaésia hodnota ako ta maximalna nepdsobi. No v niekto-
rych pripadoch méze byt pouzitie maximalneho Smykového napétia pri navrhu zbytoéné a je
potreba zistit ho v konkrétnych miestach prie€neho prierezu.

Rovnako ako v pripade vypoctu celkového Smykového napétia je to aj pri jeho vykres-
leni v ramci prie€neho prierezu. Su priene prierezy, kde nositelky celkového $mykového na-
péatia sU rovnobezné s posuvajlicou silou, napriklad obdiznik, pri¢om vykreslenie rozlozenia
Smykového napétia je jednoduché. A su prie¢ne prierezy, napriklad kruhovy prieny prierez,
kde nositelky Smykovych napéti su rovnobezné s posuvajucou silou len v niektorych miestach
prie€neho prierezu a v ostatnych miestach zvieraju nositelky celkovych $mykovych napéti
s nositelkou posuvajucej sily urc€ity uhol. Obecné vztahy pre popis rozlozenia Smykovych na-
pati ako aj samotné vykreslenie ich rozlozeni po prie€nom kruhom priereze sa neuvadza prave
z dévodu ich komplikovanosti, pri€om sa vedu debaty o tom aky priebeh v skutoénosti maju.

V literaturach je Casto rozlozenie celkového Smykového napétia popisané ako eliptické,
€o vsak plati iba pre obrys kruhového prieéneho prierezu, pricom blizSie ku stredu ma celkové
Smykové napétie iny priebeh. Prave z tohto dévodu som sa rozhodol vybrat' si tuto tému ba-
kalarskej prace a vyplnit tak ,biele miesta® v literature, ktora o tejto problematike pojednava,
nakolko v nijakej literature nie su odvodené kompletné vztahy popisujuce rozlozenie Smyko-
vych napéti od posuvajucej sily po prie€nom kruhovom priereze a ani vykreslené ich priebehy,
maximalne tak Zuravského vztah a jeho priebeh. A v neposlednom rade mojou motivaciou je
urobit’ tuto problematiku prehlfadnu a jednoduchu na pochopenie.

Cielom tejto bakalarskej prace je odvodenie obecnych vztahov popisujucich rozlozenie
Smykovych napéti po prie€nom kruhovom priereze a ich nasledné vykreslenie pomocou neja-
kého vhodného bezne dostupného softvéru. Konkrétne sa jedna o zlozku Smykového napéatia
rovnobeznu s posuvajucou silou, zlozku Smykového napétia kolmu na posuvajucu silu a cel-
kové Smykové napétie. Pricom praca obsahuje aj Ciastkové ciele ako vSeobecné odvodenie
Zuravského vztahu pre véeobecny prieény prierez s uvedenim predpokladov, pre ktoré plati
a odvodenie vypoctu Smykového napatia kolmého na posuvajucu silu pre symetrické priecne
prierezy. Tieto dva Ciastkové ciele su v8ak potrebné pre samotné uskuto€nenie hlavného ciela.
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1 Zakladné pojmy

Nasledujuce zakladné pojmy [1].

Medzny stav -stav, kedy sa deformacia alebo porusenie menia z funkéne pripustnych na funk-
¢ne nepripustné.

Prvok telesa —je urCeny plochou, ktorou je oddeleny od telesa. Tato plocha sa obvykle ozna-
Cuje ako rez.

Elementarny prvok —prvok, ktorého niektory (aspon jeden) rozmer je nekonecne maly v limit-
nom zmysle.

Jednonasobne elementarny prvok -prvok, ktory ma jeden rozmer nekone¢ne maly v limitnom
zmysle. Podobne dvojnasobne a trojnasobne elemen-
tarny prvok.

VVU -vysledné vnutorné uginky, v prieénom priereze pruta davaju vonkajsiu silovu sustavu
pdsobiacu na prvok tymto prierezom uvolnenym do statickej rovnovahy.

Posuvajlca sila —zlozka VU, ktora lezi v prieénom priereze. Oznaéuje sa T.
Normalova sila -zlozka VVU, ktora je kolma na prieény prierez. Oznadéuje sa N.
Ohybovy moment -zlozka VVU, ktoréa lezi v prieénom priereze. Oznaduje sa M.

Prut -je teoretické teleso, ktoré spina isté geometrické, deformaéné, vézbovo-zatazovacie
a napjatostné predpoklady, oznac¢ované ako prutové predpoklady.

Predpoklady geometrické:

Prut je uréeny krivkou y, tzv. strednicou, a v kazdom bode strednice prieCnym
prierezom y, ktory obsahuje vSetky body telesa, leziace v normalnej rovine.
Prieseénik y a w je geometrickym taziskom prierezu .

Strednica y je spojita a hladka krivka koneénej dizky.

Prie¢ny prierez je spojita jedno alebo viacnasobna suvisla oblast, ohrani¢ena
obrysom a charakterizovana charakteristikami prie€neho prierezu.

Dizka strednice je radovo minimalne rovnako velka ako najvaési rozmer prieé-
neho prierezu.

Predpoklady vazbovo-zatazovacie:

Véazby obmedzuju iba posuvy a uhly nato€enia strednice.

Zatazenie je sustredené na strednici, t. j. silovym pdsobenim na prut su osa-
melé a liniové sily a silové dvojice s pdsobiskom na strednici.

Predpoklady deformacné:

Strednica prutu zostava v procese deformacie spojita a hladka

Prie€ne prierezy zostavaju v priebehu deforméacie zase prie€nymi prierezmi,
t. j. zachovavaju si rovinnost a kolmost k deformovanej strednice.

Predpoklady napjatostné:

Napjatost v prute je uréena normalnym a Smykovym napétim v prie€nom prie-
reze. Je to zvlastny typ napjatosti, ktora sa oznacuje ako prutova.
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Prizmaticky prut-tvar a rozmery prieéneho prierezu sa pozdiz strednice nemenia.
Priamy prut-strednica je priamka.

Neutralna osa -priamka prechadzajuca taziskom prie€neho prierezu a geometricky miestom
bodov prie€¢neho prierezu s nulovymi dizkovymi pretvorenim a tym aj nulovym
napatim.

Prosty ohyb -je oznac¢enie pre namahanie priameho prizmatického prutu ak na danej rozliSo-
vacej urovni:

su splnené prutové predpoklady,

prie€ne prierezy sa vzajomne natacaju okolo osi leziacej v prie€nom priereze
a nasledne sa deformuju,

jedinou nenulovou zlozkou VVU je ohybovy moment,

pre rieSenie statickej rovnovahy sa prvok uvolnuje v nedeformovanom stave.

12



2 Odvodenie Zuravského vztahu

2.1 Zmluvny vypocet na Smyk
Smykové napétie, asto oznadované ako zmluvné, pdsobiace v prieénom priereze pritu vyvo-
lané od posuvajucej sily je mozné spocitat jednoduchym vztahom (1), kde T predstavuje po-
suvajucu silu pésobiacu v rovine rovnobeznej s prie€nym prierezom S, respektive silu, ktora
lezi v prienom priereze. Jedna sa iba o uréitu porovnavaciu hodnotu pri rieSeni medznych
stavov pevnosti [1].

r=1 (1)
Toto zmluvné napétie, vSak predpoklada konstantné rozlozenie Smykového napétia po prie¢-
nom priereze, o vSeobecne neplati. Nerovnomernost rozlozenia Smykového napétia po prie¢-
nom priereze spdsobuje premenlivost VVU. Z tohto dévodu sa pre vypo&et Smykového napétia
v prieénom priereze pouziva tzv. Zuravského vztah, ktory umoznuje spoditat jeho maximalnu
hodnotu ako aj jeho rozlozenie po prie€nom priereze [1].

2.2 Odvodenie Zuravského vztahu

z

Obrazok ¢. 1 Priamy prut zatazeny osamelou silou

K odvodeniu Zuravského vztahu je vyhodné pouzit jednoducho podopreny priamy prizmaticky
prut zatazeny osamelou silou alebo viacerymi osamelymi silami. Osamela sila zabezpeci spo-
jith zmenu zloZiek VVU pozdiz strednice pruta, vid Obrazok &. 1 a Obrazok &. 2. Pre nazornost
a lepsie pochopenie je vhodné pouzit obdiznikovy prieény prierez. Vyhoda obdiZnikového prie-
rezu spociva v konstantnej Sirke a vySke prierezu [2].
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Obrazok &. 2 Uplne uvolnenie a VVU priameho prizmatického prutu zatazeného osamelou
silou

UpInym uvolnenim pruta sa ziskaju vézbové reakcie a vykreslia VVU, vid Obrazok &. 2. Z VVU
je zrejmy po Castiach konstantny priebeh posuvajucej sily a po Castiach linearny priebeh ohy-
bového momentu. Z pruta sa dvoma rovnobeznymi rezmi, jeden mn vo vzdialenosti x a druhy
msny vo vzdialenosti x + dx od pocCiatku suradnicového systému, ziska jednonasobne elemen-
tarny prvok prutu. Tento prvok ma dizku dx, a je ohraniéeny na jednom konci bodmi mnnm
a na druhom konci bodmi msn:nsm;. Tieto body vytvaraju plochy rozmerovo totozné, nakolko
prut je prizmaticky, a pre dalSie uvahy sa tieto plochy oznacia pismenom y, vid Obrazok €. 3.

! ]
Obrazok ¢. 3 Jednonasobne elementarny prvok prutu

V mieste rezu mn pésobi posuvajuca sila, ktorej velkost je mozné ur€it z priebehu posuvajucej
sily, vid Obrazok €. 2. Tato sila vyvolava Smykové napaétie 1., ktorého velkost sa uréi podla
vztahu (1), pricom prvym predpokladom je rovnaka orientacia $mykového napétia s posuva-
jucou silou, vid Obrazok €. 4. Prvy index tohto napétia oznacuje osu suradnicového systému,
ktora je kolma na rovinu vektorov Smykového napétia v nej leziacich, v tomto pripade osa x.
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Druhy index oznacuje rovnobeznost vektorov Smykového napétia s konkrétnou osou suradni-
cového systému, v tomto pripade s osou z[2].
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Obrazok €. 4 Dvojnasobne elementarny prvok prutu

Druhym predpokladom pre odvodenie Zuravského vztahu je rovnomerné, konstantné rozloze-
nie $mykového napétia po Sirke prieéneho prierezu, v tomto pripade napriklad pozdiz hrany
ccy. Pomocou dvoch rovnobeznych rovinnych rezov kolmych k ose z oznafenych aeesa;
a cddics v lubovolnej vzdialenosti od pociatku suradnicového systému v smere tejto osi.
Rezmi sa ziska dvojnasobne elementarny prvok o rozmeroch b, dx, dy, vid Obrazok €. 4.
Pre lepSiu prehladnost je tento dvojnasobne elementarny prvok zobrazeny zvlast, vid Obrazok

& 52

¢ Tzi— d1
Txz qli-f___
s g 1 eﬁ N
[ e e
b d - e ’
ax

Obrazok €. 5 Veta o zdruzenosti Smykovych napéti na dvojnasobne elementarnom prvku
pruta

Na tento dvojnasobne elementarny prvok, bez uvazovania normalového napétia od ohybového
momentu, pdsobia iba Smykové napétia. Rovnako ako cely prut aj dvojnasobne elementarny
prvok musi byt v rovnovahe. Ako je mozné vidiet na Obrazok €. 5, Smykové napétia lezia
v dvoch na seba kolmych rovinach. Ztohto dévodu je mozné staticku rovnicu rovnovahu
na prvku napisat pomocou momentov k jednej z dvoch hran prvku ccy alebo eey, v zavislosti
na orientacii Smykového napétia r... K zostaveniu momentovej rovnice rovnovahy je potrebné
Smykové napétia vyjadrit vo forme sil, nakolko moment je definovany ako vektorovy suéin
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ramena a sily, ktora na toto rameno pésobi. Sila sa urci vyjadrenim z rovnice (1).
V tomto pripade F.« = T S., kde S predstavuje plochu, v ktorej prislusné Smykové napatie

lezi, S, =b- dx. Rovnaké vyjadrenie sa urobi aj pre silu F.. Nasledne sa zostavi momen-
tova rovnica rovnovahy (2) k hrane ees[2].
Z Meel= 0 (2)

sz' dy'sz' dX=0
Po dosadeni za F., Fx. a prevedeni F,x na pravu stranu sa ziska vztah:

T b-dy-dx=r1,-b-dx-dy
Po jednoduchej uprave, ktora spoCiva v skrateni rovnakych vyrazov sa dostane vztah (3), ktory
vyjadruje rovnost Smykovych napéti posobiacich v dvoch na seba kolmych rovinach. Tento
vztah je skér znamy ako veta o zdruzenosti Smykovych napati, ktora je dals§im predpokladom
pre platnost Zuravského vztahu. A poslednym predpokladom pre platnost Zuravského vztahu
je aby prie€ny prierez mal aspon jednu osu symetrie a zatazujuca sila lezala na tejto osi sy-

metrie [2], [3].
Txz = Tzx (3)

Po stanoveni zakladnych predpokladov pre platnost Zuravského vztahu je mozné pristupit
k jeho samotnému odvodeniu. Tu zohrava délezitu ulohu prave premenlivost ohybového mo-
mentu pozdiz strednice pruta, ktori spdsobuje osamela sila. Ak by bol moment konstantny
prut by bol namahany prostym ohybom, pretoze na oboch stranach, rez mn a min;, jednona-
sobne elementarneho prvku by pésobili rovnhako velké ohybové momenty, ktoré by vyvolali
rovnako velké normalové napétia. Prvok by po napisani statickej rovnice rovnovahy v ose x
bol v rovnovahe a teda Smykové napétia by museli byt rovné nule. Tento pripad v ramci rieSe-
ného problému nie je délezity [2].
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Obrazok €. 6 Premenlivost ohybového momentu na jednonasobne elementarnom prvku

Vplyvom premenlivosti ohybového momentu pésobi na lavej strane jednonasobne elementar-
neho prvku, rez mn, ohybovy moment o velkosti M,, a na pravej strane, rez m:ns, ohybovy
moment Moy zvé&Seny o prirastok ohybového momentu dM,, na dizke dx po celej Sirke b prie¢-
neho prierezu, vid Obrazok €. 6. Ohybovy moment spdsobuje normalové napétie v ohybe,
ktorého velkost sa spocita podla zakladného vztahu (4) prostej pruznosti a pevnosti [2], [3].

o = ¥ 4 (4)
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Obrazok €. 7 Rozlozenie ohybového napétia po prie€nom priereze jednonasobne elementar-
neho prvku

V zavislosti na znamienku ohybového momentu M,, a vzdialenosti z od neutralnej osi sa urci,
i je dana Cast prierezu namahana na tlak, kladné ohybové napétie, alebo tah, zaporné ohy-
bové napétie. Zakreslenie smerov pdsobenia normalového napéatia v ohybe je
na Obrazok €. 7 a Obrazok €. 8. Pre uplnost horna €ast prie€neho prierezu, t. j. €ast od neut-
ralnej osi k ploche mmm:m; je namahana na tlak a spodna €ast prierezu, t. j. ¢ast od neutral-
nej osi k ploche nnnins, namahana na tah [2], [3].

“4

— -

Oo M Hl OuillO’:.

- o

- |-
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M

Obrazok €. 8 Zobrazenie rozlozenia normalového napétia v ohybe po priecnom priereze jed-
nonasobne elementarneho prvku na dizke dx v rovine x-z

Jednonasobne elementarny prvok musi byt v rovnovahe. Z dévodu docielenia rovnovéahy
na jednonasobne elementarnom prvku musi existovat nejaké napétie, ktoré tento stav zabez-
peci. Tymto napati je Smykové napétie. Nakolko vS8ak povrch pruta nie je zatazeny Smykovym
napatim, toto napéatie musi pésobit vo vnutri pruta. Z tohto dévodu sa vedie jednonasobne
elementarnym prvkom rez pomocou roviny kolmej k ose z. Tato rovina pretina jednonasobne
elementarny prvok v bodoch pppsps na suradnici z”, €im vytvara podoblast jednonasobne ele-
mentarneho prvku zahfhajuceho iba Cast’ yy prierezu y, vid Obrazok €. 9[2], [3].
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Obrazok €. 9 Vytvorenie podoblasti z jednojnasobne elementarneho prvku rezom rovinou
kolmou k ose z vo vzdialenosti z" od NO, NO-Neutralna Osa, OS-Osa Symetrie

Tento dvojnasobne elementarny prvok je ohrani¢eny z lavej strany plochou uréenou bodmi
pnnp a z pravej strany plochou uréenou bodmi psninip+. Tieto dve plochy su rovnako velké
a pre dalSie uvahy sa oznacia ako ;. Rovnako ako na plochy g, tak aj na plochy y pésobi
ohybové napétie o, alebo 0,+do, , v zavislosti, na ktorej strane jednonasobne elementarneho
prvku sa plochy w a w; nachadzaju, vid Obrazok €. 10. Su¢asne na dvojnasobne elementar-
nom prvku je mozné zakreslit Smykové napatie, vid Obrazok ¢. 10 [3].

| To  Tzx  Oo+d0o

i \[\7 N \
A N

Obrazok ¢. 10 RozloZenie ohybového a Smykového napétia na dvojnasobne elementarnom
prvku

Nakolko Smykové napéatie pomaha k dosiahnutiu statickej rovnovahy na dvojnasobne elemen-
tarnom prvku pnpin; je jeho orientacia jednoznaéne dana, a to v smere pdsobenia mensieho
normalového napétia. Podla vety o zdruzenosti Smykovych napéti v ploche w1 lezi Smykové
napatie 1., ktorého velkost je totozna s velkostou Smykového napétia 7... Pre lepSiu nazor-
nost, vid Obrazok €. 11. Z tohto dévodu postacuje spocitat Smykové napétie 7., a tym padom
sa zisti aj Smykové napétie 1. [2)].
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Obrazok €. 11 Rozlozenie ohybového a Smykového napétia na jednonasobne elementarnom
prvku obsahujucom dvojnasobne elementarny prvok

Pre spocitanie Smykového napétia 7.« je potrebné zostavit’ staticku rovnicu rovnovahy v ose x.
Napétia je potrebné vyjadrit vo forme sil, pretoze nie je mozné scitavat normalové a tangen-
cialne napétia navzajom, z dévodu ich odliSného charakteru. Pri vyjadrovani sil z napéati sa
vychadza zo z&kladnych vztahov prostej pruznosti a pevnosti. Pre silu od Smykového, tangen-
cidlneho napétia plati F = r- S a pre silu od normalového napétie plati N = o - S. Pre lepSie
pochopenie dalSich vztahov, vid Obrazok ¢. 12[2], [3].

' / o ,‘ﬁ
Dz !
I Al
! 168

Obrazok ¢. 12 Vypocet normalovej sily z ohybového napétia, vyvolaného ohybovym momen-
tom, potrebnej pre silovu rovnicu rovnovahy

Velkost sily pdsobiacej na elementarnu plochu dS prie€neho prierezu sa urci vztahom (5).
dNy, =0, dS (5)

Ohybovy moment M,, pésobiaci v reze mn, vid Obrazok €. 12, vyvolava ohybové napétie o,
dane rovnicou (4). Velkost normalovej sily Ny, sa urCi integrovanim sily dN,, po oblasti s,

vid' rovnica (6).

M, 6
Ny, = [y ANy, =, 0+ dS =, -z - d (6)

Postupne sa do rovnice (6) dosadzuju za jednotlivé premenné vztahy definované skér. Najskor
sa premenna dNy, nahradi vyrazom na prave;j strane rovnice (5) [3].
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N¢1 =f¢ (N as
Dalej sa ohybové napétie o, nahradi pravou stranou rovnice (4).
= [ Moy,
N¢1 - Jy, Jy
Nakolko ohybovy moment M,, a kvadraticky moment prierezu /, nezavisia na ploche je
mozné ich vyfat pred integral. Taktiez kvadraticky moment prierezu J, je konstantna hodnota.

z - dS

_ Moy )
N¢1 = ]y fwlz das

Integral, ktory zostal na pravej strane rovnice pre normalovu silu sa nazyva linearny moment

plochy k nejakej osi, v tomto konkrétnom pripade k neutralnej osi, ktora je totozna s osou y,
vid' rovnicu (7).

. 7
Uyp, =, 7+ dS (7)

Po nahradeni integralu na pravej strane rovnice pre normalovu silu lavou ¢astou rovnice (7)
sa ziska vztah pre vypocet normalovej sily pésobiacej na oblasti w4, vid rovnicu (8) [3].

M, 8
N¢1 = ]yy ) Uyllh ( )

Rovnakym spdsobom sa odvodi aj normalova sila pdsobiaca v reze mns len s tym rozdielom,
ze ohybové napétie je zvacSené o infinitezimalnu €ast a tym padom aj normalova sila bude
zvacsena o infinitezimalnu €ast, rovnica (9) .

Ny, +dNy, = [, (0, +do,) - dS )
1
Normalova sila pdsobiaca na pravej strane dvojnasobne elementarneho prvku, rovnica .
M, dM, 10
N¢1 + lelh =]_yy ) Uy¢1+ Ty ) Uyllh ( )

V rovnici (8) U,y oznacuje linearny moment plochy prieCneho prierezu, ktorej body maju su-

radnicu z = z’, vid Obrazok ¢. 12. Z definicného vztahu pre linearny moment (7) vyplyva,

ze plocha wy na Obrazok €. 172 ma k ose y rovnako velky linearny moment ako jej doplnok

Wy (t. j. Cast prierezu y, ktora by zostala po odstraneni plochy ;). VeliCinu U,,, je teda

mozné vypocitat z oboch tychto pléch podla toho, €o je v danom pripade vhodnejSie. Dalej
lati,

Fi)e Uy, Nnadobuda maximalne hodnoty pre z” = 0, 1. j. vtedy, ked' w; a @y, su dve symetricke

polovice prierezu rozdelené osou y. Podobne aj Smykova sila F nadobuda najvacsich hodnét
na neutralnej hladine, z” = 0, vid' nizSie dékaz. Smykovu silu podobne ako normalovu je mozné
vyjadrit pomocou rovnice (11) [3].

dF =71 dS (11)
Plocha dS sa v tomto pripade uréi velmi jednoducho, vid Obrazok €. 10.
dS=>b-dx (12)

Dosadenim (12) do (11) sa ziska rovnica pre vypocet Smykovej sily. Nakolko su v8etky péso-
biace napétia vyjadrené vo forme sil je mozné napisat silovu rovnicu rovnovahy, v tomto pri-
pade silovu rovnicu rovnovahy v ose x (14).

NF =0 (14)
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Z doévodu lepSej nazornosti a spravneho dosadenia znamienok jednotlivych sil do silovej
rovnice rovnovahy, vid Obrazok €. 13[3].

w1 = N

!

Obrazok ¢. 13 Zakreslenie sil pdsobiacich na dvojnasobne elementarnom prvku ppinny v ro-
vine x - z

N¢1 + del - dF— N¢1 =0 (15)

Dosadenim rovnic (8), (10) a (13) do (15) sa normalové sily vyjadrené pomocou ohybovych
momentov vzajomne odCitaju a po prevedeni dF na pravu stranu rovnice sa v podstate ziska
vztah medzi normalovym a Smykovym napétim pomocou sil, ¢o by pri samotnych napétiach
nebolo mozné [3J].

Moy dM, Moy

7 : y¢1+Ty'Uy¢1'sz'b'dX— 7 'Uy¢1=0
y

Preusporiadanim a ponechanim Smykového napétia 7.« na jednej strane rovnice sa ziska
vztah (17). Dalej aplikovanim Schwedlerovej vety pre ohybovy moment, rovnica (18), sa rov-
nica (17) prepiSe na tvar (19) [1].

r = WMoy Uyy, (17)
dx de Jy

T(X) — d;y (18)

Uyy, (2) (19)

rac (02) = T(2) 8

Nasledne aplikovanim vety o zdruzenosti Smykovych napéti plati vztah (20). Ziskany vztah
(20) umozrnivje spocCitat maximalne Smykové napétie pésobiace v prieCnom priereze
ako aj urcit jeho priebeh. Casto sa tento vztah (20) pre vypod&et $mykového napétia po prie¢-
nom priereze oznaéuje ako Zuravského [7].

Uy, @ (20)

T =Te= T(x) b(2)]y
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3 Vypocet Smykoveho napatia kolmého na posuvajucu silu
u prutov so symetrickym prieCnym prierezom
0SA SYMETRIE

—

Obrazok €. 14 Rozklad Smykového napétia na obryse symetrického prieéneho prierezu [1]

Pri uvazovani rozlozenia Smykovych napéati po prie€nom priereze, ktorého tvar je podobny
tomu na Obrazok €. 74,nie je mozné predpokladat rovnobeznost vSetkych Smykovych napéati
s posuvajucou silou T, nakolko dochadza k spojitej zmene Sirky b prie€neho prierezu. V sku-
tocnosti je mozné jednoducho dokazat, ze v bodoch m a n, respektive fubovolnych bodoch
prieneho prierezu leziacich na jeho obryse je Smykové napétie 1 k tomuto obrysu tec¢né,
vid Obrazok €. 15. Ako dbkaz sa prutu pomocou infinitezimalneho elementu abcd vo forme
kvadru s plochou adfg na povrchu pruta a plochou abcdv rovine z-y prie€neho prierezu vytvori
trojnasobne elementarny prvok, vid Obrazok €. 74, ktory umozriuje lahS$iu orientaciu pri odvo-
dzovani dalsich vztahov. Smykové napétie r pésobiace na ploche abcd elementu, ktoré ma
nejaky lubovolny smer, ale vzdy rovnaku orientaciu ako posuvajuca sila T, je mozné rozlozit
do dvoch zloziek. Tymito dvoma zlozkami su 7x, v smere normaly k obrysovej krivke v danom
bode obrysu a 1« v smere teény k obrysovej krivky v danom bode obrysu. Podla vety o zdru-
zenosti Smykovych napéti musi k Smykovému napétiu T pésobiacemu na elementarnej ploche
existovat rovnako velké Smykové napétie, ktoré pésobi na elementarnej ploche kolmej k 1.
V tomto konkrétnom pripade Smykové napatie 7., pésobi na elementarnej ploche abcdv smere
normaly k obrysovej krivky a podla vety o zdruzenosti Smykovych napéti musi rovnako velké
Smykové napétie 7,x pésobit na ploche elementu adfg. Plocha elementu adfg je kolmé Kk 7y,
a sucasne lezi na povrchu pruta. Nakolko povrch pruta nie je zatazeny Smykovymi napéatiami,
musi byt Smykové napétie 7., rovné nule. Tym padom na zaklade vety o zdruzenosti Smyko-
vych napéti je aj zlozka Smykového napétia 1..v smere normaly k obrysovej krivke rovna nule.
Inak povedané Smykové napétie T musi mat smer te€ny k obrysu prieéneho prierezu pruta.
Toto Smykové napatie 7 v symetrickom prie€nom priereze je tvorené dvoma zlozkami zvislou,
vertikalnou 1., a vodorovnou, horizontalnou 7y, vid Obrazok ¢. 15. Vertikdlna zlozka Smyko-
vého napétia 7., sa uréi pomocou Zuravského vztahu (20), pri¢om sa predpoklada jej kon-
Stantna hodnota po Sirke prieCneho prierezu b v zavislosti na suradnici z;, teda pre body prie-
rezu leziace na useke mn, vid Obrazok €. 15. Kedze celkové Smykové napétie r, jeho hori-
zontalna a vertikalna zlozka su navzajom previazané vektorovym suétom musi sa menit prave
velkost celkového Smykového napétia 1 a jeho horizontalna zlozka, pretoze vertikalna zlozka
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sa predpoklada konstantna pre body leziace na danej suradnici z;. Celkové Smykové napatie
T na obryse ma smer, respektive jeho nositelka je te€na k lubovolnému bodu obrysu.
V tomto pripade v bode n a rovnako aj v bode m, nakolko je prieCny prierez osovo symetricky
podla osi z Dalej je mozné na Obrazok &. 15 vidiet jediné miesto, kde je smer celkového
Smykového napatia 1 totozny so smerom posuvajucej sily T a to na ose symetrie, konkrétne
v bode o Use&ky mn. Predizenim nositelky posuvajlce;j sily T a celkového Smykového napétia
1, bud' v bode nalebo m (postacuje jeden z bodov nakolko je prie€ny prierez osovo symetricky)
sa vytvori priese€nik tychto nositeliek a oznaci sa ako bod P[1], [2].

Obrazok €. 15 Rozklad Smykového napétia do zvislej a vodorovnej zlozky symetrického
prieCneho prierezu [1]

Bod P sa bude nachadzat na ose symetrie nakolko celd nositelka posuvajucej sily T musi
lezat na ose symetrie. Vzdialenost a bodu P od se€ny mn je rovnaka pre vSetky body usecky
mn, vid Obrézok &. 15. Avsak pri zmene suradnice zs, ktora priamo ovplyviiuje aj dizku Useéky
mn sa vzdialenost bodu P od use¢ky mn bude menit, no vzdy pre body use¢ky mna konkrétnu
suradnicu z; bude konstantna. Z dévodu osovej symetrie postacuje dalej uvazovat iba jednu
polovicu prie€neho prierezu, t. j. bud polovicu viavo od osi symetrie alebo polovicu vpravo
od osi symetrie. V tomto pripade sa pouzije polovica prie€neho prierezu vpravo od osi symet-
rie. Ako je mozné vidiet na Obrazok €. 15 nositelka Smykového napétia r na obryse prieCneho
prierezu v bode n zviera s osou symetrie uhol ¢, a postupne sa sklapa az na uhol O ° na ose
symetrie, kedy je s touto osou totozna. Sklapanie nositelky celkového Smykového napétia sa
deje v bode P. Pri postupnom prechode z bodu n do bodu o je preto tento bod P povazovany
za priesecnik pre vSetky nositelky celkovych Smykovych napéti r uréovanych pre lubovolny
bod spojnice mn. Na ose symetrie je teda celkové napétie 1 rovné velkosti vertikalnej zlozky
$mykového napétia uréeného Zuravského vztahom, priéom horizontalna zlozka je nulova
a naopak na obryse je celkové Smykové napétie 1 zlozené z vertikalnej a horizontalnej zlozky.
Z uvedeného vyplyva, ze horizontalna zlozka sa postupne zmensuje s priblizovanim sa k ose
symetrie, inak povedané maximalnu hodnotu dosahuje horizontalna zlozka Smykového napa-
tia na obryse, v tomto konkrétnom pripade v bode n a minimalnu, respektive nulovu na ose
symetrie, v bode o, vid Obrazok €. 15. Vdaka osovej symetrii je tomu tak aj v lavej polovici
prieCneho prierezu a teda vztahy pre vypocet celkového Smykového napétia r a jeho horizon-
talnej zlozky 1, postaCuje odvodit pre favu polovicu prieCneho prierezu. Celkové Smykové
napétie r a horizontédlna zlozka ., sa spoCita pomocou goniometricky vztahov a vertikalnej
zlozky Smykového napétia 1. Vychadza sa z A oUP, v ktorom sa pomocou funkcie cos ¢
vyjadri celkové Smykové napétie 1 (21) a pomocou funkcie tan ¢ vyjadri horizontalna zlozka
Smykového napétia 1, (22). Ak by sa namiesto uhlu ¢ pouzil uhol ¢, zostavené vztahy
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pre vypocty Smykovych napéti by platili iba na obryse. Z tohto dévodu sa musi pouzit uhol ¢,
ktory umoznuje spocitat Smykové napétie, v ktoromkolvek bode prieéneho prierezu. V skutoé-
nosti je tento uhol ¢ neznamy a pre vypocet sa vyuzivaju goniometrické funkcie a trojuholniky
vztiahnuté k rozmerom konkrétnych prie€nych prierezov, pricom uhol @ je potrebny k stano-
veniu vzdialenosti a bodu P od use¢ky mn [1]. Vztahy (21) a (22) neuvazuju so smermi verti-
kalnej zlozky Smykového napétia 7., vzhladom k suradnicovému systému, ale sluzia len k pre-
viazaniu horizontalnej zlozky Smykového napétia r,, a celkového Smykového napétia r s verti-
kalnou zlozkou Smykového napétia 7., . Bude ukazané a vysvetlené v kapitole 4.

T(X,2) =Tx (X, 2)/COS @ (21)

Ty (¥, Z)=tang - Tz (X, 2) (22)

4 Odvodenie obecnych vztahov popisujucich rozloZzenie $my-

kovych napati v kruhovom prie€nom priereze

Celkové Smykové napétie 7 je dané vektorovym suctom vertikalnej zlozky 1., ktora je rovno-
bezna s posuvajucou silou T, a horizontalnej zlozky 7y, ktord je kolma na posuvajucu silu T.
pbdsobiace v priecnom kruhovom priereze pozostava z dvoch zloziek. Pre odvodenie vztahov
pre vypocCet horizontalnej zlozky Smykového napétia 1., a celkového Smykového napétia 1
po kruhovom prie€nom priereze sa vychadza z predpokladu, ze je zndmy vztah pre vypocet
vertikalnej zlozky Smykového napétia a nasledne z nej su pomocou goniometrickych funkcii
urCené ostatné vztahy, vid kapitola 3. Vychadza sa z Obrazok €. 1, kde sa vSeobecny prieCny
prierez pouzity k odvodeniu Zuravského vztahu nahradi kruhovym prie€nym prierezom. Na-
kolko je potrebné vyjadrit rozlozenie Smykovych napéti po kruhovom prie€nom priereze po-
mocou obecnych vztahov, bude sa uvazovat prava ¢ast jednonasobne elementarneho prvku
Obrazok €. 3, teda rez msny, vid Obrazok €. 1. Dvod je prosty, na tejto strane jednonasobne
elementarneho prvku ma posuvajuca sila T rovnaky smer ako kladna €ast osi z, na rozdiel
od lavej strany jednonasobne elementarneho prvku, kde ma posuvajuca sila T opaény smer
ako kladna cast osi z, teda je zaporna. Uvazovanie o znamienkach jednotlivych ¢&lenov
vo vztahoch komplikuje odvodzovanie, z tohto dévodu je snaha pohybovat sa po prie€hom
kruhovom priereze v kladnych osach suradnicového systému ,pricom po odvodeni vztahov
a odsadenim aj zapornych hodnét jednotlivych ¢lenov budu odvodené vztahy stale platné.
V nasledujucich podkapitolach su odvodené vzorce pre jednotlivé ¢asti Smykovych napéti po-
sobiacich v kruhovom prie€nom priereze.

4.1 Zlozka Smykového napétia rovhobezna s posuvajucou silou

V pripade tejto zlozky ide o priamu aplikaciu Zuravského vztahu (20), kedy sa jednotlivé cha-
rakteristiky prieéneho prierezu v Zuravského vztahu nahradia charakteristikami prieéneho
prierezu kruhového tvaru. Pri kruhovom prie€nom priereze sa Sirka b prieCneho prierezu spo-
jito meni v zavislosti na suradnici z; , avSak stale je tu predpoklad konstantnej velkosti verti-
kalnej zlozky Smykového napétia 7., po Sirke b na suradnici z; [3], vid Obrazok €. 19. Predpo-
klad rovnobeznosti celkového Smykového napétia r s posuvajucou silou T neplati pre cely
prieCny prierez, ale iba pre osu symetrie, na ktorej su€asne lezi aj posuvajuca sila , nakolko
kruhovy prie€ny prierez ma nekonecne vela osi symetrie. Pripadne na neutralnej osi, vid Ob-
razok €. 17.
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Obrazok €. 16 Rozmery kruhového prie€neho prierezu potrebné k odvodeniu jednotlivych
prierezovych charakteristik

Velkost $mykového napétia daného pomocou Zuravského vztahu (20) zavisi od velkosti po-
suvajucej sily, Sirky prieéneho prierezu, kvadratického momentu prierezu a linearneho mo-
mentu plochy k danej ose. Z tohto dévodu je potrebné tieto charakteristiky vyjadrit pre kruhovy
prieCny prierez, vid Obrazok ¢. 16. Nakolko je kruhovy prie€ny prierez symetricky z hladiska
geometrie aj podla neutralnej osi je postacujuce odvodit vypocet pre vertikalnu zlozku Smyko-
vého napétia 7., bud pre polovicu kruhového prie¢neho prierezu dole, . j. pod osou y a vratane
nej, kladna Cast osi z alebo nad osou y a vratene nej, zaporna Cast osi z. Pre odvodenie sa
pouzije dolna polovica kruhového prie€neho prierezu, t. j. pod osou y a vratane nej, teda kladna
Cast osi z, kde jednotlivé suradnice potrebné k vyjadreniu jednotlivych charakteristik prieéneho
prierezu su kladné a je mozné s nimi pracovat ako so vzdialenostami bez uvazovania ich zna-
mienok, vid Obrazok €. 16. Ako prvé je vhodné vyjadrit’ Sirku prie€neho prierezu b nakolko
linearny moment plochy na nej zavisi, vid vztah (7). Dalej je prieény kruhovy prierez mozné
rozdelit podla osi symetrie na dve Casti, respektive polovice pravu, zaporna €ast osi y, a lavu,
kladna Cast osi y, vid Obrazok €. 16. Znova sa berie ta polovica, kde su suradnicové osi kladné,
teda lava. Pomocou Pytagorovej vety sa vyjadri Sirka lavej ¢asti kruhového prie€neho prie-
rezu, kde polomer R je prepona, Sirka lavej €asti prie€neho prierezu b/2 a suradnica z od ne-
utralnej osi elementarnej plochy dS su odvesny, vztah (23). Nakolko v8ak prierez pozostava
z dvoch Casti bude celkova Sirka prie€neho prierezu dana ako dvojnasobok hodnoty ziskanej
podla Pytagorovej vety (24) [3].

b VRE= 22 (23)
b2 VREE—722 (24)

Dalej sa vyjadri hodnota linearneho momentu plochy k ose y. Linearny moment plochy k ose
y je dany vztahom (7), kde oblast y; predstavuje kruhovu use€ ohrani€enu bodmi ppny a po-
mocou pruhu o elementarnej ploche dS sa bude tato kruhova usec€ integrovat, ¢im sa ur€i
hodnota jej linearneho momentu. Elementarna plocha dS je dana sucinom prislusnej Sirky
prieéneho prierezu b a vysky dz, dS = b - dz, pricom sa tato plocha uvazuje ako obdiznik
so zanedbanim zaoblenia, ktoré vytvara obrys prie¢neho prierezu na jeho lavej a pravej
strane, vid Obrazok €. 16 [3].

Uyy, = f: z-b-dz (25)
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Dosadenim za Sirku b sa ziska vztah (26), ktory je potrebné integrovat. Ako najvhodnejsia
metdda pre integraciu sa javi metoda substiticie, kde sa vyraz R? — ZZ nahradi premennou £,
vid' (27). Substitucia sa zderivuje a zostane rovnica v tvare (28). Dosadenim (28) do (26) sa
ziska neurcity integral, vid (29), ktory je mozné jednoducho integrovat. Po integracii (30) sa za
premennu t dosadi substituovany tvar a prislusné medze (31) [3].

Uyyp, = f z-2-VR*—z%-dz (26)

12— RE- 7 (27)
2-t-dt=-2-zdz 28

yllh f —2-t?-dt (29)

Upy, =|-2-5] (30)

2 2 3 R 31

Uyy, = [—2 -@ =§. (R — 7,2)%2 (31)

Z1
A poslednou charakteristikou prieéneho prierezu je kvadraticky moment prieéneho prierezu,
ktory sa pre kruhovy prieény prierez spocita pomocou rovnice J, = (m - (2 - R)*) / 64, pri¢om
jeho hodnota je konstantna. Nasledne sa tieto charakteristiky dosadia do véeobecného Zurav-
ského vztahu, av8ak za S8irku b sa dosadi hodnota vzdialenosti usecky pp |,

t. . b =2 R?—-22 nakolko sa pocita hodnota Smykového napétia pre usecku pp.
Tym sa ziska rovnica (32) pre vypocet vertikalnej zlozky Smykového napétia po kruhovom
prie€nom priereze v zavislosti na suradnici z,. Po mensej uprave sa ziska vztah (33) [3].

2 @22 (32)
o= T 20—
2-JR2=z,2],
T (B2 (33)
3]y
(R*-z,%) (34)

- R*

Dosadenim za kvadraticky moment prierezu pre kruh J, = (m- R*)/4 a Upravou sa ziska vztah
(34) pre vypocet vertikalnej zlozky Smykového napétia pésobiacej v bodoch na usecke pp
pre suradnicu z;. Hoci odvodenie charakteristik pre kruhovy prieény prierez bolo vykonané
pre dolnu polovicu za premennu z; je mozné dosadzovat z rozmedzia od z; =-Raz z1 = R
a spocitat tak vertikalnu zlozku Smykového napétia pre prislusnu usecku pp urCenu prave su-
radnicou zs. Z (34) je zrejmé, ze maximalnu hodnotu vertikalna zlozka Smykového napatia
nadobuda pre hodnotu z; = 0 a minimalnu, respektive nulovu pre z; = R. Tym sa len dokazalo
tvrdenie uvedené pri odvodzovani Zuravského vztahu [3].

Txz =

4
Txz =§'
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4.2 Zlozka Smykového napétia kolma na posuvajucu silu
0SA SYMETRIE

Iy
sz:T' | || .
\/ NEUTRALNA 0SA

Obréazok €. 17 Rozlozenie Smykového napétia po kruhovom priereze pre z; = 0; C-stred; n-
normala; t-te¢na

Kruhovy prie€ny prierez patri medzi symetrické prieCne prierezy, pricom sa jeho Sirka v smere
0si z spojito meni a tym padom nie je splnena rovnobeznost Smykového napétia 7 s posuva-
jucou silou T po celom prie€nom priereze, ale len v niektorych jeho castiach, napriklad
na neutralnej osi, popripade na osi symetrie, kde pdsobi posuvajuca sila T, vid Obrazok ¢. 17.
Uréenie smeru Smykového napétia 7 je celkom jednoduché ¢o sa tyka obrysu prie€neho prie-
rezu. Podla kapitoly 3 Smykové napétie rna obryse ma smer te€ny, ktora ja kolma na normalu
v bode obrysovej krivky kde use€ka mn dand suradnicou z; pretne tuto obrysovu krivku.
V tomto konkrétnom pripade smer Smykového napétia 1 pre useCku hj, ktora je zaroven
aj secnou kruhového prie€neho prierezu sa ur¢i pomocou normaly vedenej, bud z bodu h
alebo bodu j k obrysu, €o v pripade kruhu znamena, ze normala v ktoromkolvek bode obrysu
smeruje do bodu C. Nasledne sa v bode obrysu h alebo j, vytvori kolmica na usec€ku jC alebo
hC, teda te€na, na ktorej lezi celkové Smykové napétie 1, vid Obrazok €. 78.

Obrazok €. 18 Ur€enie smeru a orientacie Smykového napétia 1 po obryse kruhového priec-
neho prierezu
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Orientacia celkového Smykového napétia 1 je vzdy suhlasna s orientaciou posuvajucej sily,
pricom sa celkové Smykové napétie r sklada z vertikalnej zlozky 1. a horizontalnej zlozky 1y,
vid Obrazok €. 18. Rozlozenie Smykového napétia 7 je osovo symetrické podla osi symetrie,
na ktorej lezi posuvajuca sila T, vtomto pripade suradnicovej osi z, vid Obrazok €. 18.
Z tohto dovodu je postacujuce urobit odvodenie vztahov pre celkové Smykové napétie ra ho-
rizontalnu zlozku Smykového napétia 1., pre jednu polovicu prieCneho prierezu, bud pre pravu
polovicu, vpravo od osi z, zaporna Cast osi y alebo lavu polovicu, viavo od osi z, kladna ast
osi y. Ako bolo hore vysSie uvedené je snaha vyuzivat kladné €asti suradnicovych osi,
a tym padom suradnice potrebné k vypoctom uvazovat ako vzdialenosti. Preto sa odvodenie
vztahov pre 1., urobi pre lavu polovicu prie€neho prierezu, teda kladna €ast osi y, vid Obrazok
€. 20. Velkost vertikalnej zlozky Smykového napétia 7. po Sirke b na suradnici z; prie€neho
kruhového prierezu je konstantna, pricom jej velkost sa uréi rovnicou (34). Rovnaky predpo-
klad bol uvedeny aj pri véeobecnom odvodeni Zuravského vztahu. Dalej je potrebné uréit po-
lohu bodu B, vid Obrazok &. 18. Predizenim nositeliek $mykového napétia 7 na obryse v bode
h a posuvajucej sily T sa ziska bod B, vid Obrazok €. 18 . Bod B sa povazuje za priese€nik
pre vSetky nositelky Smykovych napéti rjednotlivych bodov leziacich na usecke hj.

OSA SYMETRIL

' £

Obrazok ¢. 19 Znazornenie rozlozenia Smykového napétia 1 a jeho zloziek na usecke hj su-
radnice z1 kruhového prieCneho prierezu

Vzdialenost a bodu B od neutralnej osi je rovnaka pre konkrétnu Sirku b na suradnici z; ,
v tomto pripade usecku hj. Pri zvacéSeni, respektive zmenseni suradnice z;, usetka hj bude
blizSie, respektive dalej od neutralnej osi a bude sa vzdialenost bodu B menit, no vzdy bude
rovnaka pre body leziace na usecke hj danej suradnicou zy, vid Obrazok ¢. 19. Nakolko verti-
kalna zlozka Smykového napétia sa povazuje za konstantnu, aby platil vektorovy sucet musi
sa menit velkost celkového Smykového napétia r a jeho horizontélna zlozka r,, vid Obrazok
€. 20. Velkost tejto zlozky sa meni v zavislosti na suradnici y», teda vzdialenosti k ose symetrie,
pricom maximalnu hodnotu dosahuje na obryse prie€neho prierezu a najmensiu, respektive
nulovu prave na ose symetrie. Z tohto dévodu sa meni aj uhol B, ktory zviera nositelka celko-
vého Smykového napétia r v flubovolnom bode, napriklad bod U useéky hj s osou symetrie,
vid Obrazok ¢. 20. To je spésobené postupnym stotozrhiovanim celkového Smykového napétia
T a jeho vertikalnej zlozky 1., priblizujuc sa k ose symetrie. Horizontalna zlozka $mykového
napétia 1, sa spocCita pomocou vztahu (22), kde sa namiesto uhlu ¢ pouzije uhol G,
vid Obrazok €. 20, vztah (35).
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Ty =tanf - 1., (35)
Bo+(90°-a)+90°=180°=>Bp=qa (36)

_OSA SYMETRIE

AT A
IO A

Obrazok €. 20 Zakreslenie jednotlivych rozmerov potrebnych k odvodeniu vztahu pre vypo-
Cet horizontalnej zlozky Smykového napétia 1y

Goniometricka funkcia tan 8 pouzita pre vypocet zlozky Smykového napétia sa pouziva skér
vo forme urCitej substitucie, kedy sa za tuto funkciu dosadzuju prislusné strany pravouhlého
trojuholnika, €o vyplyva z jej definicie. Pretoze uhol B nie je nikde uréeny, myslia sa tym nejaké
tabulky, a v ramci prie€neho prierezu sa meni, pouziva sa skor pre lepsSie pochopenie odvo-
dzovania rovnic pre 1. Postup pre vypocet horizontalnej zlozky Smykového napétia 1., je jed-
noduchy, nakolko spocdiva v pouzivani funkcie tangens pre urité trojuholniky vytvorené
v ramci kruhového prie€neho prierezu. Najskér je potrebné si uvedomit, aké vztahy platia
v pravouhlom trojuholniku. Dalej sa pre oznacenie trojuholnika bude pouzivat znatka A.
Pre fubovolny A je suéet jeho vnutornych uhlov rovny 180 °. Velkost uhlu pri vrchole h A BhA
na Obrazok €. 20 je 90 ° - a, a pre A BJA plati rovnica (36). Z tohto dévodu sa bude dalej
pouzivat namiesto uhlu By uhol a.

yi = JRT =22 (37)
tan B =% (38)

Goniometricku funkciu tangens B v rovnici (35) je mozné nahradit vztahom (38), ktory vyplyva
z pravouhlého A BAU, vid Obrazok €. 20. Suradnica y- sa voli na zéklade toho, kde ma byt
horizontalna zlozka Smykového napétia 1, ur€ena. Vo vztahu (38), vystupuje okrem nezna-
meho uhlu B aj neznama hodnota a, vzdialenost priese¢niku B od usecky hj. Prave tu pricha-
dza na rad uhol a, ktory medzi sebou navzajom prepaja A ChA a A BhA, podla (36), vid Ob-
razok ¢. 20. V A BhA plati rovnica (39) a pre A ChA rovnica (40).

tan a =% (39)

tana =4 (40)

Vi
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Znamienka suradnic z4, y1 a y» sa neuvazuju nakolko sa pracuje v kladnych €astiach és y a z,
teda beru sa ako vzdialenosti, Cize kladné. Porovnanim (39) a (40) sa ziska rovnica (41). Vy-
jadrenim neznamej vzdialenosti a z rovnice (41) sa ziska vztah (42), ktory umoznuje urcit
vzdialenost a. Hodnota y; sa substituuje rovnicou (37). Vztah (42) sa dosadi do (38),
¢im sa ziska medzi vypoctovy vztah (43), ktory sa dosadi do (35) a ziska sa rovnica (44).
Na Obrazok ¢. 20 pre zvolenu polovicu kruhového prie€¢neho prierezu v8ak horizontalna zlozka
Smykového napétia 1., ide proti kladnému smeru osi y, a preto v dalSich vypoctoch je potrebné
ju uvazovat so zadpornym znamienkom (45). Dosadenim (34)do (44) sa ziska finalny tvar (45)
horizontalnej zlozky Smykového napéatia v zavislosti na vertikalnej zlozke Smykového napétia
Txz pre kruhovy prieény prierez.

w_n 41
= (41)
N (42)
Zy
tan B :Rzy_zzf "7y (43)
Y.
Txy = Tyy (RZ——ZZf).Zl (44)
4 (R*-2,%) 4 :
Ty (Vo z1)=- 3 T n-:‘lt .(RZV_ZZ%).Zl:_ =T % (45)

4.3 Celkové Smykové napétie

Celkové Smykové napétie 1 je mozné spocitat dvoma spésobmi. Prvym je vektorovy sucet
jednotlivych zloziek Smykového napétia, konkrétne vertikalnej a horizontalnej a druhym je po-
mocou vertikalnej zlozky a uhlu, ktory zviera s osou symetrie. Prvy spésob, vid rovnica (46),
je zdihavejsi hlavne ak nie je potrebné vediet velkost horizontalnej zlozky $mykového napatia.
Druhy je rychlejsi nakolko nie je potrebné odvodzovat vzorec pre vypocCet velkosti horizontal-
nej zlozky Smykového napatia. Dalej budl ukazané obidva spdsoby vypo&tu celkového $my-

kového napétia.
/ — 46
T= T§Z+T§y (46)
_ (e RN 4 .uz_\/i. 2 (i  wennry (47)
R N N R

4 T (R2—212)2+y22 . 212 (48)

3 - R*

Dosadenim jednotlivych rovnic za vertikalnu 7., a horizontalnu r,, zlozku Smykového napétia,
konkrétne (34) a (45) do rovnice (46) sa ziska vyraz (47), z ktorého sa pomocou jednoduchych
uprav ziska finalny vztah (48) pre vypocet celkového Smykového napétia pre kruhovy prieény
prierez . Vypocet celkového Smykového napétia r podla druhého spésobu je uvedeny v kapi-
tole 3 vztah (21). Podobne ako pri vypocte horizontalnej zlozky Smykového napétia 7., sa uhol
@ v rovnici (21) nahradi uhlom B, rovnica (49), ktory umoznuje spocitat hodnotu Smykového
napétia v fubovolnom bode prieCneho prierezu a nie len na obryse ako je tomu v pripade So.
K odvodeniu vztahu sa rovnako ako pre horizontélnu zlozku napétia 1, pouzije Obrazok €. 20.

T=Tx/COSB (49)

Pre A BAU na Obrazok €. 20 plati rovnica (50). Hodnota a sa substituuje vyrazom (42), odvo-
denym pri horizontalnej zlozke Smykového napétia, a spolu s rovnicou (50) a (34) sa dosadi
do rovnice (49), ¢im sa ziska rovnica (51), ktoru je potrebné upravit, zjednodusit zlomok (52).
V Citateli zlomku rovnice (52) sa spod odmocniny vytkne €len 1/z4, vztah (53). Po skrateni
¢lenov z; v rovnici (53) a substituciou y; vztahom (37) sa dostane vztah (54). Naslednym
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skratenim vyrazov R? — z? v rovnici (54), sa ziskava vysledny vztah (55) pre celkové $mykové
napétie 1, ktory je totozny so vztahom (48), ¢im sa potvrdila jeho spravnost .

cosf = 2 (50)
/a2+y22

Lr. (R;_-;f) (51)
TEA——

2 (52)
, Rz (D) 23
T= 5 - T 32
Z_i - R4
e R (53)
- 3 :Z_f . 7T'R4
e R (54)
T=3 (R2-2z2) - w-R*
ot e (5%)
- 5 - R*
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5 Zobrazenie priebehov jednotlivych Smykovych napati po

prieCnom priereze
Maximalna hodnota Smykového napétia r je pre hodnoty z; = 0, teda na neutralnej osi prie¢-
neho prierezu [2]. Po dosadeni z; = 0 do jednotlivych vztahov sa ziska vztah (56) pre vypocet
maximalneho Smykového napétia pre prieény kruhovy prierez.
4T (56)
3 m-R2
Pre vykreslenie obecnych priebehov sa vztahy pre vypocet vertikalnej a horizontalnej zlozky
a celkového Smykového napétia podelia maximalnou hodnotou Smykového napéatia Tmax,
¢im sa ziskaju tzv. normované tvary 7., 7, a 7. Dalej je mozné vyjadrit suradnice y2 a z
taktiez v normovanom tvare v zavislosti na polomery R, yo=R-y az;=R- Z, kde y, Z pred-
stavuju zovSeobecnené suradnice. Postupnym vykonanim jednotlivych krokov a po uprave sa
ziskaju vztahy (57), (58) a (59), ktoré predstavuju rovnice pléch. Pri pouziti normovania rovnic
a suradnic nie je potrebné pre vykreslenie priebehov Smykovych napéti zadavat konkrétnu
hodnotu posuvajucej sily T, ale priebehy, ktoré sa vykreslia budu rovnaké ako keby sa pocitalo

s nejakou konkrétnou hodnotou posuvajucej sily T. Pre vykreslenie sa pouzije kruh o polomere
R=1.

Tmax =T=Txz =

_ R?-z? R?-R%2-7z2 R?-(1-2%) — 57
sz = sz/Tmax = R? = R? = R? = 1 — Z ( )
Vo Zg R-y-R-Z -
Txy = 7-Xy /Tmax =" RZ =" Rz =- y " Z (58)
B (R2—212)2+ z2 - y2 J(RZ—R? - 72)2+ RZ-72 -R% - 2 (59)
T= T/Tmax = R? = RZ2 =
\/R‘l' . [(1 — 72)24 72 .3—,2

= l_Ja -+ 22y

Ziskané rovnice (57), (58) a (59) sa zadaju ako funkcie do matematického softvéru Matlab,
kde pomocou prikazu fsurf, sa vykreslia jednotlivé priebehy Smykovych napéti, konkrétne ver-
tikalnej zlozky a horizontalnej zlozky $mykového napétia a celkového Smykového napétia
v normovanom tvare. Kedze sa jedna o funkcie dvoch premennych budu priebehy znazornené
pomocou 3D pléch. Pre parametrizaciu sa vyuziju valcové suradnice, pricom prie€ny prierez,
kruh o polomere 1, bude lezat v rovine y-z, rovhako ako pri odvodzovani jednotlivych vztahov
popisujucich rozlozenie Smykového napétia a v ose x sa budu vynasat normované hodnoty
pre jednotlivé $mykové napéatia. Dalej budu zobrazené priebehy jednotlivych $mykovych napati
po kruhovom prie€nom priereze.

5.1 Priebeh vertikalnej zlozky Smykového napétia 1x, po prie€nom kruhovom
priereze

Obrazok ¢. 21 Rozlozenie vertikalnej zlozky Smykového napétia Tx, v 2D po kruhovom priec¢-
nom priereze
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Na Obrazok ¢. 21 je mozné vidiet typicky parabolicky priebeh vertikalnej zlozky Smykového
napétia 7.. Rovnaky priebeh je aj pri obdiZnikovom prieénom priereze, pri¢om vertikalna zlozka
$mykového napétia 1., predstavuje celkové Smykové napétie pésobiace v obdiznikovom prie¢-
nom priereze. Taktiez je na Obrazok €. 21 pekne vidiet, ze vertikalna zlozka Smykového na-
patia dosahuje maximalnu hodnotu na neutralnej osi a minimalnu, respektive nulovu na obryse
prieCneho prierezu. Obrazok €. 22 znazornuje 3D priebeh Smykového napétia 1...
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Obrazok ¢. 22 Rozlozenie vertikalnej zlozky Smykového napétia 1x, v 3D po kruhovom priec¢-
nom priereze

5.2 Priebeh horizontalnej zlozky Smykového napétia 7., po prie€nom kruho-

vom priereze

ZaujimavejSie s priecbehom je na tom horizontalna zlozka Smykového napétia 1., kruhového
prie€neho prierezu, nakolko jej hodnota méze byt nielen kladna ale aj zaporna. O tom,
¢i je zaporna alebo kladna rozhoduje smer posuvajucej sily T a suradnice y» a z4, respektive
zovSeobecnené suradnice Z a y, vid Obrazok €. 23 a Obrazok €. 24. Pomocou Obrazok €. 23
a Obrazok €. 24 je vidiet, ze hoci odvodenie vypoctu pre horizontalnu zlozku $mykového na-
patia 1, bolo urobené pre lavu polovicu kruhového prie€neho prierezu plati aj pre pravu. Ove-
renie je velmi jednoduché nakolko v pravej polovici (vpravo od osi z), oblast kladnych suradnic
z a zapornych suradnic y kruhového prie€neho prierezu, vid Obrazok €. 20, ma 1, rovnaky
smer ako kladna €ast osi y, teda 1, je kladna a pre rovnaku oblast na Obrazok ¢. 23 a Obrazok
€. 24 je 14 taktiez kladna. Porovnanim dalSej oblasti sa dospeje k rovnakému zaveru a teda
platnosti odvodeného vztahu. Na Obrazok €. 24 je tiez vidiet, kde 14, dosahuje maxima, obrys,
a minima, osa symetrie, ako bolo uvedené pri odvodeni vztahov pre 7y, .
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Obrazok €. 23 2D zobrazenie rozlozenia horizontalnej zlozky Smykového napétia 1.y po priec-
nom kruhovom priereze; farebna oblast nulova az kladna hodnota; Seda oblast nulova az za-
porna hodnota

0.5

Obrazok €. 24 3D zobrazenie rozlozenia horizontalnej zlozky Smykového napétia 1.y po priec-
nom kruhovom priereze
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5.3 Priebeh celkového Smykového napétia 1 po prie€nom kruhovom priereze

-1 -0.5 0 0.5 1

Obrazok €. 25 2D zobrazenie rozlozenia celkového Smykového napétia T po kruhovom priec¢-
nom priereze

Rozlozenie celkového Smykového napétia r po kruhovom prie€nom priereze méa tvar elipsy,
respektive polovicnej elipsy, vid Obrazok €. 25, aj ked podla rozmerov je to skér pél kruznica.
Pre lepSiu nazornost sa jednotlivé priebehy v konkrétnych miestach prie€neho prierezu zvy-
raznili farebnymi krivkami. Nakolko v§ak kruznica je iba $pecialnym pripadom elipsy, tento tvar
mozno povazovat za elipticky. Tento priebeh, €ervena krivka, vSak plati iba na obryse kruho-
vého prie€neho prierezu a postupne sa meni na parabolu, zelena krivka, ktorej tvar dosahuje
na osi symetrie, vid Obrazok €. 26. Modra usecka na Obrazok €. 26 vyjadruje maximalnu hod-
notu celkového $mykového napétia 7, ktora nadobuida maximum po celej dizke neutralnej osi.
Na Obrazok €. 26 je vidiet, ze celkové Smykové napétie nie je konstantné po Sirke prieCneho
prierezu iba na neutralnej osi, €o je spésobené prave horizontalnou zlozkou 1yy.

s
Jaeriian ‘\‘O“"‘\“
BRI TR
TR SN

e

Obrazok €. 26 3D zobrazenie rozlozenia celkového Smykového napétia T po kruhovom priec¢-
nom priereze
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Zaver
Cielom tejto bakalarskej prace bolo odvodenie obecnych vztahov popisujucich rozlo-
zenie Smykovych napéti po prie€nom kruhovom priereze a ich nasledné vykreslenie pomocou
nejakého vhodného bezne dostupného softvéru. Praca obsahuje aj Ciastkové ciele ako vseo-
becné odvodenie Zuravského vztahu s uvedenim predpokladov, pre ktoré plati a odvodenie
vypoctu Smykového napétia kolmého na posuvajucu silu pre symetrické prie€ne prierezy.
Tieto dva Ciastkové ciele su v8ak potrebné pre samotné uskutoénenie hlavného ciela.

Pred samotnym odvodenim Zuravského vztahu boli postupne uvedené predpoklady,
pri ktorych tento vztah plati. Prvym je rovnaka orientacia $mykového napétia s posuvajucou
silou. Druhym predpokladom je rovnomerné, konstantné rozlozenie Smykového napétia
po Sirke prieéneho prierezu. Dal$im predpokladom je platnost vety o zdruzenosti $mykovych
napéti. A poslednym predpokladom je aby prie€ny prierez mal aspor jednu osu symetrie a za-
tazujlca sila lezala na tejto osi symetrie. Nasledne bol odvodeny Zuravského vztah.

Dalej bol odvodeny vztah pre vypoget mykového napétia kolmého na posuvajicu silu
a celkového Smykového napétia pre symetrické priecne prierezy. Tomu predchadzalo uréenie
smeru celkového Smykového napétia pésobiaceho v symetrickom prie€nom priereze. Bolo do-
kazané, ze celkové Smykové napétie lezi na kolmici k normale vytvorenej v lubovolnom bode
obrysovej krivky, teda na te€ne k obrysovej krivke.

Aplikovanim Zuravského vztahu na kruhovy prieény prierez sa uréil obecny vztah
pre vypocet zlozky Smykového napétia rovnobeznej s posuvajucou silou, tento vztah bol uve-
deny aj v [2]. Podobne aplikaciou vypoctu Smykového napétia kolmého na posuvajucu silu pre
symetricky prie€ny prierez sa odvodili obecné vztahy pre vypocet zlozky Smykového napatia
kolmej k posuvajucej sile a celkového Smykového napétia pre kruhovy prieCny prierez. Rov-
nako aj vypocet celkového Smykového napétia bol uvedeny v [2], avSak je potrebné povedat,
ze uvedeny vztah plati iba pre obrys kruhového prie€neho prierezu a nie po celom kruhovom
prie€nom priereze.

Pre vykreslenie obecnych priebehov jednotlivych Smykovych napéti sa tieto Smykové
napatia upravili na normovany tvar, €o znamena, ze su vykreslené pre kruznicu s jednotkovym
polomerom a nezavisia na velkosti posuvajuce;j sily. Inak povedané rovnako budu vyzerat prie-
behy pre velké hodnoty posuvajucej sily, ale aj pre malé hodnoty posuvajucej sily. Upravené
vztahy sa zadali do matematického softvéru Matlab, ktory vykreslil jednotlivé priebehy.

Pre zlozku Smykového napétia rovnobeznu s posuvajucou silou 1., ma priebeh parabo-
licky charakter, €o je spravny tvar nakolko rovnica popisujuca tento priebeh je rovnicou para-
boly v priestore.

Zlozka Smykového napétia kolma na posuvajucu silu 1, nadobuda kladné a zaporné
hodnoty v zavislosti, z ktorej €asti prierezu sa beru jednotlivé suradnice z; a y», pricom maxi-
malne hodnoty nadobuda na obryse prie€neho prierezu a minimalne respektive nulové na ose
symetrie. Jej priebeh ma tvar obecnej plochy pripominajucej ,lupienok®.

Posledny vykreslovany priebeh je pre celkové $mykové napétie . Tu sa pekne ukazalo,
ze priebeh celkového Smykového napéatia r ma elipticky tvar na obryse kruhového prieéneho
prierezu a v ramci kruhového prie€neho prierezu sa jeho tvar postupne meni na parabolicky,
ktory dosahuje na ose symetrie.

Ciele tejto bakalarskej prace sa podarilo naplnit, pricom sa hlavne potvrdilo, ze celkové
Smykové napétie posobiace v prie€nom kruhovom priereze ma elipticky priebeh iba na obryse,
ktory postupne prechadza v parabolicky, ktory dosahuje na osi symetrie.
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