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Uvod

Tato prace se zabyva pojmem nekonec¢no, ktery oznacuje néco neukonceného,
neohraniceného. Jde o bézny pojem, objevuje se vSude kolem nés, je mozné na néj

narazit i u hrajicich si déti:

: Az ja budu velky, budu moc bohaty.

: A kolik penéz budes mit?

: Tisic.

: Tak to j& budu mit vic, budu mit milion.
: J& deset milioni.

: J4 nekonecno.

R R

: J4 dvé nekonecna.

V matematice se pak nekonecno objevuje v riznych podobach (¢isla, geomet-
rické atvary, atp.), avSak na zakladni a stfedni skole se Zzaci nekoneénem nezabyvaji
hloubé€ji a vyuziva se pouze jejich intuitivnich predstav. Takto uchopené nekonecno
je dostatecné pro nizsi matematiku (zékladni a stfedni skoly), ale ve vys$si matema-
tice jiz intuitivni predstavy mohou vést k chybnym vysledkiim. Hlavnim cilem této
diplomové prace je tak vytvoreni textu ptiblizujici problematiku nekonecna v mate-
matice ¢tenaii s nejvyse maturitnim vzdélanim, pficemz u ¢tenéfe se predpokladaji
zékladni znalosti prace s mnozinami na trovni stiedni skoly.

V soucasné matematice vychazi pojem nekonecna z teorie nekonecnych mnozin
a jejich mohutnosti vyjadfenych tzv. kardinalnim ¢islem. Proto se tato prace za-
byva zaklady teorie mnozin, na kterych je nasledné vystavén pojem kardinalniho
¢isla mnoziny. A pravé pochopeni vlastnosti mohutnosti nekone¢nych mnozin vede
k hlubsimu pochopeni celé problematiky nekone¢nych mnozin.

Cela prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole je stru¢né popsan vy-
voj chapani nekonec¢na v déjinach, v druhé se text zabyva vykladem zakladu teorie
mnozin a ve tieti zavedenim kardinalniho é&isla. Ctvrta kapitola se zabyva aritmeti-
kou kardinalnich cisel, pricemz tato c¢ast je do textu zarazena z divodu ucelenosti
pohledu na nekonec¢no. Pro pochopeni zédkladnich tivah tykajicich mohutnosti neko-
necnych mnozin uvedenych ve treti kapitole neni vSak bezpodmine¢né nutna.

Cely text je vysazen v systému IXTEX, vlozené obrazky byly vytvotreny v progra-
mech Geogebra, METAPOST a editoru diagramti Dia. Tato prace a veskeré zdrojové

soubory jsou pfilozeny na CD.



1 RbGzna vnimani nekoneéna v dé€jinach

V priibéhu déjin se vnimani nekonecna meénilo. Zasadnim zlomem pak bylo vy-
tvoreni teorie mnozin Georgem Cantorem koncem 19. stoleti, kterazto kromé zmény
pohledu na nekonecno pfinesla novy zpusob vystavby matematiky celkové. Prestoze
tato teorie obsahovala vazné trhliny, pojeti nekonecna vychazejici z Cantorovy teorie
se v matematice pouziva dosud.

Problematika nekonec¢na se nachazi na hranici matematiky s filosofii a teolo-
gii, coz se v pribéhu déjin velmi vyrazné projevilo. Filosofie a teologie ovliviiovaly

chapani matematiky, ale také naopak matematika vyrazné ovlivnila ony dva obory.

1.1 Obdobi pred vznikem teorie mnozin

Velké zmény v chapani nekonec¢na pred vznikem teorie mnozin se udaly ve sta-
rovéku (pfedeviim ve starovékém Recku) a nésledné pak v priibéhu sttedovéku, kdy
byl praveé nejvyraznéjsi vliv teologie. Z obdobi tésné pfed Cantorovou formulaci te-
orie mnozin je pak nutné zminit dilo Bernarda Bolzana, ktery formuloval zakladni

poznatky, na nichz Cantor svoji teorii vybudoval.

1.1.1 Starovéké Recko

Uz v tomto obdobi bylo nekone¢no znamo. Tehdejsi matematici chapali, Ze ne-
existuje nejvetsi prirozené cislo, tedy ze ke kazdému existujicimi pfirozenému ¢islu
lze najit ¢islo o jedno vétsi. NekonecCnost prirozenych cisel vidéli v onom procesu
hledani stale vétsich cisel, tedy v moZnosti nalézat tato ¢isla. Pripusténi nekonecna
v moznosti (potenci) neukoncéeného procesu tvorby se nazyva potencidlni nekonecno.

Prestoze je korektni prace s nekonecné malymi velicinami zavedena az v 17. a
18. stoleti Newtonem a Leibnizem [Jeli], vytvoril kolem roku 450 pf. n. 1. Zenén
z Eleje uvahy, jinak zvané aporie (paradoxy), které pracuji pravé s nekonecné ma-
Iymi ¢astmi. Tyto aporie byly sepsany tak, ze nabouravaly tehdejsi chapani prace
s nekone¢nem [Stru]. Napiiklad ve své Givaze o Achillovi a Zelvé oddélil Zenén pii po-
hybu objektu jeho pozici a dobu, za kterou této pozice dosdhne, pouzitim sekvence
pozic daného objektu namisto pohybu. Tuto sekvenci nasledné rozdélil na nekonecné

mnoho ¢asti.

Achilles a Zelva se pohybuji primocare v témzZe sméru. Achilles je mno-
hem rychlejsi nez Zelva, avsak aby ji dohonil, musi nejprve projit bodem
P, z nehoz Zelva vysla. V okamziku, kdy dostihl bodu P, postoupila 72

Zelva k bodu Py. Achilles vsak nemize chytit Zelvu, aniZ by prosel bodem



P, avsak Zelva zatim postoupi do nového bodu P. Je-li Achilles v Ps,
Zelva zatim dosdhla dalsiho bodu P3, atd. Achilles tedy nemizZe dohonit

zelvu.

Podarilo se mu tak poukézat na rozpory tehdejsiho chapani s¢itani nekone¢né mnoha
konec¢nych casti. V té dobé se totiz predpokladalo, Ze se¢tenim nekonecné mnoha
libovolnych ¢asti je mozné dostat libovolné velky vysledek, s ¢imz ptichazi do rozporu
Zendnova tvaha (rozpor = aporie). Tyto aporie ovlivnily prace matematiki a filosof
na celé staleti.

Poznatkem, ktery pochazi také z obdobi starovékého Recka, je tzv. Archimédiv
aziom?:
Tvrzeni 1 (Archimédiv axiom). Pro libovolné redlné ¢islo x ezistuje prirozené ¢islo

n takove, Ze x < n.

JelikoZ v tomto obdobi nebyla zndma realna ¢isla (jako ¢isla byla oznacovana
pouze prirozené a racionélni ¢isla), bylo uvedené tvrzeni zapsdno pomoci geomet-

rickych atvard [Strul:

VEtsi ze dvou dangjch velicin, at jsou to usecky, plochy nebo télesa, pre-
sahuje mensi o jisty rozdil, ktery, kdyZ je dostatecné vyndsoben, je vétsi

nez nez kazdd z obou dangch velicin.

V pripadé tsecek lze situaci interpretovat tak, ze k libovolné tsecce lze sestrojit
usecku delsi, jejiz délka je rovna k-nasobku délky libovolné kratsi tsecky. Pricemz

délka pouzité kratsi isecky miize byt vyjadiena naptiklad prirozenym cislem.

1.1.2 Stredovék a pocatky novovéku

Nekonecno prejima stfedovéka matematika v podobé potencidlniho nekonecna
a nasledné se snazi o vyreseni problematiky aktudiniho nekonecna, ¢imz se rozumi
pripusténi aktudlni existence vSech prvki uréitého nekone¢ného souboru. Naptiklad
potencialni nekonecno prirozenych cisel Tika, ze neexistuje nejvetsi prirozené cislo,
protoze ke kazdému prirozenému lze vzdy vytvorit cislo vétsi, jelikoz zakladnim
principem potecialniho nekonecna je tak mozZnost tvorby. Naopak aktualni nekonec¢no
ptirozenych ¢isel vychazi z predpokladu, ze jiz vSechna pfirozenad ¢isla existuji (byla
jiz vytvotrena). Jelikoz je matematika (stejné jako celd véda) tohoto obdobi pevné
svazana s teologii, mély pokusy o vyporadani se s aktualnim nekonecnem znacné

teologické dtisledky. V knihach Suma proti pohanim a Suma theologickd filosof a

1Sam Archimédes vSak formulaci tohoto axiomu pfipisuje Eudoxovi a jeho teorii proporci.
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teolog Toméas Akvinsky vylucuje aktualni nekonecnost z realného svéta a pripisuje
ji pouze bohu [Vopl]. Myslenkou aktudlni nekonecnosti se nasledné zabyva Mikulas
Kusansky, jeho tvahy vsak byly vedeny formou kdyby, ¢imz se vyhnul konfliktu
s tehdejsim pojetim svéta [Fuch].

Pokusy o praci s aktualnim nekone¢nem v realném svété se dostavaly do konfliktu
pravé s teologii, nebot zavéry, které z nich bylo mozno logicky vyvodit, odporovaly
chapani boha a svéta. Pro ucence tak byly teorie, které se dotykaly aktualniho
nekonec¢na, velmi ozehavym tématem. Dne 16. Gnora roku 1600 se o tom na namésti
Campo defiori (nAmésti Kvétin) v Rimé piesvédcil Giordano Bruno a stal se tak obéti
fimské inkvizice. Na hranici ho dovedlo tvrzeni, Ze vesmir je aktualné nekonecny
s nekoneénym poctem svét [Vopl|, ¢imz poprel déleni vesmiru na sublunarni (pted
Mésicem, obsahujici cely reélny svét) a supralundrni (za Mésicem, bozska ¢ast),
kterézto bylo v té dobé povazovano za zaklad usporadani svéta jiz z dob Aristotela
(384 pf. n. l. az 322 pf. n. 1.). Onou hranici mezi sublunarni a supralunarni ¢asti byla
v Aristotelové pojeti kiistalova kulova plocha osézené hvézdami. Rozvojem myslenky
aktualniho nekonecna v realném svété tak Bruno smazal rozdil mezi bozskym a
realnym, za coz se nasledné musel zodpovidat inkvizici.

Dalsim matematikem, ktery se nekonecnem zabyval, byl Galileo Galilei [Vopl].
Jeho pristup byl pro tehdejsi spolecnost prijatelny, protoze pouzival pouze poten-
ciadlni nekonec¢no a povazoval za nesmyslné srovnavat nekonecné mnoziny. Tuto ne-
smyslnost uvedl ve svém dile Dialogy, kde ukazuje moznost jednoznac¢ného piirazeni
ptirozenych ¢isel ke svym ¢tvercim (druhym mocnindm), coz jsou také prirozend
&isla. Uvahou pfichézi na to, Zze onéch &tvercit by mél byt stejny pocet jako viech
prirozenych ¢isel, coz je v rozporu s tim, ze ¢tverce jsou jejich podmnozinou. Tuto
tvahu tedy povazuje za dtikaz nesmyslnosti takového po¢inani [Fuch].

V soucasnosti pouzivany symbol oo pro nekonec¢no zavedl anglicky matematik
John Wallis roku 1655. Nejen Ze pouzil symbol co pro nekonecné velké, ale také é pro
nekoneéné malé [Cajo|. Ve svych dilech navazuje na praci Bonaventury Cavalieriho
a pripravuje ptudu pro vystavbu infinitezimalniho po¢tu Newtonem a Leibnizem a
jeho nasledny rozvoj Cauchym a Weiestrassem do dnesni podoby diferenciadlniho a

integralniho poctu.

1.1.3 Dilo Bernarda Bolzana

K vyvoji pojmu nekone¢no vyrazné prispél esky matematik Bernard Bolzano?.

Pres své matematické nadani nebyl na prazské univerzité profesorem matematiky,

20znaceni Cesky je diskutabilni, jelikoz psal pouze némecky a latinsky. Narodil se ale roku 1781

v Praze a cely sviij zivot prozil v Cechéach [Strul.
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ale ptisobil jako knéz a vyucoval nabozenstvi. Pro své nazory byl vSak suspendovan
a nasledné se odebral na venkov, kde napsal nejvétsi ¢ast svého dila.

Kniha Paradoxy nekonecna, ve které se Bolzano zabyva pravé touto problemati-
kou, byla vydana roku 1851 (tii roky po Bolzanové smrti) v Lipsku. Cesky pieklad
vysel az v roce 1963. V tomto dile zdtivodiiuje nutnost prace s aktudlnim nekoneénem
a vyuziva mnozin prvki (souhrnid prvki). Dikaz existence aktuélniho nekoneéna je
veden pomoci vSeobecné pravdivych tvrzeni (nezavisle pravdivych vét, tautologii),

v originalu pravd o sobé, nasledujicim zpusobem [Vop2]:

Necht A =, Existuje alespori jedno vSeobecné pravdivé tvrzeni (jedna pravda
0 sobé).“

pak A je vseobecné pravdivé turzeni (pravda o sobé).

Pokud by jim nebyla, byla by vSeobecné pravdivym tvrzenim véta ,,Neexistuje zadné
vSeobecné pravdivé tvrzeni (zadnd pravda o sobé)“, coz by byl spor. Nasledné lze

uvazovat o povaze vysloveného tvrzeni o A:

Tvrzeni Ay = ,A je vSeobecné pravdivée tvrzeni.“ je také vseobecné pravdivym

turzenim.
Obecné lze timto zpiisobem sestavit nekone¢nou posloupnost pravd o sobé:
A, = ,A,_1 je vSeobecné pravdive tvrzeni.“ je vSeobecné pravdive tvrzend.
”

Tento postup je konstrukei potenciadlniho nekoneéna, nebot déva pouze névod, jak
se dopracovat k dalsimu vSeobecné pravdivému tvrzeni. Bolzano vSak provadi tzv.
aktualizact nekonecna, kdyz tika, Ze souhrn vSech vSeobecné pravdivych tvrzeni je
aktualné nekonecny, protoze biith je vSechny zna a vidi.

Bolzano zde také uvazuje o porovnavani nekonec¢nych souhrnti z hlediska mnoz-
stvi. Myslenku porovnévani nezavrhuje (jak to ucinil Galilei), ale upfednostiiuje
predstavu vychézejici z redlného svéta. V pripadé, ze mezi dvéma souhrny prvki,
kde evidentné prvni z nich je ¢asti druhého?®, existuje pfifazeni takové, Ze vSem
prvkiim z prvniho souhrnu jednoznacné pritadi prvek z druhého souhrnu, je toto
prirazeni nepodstatné. Bolzano uvadi, Ze tento zplisob porovnavani mnozstvi po-
moci pfitazovani prvkil je mozny pouze pro koneéné mnoziny [Bolz|.

Prestoze Bolzantv zavér o porovnavani nekonec¢nych souhrnt byl z dnesniho po-
hledu chybny, dil¢i poznatky a obhajoba aktualniho nekonecna byly posléze pouzity

jako vychodisko Cantorovy teorie mnozin a nejen ji.

3Jako priklad uvadi souhrn veli¢in (redlnych &sel) mezi 0 a 5 a souhrn veli¢in mezi 0 a 12.
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1.2 (Georg Cantor

Dalsi stupen vyvoje matematiky je zalozen na poznatcich Georga Cantora, jehoz
prace se tyka aktualné nekonec¢nych mnozin, jejich mohutnosti a zavedeni kardinal-
niho éisla. Piestoze se Cantor s Bolzanem nikdy nesetkal*, byl Cantor Bolzanovou
praci velmi ovlivnén [Stru].

Poté, co se Cantor stal roku 1872 mimoradny profesorem v Halle, seznamil se
s matematikem Richardem Dedekindem. Od té chvile se tito dva matematikové vy-
razné ovliviiovali [Cant|. Nasledujiciho roku pise Cantor Dedekindovi o nespocetnosti
R, tedy nemoznosti o¢islovani vSech realnych ¢isel prirozenymi ¢isly. V roce 1877 za-
sila Cantor dopisem diikaz bijekce tsecky na ¢tverec, k ¢emuz dodava: ,Vidim to
pred sebou, ale nemohu tomu uvérit.“ Na jeho praci posléze navéazali Giuseppe Pe-

ano a David Hilbert se svymi kfivkami, které vyplnuji cely rovinny utvar. Roku 1882

Obrazek 1. Prvni tii kroky pfi konstrukei Hilbertovy kiivky vyplnujici ¢verec

vyslovil Cantor diilezitou vétu, kterou dnes zname jako Cantor-Bernsteinovu nebo
Cantor-Schroder-Bernsteinovu vétu, protoze jeji dikaz byl podan roku 1896 Fried-
richem Schrioderem a 1897 Felixem Bernsteinem. Tato véta pojednava o srovnavani
mohutnosti dvou mnozin pomoci zobrazeni jedné mnoziny do druhé. Ze vzajemné
spoluprace Cantora s Dedekindem vyplynula také Dedekindova konstrukce redlnych
¢isel pomoci fezi, jeho myslenka byla zalozena na Cantorové konstrukei iracionalnich
¢isel jakozto limit racionalnich posloupnosti. Cantor dale pokracoval ve vyzkumu a
roku 1890 zasila Dedekindovi popis tzv. diagonalni metody, kterou vyuzil pti ditkazu
spocetnosti ¢isel celych a racionalnich. Diky vété o potencéni mnoziné, ktera byla na
Cantorovu pocest nasledné pojmenovana Cantorova véta, a zavedeni kardinalniho
¢isla pomoci ekvivalence mnozin dokazal Cantor vybudovat teorii mnozin, ve které
bylo mozno srovnavat nekonecné mnoziny z hlediska jejich mohutnosti. Zavedenim
spocetnosti a nespocetnosti Cantor ukazal, Ze neexistuje jen ,jedno nekonecno“, a
pomoci véty o potencni mnoziné dokazal, ze nekonec¢nych mohutnosti je také neko-

neéné mnoho.

4Georg Cantor se narodil roku 1845 a Bernard Bolzano zemfel roku 1848.
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Vyznamem Cantorovy prace bylo, ze teorii mnozin bylo mozno postihnout celou
matematiku od zaklad. Teorie mnozin se tak stala univerzalnim nastrojem a za-
kladem veskerého matematického poznani. Pozdéji byla nazvana intuitivni, jelikoz

mnoho pojmu nebylo pfesné definovano (tyto pojmy byly brany za ,ziejmé®).

1.3 Krize intuitivni teorie mnozin

Jesté za Cantorova zivota (zemfel 1918) se objevuji antinomie (protimluvy) Can-
torovy teorie. Sam Cantor v roce 1899 jednu objevil, avSak nejznaméjsi je antinomie
Russelova (obc¢as oznacovana jako Russeliv paradox) z roku 1902 tykajici se mnoziny
vSech mnozin. Antinomie tak ukazuji spornost intuitivni teorie mnozin, coz bylo ale
vaznym problémem, nebof matematika jiz na ni byla vystavéna. Cantor byl presvéd-
¢en o moznosti tpravy své teorie, ale ukazalo se, ze je to neproveditelné. Nasledné se
matematicka spole¢nost rozdéluje na dva sméry podle toho, jakym zpiisobem chtéji

matematiku vystavét [Fuch].

Intuicionisticky smér. Zde je zastavan nazor, ze do tohoto stavu matematiku
dovedlo pouziti nepfipustnych néastroji, mezi které patii také aktualni neko-
necno. Je tfeba tedy poprit znacnou c¢ast matematiky a zacit ji budovat od
zaCatku, napiiklad bez pouziti existen¢nich ditkazi (neboli pouziti aktuélniho

nekone¢na). Tento smér se vSak pfilis neprosadil.

Formalisticky smér. Na rozdil od intuicionistického sméru se zde pozaduje di-
sledné zpresnéné veskerych matematickych pojmi, tedy odstranéni jejich in-

tuitivniho zavadéni. Tento smér vytustil do dvou teorii:

Teorie typu. Tato teorie fikd, Ze nelze definovat nové pojmy pomoci pojmu
stejné urovné, proto zavadi hierarchicky systém, kde lze definovat po-
moci pojmi dané irovné pouze nové pojmy v nizsi irovni, nez je aroven
stavajici.

Axiomaticka vystavba matematiky. Zde je pozadovan systém zakladnich
tvrzeni (tzv. axiomu), ze kterych je mozno odvodit jakékoliv tvrzeni te-
orie. Na axiomaticky systém byl kladen pozadavek nezdavislosti axiomi,
uplnosti a bezespornosti tohoto systému [Kope|]. Podminka nezévislosti
vyzaduje, aby zadny axiom nebylo mozné odvodit z ostatnich axiom.
Uplny systém axiomti je takovy systém, ve kterém lze o kazdém tvrzeni
rozhodnout, zda je pravdivé nebo nepravdivé (lze jej odvodit z axiomi

nebo 1ze odvodit jeho opak). Pozadavek bezespornosti fiké, Ze v daném
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systému neexistuje tvrzeni takové, ze by bylo odvoditelné ono samo i jeho

negace.

Posledni jmenovany smér vystavby se prosadil nejvice. Na pocatku 30. let 20. stoleti
vsak Kurt Godel ukazal, ze neexistuje nezavisly, bezesporny a pritom tplny axioma-
ticky systém, na kterém by bylo mozné vystavét celou matematiku. Tento fakt tak
narusil snahu o perfektni axiomatizaci matematiky, ¢imz zacala tzv. treti krize ma-
tematiky, ktera trva az do soucasnosti. Pfesto soucasné chapani nekonecna vychazi

pravé mohutnosti (kardinalniho ¢isla) mnozin.
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2 Zakladni pojmy teorie mnozin

Pro zavedeni pojmti mnoziny a nalezeni do mnoziny na trovni stfednich skol
se nejcastéji vychazi z intuitivni predstavy mnoziny jako libovolné skupiny prvki.

Napf. ucebnice [matl] 1ika, ze
mnozina je souhrn predméti (objekti),
nebo naptiklad v literatufe [Bart| je uvedeno, Ze

soubor prave téch objektu, které maji urcitou vlastnost V,

se nazyvd mnozina definovand vlastnosti V.

Protoze nasim hlavnim cilem je zkoumani nekonec¢nych mnozin a jejich vlastnosti,
které se mohou jevit jako paradoxni, je tento intuitivni pristup nevhodny. Hlavnim
divodem, ktery vedl k opusténi tohoto pristupu a ktery donutil matematiky vytvo-
it pfesnou (exaktni) definici mnoziny, je tzv. Russeliv paradox [Balc|. Jednim ze
zékladnich predpokladfi teorie mnozin je skutecnost, ze mnozina nemuze obsaho-
vat sebe samu, z ¢ehoz Bernard Russel vyvodil, Ze nemuze existovat mnozina vSech
mnozin. Pokud by skupina vsech mnozin byla mnozinou, potom by tato mnozina
musela obsahovat sama sebe, coZ je v rozporu s timto piedpokladem?.

Russeltiv paradox donutil matematiky vyloucit ,extrémné velké skupiny ob-
jekt®“ z teorie mnoZin a zavést pro né novy nazev tridy. Pfestoze standardni SS
definice mnozin vytvari intuitivné spravnou predstavu mnoziny a vlastnosti nalezeni
prvki do mnoziny, neni pro praci s nékterymi soubory objektti dostate¢né vhodna.
Zavedeni mnozin tak v teoretické matematice probiha odliSnym zptisobem.

Kazdou matematickou teorii zavddime pomoci souboru zakladni pravidel (axi-
omil), které vytvari tzv. axiomaticky systém teorie. Na pocatku 20. stoleti se ob-
jevilo nékolik nezavislych pokusti o vytvoreni axiomatického systému pro teorii
mnozin. Dva v soucasnosti pouzivané jsou Zermelo-Fraenkeltiv a Godel-Bernaysiiv
(Zermelo-Fraenkelova a Gédel-Bernaysova teorie mnozin). Prestoze se lisi v poctu
a formulaci axiomi, teorie mnozin, které popisuji, jsou stejné silné [Soch|, daji se

v nich tedy dokazat stejnd mnozinova tvrzeni.

5Tento paradox je také znamy jako problém holice [Russ|: Holi¢ ze Sevilly holi pravé ty ze sevillskijch
muzu, kteri se neholi sami. Kdo holi holice? Pokud by se holi¢ holil sam, pak by spadal mezi ty,
ktefi se holi sami, tedy by pak sam sebe nesmél holit. A naopak pokud by se sam neholil, pat¥il by
tedy mezi takové, ktefi se sami neholi, a mél by se tedy sdm holit. Zamyslime-li se nad zpiisobem
konstrukce tohoto paradoxu, zjistime, ze je analogicky ke konstrukci Russelovy ,mnoziny vsech

mnozin®.
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Axiomy teorie mnozin nedefinuji mnozinu pfimo, ale pouze popisuji vlastnosti
mnozin a ndleZeni do mnoziny®. Teoretické zavedeni mnozin neni v rozporu s nasi
intuitivni predstavou mnozin, ale pouze nahrazuje predchozi vagni definice. Proto
neni nutné uplné zavrhnout stredoskolské pojeti mnoziny jakozto souboru prvki, ale

je nutné uvédomit si omezeni tohoto p¥istupu vyplyvajici z Russelova paradoxu’.

2.1 Prace s mnozinami

Existuji dva zakladni zptisoby urceni mnoziny, pficemz v obou piipadech se
pro zéapis uzivaji slozené zavorky { a }. Prvnim zpisobem je uréeni vyc¢tem vSech
prvki mnoziny. Tento postup je vhodny pouze pro mnoziny obsahujici kone¢ny pocet
prvki®. Naptiklad zépisem {1,z, O} se rozumi mnoZina obsahujici pravé t¥i prvky:
1, z a Q. Druhym moZnym zptisobem je urceni pomoci charakteristické vlastnosti

prvki mnoziny. Mnozina urcena jako
,2Mnozina vsech prvku z, které splnuji podminku P*
se forméalné zapisuje {x; P}. Napiiklad proto
— Mnozina vSech pfirozenych ¢isel vétsich nez 1 a mensich nez 5 se zapisuje
{r eN;1 <z <5}
(Cte se ,Mnozina viech = € N, které spliiuji podminku 1 < z < 5.%)
— Mnozina vSech feseni kvadratické rovnice 2% — 3z + 2 = 0 se vyjadii
{r € R;2® — 32+ 2 = 0}.
(,MnoZina vSech x € R, které spliiuji podminku z? — 3z + 2 = 0.%)

— Mnozina vSech bodu lezicich na kruznici o stfedu [0; 0] a poloméru r se sym-
bolicky zapise
{lz;y] € R%2? + % =17}

(,Mnozina vsech [r;y] € R?, které spliiuji podminku 2% + y* = r2.%)

6V symbolickém zépisu se uziva symbol €, ktery vyjadiuje ndleZeni do mnoZiny, neboli vlastnost
byt prvkem mnozZiny. Vyraz x € Y se pak ¢te pfirozené ,x nalezi do mnoziny Y“.

7"Obdobné jako eukleidovska geometrie je navrzena tak, Ze prostor kolem nés je jejim modelem,
teorie mnozin je navrzena tak, Ze do ur¢ité miry ji modeluje naSe intuitivni predstava mnozin
(mnoZina jako souhrn néjakych objekti). Jinak Fe¢eno pracovat se soubory nebo souhrny jakozto
mnozinami mtizeme, ale nelze s nimi provadét ty tkony, které nedovoluje axiomaticky systém.

80béas se podobného postupu pouziva i k uréeni nekone¢nych mnozin, naptiklad {2, 4, 6,8, ...} pro
mnozinu nasobki ¢isla 2. Tento zptsob ale predpokldda schopnost ¢tenafe porozumét predpisu

uvedené posloupnosti a nasledné nachéazet jeji dalsi ¢leny.
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— Mnozinu vSech sudych prirozenych ¢isel vyjadiuje zapis
{z € N;existuje n € N takové, ze 2n = x}.

(,Mnozina v8ech x € N, které spliiuji podminku, ze existuje n € N takové, ze

2n = x.“)
Je patrné, Ze stejnou mnozinu je mozno zapsat riznymi zpisoby, naptiklad
{z e Rj2? — 3z +2 =0} = {1,2},

ale také
{1,2} ={z e N;0 <z < 3}.

Pro dalsi postup je duilezité uvédomit si poznatek, ze prvkem mnoziny mtze byt
nejen elementarni prvek, ale také mnozina®. Napiiklad prvky mnoZiny {a, {b,c}}
jsou pravé a a mnozina {b, ¢}, ptivodni mnozina {a, {b, c}} je tedy dvouprvkova.
2.1.1 Prazdna mnoZina

Nejjednodussi situace nastane, pokud mnozina neobsahuje zadny prvek. V tom
piipadé se oznacuje jako prdzdnd mnoZina a obvykle se znaci'” ().
2.1.2 Rovnost mnozZin

Mnoziny X a Y se rovnaji pravé tehdy, kdyz obé dvé mnoziny obsahuji shodné

prvky, coz se symbolicky zapisuje X =Y.
X =Y prave tehdy, kdyz plati-li z € X, pak z € Y, a plati-liy € Y, pak y € X.

Pokud se mnoziny nerovnaji (nemaji vSechny prvky stejné) lze tuto skuteénost sym-

bolicky zapsat X # Y. Jednoduchym ptikladem rovnosti je
{reN;1<a2<4}={recN;1<2?<10},

nebot obé dvé mnoziny obsahuji pouze prvky 2 a 3. Mald zména v pfedchazejicim

prikladé vytvori z rovnosti nerovnost
{reN;1<z<4}#{reN;1<2®<10},

protoze mnozina na levé strané obsahuje kromeé 2 a 3 také 1, kterou ovsem mnozina

na pravé strané neobsahuje.

9 Analogii vychazejici z praxe miize byt piiklad s krabicemi knih. Krabice piedstavuji mnoziny a
knihy jednotlivé elementarni prvky. Kazda krabice tak mutze obsahovat nejen primo knihy, ale

také dalsi krabice.
10Jiny zptisob znadeni je {}.
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2.1.3 Prunik mnoZin

Spolecné prvky dvou mnozin tvoii tzv. prunik mnozin, pro mnoziny X a Y tak
jejich prinik tvoii vSechny prvky, které maji tu vlastnost, ze nalezi do X i do Y.

Symbolicky se prinik mnozin zapisuje X NY.
XNY ={z; x€ X asoucasné z € Y}
Napriklad prinikem mnozin
{1,y,0} a {1,2,0}
je mnozina
{1,Q}.

V piipadé, ze se mnoziny X a Y rovnaji (maji vSechny prvky shodné), je jejich

prunikem celd mnozina X respektive Y:
X={reN;1l<az<4}={23},

Y ={zeN;1<2®<10} ={2,3},
XNy ={23}=X=Y.

2.1.4 Podmnozina

Nastane-li situace, ze prunikem dvou mnozin X a Y je celda mnozina Y, znaci
to, ze Y je ¢asti X neboli ze Y je podmnoZinou X. O mnoziné Y lze Tici, Ze je
podmnozinou mnoziny X, pravé pokud vsechny prvky mnoziny Y jsou také prvky
mnoziny X. Tento vztah se zapisuje Y C X.

Y C X, pokud plati, ze je-liy € Y, pak y € X

Naprtiklad pro
Y ={1,0}a X ={1,2,0}.

S vyuzitim pojmu rovnosti mnozin lze rozlisovat podmnoziny dvojiho druhu — vlastni
a nevlastni. Pokud plati, ze Y C X a soucasné X # Y, pak se Y oznacuje jako
vlastni podmnozina, coz lze znacit Y C X. Pro uvedené mnoziny X = {1,z,0} a
Y ={1,Q0} plati, ze Y je vlastni podmnozinou X. V opa¢ném piipadé, kdy Y C X

a X =Y, jde o nevlastni podmnoZinu. Pro pouzitou mnozinu X je pak mnozina
Z={1,2,0}
nevlastni podmnozinou, nebot Z C X, ale také Z = X.
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Specialnim pfipadem v otazce podmnozin libovolné mnoziny X je prazdna mno-
zina () a celd ptivodni mnozina X . Sama o sobé je prazdnd mnozina vzdy podmnoZi-
nou libovolné mnoziny!!. Celd mnozina X je vak také podmnoZinou sebe sama, jak
je zminéno vyse, proto lze tvrdit, ze ke kazdé mnoziné (s vyjimkou prazdné mnoziny)
1ze najit alespon dvé jeji podmnoziny. Podmnozinou prazdné mnoziny ) je jen (), ale

napiiklad jednoprvkovd mnozina {a} ma podmnoziny @) a {a},

Vychozi mnozina | Podmnoziny

0 0
{a} 0, {a}
{a,b} 0, {a}, {b}, {a, b}
0, {

{a,b,c} ,{a}, {c}, {a,b}, ..., {a,b,c}

Obrazek 2. Rlizné podmnoziny rtiznych mnozin

Pomoci vztahu byt podmnoZinou lze vsak vyjadrit jiz uvedenou rovnost mnozin.
Plati-li totiz Y C X (mnozina Y je ¢asti X, vSechny prvky mnoziny Y jsou obsazeny
v mnoziné X) a soucasné X C Y (mnoZina X je ¢asti Y, vSechny prvky mnoziny
X jsou obsazeny v mnoziné Y'), pak nutné musi obé mnoziny mit vSechny prvky

shodné, neboli X =Y. Napiiklad u mnozin

X={reN;1<uzx<4}
Y ={z eN;1<2* <10}

je mnozina X podmnoZinou Y, nebot druhé mocniny vSech pfirozenych ¢isel mezi
1 a 4 jsou mezi 1 a 10. Naopak mnozina Y je podmnozinou X, protoze vsechna
prirozena cisla, jejichz druhé mocniny jsou vétsi nez 1 a mensi nez 10, musi byt vétsi

nez 1 a mensi nez 4. Dusledkem je, ze X =Y, coz bylo uvedeno jiz drive.

2.1.5 Rozdil mnozin

Dalsi ivaha se bude zabyvat prvky, jimiz se jedna mnozina ,lisi“ od druhé.
Rozdilem mnoZin X a Y (v tomto poradi) se rozumi mnozina vSech prvkd, které

nalezi do mnoziny X a nenalezi do mnoziny Y, jinymi slovy jsou v mnoziné X

I Analogie s krabicemi: Preskladé-li se obsah jedné krabice do nékolika dalsich, pfedstavuji tyto
krabice rtizné podmnoziny ptivodni mnoziny. Je-li v§ak jedna z téchto krabice prazdna, pak také

predstavuje podmnozinu, nebot neobsahuje nic, co neobsahovala piivodni krabice.
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yhavic“. Rozdil mnozin X a Y tak tvofi vSechny prvky X, které nelezi v priniku

X NY. Pro mnoziny
X ={1,a,9}aY ={1,b,0}

je rozdil
X\Y ={a}.

Prinikem onéch mnozin je {1, O}, coz znamend, ze mnozinou prvka X, které nelezi
v uvedeném priniku, je jednoprvkovd mnozina {a}.

S rozdilem mnozin souvisi pojem doplnék mnoZiny. Jako doplnék mnoziny Y
v mnoziné X se oznacuje rozdil mnozin X \ Y, pfi¢emz Y je podmnozinou X. Toto
znaceni vychazi z faktu, ze onen doplnék tvoii spolu s mnozinou Y celou mnozinu X
(mnozinu Y dopliiuje na mnozinu X ). Symbolicky pak tento doplnék znacime Y.
Napiiklad doplitkem mnoziny Y = {1,a} v mnoziné X = {1,a,Q0} je mnozina {O}.

(¢) Doplnék mnoZiny v mnoziné (d) Sjednoceni mnozin

Obrazek 3. Zakladni operace s mnozinami

2.1.6 Sjednoceni mnozin

Posledni klasickou operaci s mnozinami je jejich sjednoceni. V tomto ptfipadé se
z mnozin X a Y vytvari nova mnozina, ktera obsahuje vSechny prvky jedné i druhé
mnoziny. Sjednocenim mnozin X a Y se pak nazve mnozina, kterd bude obsahovat

praveé vsechny prvky X a prdavé vsechny prvky Y. Slovnim spojeni prdve vsechny
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iik4, Ze ona mnozina nebude obsahovat zadné prvky ,navic“ nez ty, které patfi bud
do mnoziny X, nebo do mnoziny Y. Pro symbolicky zapis uziva znacky U, tedy
XUY.

XUY ={z; x€ X neboz €Y}

Napriklad sjednocenim mnozin
X ={1,a,09}aY ={1,b, &}

bude mnozina

XUY = {1,a,b,0, &}

2.1.7 Potenéni mnoZina

Podmnoziny libovolné mnoziny X lze povazovat za prvky urcité mnoziny. Mno-
zina obsahujici pravé vSechny podmnoziny mnoziny X se nazyva potencni mnozZina
mnoziny X. Pro oznaceni se uzivad symbolika vychazejici z tohoto nazvu, P(X).

Napfiiklad potenéni mnozinou mnoziny X = {QO, &} je

P(X) ={0,{0}, {#},{O, }}.

Vychozi mnozina X | Poten¢ni mnozina P(X)
0 {0}
{a} {0, {a}}
{a, b} {0, {a}, {0}, {a, b}}
{a,b,¢} {0, {a}, {0}, {c}, {a, 0}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, c}}

Obrazek 4. Ukazky poten¢nich mnozin

2.2 Kartézsky soucin

Pro definici kartézského soucinu je nezbytné zavést pojem wusporadané dvojice
prvki. Libovolnou dvojici prvku lze povazovat za uspofadanou, je-li jednoznacné
urceno, ktery z prvki je na prvnim misté a ktery na druhém. Usporadana dvojice
se zapisuje pomoci hranatych zavorek, tedy napiiklad [a,b] je dvojice prvki a a b,

kde a je na prvnim misté. Napiiklad dvojice [b, a] neni s pfedchozi totoznd, protoze
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zalezi na poradi, v jakém jsou prvky uvedeny, na rozdil od mnozin, kde na poradi
nezalezi'?.

Pro dvé mnoziny tak lze vytvorit mnozinu vsech uspotadanych dvojic, ve kterych
je na prvnim misté prvek z prvni mnoziny a na druhém misté prvek z druhé mnoziny.
Tato mnozina se pak nazyva kartézsky soucin ptvodnich dvou mnozin. Symbolicky

se kartézsky soucin mnozin X a Y zapisuje X x Y.
X XY ={[z,y];x € X asouasné y € Y}

Zapis kartézského soucinu pomoci tabulky je uveden na obrazku 5. Jelikoz kartézsky
soucin je tvoren usporddanymsi dvojicemi, vzdy zalezi, v jakém poradi se s mnozinami

pracuje. Sou¢in X x Y je proto jiny nez Y x X.

X xY Y = {a,b,c} Y x X X ={1,2,3}
[1,a] [1,b] [1,¢] la,1] [a,2] [a,3]
X ={1,2,3} | [2,a] [2,b] [2,]] Y ={a,b,c} | [b,1] [b,2] [b,3]
3,a] [3,b] [3,¢] e, 1] [e,2] e, 3]

Obrazek 5. Ukéazka dvou riznych kartézskych soucinti stejnych mnozin

2.3 Zobrazeni

Prace s mnozinami vyzaduje alespon zakladni znalost problematiky zobrazeni.
Zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y prifazuje jednotlivym prvkiim mnoziny X
prvky mnoziny Y (vytvail vztah vzor—obraz), pficemz kazdému prvku mnoziny
X je ptitazen vzdy pravé jeden prvek mnoziny Y. Prvni mnozina se tak oznacuje
jako mnoZina vzori a druhd jako mnoZina obrazi'®. Napiiklad zobrazeni mnoziny

{1,2,3} do mnoziny {a, b, c} znazornéné diagramem

OO
OO
O—0©

12Mnozina {a, b} je totozna s mnozinou {b,a}.
13p¥ikladem zobrazeni ve stfedoskolské matematice jsou realné funkce. Zde mnoZinu vzort i obrazii

tvoii obvykle intervaly redlnych ¢isel (definiéni obor a obor hodnot funkce), pfi¢emz oba inter-
valy zavisi na povaze funkce. Dalsim pfikladem jsou posloupnosti, ve kterych mnozinou vzort
jsou vSechna pfirozena ¢isla a mnozinou obrazu jsou Cisla realna. Pfirozena ¢isla vyjadiuji ¢len

posloupnosti, kterému je pritazena urcita realna hodnota.
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ukazuje, ze obrazem prvku 1 je prvek b a naopak pro prvek b je vzorem prvek 1.
Obdobné obrazem prvku 2 je a a obrazem prvku 3 je ¢, naopak vzorem prvku a je

2 a vzorem prvku c je 3. OvSem vztah mnozin vyjadfeny diagramem

neni zobrazenim nebot prvek 2 ma vice nez jeden obraz. Pro zobrazeni neni nutné,
aby byl ke kazdému prvku mnoziny obrazi pritazen vzor. Napriklad nasledujici

diagram znazornuje také zobrazeni:

OO
©

Pravé uvedené zobrazeni, ve kterém kazdy prvek mnoziny obrazti ma nejvyse jeden
vzor, se oznacuje jako prosté zobrazeni mnoziny do mnoziny. Jiny typ zobrazeni,

v némz jednomu obrazu prislusi vice vzort, je znazornén na nasledujicim diagramu:

o ve
e Ao
v

Zobrazeni, kde kazdy prvek mnoziny obrazti ma alespon jeden vzor, se oznacuje jako
zobrazeni mnoziny na mnozinu.

Spojenim obou situaci (zobrazeni na a prostého zobrazeni do) vznika vzdjemné
jednoznacné zobrazeni neboli bijekce. Jelikoz kazdému prvku mnoziny obrazt ptislusi
nejvyse jeden vzor a soucasné mu prislusni alespon jeden vzor, plati, ze kazdému
prvku mnoziny obrazt prislusi pravé jeden vzor. Tuto podminku spliuje jiz uvedené

zobrazeni:

o ve
o Ao
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Jak je patrné ze zminéné defini¢ni podminky vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni,
maji-li obé mnoziny (mnozina vzort i obrazi) koneény pocet prvki a existuje-li mezi
nimi toto zobrazeni, maji zminéné mnoziny stejny pocet prvki. Na tomto poznatku
je postaveno dalsi zkouméani mnozin, nebot je lze t¥idit pravé na zékladé existence

vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni mezi nimi.

2.4 Koneéna a nekoneéna mnozina

Prestoze lze pojmy konecné a nekoneéna mnozina pojimat intuitivné, naptiklad
tvrzenim, Ze kone¢na mnozina je takova mnozina, ktera ma konecny pocet prvki,
pro potieby axiomatické teorie mnozin je tento postup nedostacujici, nebot samotny
pojem konecnosti je obtizné definovatelny. Proto je tfeba konec¢nou ¢i nekonec¢nou
mnozinu definovat piimo. Nezéavisle na sobé vytvofili Alfred Tarski [Balc] a Richard
Dedekind [BlaVoj| definice kone¢né mnoziny, pri¢emz kazda z nich je vytvofena na
odlisném zakladé. Nekone¢nou mnozinou se pak rozumi mnozina, kterd uvedenou

definici nespliuje.

2.4.1 Tarského definice kone¢né mnoziny

Tato definice se zaklada na faktu, Ze pro podmnoziny A, B libovolné mnoziny
X je mozné se ptat, zda A C B nebo A O B. V celém systému podmnozin je
pak mozné najit vztahy mezi jednotlivymi mnozinami (rozumi se vztah, kdy jedna
mnozina je podmnozinou druhé) a na zakladé téchto vztaht cely systém podmno-
zin usporadat. Toto usporadéani se zpravidla zakresluje do diagramu, ve kterém je
kazda mnozina spojena s mnozinou, ve které tvori podmnozinu. Je stanoveno, ze
ony ,,vétsi“ mnoziny vzdy lezi nad svymi podmnozinami. Jak je vidét z obrazku 6.a,
pro mnoziny s riznym poc¢tem prvkd bude mit diagram rizny tvar. Stejnym zpi-
sobem lze usporadat také libovolny podsystém ptivodniho systému podmnozin, jak
pro rizné podsystémy systému podmnozin ti¥iprvkové mnoziny {a,b, c} ukazuje ob-
razek 6.b.

Definice 1 (Tarského definice). Necht X je libovolnd mnoZzina. Jestlize kaZdy jeji
systém podmmnozin md v usporddani pomoci C maximadlni prvek, je X konecnou

MNoZinou.

Maximalni prvek usporadaného systému mnozin je mnozina, pro kterou v daném
systému neexistuje mnozina, ve které by ona mnozina byla vlastni podmnozinou. Ji-
nymi slovy neexistuje v systému ,,vétsi“ mnozina. Maximalni prvek daného systému

muze byt jeden, jak je tomu u systémi vlevo a uprostfed na obrazku 6.b, kde je
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(b) Rtizné podsystémy systému podmnozin mnoZiny {a, b, c}

Obrazek 6. Usporadani systémt podmnozin

maximalnim prvkem mnozina {a,b, c}, ale existuji systémy, ve kterych je vice ma-
ximalnich prvki, napiiklad na obrazku 6.b vpravo, kde jsou maximalnimi prvky
mnoziny {a,b} a {b, c}.

Prikladem systému podmnozin, ve kterém maximalni prvek neexistuje, je nasle-
dujici posloupnost k-prvkovych mnozin obsazena v poten¢ni mnoziné mnoziny vsech

prirozenych ¢isel N:

{1}, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,3,4}, ...

K libovolné mnoziné této posloupnosti lze sestavit mnozinu ,,vétsi“, jinymi slovy v niz
je ona mnozina podmnozinou. Mnozina N tak nespliiuje podminku konec¢nosti dle
Tarského definice, protoze existuje systém podmnozin, ktery nema maximalni prvek,
z ¢ehoz vyplyva, ze je nekonecnd. Dusledkem je také fakt, ze libovolna mnozina X
obsahujici mnozinu N je nutné také nekonecné, nebot libovolny systém podmnozin
mnoziny N (mezi které patii i zminénd posloupnost) je pak systémem podmnozin

mnoziny X. Jako piiklad 1ze uvést mnoziny Z, Q ¢i R nebo C.
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{1,2,3,...}

Obrazek 7. Nastin usporadani podmnozin mnoziny N

2.4.2 Dedekindova definice kone¢né mnoziny

Na rozdil od Tarského definice je tato definice zaloZena zobrazeni mnozin, kon-

krétné na vzajemné jednozna¢ném zobrazeni neboli bijekci.

Definice 2 (Dedekindova definice). Necht X je libovolnd mnoZina. X je konecénd

mnozina, praveé kdyz neexistuje bijekce mezi X a libovolnou jeji vlastni podmnoZinou.

U mnozin, které maji pocet prvkt dany piirozenym ¢islem (napf. 7, 13, 42), je
ziejmé, Ze vyse zminéné bijekce zde neexistuje, nebot jejich vlastni podmnoziny maji
pocet prvkl vzdy alesponn o 1 mensi. Jina situace je u mnoziny vSech pfirozenych
¢isel N a mnoziny vSech sudych ¢isel (znaceno D), kterd je jeji vlastni podmnozinou.
Zptsob, jak jednoznacné zobrazit mnozinu N na mnozinu D, ukazuje obrazek 8.
Kazdému ¢islu v N (tedy kazdému prvku N) je pfifazen jeho dvojnasobek a naopak
kazdému ¢islu z D je pfifazena jeho polovina. Nalezeni dvojndsobku (respektive
poloviny) je jednozna¢né, zobrazeni mezi N a D je vzadjemné jednozna¢né, z ¢ehoz
vyplyva, Zze mnozina N je nekonecna i podle této definice.

Bylo vsak dokazano, ze mezi uvedenymi definicemi neni vyznamovy rozdil, coz

lze vyjadrit nasledovné:

Tvrzeni 2. MnoZina X je konecnou mnoZinou dle Tarského definice, pravé kdyz je

konecnou mnoZinou dle Dedekindovy definice.
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Obrazek 8. Bijekce mezi N a mnozinou vsSech sudych ¢isel

2.4.3 Vlastnosti

Pro praci s nekoneé¢nymi mnozinami je tfeba vyjasnit vztahy a vlastnosti defino-
vanych kone¢nych mnozin, aby nedoslo k omyltim vychézejicich z intuitivniho pojeti.

Prvni uvedena vlastnost se zabyva podmnozinami libovolné kone¢né mnoziny.

Tvrzeni 3. Necht X je koneénd mnoZina a'Y jeji libovolnd podmnoZina, pak'Y je

konecnou mnozinou.

Jelikoz je Y podmnozinou X, pak vSechny podmnoziny mnoziny Y jsou také pod-
mnozinami kone¢né mnoziny X. Podle Tarského definice obsahuje libovolny systém
podmnozin v X maximalni prvek. Obsahuje ho tak i libovolny systém podmnozin
mnoziny Y, coz znamena, ze Y je konecna.

Pfimym dtsledkem uvedeného tvrzeni je i nasledujici.

Tvrzeni 4. Necht X a 'Y jsou konecné mnoziny, pak jejich prinik X NY je také

konecnou mnoZinou.

Platnost uvedeného tvrzeni vyplyva z faktu, ze prinik dvou mnozin je Casti
(podmnozinou) kazdé z nich. Jsou-li vychozi mnoZiny konecné, je konecnd i tato
podmnozina.

Pouzitim Tarského definice kone¢né mnoziny lze také rozhodnout o konecnosti

sjednoceni dvou kone¢nych mnozin.

Tvrzeni 5. Necht X a 'Y jsou konecné mnoZiny, pak jejich sjednoceni X UY je

také konecnou mnozZinou.

Podle Tarského definice bude nutné ovérit, zda libovolny systém podmnozin vy-
tvofeného sjednoceni obsahuje maximalni prvek. K tomuto tcelu byl sestrojen uni-
verzalni postup hledani maximéalniho prvku libovolného systému podmnozin mno-

ziny X UY [Balc|. Necht S oznacuje libovolny systém podmnozin mnoziny X UY,
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napiiklad pro mnoziny
X ={a,b}, Y ={1,2,3} = XUY ={aq0,1,23}
muze systémem S byt systém mnozin

{b,1},

{b, ¢, 3},
{2,3},
{b,¢,1,3}.

Prvnim krokem bude vybér systému S; takovych mnozin, které obsahuji prvky z X.

Pro uvedeny priklad to bude

{b7 1}7
{b,¢,3},
{b,c,1,3}.

Nésledné budou ze systému S; vybrany mnoziny prvkd z X tak, aby bylo mozné
vytvorit vSechny mnoziny systému S pridanim prvki z Y. V daném prikladé budou

vybrany

{0},
{b,c}.

Tyto vybrané mnoziny tvori systém podmnozin v X a lze v ném dle Tarského najit
maximalni mnozinu z;. Ve zminéném piikladé bude z; = {b, ¢}. Dalsi postup jiz se
systémem S; nepracuje, ale vytvaii novy systém Sy z ptivodniho systému S. Ten
bude obsahovat vSechny mnoziny systému S, které v sobé obsahuji vSechny prvky

mnoziny z; doplnéné o prvky z Y. V konkrétnim pripadé

{b7 C’ 1}7
{b,c,1,3}.

Ze systému Sy budou opét vybrany mnoziny prvki z Y tak, aby bylo mozné vytvorit

vSechny mnoziny systému S pfidanim prvki ze 2.

{1},
(1,3).
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X = {a, b} Y =112, 3}

{b, 1} { b, 1} 5
{b, c, 3} i {b, ¢, 3} v {b} '
{2, 3} —> (bc13 > b — P
{b,c, 1,3} : : L |
mmemmecmmemeaaad Z1
s s:
z
Tibc, 33 {3y

Dby 3 — 13—

Obrazek 9. Postup hledani maximalniho prvku sjednoceni dvou konecnych mnozin

Vybrané mnoziny tvori systém podmnozin v Y, existuje v ném tak maximéalni mno-
Zina zy. V uvedeném piipadé bude onou vybranou mnozinou {1, 3}. MnoZina vytvo-
fend sjednocenim z = z; U 2o je maximalni mnozinou puvodniho systému. Vysledna
mnozina z piikladu je tak {b, ¢, 1,3}. Celkovy postup ilustruje obrazek 9.

Piimym dtsledkem predchoziho je nasledujici skutec¢nost.

Tvrzeni 6. Necht X je konecnd mnozina a {y} libovolnd jednoprvkovd mnozina,

pak sjednoceni X U {y} je konecnou mnoZinou.

Vyznam uvedeného tvrzeni spociva v tom, ze postupnym pridavanim prvkia ke
koneéné mnoziné (tedy po urc¢itém poc¢tu krokt) vznikaji pouze mnoZiny konecéné.
Vytvoreni nekonecné mnoziny tak vyzaduje abstrakéni skok, ve kterém je najednou
provedeno nekonecné mnoho zminénych kroki.

Posledni vlastnost ukazuje, ze z vzajemné jednoznac¢ného zobrazeni konec¢né mno-

ziny na libovolnou mnozinu lze usoudit na kone¢nost mnoziny obrazi.

Tvrzeni 7. Necht X je koneénd mnoZina a Y libovolnd mnoZina. Pokud existuje

vzdjemne jednoznacné zobrazeni mezi X a 'Y, pak je Y také konecnou mnozZinou.

Zdtvodnéni se opira o Tarského definici kone¢né mnoziny. Pokud existuje vza-
jemné jednoznacné zobrazeni mezi Y a X, je mozné jednoznacné zobrazit systém
vSech podmnozin Y na systém vSech podmnozin X, z ¢ehoz vyplyva, ze maji stejné
vlastnosti. A jelikoz systém podmnozin X splinuje Tarského definici, spliuje ji i

systém podmnozin Y, mnozina Y je tedy kone¢nou mnozinou.
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3 Kardinalni ¢isla

Moznosti, jak charakterizovat mnoziny, je spousta, avsak v teorii mnozin se uziva
zpusob, ktery vychazi z mnozstvi prvki obsazenych v mnozinach. Kazda mnozina

!4, Pro kone¢né mnoziny je mohutnost vyjadiena pfiroze-

tak ma urcitou mohutnos
nym c¢islem nebo nulou, coz udava pocet prvki dané mnoziny. Protoze prirozenym
¢islem neni mozné popsat mnozstvi prvki nekonec¢né mnoziny, byly zavedeny speci-
alni symboly praveé pro popis nekonecnych mnozin. Jak je vSak popsano v kapitole 4,
s témito symboly je mozné pracovat jako s ¢isly, proto se spolecné s prirozenymi ¢isly
a nulou souhrnné oznacuji jako kardindlni c¢isla. Uvedenou myslenku shrnuje nasle-

dujici tvrzeni:

Tvrzeni 8. Libovolnd mnoZina (konecnd i nekonecnd) md jistou mohutnost, kterd

je vyjadrena kardindlnim éislem (prirozené cislo, nula nebo specidlni symbol).

3.1 Zavedeni kardinalniho ¢&isla

Jelikoz je celd teorie mnozin tvorena axiomaticky, neni mozné v ni uzivat intui-
tivni pojmy, proto je nutné zavést i kardinalni ¢islo exaktné. K tomu jiz v 19. stoleti
pouzil Georg Cantor vzéjemné jednoznacné zobrazeni (bijekci) a z toho vychézejici

pojem ekvivalence mnozin.
Definice 3. Mnoziny X aY jsou ekvivalentni, pravé kdyz mezi nimi existuje bijekce.

Existuje-li vzajemné jednozna¢né zobrazeni mezi mnozinami X a Y, jsou tyto
mnoziny ekvivalentni, ale také naopak, jsou-li X a Y ekvivalentni, pak nutné musi
existovat vzajemneé jednoznac¢né zobrazeni mezi nimi. Okamzitym diisledkem je fakt,
ze libovolnd mnozina je ekvivalentni sama se sebou, nebot existuje zobrazeni mno-
ziny samy na sebe takové, ze se prvky zobrazi pravé samy na sebe, jak ukazuje
obrazek 10.

g

Obréazek 10. Zobrazeni mnoziny samy na sebe

147Znadeni | X| vyjadiuje mohutnost mnoziny X

31



N4 zakladé ekvivalence mnozin je mozné navzajem ekvivalentni mnoziny sesku-

povat do tfid. V takto vytvoreném systému t¥id plati nasledujici:

a) Kazda mnozina lezi v n&jaké t¥idé, vzdy je totiz ekvivalentni alesponi sama se

sebou.

b) Pokud je ekvivalentni mnozina X s mnozinou Y (existuje mezi nimi bijekce,

lezi v jedné tfidé) a zaroven také mmnozina Y s mnozinou Z, pak je urcité

mnozina X ekvivalentni s mnozinou Z, coz ilustruje obrazek 11. Do urcité

YaZz

(b) Vytvofeni bijekce mezi mnozinami X a Z

Obrazek 11. Vzajemna ekvivalence mnozin X, Y, Z

O\ 2
@/ @
O—® G ©

(a) Bijekce mezi mnozinami X a Y,

tfidy tak nalezi pravé vsechny mnoziny, které jsou navzajem ekvivalentni,

jinymi slovy nemiize nastat situace, ve které by mnozina z jedné t¥idy byla

ekvivalentni s mnozinou z druhé tiidy.

Systém vytvoreny podle uvedenych zasad se pak nazyva rozklad systému mnozin

podle ekvivalence a vytvorené tiidy mnozin se pak nazyvaji tridy rozkladu.
Napfiklad mnoziny {a,b,c} , {1,2}, {m, o, ¢}, {z,y}, {42} a {O, M, &} lze roz-

délit na zakladé existence vzajemné jednoznacného zobrazeni nasledovn

{a,b,c}
{m, ¢, ¢}
{0, 8, &)}

{1,2}
{z,y}

{42}

glo.

15Je totiz mozné jednoznaéné zobrazit {a,b,c} na {Q, &, &}, ale uz ne na napiiklad {z,y}, atp.
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Jak je vidét z tabulky, koneéné mnoziny patiici do jedné skupiny maji stejny pocet
prvki. Ve stejné skupiné nemohou byt mnoziny s rozdilnym poctem prvki, jeli-
koz neexistuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami s riznym poctem

prvki. Dtsledkem tohoto poznatku je nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 9. Dvé konecné mnoziny jsou ekvivalentni, pravé kdyz obsahuji stejny pocet

proki.

Zavedeni kardinalnich ¢isel néasledné vychézi z myslenky seskupovani mmnozin

podle ekvivalentnosti:

Definice 4. Kardinalnim cislem nazyvdme tridu rozkladu systému vsech mmnozin

podle ekvivalence.

Vyznam definice je ten, ze kardinalni ¢islo mnoziny oznacuje skupinu, do které
mnozina patii. Jelikoz plati, Ze kone¢né mnoziny jsou ekvivalentni, pravé pokud maji
stejny pocet prvki, ono kardinalni ¢islo u nich udava praveé pocet prvki.

Je nutné pripomenout, ze prvkem mnoziny mtze byt také mnozina, naptiklad
mnozina {z, {0, &}} obsahuje prvky = a {©,&}. Jelikoz se pfi zjistovani ekviva-
lentnosti mnozin jednoznacné zobrazuji celé prvky, neni dilezité, zda onim prvkem
je elementarni prvek nebo mnozina. Uvedeny piiklad mnoziny je tak ekvivalentni
s mnozinou {7, ¢}, nebot prvek z lze zobrazit na prvek 7 a cely prvek {O, &} na ¢.

Obé uvedené mnoziny maji tedy stejna kardinalni cisla.

0

{a}, {42}, {6}, {{z.u}}s -

{1,2}, {z.y}, {0, {0, &, &}}, {{0, &}, {a,b,c}}, ...
{a,b,c}, {m, o, a}, {O, &, &}, {{z,y},13,{0,e}}, ...

w NN = O

Obrazek 12. Kardinalni ¢isla kone¢nych mnozin

7 hlediska mnozstvi v teorii mnozin nezalezi na konkrétni podobé jednotlivych

prvkil mnozin, neni tedy tfeba rozliSovat mezi ekvivalentnimi mnozinami.

3.2 Operace s kardinalnimi cisly

Zakladnim tkonem provadénym s cisly je jejich porovnani. Porovnani kardinal-
nich ¢isel je porovnani mnozstvi prvkt mnozin, které dana kardinalni ¢isla popisuji.

Pro potieby teorie mnozin se ono porovnani zavadi pomoci vztahu mnozin.
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Definice 5. Kardindlni c¢isla o a (3 lze zapsat ve vztahu o < (8, praveé kdyz existuji
mnoziny X aY takové, Ze | X| = «, |Y| = B, a plati, Ze X C Y.

Jelikoz libovolna podmnozina X dané mnoziny Y nemiize obsahovat vétsi mnoz-
stvi prvkid nez ptivodni mnozina, muze jich obsahovat stejné nebo mensi mnozstvi.
Tato definice tak znaci, ze kardinalni ¢islo o zastupuje podmnozinu mnoziny zastou-
pené kardinalnim cislem 3, z ¢ehoz vyplyva, Ze zastupuje mnozinu s mensim nebo
stejnym mnozstvim prvki. Jelikoz pro dana dvé kardinélni ¢isla «, 3 lze vzdy sestro-
jit vhodné mnoziny X a Y, at uz X C Y nebo Y C X, je mozné timto zptisobem
porovnavat libovolna dvé kardindlni ¢isla. V praktickém pouziti je pak porovnavani
koneénych kardinalnich ¢isel shodné s porovnanim ¢isel piirozenych (s nulou), ne-
bot piirozena ¢isla (s nulou) vyjadiuji v tomto smyslu pocet prvki néjaké konecné
mnoziny.

Konkrétnim ptikladem budiz porovnani kardinalnich ¢isel 2 a 3. Pro tato cisla

lze sestavit mnoziny {p, O} a {a, p, O}, pficemz plati, Ze

{e. Ot =2 a [{a,¢ O} =3.

Protoze uvedené mnoziny jsou ve vztahu

{0, O} C{a, ¢, O},

plati
2 < 3.

Ostra nerovnost mezi kardinalnimi ¢isly o < [ vychazi z neostré nerovnosti
a < B, pficemz je vyloudena moZnost « = [ (ekvivalentnost uvazovanych mno-
zin). Pi porovnavani koneénych kardindlnich ¢isel jde opét o klasické porovnavani

ptirozenych ¢isel (s nulou).
0<I<2<3<d4<d<-

Pro dalsi praci neni nutné znat formalni zavedeni aritmetiky kardinalnich cisel.
Lze se spokojit s tim, ze zékladni operace s kardinalnimi ¢isly odpovidaji intuitivni

predstavé. Z divodu kompletnosti je vSak tato problematika zafazena do kapitoly 4.

3.3 Kardinalni ¢isla nekoneénych spocetnych mnozin

3.3.1 Mnozina prirozenych cisel

JelikoZ mnozina vSech pfirozenych ¢isel je nekoneéna (dikaz v kapitole 2.4) a

kazdé prirozené c¢islo popisuje mohutnost koneéné mnoziny, neexistuje prirozené
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¢islo, které by popisovalo mohutnost mnoziny vsech prirozenych cisel. Proto bylo
zavedeno oznaceni X, (¢te se ,alef nula“) pro mohutnost mnoziny pfirozenych ¢i-
sel*®, neboli kardinalnim ¢&slem mnoziny N je .

Jelikoz problematika prace s mnozinou vsech prirozenych je zdkladem pro tvorbu
dalsich ¢iselnych mnozin, je nutné se ji podrobnéji vénovat. Ke snazsimu pochopeni
této problematiky prispé€l na pocatku 20. stoleti David Hilbert svym paradoxem

hotelu'”:

Predpokladejme, Ze existuje hotel s nekonecné mnoha pokoji, které jsou
oc¢islovany 1, 2, 3, atd. V kazZdém pokoji bydli jeden host, hotel je tedy
plné obsazen. Jednou na recepci prisel clovek a Zadal o pokoj, recepéni mu
vsak odpovedel, Ze Zadné pokoje nejsou volné. Nové prichozi vsak navrhl
recepénimu, at poZadd ubytované hosty, aby se premistili kaZdy do pokoje
s o jedna vyssim cislem, neZ mel kazdy doposud, tedy host z pokoje ¢. 1
se presune na pokoj ¢. 2, host z pokoje ¢. 3 na pokoj ¢. 4, atp. K velkému
prekvapent recepcniho tento postup fungoval a pokoj ¢. 1 byl nyni volny,
takZe do néj mohl recepcéni nove prichoziho hosta ubytovat. Kdyz se tedy
poté prisel ubytovat dalsi host, recepcni cely postup zopakoval a hosta

take ubytoval.

1 2 3 4 5
hi | ho | hs | ha | hs
4
hl h'2 h3 h4

Y
ha | hi | ha | hs | ha

Obrazek 13. Ubytovani nového hosta hg v Hilbertové hotelu

Protoze je ubytovani hosta v daném pokoji jednoznaé¢né (jde o jednoznacéné prifa-
zeni hosta k pokoji ¢i naopak), jde z mnoZinového pohledu o jednoznaéné zobrazeni
(bijekci) mezi mnozinou hostti a mnozinou pokoji. Kazdy hotelovy pokoj je oznacen
prirozenym ¢islem, proto lze mnozinu pokoji nahradit mnozinou pfirozenych cisel.
Existence bijekce mezi mezi mnozinou pfirozenych ¢isel a mnozinou hotelovych hosti

ukazuje na ekvivalenci uvedenych dvou mnozin.

16Pismeno N pochazi z hebrejské abecedy, v niZ je prvnim pismenem, ale znad¢i také ¢islovku 1 [Alef].
"Tento ptiklad je také znam pod nazvem Hilbertv hotel.
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Definice 6. MnoZiny, které jsou ekvivalentni s mnozZinou vsech prirozenych cisel,
se nazyvaji Spocetne.

Zminénou bijekci mezi mnozinou prirozenych ¢isel a libovolnou mnozinou 1ze po-
jmout jako oznacovani prvkid oné mnoziny prirozenymi ¢isly neboli spocitani prvki,
z ¢ehoz vychézi nazev spocetnost. Pro libovolnou mnozinu tak plati, ze lze-li prvky
této mnoziny ocislovat vSemi prirozenymi ¢isly, je tato mnozina ekvivalentni s mno-
zinou prirozenych ¢isel. Je zfejmé, ze moznost ocislovat prvky dané mnoziny spociva
v jejich sefazeni do posloupnosti, nebot ¢leny libovolné posloupnosti lze o¢islovat.

7 uvedeného prikladu vyplyva, Zze mnoziny hosti

{hl, hg, hg, Ce } a {h.',, hl, hg, hg, ce }

jsou spocetné, nebot kazdému hostu byl pfifazen pokoj (pFirozené ¢islo). Jelikoz jsou
navzajem ekvivalentni mnoziny z hlediska teorie mnoziny zaménné, je mozné na-
misto mnoziny hostti {hy, ho, hs, ... } uzivat mnozinu pfirozenych ¢isel {1,2,3,...}.

Mnozina N je tak ekvivalentni s mnozinou N U {hg}, coz znadi, ze obsahuji stejné

1 (2345
J

11234
4

ha | 12|34

Obrazek 14. Zaména mnoziny hostl za mnozinu prirozenych cisel

mnozstvi prvki.

| f | ha| 1] 2] 3

Obrazek 15. Ukazky spocetnych mnozin vzniklych rozsifovanim mnoziny N

Pfidanim dalsiho prvku k mnoziné NU{hg} se situace nezméni, nebot tuto mno-
zinu bude mozno ocislovat, bude tedy spocetna. Vsechny mnoziny ziskané zminé-

nym postupnym pridavanim prvkia k mnozin€ prirozenych ¢isel budou také spocetné.

36



7 obrazku 15. je patrné, ze postupné pridavani prvka je mozné nahradit jednorazo-
vym piidanim koneéné mnoziny prvku, napiiklad N U {r, f, ha}. Piidanim konecné

mnoziny prvkid k N tak nedochazi ke zméné mohutnosti mnoziny, coz lze zapsat:
IN| = NU{m,Q, ... fha}] =N

Ptirozenym dutsledkem uvedeného tvrzeni je fakt, Zze mnozina prirozenych ¢isel s nu-

lou (znaceno Ny) je spocetna:

1 2 3 4 5 6

[oTi 2 s 4 5]

Analogicky lze postupovat v opa¢ném piipadé — pii odebirani prvkd z mnoziny
N. Naprtiklad prvky mnoziny vzniklé odebranim prvki 1 a 2 z mnoziny N je mozné
ocCislovat prirozenymi ¢isly, tato mnozina je tedy také spocetna. Ukazky ocislovani
prvkil mnozin tvorenych odebiranim kone¢ného poctu prvkd z mnoziny N jsou na

obrazku 16. Uvedené vlastnosti mnoziny prirozenych ¢isel shrnuje nasledujici tvrzeni:

Obrazek 16. Ukazky spocetnych mnozin vzniklych odebirdnim kone¢ného poctu

prvki z N

Tvrzeni 10. Priddnim konecného poctu prvki k mnoziné N ¢ jejich odebrdnim
z ni nedochdzi ke zméné mohutnosti, nové vznikld mnozina je ekvivalentni s N (je

spocetnd).

Za pomoci mnoziny pfirozenych ¢isel je mozné vytvorit kritérium pro rozpoznani

nekonecné mnoziny.

Tvrzeni 11. MnoZina je nekonecnd, prdvé kdyz obsahuje mekonecnou spocetnou

podmnozinu.

Zdtvodnéni uvedeného tvrzeni bude probihat ve dvou krocich. Jako prvni je

nutné dokazat, ze libovolnd mnozina obsahujici nekonecnou spocetnou podmnozinu
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je nekonecna, a nasledné, ze libovolna nekoneénd mnozina obsahuje nekonecnou
spocetnou podmnozinu.

V prvnim kroku je potieba ukazat, ze mnozina obsahujici nekone¢nou spoc¢etnou
podmnozinu vyhovuje definici nekonecné mnoziny, tedy nalézt jednoznac¢né zobra-
zeni mnoziny do své vlastni podmnoziny (Dedekindova definice 2.4.2). Prvky mno-
ziny je mozné rozdélit do dvou podmnozin: prvky tvorici nekonecnou spocetnou
podmnozinu (oznac¢eny napiiklad x1, xs, 3, ...) a ostatni prvky (napiiklad z, ¢,

& f ..., ©). Hledanym zobrazenim je pak zobrazeni do mnoziny
{20, %, f,... 0,42 21, 29, T3, 74, ... },

coz je puvodni mnozina, ze které byl odebran prvek x; (kvili splnéni pozadavku

vlastni podmnoziny).

Ty | — | 23
T3 | — | o
Ty | — | 11
42 | < | 42
Ql+— 1| Q
fle— |7
| — | &
Q||
z < z

Prvky tvorici spocetnou podmnozinu se zobrazi vzdy na prvek nasledujici, zatimco
prvky druhé skupiny se zobrazi samy na sebe. Pravé vytvorené zobrazeni dokazuje
nekonecnost mnoziny obsahujici nekone¢nou spocetnou podmnozinu.

Druhy krok naopak vychazi z faktu, ze mnozina je nekone¢nd, a bude zde nutné
ukazat, ze tato mnozina obsahuje nekonecnou spocetnou posloupnost. Dedekindova
definice nekonecné mnoziny tiké, ze je libovolnd nekoneéna mnozina X ekviva-
lentni se svou vlastni podmnozinou X;. Jelikoz je X; wvlastni podmnozinou, exis-
tuje nejméné jeden prvek mnoziny X, ktery do mnoziny X; nepatii, naptiklad ;.
Analogickou tvahou lze najit prvek xs, lezici v mnoziné X7, ale nelezici v mnoziné
X5, coz je vlastni podmnozina mnoziny Xy, se kterou je X; ekvivalentni. Mnozina
X, musi existovat, nebot je-li mnozina X nekonecnd, je nekoneénd i mnozina X,
musi tedy vyhovovat Dedekindové definici. Pokracovanim uvedenym postupem je

nasledné vytvorena posloupnost prvki

T1, T2, T3, T4, Ts,
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X1

X1

X2

X2

X3

X3

Obrazek 17. Hledani nekonecné spocetné podmnoziny v libovolné nekone¢né mnoziné

Jelikoz zminéné prvky tvoii posloupnost, je mozné je ocislovat prirozenymi ¢isly.
Mnozina

{z1, @2, T3, T4y w5, ... }

je tak nekonecna spocetna podmnozina ptvodni mnoziny X.
Je-1i v kazdé nekonecné mnozin€ obsazena spocetna mnozina, pak spocetné mno-
ziny jsou ze vSech nekone¢nych mnozin nejmensi. Pro vSsechna nekonecna kardinalni

¢isla tak plati:

Tvrzeni 12. Kardindlni c¢islo Ry je nejmensi nekonecné kardindlni cislo.

3.3.2 MnozZina celych cisel

Pro praci s celymi ¢isly je nutné si uvédomit zptisob vytvoreni této mnoziny za

pomoci prirozenych ¢isel, coz lze znazornit nasledovné:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
coo, =7, —6, =5, —4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
., 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1
K zékladu, ktery tvori prirozena cisla, byl pripojen prvek 0 a prirozena cisla se
znaménkem minus. Pfidani kone¢ného poctu prvki k mnoziné prirozenych ¢isel mo-
hutnost nezméni, zde je vSak priddno nekonecné mnozstvi prvkia. Vzniklou situaci

je mozné popsat na prikladu Hilbertova hotelu.
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Dokud do hotelu chodily konecné skupiny hosti, recepcni je vidy zvlddl
ubytovat (posunul jiZ ubytované hosty o urcity pocet pokoji ddle a sku-
pinu nové prichozich ubytoval do uvolnénych pokoji). Jednou se vsak na
recepci objevil nekonecny zastup novych hostiu. Recepcni si s novou si-
tuaci nevedel rady, proto zavolal vedouciho, aby nové prichozim sdélil,
zZe pro né mnemd pokoje. Namisto toho vsak vedouci poZddal ubytované
hosty, aby se prestehovali do pokoju, ktere maji dvojnasobne cislo, nez
mel kaZdy doposud. Tedy host z pokoje ¢. 1 do pokoje ¢. 2, host z pokoje
¢. 2 do pokoje ¢. 4, atd. Uvolnily se tak vsechny liché pokoje, do kterych

pak mohl recepcni ubytovat prichozi skupinu.

Na zakladé principu z uvedeného piikladu je mozné sefadit mnozinu celych c¢isel

nasledovneé:

4
0| 1 |—-1]2|-23|-=3]|4

Prvky takto sefazené mnoziny celych cisel lze ocislovat prirozenymi cisly:

1 2 3 4 5 6 7 8
0 1 {-1] 2 |-2] 3 |-3] 4

Lze-li mnozinu celych ¢isel ocislovat, je tato mnozina spocetna, ekvivalentni s mno-

zinou prirozenych c¢isel. Ma tedy stejnou mohutnost jako mnozina N.
|Z] = IN] = Rg

V obecné roviné pak lze mnozinu N sjednotit s libovolnou spoc¢etnou mnozinou a
vyslednéd mnozina bude spocetnd, nebot onu spoetnou mnozinu bude vzdy mozné
oznadit pomoci piirozenych &sel'®, nasledné sefadit do posloupnosti a oé¢islovat pti-

rozenymi Cisly.

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 2/ 2 3 3 4’ 4

Tvrzeni 13. Priddnim spocetné mnoziny k mnoziné N nedojde ke zméné mohut-

nosti, nové vznikla mnozina je ekvivalentni s N (je spocetnd).

18Pro piehlednost se k pFirozenym &islim oznac¢ujicim zminénou mnozinu p¥idéva znaménko, na-
priklad 1’ & 1.
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3.3.3 MnozZina racionalnich ¢isel

Zpisob prace s mnozinou racionalnich ¢isel je opét odvozen od zpiisobu tvorby
této mnoziny. Libovolny zlomek je mozné pojmout jako usporadanou dvojici celého
¢isla a ¢isla prirozeného!®, pficem? zapis 7 lze chapat jako [a,b]. Déle je zfejmé, Ze
libovolné celé cislo k je mozné také vyjadrit zlomkem % Mnozinu vSech zlomki je
tedy mozné zapsat do tabulky:

{1,2,3,...} {1,2,3,...}

}

{0,1,-1,2,-2,
[\
™o
—_
o]
N RN R O] =

| |
w‘w NN N|= NI= IO DN

| |
c LN WIN W W WO O

Otazku spocetnosti této mnoziny je mozné prevést na problém recepcniho Hil-
bertova hotelu:

Jednoho dne pan recepcni zjistil, Ze pred hotelem stoji vedle sebe setazeno
nekonecné mnoho nekonecnyjch zastupt novych hostu. Védél, Ze je muze
ubytovat jenom tehdy, pokud se mu je podari seradit do jedno zdstupu.
Stoupl si tedy na schidky, aby si je poradné prohlédl, a zjistil, Ze novi

hosté vlastné uz v zdstupu stoji, jen se ten zastup vini jako had.

O0O0O0O0O0O-
OO000O0O0O-
OO0O0O0O00OO0O-
O00O0O0O-
OO0000O0O-
O00O0O0O0O-

19Tato tivaha se provadi kvili zjednoduseni, nebot libovolny zlomek lze pfevést na tvar, kdy v &i-
tateli je ¢islo celé (kladné, zaporné, nula) a ve jmenovateli je ¢islo pfirozené:
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Aplikaci uvedeného postupu pana recep¢niho je mozné seradit a nasledné ocislovat
celou mnozinu zlomki. Tato mnozina je tedy spocetné a jeji kardindlni ¢islo je Ny.

Nelze vsak opomenout, ze mnozina vSech zlomkt neni totozna s mnozinou vsech
raciondlnich ¢isel, nebot napfiklad zlomky % a % vyjadiuji jedno a totéz racio-
nalni ¢islo. Mnozina racionalnich ¢isel vznikne z mnoziny vSech zlomki odstranénim
zlomktl, které nejsou v zdkladnim tvaru?®. Vytvofend mnozina racionalnich ¢isel
je nekonecnd, nebot obsahuje mnozinu vSech pfirozenych ¢isel. Jak vyplyva z ob-

razku 18. mnozinu vSech zlomki s vynechdnim zlomki, které nejsou v zakladnim

{1,2,3,...}
1 2 3
0 % ° .
- 1 1 1 A
RS 3 3 '
I T s S B U
) 1 2 2
Tl 92 2 2 O
- 1 3
S22 . 3 =
: O

Obréazek 18. Spocetnost mnoziny zlomki vyjadienych v zakladnim tvaru

tvaru, tedy celou mnozinu racionalnich ¢isel, je mozno seradit do posloupnosti, z ce-

hoz vyplyva, Ze je ji mozné ocislovat piirozenymi ¢isly. Jeji mohutnost je tak Ny.

Q| = |Z] = [N| =R

3.4 Cantor-Schroder-Bernsteinova véta

Na rozdil od manipulace s konecnymi kardinalnimi ¢isly nejsou nékteré tikony

intuitivné zfejmé. Naptiklad zda plati tvrzeni, Zze pokud soucasné
a<f a ax>p,
plati rovnost

a= 0.

Toto tvrzeni je intuitivné uchopitelné pro koneéné mnoziny, nebot kardinédlni éisla
v téchto pripadech vyjadiuji pocet prvki mnoziny. Je-li tedy pocet prvkt mnoziny

X vétsi nebo roven poc¢tu prvkid mnoziny Y a soucasné je pocet prvki mnoziny X

20Jako zékladni tvar zlomku se uvazuje takova dvojice ¢isel, jejichz nejvétsim spoleénym délitelem

je cislo 1. Napiiklad zakladnim tvarem zlomku % je %, % je % a % je %
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mensi nebo roven poc¢tu prvki mnoziny Y, logicky plyne, Ze se oba zminéné pocty
rovnaji. Kviili existenci nekonecnych kardinalnich c¢isel je vSak nutné toto tvrzeni
exaktné dokazat. Nutnost existence tohoto tvrzeni pro celou teorii mnozin ukazal
roku 1882 Georg Cantor, ale dokazali ji az Friedrich W. Schroder (roku 1896) a Felix
Bernstein (roku 1897). Zminéné tvrzeni tak obvykle nese pojmenovani po vSech t¥ech
matematicich, ale je mozné se setkat i s oznacenim po pouze dvou z nich (Cantor-
Bernsteinova véta nebo Schider-Bernsteinova véta). Toto tvrzeni je mozno vyjadiit
také bez pouziti kardinalnich ¢isel, nebot nerovnost a < 3 pro libovolné mnoziny
X, Y takové, ze | X| = a a |Y| = [, je mozné vyjadrit jako X; C Yj, pficemz X je

ekvivalentni s X; a Y s Y] (maji stejnd kardinalni ¢isla).
Tvrzeni 14 (Cantor-Schroder-Bernsteinova véta). Méjme libovolné mnozZiny X a

Y. Pokud plati, Ze X je ekvivalentni s podmnozinou Y a soucasne Y je ekvivalentni

s podmnozinou X, pak X a'Y jsou ekvivalentni.

Ekvivalence mnoziny X s podmnozinou v mnoziné Y a mnoziny Y s podmnozi-
nou v mnoziné X je vyjadfena pomoci jednoznac¢ného zobrazeni f a g na obrazku 19.

(obraz mnoziny X je znacen f(X) a obraz mnoziny Y je znacen g(Y')). Dtkaz ekvi-

X Y X Y

Obrazek 19. Zobrazeni ekvivalenci Cantor-Schrioder-Bernsteinovy véty

valence mnozin X a Y je dokazovanim existence vzajemné jednoznacného zobrazeni
mezi mnozinami X a Y. Pokud by existovala podmnozina X, mnoziny X takova, ze
doplnék Yj jejtho obrazu f(X) se zpét zobrazi na mnozinu g(Yp) s tim, Ze mnozina
g(Yp) je doplitkem ptivodni mnoziny X, (obecny i tento specificky pfipad jsou vy-
znaCeny na obrazku 20.), bylo by mozné ono vzajemné jednozna¢né zobrazeni urcit.
Mnozinu X by bylo mozné rozdélit na dvé mnoziny (vzajemné se dopliujici): Xo a
g(Yp). Prvkim mnoziny X jsou pak jednozna¢né pfifazeny prvky mnoziny f(X,) a
prvkim mnoziny g(Yp) jsou jednoznac¢né ptifazeny jejich vzory, tedy prvky mnoziny
Yy. Dokazovani uvedené véty se tak transformovalo na hledani mnoziny Xj.

K zjednoduseni zapisu se zavadi nové zobrazeni h, kde zobrazeni libovolné pod-
mnoziny A mnoziny X zapsané h(A) je pouze nahrazenim sledu zobrazeni. Mnozina

A je zobrazena na mnozinu f(A) zobrazenim f. Déle je urcen doplnék k této mnoziné
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(a) Obecny piipad zpétného zob- (b) Hledana mnozina X jeji zpét-

razeni né zobrazeni

Obréazek 20. Zpétné zobrazeni podmnoziny v mnoziné X

Obrazek 21. Vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami X a Y vytvofené

pomoci mnoziny X

v mnoziné Y, ten je znacen Y,. Poté je zpétné zobrazena mnozina Y, na mnozinu
g(Y4). Ke zminénému obrazu je uren doplnék v mnoziné X a tento doplnék je
hledanym obrazem mnoziny A, tedy h(A). Z obrazku 20.b plyne, ze obraz h(X))

hledané mnoziny X, by byl totozny s hledanou mnozinou Xj.
h(Xo) - X()

Obrazem celé mnoziny X v zobrazeni h bude mnozina h(X), ktera je zfejmé

podmnozinou v X

h(X) C X.

Nabizi se vSak otazka, jaky bude obraz mnozina h(X) v zobrazeni h. Jelikoz vSechny
prvky mnoziny X se zobrazi do mnoziny h(X), zobrazi se do ni také prvky, které
jsou obsazeny v h(X), nebot h(X) je ¢asti (podmnozinou) X. Obrazem mnoZiny

h(X) tak bude podmnoZzina v ni samotné.

h(h(X)) € h(X)

Ze stejného diavodu pak bude obraz h(h(h(X))) mnoziny h(h(X)) podmnozinou
v h(h(X)), atd.
X 2 h(X) 2 hh(X)) 2 h(h(h(X)) 2 -
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Pro dalsi potfebu bude prinik vsech uvedenych mnozin oznacen X.
X =XNhX)Nh(h(X))Nh(h(h(X)))N---

Jelikoz jsou vSechny mnoziny h(X), h(h(X)), atd. podmnozinami mnoziny X lze ze

zépisu mnoziny X vlastni mnozinu X vynechat.
X = h(X)Nh(h(X))Nh(h(R(X))N---

Je mozné dale zkoumat obraz zminéné mnoziny X. Jelikoz je tato mnozina zave-
dena jako priinik mnozin, je nutné zjistit pravidlo pro zobrazeni libovolného priniku
mnozin

AgN A NAsNAsn-ee

kde vSechny mnoziny A; jsou podmnozinami ptvodni mnoziny X. Necht = je libo-

volny bod lezici ve zminéném priniku
reAgNATNANA3N -,
pak nutné plati, ze
r € Ag a soucasné xr € A; a soucasné xr € A, atd.

Obraz bodu z v zobrazeni f, zapsano f(z), pak jisté lezi v obrazu kazdé mnoZiny
A;.

f(z) € f(Ap) a soucasné f(z) € f(A;) a soucasné f(x) € f(Ay) atd.

Doplinkem mnoziny obrazti vSech bodi x z uvedeného priiniku jsou pak vsSechna

takova y z mnoziny Y, pro kterd plati

y ¢ f(Ap) nebo y ¢ f(A;1) nebo y ¢ f(As) atd.
jinymi slovy
y € By nebo y € By nebo y € By atd.,

kde By oznacuje doplnék mnoziny f(Ap) v mnoziné Y, By doplnék mnoziny f(A;),
atd. Pro zpétné zobrazeni vSech bodi y do mnoziny X pomoci zobrazeni g pak plati,

ze obraz libovolného y, ¢g(y), lezi v alesporni jednom obrazu mnozin B;, g(Bj).

g(y) € g(By) nebo g(y) € g(B1) nebo g(y) € g(B2) atd.

Néslednym doplitkem mnoziny vSech obrazi g(y) v mnoziné X je mnozina takovych

prvki z, které nelezi v ani jedné mnoziné g(B;), neboli lezi v kazdém doplitku
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mnoziny ¢(B;) v mnoziné X. Jelikoz dany postup vytvafel ke kazdé mnoziné A;
jeji obraz f(A;) v zobrazeni f, nasledné doplnék k tomuto obrazu znaceny B;, dale
pak obraz zminéného dopliiku v zobrazeni g, tedy g(B;), je doplnék mnoziny g(B;)
v mnoziné X podle definice zobrazeni h obrazem h(A;) mnoziny A;. Body z lezici
v kazdém doplitku mnoziny ¢(B;) v mnoziné X tak lezi v kazdé mnoziné h(A4;),

jinymi slovy lezi v priniku vSech mnozin h(A4;).
x € h(Ag) Nh(A1) Nh(A2) Nh(As)N---
Zobrazeni libovolného bodu priniku
AyNATNANAsN---
tak bude lezet v priniku obrazti jednotlivych mnozin
h(Aog) Nh(A1) Nh(As) N h(As)N---
Plati tak vztah
h(AgNATNMANAsN---) = h(Ag) Nh(A1) Nh(A2) Nh(Az) N -
Tedy obrazem mnoziny X bude
WX N R(X) O R(A(X)) N A(R(A(X))) N -+ ) = h(X) 0 A(A(X)) N A(R(A(X))) N -- -,
coz je ovem druhé mozné vyjadfeni mnoziny X. Plati tak
WX) =X,

z ¢ehoz vyplyva, ze mnozina X je hledanou mnozinou Xj,. Tim je potvrzena existence
vzajemné jednoznacného zobrazeni mezi mnozinami X a Y, neboli jejich ekvivalence.

Diikaz Cantor-Schrioder-Bernsteinovy véty je tak dokoncen.

3.5 Kardinalni ¢islo potenéni mnoziny

K urceni kardinalniho ¢isla potencni mnoziny P(X) pfislusici k libovolné mno-
ziné X je nutné zavést vhodny zpiisob zapisu podmnozin. Popis libovolné pod-
mnoziny dané mnoziny zahrnuje nejen vSechny prvky, které podmnozina obsahuje,
ale také vsechny prvky ptivodni mnoziny, které neobsahuje. Naptiklad podmnozina
{&} mnoziny {O, &, #} obsahuje prvek & a neobsahuje prvky © a #. V daném
poradi prvki mnoziny je tak mozné jednoznac¢né popsat podmnozinu pomoci po-

sloupnosti ¢islic 1 a 0, kde 1 znaci, ze podmnozina dany prvek obsahuje, a 0 znaci,
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Obrézek 22. Popis podmnozin mnoziny {Q, &, #} pomoci posloupnosti ¢islic 0 a 1

ze jej neobsahuje. Pro uvedenou mnozinu {Q, &, #} jsou na obrazku 22. popsany
zminénym postupem vsechny jeji podmnoziny. Je zfejmé, ze v posloupnosti urcu-
jici libovolnou podmnozinu dané mnoziny bude stejné mnozstvi ¢islic (¢lent), jako
je prvkd v ptivodni mnoziné. Podmnozinu jednoprvkové mnoziny bude popisovat
jedna ¢islice (1 nebo 0), protoze podmnozinami jednoprvkové mnoziny jsou prazdna
mnozina nebo ona mnozina sama o sobé. Pro popis podmnoziny prazdné mnoziny
tak nebude pouzita Zadna ¢islice, nebot prazdnd mnozina obsahuje pouze jedinou
podmnozinu (prazdnou mnozinu), je tedy déana jednozna¢né. Opacénym extrémnim
piipadem bude potencni mnozina mnoziny vSech prirozenych ¢isel, nebot libovol-
nou podmnozinu mnoziny N popisuje nekonecna posloupnost 0 a 1, jak ukazuje
obrazek 23.

N

1 23 456789

0 00000O0O0O 0O 0O
(1,2} 110000000
(2,5} 01 0010000
{3,4,5,6,7,8,9,...} /0 0 1 1 1 1 1 1 1
{1,3,5,7,9,...} |1 0 1 0 1 0 1 0 1
{2,4,6,8,...} 01 0101010

Obrazek 23. Ptiklady popisu podmnozin mnoziny N pomoci posloupnosti 1 a 0

Kardinalni ¢islo poten¢ni mnoziny dané mnoziny je tak urcéeno mnozstvim po-

sloupnosti urcujicich jednotlivé podmnoziny. Vzhledem k faktu, ze v libovolné po-
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sloupnosti popisujici podmnozinu existuji pro kazdou pozici dvé moznosti (na pozici
je 1 nebo 0) a Ze pro mnozinu s kardindlnim ¢islem o mé kazd4 takova posloupnost
pravé a ¢lentl (¢islic), je mnoZstvi véech moznych posloupnosti rovno?! 2¢. Odsud

pak vyplyva:

Tvrzeni 15. Necht mnoZina X md kardindini ¢islo . Pak kardindlni ¢islo mnoZiny

P(X), tedy mnoZiny vsech podmnoZzin X, je rovno 2°.

Na konci 19. stoleti Georg Cantor dokazal matematickou vétu osvétlujici zakladni
vztah mezi kardinalnim ¢islem libovolné mnoziny a kardinalnim ¢islem jeji potencni

mnoziny. Tato véta byla na jeho pocest po ném pojmenovana.

Tvrzeni 16 (Cantorova véta). Pro libovolnou mnoZinu X md potencéni mnoZina
P(X) obsahujici vsechny podmnoziny mnoziny X vétsi kardindlni ¢islo, nez je kar-
dindlni c¢islo mnozZiny X .

a < 2%

Jinymi slovy mnozstvi vSech podmnozin dané mnoziny je vzdy vétsi nez mnozstvi
prvkil oné mnoziny, coz je vyuzito nasledné pii praci s nekonecnymi mnozinami.
Pro libovolnou mnoZinu X obsahuje jeji potenéni mnozina P(X) ,kopii“?? pii-

vodni mnoziny X, napiiklad pro mnozinu {Q, &, &}

X V) &
PX) [0 {0} {&} {&} {O&} {06} (&6} {O& o}

Plati tedy neostrd nerovnost

a < 2%

Ke kompletnimu dtikazu je tak nutné vyloucit pripad a = 2% pro vSechny mnoziny.

21V libovolné takové posloupnosti jsou vzdy dvé moznosti, jaka ¢islice bude na dané pozici v po-
sloupnosti. Je-li pocet vsech posloupnosti o n ¢lenech roven k, pak pocet posloupnosti o n + 1
¢lenech bude 2 - k, nebot pro obé varianty pfidaného ¢lenu (1 nebo 0) bude pocet posloupnosti
s danou variantou roven k. ProtoZe pocet posloupnosti vyjadiujici podmnoziny jednoprvkové
mnoziny je 2, bude pocet posloupnosti vyjadiujici podmnoziny dvouprvkové mnozZiny roven 2 -2,

pro t¥iprvkovou mnozinu 2 - 2 - 2, atd. pro a-prvkovou mnozinu bude pocet posloupnosti roven

2.9.2. ... .9—29%

a-krat

22Jde o mnozinu jednotlivych prvki 2 ptivodni mnoziny, které vystupuji jako jednoprvkové mnoziny
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Tato ¢ast je vedena metodou sporu??. Pokud by tedy platil alespoi pro jednu mno-
zinu X vztah a = 2% znacilo by to existenci vzajemné jednoznacného zobrazeni
mezi X a P(X) (prvky mnoziny X by se jednozna¢né zobrazovaly na podmnoziny
X). Z prvka mnoziny X by nasledné bylo mozné sestavit mnozinu Y takovou, ze Y
by obsahovala pravé ty prvky X které by nendleZely do podmnoziny X, na kterou
by se zobrazily. Napftiklad zobrazil-li by se prvek © na mnozinu {&, #}, patfil by
do Y, zobrazil-li by se na mnozinu {O, &}, do Y by nepatfil.

JelikoZ by Y byla podmnoZinou X, byla by tak prvkem P(X). Vzhledem k pied-
pokladu existence bijekce mezi X a P(X) by pak musel nutné existovat prvek y
mnoziny X, ktery by se zobrazil na Y. Protoze Y tvofi v X podmnozinu, lze se
ptat, zda onen prvek y lezi ¢i nelezi v Y. Pokud by y € Y, znamenalo by to podle
definice Y, Ze prvek y nendlezi do mnoziny, na kterou se zobrazi, tedy y ¢ Y, nao-
pak pokud y ¢ Y, z definice mnoziny Y by pak plynulo, Ze prvek y musi nalezet do
mnoziny, na kterou se zobrazi, tedy y € Y.

Timto byl nalezen logicky spor vychéazejici z predpokladu existence jednoznac-
ného zobrazeni mezi X a P(X), pro Zddnou mnozinu X tak neplati rovnost o = 2%,
¢imz je Cantorova véta dokazana.

Bezprostiednim disledkem Cantorovy véty je fakt, Ze mohutnost potencéni mno-

ziny P(N) je ostfe vétsi nez mohutnost mnoziny vSech pfirozenych éisel,
P(N) > N,

jinymi slovy prvkd mnoziny P(N) je ,vétsi nekoneéno“ nez prvkd mnoziny N.
VSechny mnoziny, jejichz mohutnost je vétsi nez mohutnost mnoziny N se ozna-
¢uji jako nespocetné mnoziny, nebot nejsou s mnozinou N ekvivalentni, jejich prvky
tedy nelze ocislovat (spocitat).

Ona nespocetnost mnoziny P(N) vybizi k otézce, zda odebranim ¢asti prvka
dojde ke zméné kardinélniho ¢isla [Kope|. Mnozina Y vzniklad odebranim konecného
nebo nekoneéného spocetného mnozstvi prvki (mnozina X) z mnoziny P(N) je

nespocetna.

23Princip metody sporu je zaloZen na dvou krocich:

a) Pfipusténi pravdivosti opaku dokazovaného tvrzeni.

b) Nalezeni logického sporu vychézejiciho z pravdivosti onoho opaku dokazovaného tvrzeni,
¢imz je dokézana nepravdivost opaku dokazovaného tvrzeni a pravdivost dokazovaného

tvrzeni.
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PMN\X =Y
P(N)=XUY

Pokud by mnozina Y byla kone¢na nebo nekonec¢na spocetna, sjednoceni X UY by
bylo také spocetné, protoze jde o sjednoceni spocetné mnoziny a konec¢né nebo neko-
necné spocetné mnoziny. Znamenalo by to tak, ze mnozina P(N) by byla spocetna,

coz neni. Proto musi byt mnozina Y nekonec¢na nespocetna.
Y] >N,

Jelikoz je mnozina Y nekonec¢nd, obsahuje v sobé nekonecnou spoc¢etnou podmnozinu

Y1, pricemz Y5 oznaCuje mnozinu zbyvajicich prvki mnoziny Y.

Y =Y UY,
PN\ X =Y UY,

Mnozinu P(N) je tak mozné psat
PN)=XU((Y1UY,y) =(XUY)UYs:.

Protoze mnozina X je konecna nebo nekonecné spocetnd a mnozina Y; nekonecna
spocetna, vznikne jejich sjednocenim nekonec¢na spocetnd mnozina. Mnoziny X UY;
a Y7 jsou tak ekvivalentni. Proto jsou ekvivalentni také sjednoceni (X UY;)UY; a
Y1 UYs, coz znamend, Ze jsou ekvivalentni mnoziny P(N) a P(N) \ X (maji stejna

kardinalni ¢isla).

Tvrzeni 17. Kardindlni ¢islo mnoziny P(N) je stejné jako kardindlni ¢islo mnoZiny
P(N), ze které byla odebrana libovolna koneénd nebo nekonecnd spocetnd podmno-

zZina proki.

3.6 Kontinuum

Vyznamem pojmu kontinuum je néco spojitého, napiiklad pfimka. V matematice
se uziva primka jako ¢iselné osa k vyznaceni redlnych ¢isel (mnozina redlnych cisel se
znaci R). Plati, Ze jakékoliv redlné ¢islo lze vyznagcit na ¢iselné ose a naopak jakykoliv
bod &iselné osy urcuje realné ¢islo. Uvaha nad mohutnosti mnozZiny realngch &isel se
tak zaméri na mnozstvi bod na pifimce, protoze odpovida-li pfimka readlnym ¢isltim,

odpovida mnozstvi bodd na ni mnozstvi redlnych cisel.
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Obrazek 24. Ciselné osa

3.6.1 Usecka, kruznice a piimka

Naznacena tvaha o mohutnosti redlnych ¢isel zacina rozborem situace dvou tse-
ek, které nelezi na jedné piimce?*. Pro spojnice odpovidajicich si krajnich bodt

dvou tsecek mohou nastat dvé situace, jak ukazuje obrazek 25.:
— Spojnice budou rovnobézné.
— Spojnice se budou protinat v jednom bodé.

V prvnim pfipadé lze pomoci rovnobézky se spojnici odpovidajicich si krajnich
bodtl jednozna¢né pritadit libovolnému bodu jedné tsecky bod na tsecce druhé
(obrazek 25.a). V druhém piipadé je mozné vést primku libovolnym bodem jedné
usecky a prusecikem spojnic odpovidajicich si krajnich bodi. K danému bodu na
jedné primce je na druhé piimce jednoznac¢né prirazen bod jako prusecik oné druhé
tsecky a uvedené piimky (obrazek 25.b). P¥itazeni odpovidajicich si bodi na tseé-
kéch (v obou piipadech) je vzajemné jednoznacné, nebot uréenost priiseciku piimky
s useckou, primky pomoci bodu a sméru a primky pomoci dvou bodti je jednoznacné.
Jelikoz je pro libovolné dvé tsecky mozné vzajemné jednoznacné pritadit body jedné
tisecky bodtim druhé tisecky?®, obsahuji libovolné dvé tisecky stejné mnozstvi bodt,
pricemz nezalezi na jejich délce.

Problematika tsecek zahrnuje také tsecky, které neobsahuji krajni body (jeden
nebo oba). Protoze plati, ze libovolné dvé tsecky (s krajnimi body) obsahuji stejné
mnozstvi bodfi, bude mit jedna z nich po odebrani krajnich bodt?® nejvyjse stejné
mnozstvi jako ona druha. Obdobnou konstrukei jako na obrazku 25. je na obrazku 26.
ukazan zptisob jak prevést tisecku s obéma krajnimi body na c¢ast tisecky bez obou
krajnich bodt. Pozice bodu, ve kterém se protinaji spojnice krajnich bodd dané
usecky a krajnich bodi hledané c¢asti, je volitelna, proto lze danou tsecku prevést

na libovolnou ¢ast druhé tsecky. Z postupu je ziejmé, ze tisecka bez krajnich bodi

24Gituaci dvou tisecek lezicich na jedné piimce lze pfevést na situaci, kdy tisecky na jedné piimce
nelezi, napriklad pomoci posunuti jedné z nich.

25Na tiseGce neexistuje bod, pro ktery by neexistoval odpovidajici bod na druhé tsecce.

267 dtivodu navaznosti je uvadéna prace s Gseckami bez obou krajnich bodi, pro tsecku s jednim

krajnim bodem je tivaha obdobné.
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(a) Rovnobézné spojnice krajnich bodt (b) Rliznobézné spojnice krajnich bodu
Obrazek 25. Vzajemné jednoznacné prifazeni bodiu dvou tsecek

obsahuje nejmeéené stejné mnozstvi bodi jako tisecka s obéma krajnimi body, z ¢ehoz
plyne zaveér, ze obé tsecky obsahuji stejné mnozstvi bodi, proto z hlediska mnozstvi
bodti na tisecce neni nutné rozlisovat pripady, kdy tisecka obsahuje nebo neobsahuje
své krajni body.

Dalsim krokem v tivaze o realnych ¢islech je ,stoceni tisecky do kruznice. Ptes-
toze je tento tikon proveditelny intuitivné, v axiomatické teorii je nutné jej zavést
exaktné. Na obrazku 27. je uvedeno jednoznac¢né pritazeni bodi tsecky bodim kruz-
nice. Pouzita kruznice ma priameér roven poloviné délky dané tisecky a dotyka se této
usecky v jejim stfedu. Popsané prifazeni vyuziva pilkruznic o stfedu prave ve stredu
dané tisecky a prochazejici dvéma symetricky umisténymi body na tsecce. Tyto dva
body pak symetricky pfenasi na zminénou kruznici. Opét z dtivodu navaznosti je
na obrazku pouzita tsecka bez obou krajnich bodi, na kruznici tak chybi jediny
bod (na obrazku je vyznacen bilou barvou). Tomuto bodu by byl pfifazen jeden
z krajnich bodt usecky, pokud by byla pouzita tsecka s jednim krajnim bodem?”.
Jelikoz z hlediska mnozstvi jsou tsecky bez krajnich bodt a s krajnimi body libo-
volné zaménitelné, jsou libovolné zaménitelné i kruznice (at jiz s vynechanym nebo
nevynechanym bodem), vSechny kruZnice tak obsahuji stejné mnozstvi bodu.

Zavérecnym krokem v geometrické tivaze o realnych c¢islech je jednoznacéné pri-
fazeni bodl na kruznici bodiim na ptrimce. Postup prirazeni, jak ho ukazuje obra-

zek 28., je zaloZzen na dotyku libovolné piimky a kruznice. Libovolnému bodu na

27Pro pifpad tsedky s obéma krajnimi body neni tento zptisob piifazeni vhodny, coz ale z hlediska

mnozstvi bodt neni dulezité, jak bylo ukézano vyse.
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Obrazek 26. Pirevod jedné tisecky na cast usecky druhé

Obrazek 27. Jednoznac¢né pfirazeni bodt tsecky bodim na kruznici

dané kruznici bude odpovidat priusecik dané piimky s piimkou urc¢enou bodem na
kruznici a bodem, ktery je prisecikem kruznice a spojnice stiedu kruznice a bodu
dotyku?® (oznaovan jako pdl, na obrazku vyznacen bilou barvou). Uvedeny postup
lze také obratit a libovolnému bodu primky prifadit bod na kruznici jako prisecik
kruznice a pfimky urcené danym bodem a pdlem kruznice. Jediny bod kruznice,
kterému nelze popsanym zptsobem prifadit bod na piimce a ktery nebude piitazen
zadnému bodu primky, je zminény pol. Vzhledem k jednoznacnosti pritazeni bodt
plati, ze primka obsahuje stejné mnozstvi bodt jako kruznice, na které je vynechan
pol. Jelikoz z hlediska mnozstvi nezalezi na tom, zda na kruznici je ¢i neni vynechan

bod, obsahuje libovolna piimka stejné mnozstvi bodi jako libovolna kruznice.

28Lezi pfimo ,,naproti“ bodu dotyku.

33



Obrazek 28. Jednoznac¢né pfirazeni bodt pfimky bodtm na kruznici

Jelikoz plati, ze

— dvé libovolné tsecky obsahuji stejné mnozstvi bodi,

— libovolna tsecka obsahuje stejné mnozstvi bodu jako kruznice,
— libovolna primka obsahuje stejné mnozstvi bodt jako kruznice,

obsahuji vSechny zminéné utvary (usecka, kruznice, ptimka) stejné mnoZstvi bodi.
Poslednim utvarem, ktery dosud nebyl zminén, je poloprimka. Jelikoz poloptimka
(s krajnim bodem nebo bez néj) je soucasti pfimky, mtze obsahovat nejuyse stejné
mnozstvi bodl jako pfimka. Protoze vSak c¢ast poloprimky tvori tsecka, musi po-
loptimka obsahovat nejméne stejné mnozstvi bodi jako tisecka. Mnozstvi bodl na
piimce a na tsecce je stejné, z ¢ehoz vyplyva, ze mnozstvi bodi na polopfimce musi

byt nutné stejné jako na obou zminénych ttvarech?.

3.6.2 Mohutnost realnych d¢isel

Na zakladé predchoziho textu lze srovnat mohutnost ¢asti (podmnozin) mno-

ziny realnych c¢isel. Pro béznou praci s redlnymi ¢isly se uzivaji intervaly. Uzaviené,

29Dané mnozstvi je nejméné stejné jako mnozstvi bodi na piimce (tiseéce) a zaroven nejvyse stejné
jako mnozZstvi bodt na pfimce (usece), z ¢ehoz logicky vyplyva, Ze je stejné jako mnozstvi bodi

na piimce (Gsecce).
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oteviené nebo polouzaviené ¢ polooteviené intervaly vyjadiuji tsecky (obsaZeni
krajnich bodu je déno otevienosti ¢i uzavienosti daného intervalu). Intervaly neo-
hranicené, které se obvykle zapisuji (a; +00), (—o0; a), (a; +00) nebo (—oo; a), vyja-
dfuji polopfimky. Specifickym typem neohraniceného intervalu je (—oo; +00), ktery
vyjadiuje celou realnou osu, neboli celou mnozinu realnych cisel. Prehledné tyto

intervaly ukazuje obrazek 29.

(—o00;—4) <_7T;_\f2> <7%%> (Lg) . R (m;+00)

-
N o1
3

Obrazek 29. Intervaly na c¢iselné ose

Jelikoz mnozstvi bodt na uvedenych utvarech je stejné, je také mnozstvi prvki
mnozin, které tyto utvary vyjadiuji, stejné, coz jinymi slovy znaci, ze mohutnost
mnoziny realnych cisel je stejnd jako mohutnost libovolného intervalu. Proto pri
zjistovani kardinalniho ¢isla mnoziny realnych ¢isel je mozné pracovat pouze s li-
bovolnym intervalem (a;b), kde a a b jsou redlna ¢isla. K uréeni mnozstvi bodu
(redlnych ¢isel) intervalu se uziva tzv. metoda puleni, jejimz vysledkem je moz-

nost popsani pozice libovolného bodu intervalu pomoci posloupnosti ¢islic 1 a 0. Na

+
+
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Obrazek 30. Zapis cisel intervalu metodou pileni

obrazku 30. je naznacen postup konstrukce posloupnosti oznacujici jednotlivé body.
Bod 7 oznacuje polovinu intervalu (a; b) a rozdéluje jej na dva intervaly Iy = (a; z1)
a I; = (x1;b). Posloupnost popisujici body obsazené v intervalu Iy bude zaéinat ¢is-
lici 0, zatimco posloupnost popisujici body v intervalu [ cislici 1. Intervaly I, a

I; budou opét rozdéleny na poloviny (podintervaly). Posloupnosti oznacujici body
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v uvedenych podintervalech budou pokracovat ¢islici 1 nebo 0 v zavislosti na tom,
do jakého podintervalu bod patti. Tedy napiiklad bod, které lezi ve tfech ¢tvrtinach
intervalu (a;b), by vyjadfovala posloupnost 1,1,0,0,0,0,0,...

Pro kazdy bod intervalu (a; b) tak existuje zépis pomoci 1 a 0, avSak vztah mezi
body uvedeného intervalu a vSemi posloupnostmi 0 a 1 neni jednoznac¢ny. Problema-
tické jsou posloupnosti, které od urcité pozice obsahuji jen samé ¢islice 1. Napriklad

z obrazku 31. je patrné, ze posloupnost 0,1,1,1,1,1,... by méla popisovat bod
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Obrazek 31. Dvoji mozné zapis ¢isla v poloviné intervalu

v poloviné intervalu stejné jako posloupnost 1,0,0,0,0,0,... Prvni z posloupnosti
popisuje postup ,zleva“ a druha ,zprava“. Mnozinu bodi daného intervalu je tak
mozné jednoznac¢né popsat mnozinou vsech posloupnosti z 1 a 0, pficemz z této
mnoziny byly odebrany vSechny posloupnosti obsahujici od urc¢itého mista pouze 1.
Libovolna vyhovujici posloupnost 1 a 0 popisuje bod intervalu a naopak libovolny
bod intervalu mize byt vyhovujici posloupnosti popsan.

Jak bylo uvedeno v kapitole 3.5 vS§echny posloupnosti 0 al popisuji vSechny pod-
mnoziny mnoziny N (mnozina vSech uvedenych posloupnosti je ekvivalentni s mnozi-
nou P(N)). S ohledem na skute¢nost, ze vSechna redlna ¢isla v libovolném intervalu
je mozné popsat posloupnostmi 0 a 1 s vynechanim urc¢itych nevyhovujicich posloup-
nosti, je nutné zjistit, jakd bude mohutnost systému vSech podmnozin mnoziny N
bez podmnozin, které odpovidaji uvedenym nevyhovujicim posloupnostem 0 a 1.

Libovolnou zminénou nevyhovujici posloupnost 0 a 1 lze vzdy charakterizovat
pozici, od které se jiz objevuji pouze cislice 1. Protoze uvedena sekvence ¢islic 1 miize
zacinat na libovolném misté posloupnosti a téchto mist v posloupnosti je nekonecné
mnoho, je také nevyhovujicich posloupnosti nekone¢né mnoho. Pozice zacatku sek-
vence 1 muze byt uréena pfirozenym ¢islem (uréujicim pofadové ¢islo mista v po-

sloupnosti), ¢ast posloupnosti pred zacatkem sekvence 1 je tak kone¢na. Na zakladé
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pozice zacatku sekvence 1 a tvaru casti posloupnosti pred zacatkem oné sekvence je

mozné vsechny nevyhovujici posloupnosti vhodné usporadat a nasledné ocislovat:

1111111...

O J O Ot = W N

Uvedena moznost ocislovani jednotlivych posloupnosti vyjadiuje spocetnost neko-
necné mnoziny nevyhovujicich posloupnosti.

Vylouceni nekonecné spocetné mnoziny posloupnosti znamena vylouceni spo-
¢etné mnoha mnozin ze systému vSech podmnozin mnoziny N. Protoze jednoznac¢né
pritazeni podmnozin mnoziny N posloupnostem popisujicim body intervalu lze cha-
pat jako vzajemné jednoznac¢né zobrazeni mezi mnozinou vyhovujicich posloupnosti
a upravenym systémem podmnozin mnoziny N (upravenou mnozinou P(N)), jsou
mnozina vyhovujicich posloupnosti a upravend mnozina P(N) ekvivalentni. Ze za-
véra kapitoly 3.5 plyne, Ze takto upravend mnozina P(N) mé stejnou mohutnost

jako neupravend mnozina P(N).

— Mohutnost systému podmnozin mnoziny N bez spocetné mnoha podmnozin je

stejnad jako mohutnost celé mnoziny P(N).

— Mnozina vyhovujicich posloupnosti odpovidajici bodim libovolného intervalu
je ekvivalentni systému podmnozin mnoziny N, pficemz nevyhovujicich po-

sloupnosti (a tedy nevyhovujicich podmnozin) je spo¢etné mnoho.

— Mnozstvi bodi reélné osy (reprezentujici mnozinu realnych éisel) je stejné jako

mnozstvi bodu libovolného intervalu.
Logickym dtsledkem je pak:

Tvrzeni 18. MnoZina R vsech redlnijch cisel md stejnou mohutnost (kardindlnd

¢islo) jako potencni mnozina P(N) mnoZiny vSech prirozenych cisel N.

Pro kardinalni ¢islo mnoziny redlnych c¢isel se uziva oznaceni mohutnost kontinua

a znadi se ¢ (gotické pismeno c¢). Uvedené tvrzeni lze pak zapsat

¢ = 280,
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Z Cantorovy véty (tvrzeni 16) pro mnozinu vSech p¥irozenych ¢isel vyplyva:

¢ = 2% > N,

C>NO

Realnych cisel je ,mnohem vic* nez ¢isel prirozenych, nelze je tedy sestavit do po-

sloupnosti a ocislovat, jinymi slovy realnych cisel je ,,vétsi nekonecno“.

3.6.3 Rovina, prostor a mnozina komplexnich cisel

V geometrii pouzivame dvojice redlnych cisel jako vyjadieni souradnic bod v ro-
ving R2. Cel4 rovina je tak mnoZinou vSech dvojic redlnych &sel, které ndm popi-
suji jednotlivé body. Jelikoz mohutnost realnych c¢isel odpovidd mohutnosti mno-
ziny P(N), odpovidd mnozstvi usporadanych dvojic redlnych ¢isel mnozstvi uspo-
radanych dvojic podmnozin N. Kazdou podmnozinu N je mozné vyjadrit jako ne-
konec¢nou posloupnost 1 a 0, zminénéd uspotadani dvojice je tak dvojici uvedenych
posloupnosti. Takzvanou metodou slu¢ovani [BlaVoj| je mozné ze dvou posloupnosti
vytvorit jednu, pricemz ptuvodni posloupnosti Ize z této jedné posloupnosti zpétné
jednoznac¢né zkonstruovat. Ona nova posloupnost se vytvari tak, ze se za sebe davaji

stiidavé ¢islice z prvniho a z druhého zapisu (obrazek 32.). Zpétné pak z vysledné

1101,... — 1] [1] |

o|l— O

1010,... — 1

Obrazek 32. Slucovani dvou zapist realnych cisel

posloupnosti lze ziskat ptivodni zapisy tak, Ze ¢islice na lichjch mistech vytvari prvni
ptvodni posloupnost a na sudych mistech druhou piivodni posloupnost. Protoze tak
1ze vzajemné jednozna¢né zobrazit mnozinu dvojic posloupnosti 1 a 0 (jejiz mohut-
nost je stejna jako mohutnost mnoziny dvojic realnych ¢isel) na samotnou mnozinu
posloupnosti 1 a 0 (jejiz mohutnost odpovida mohutnosti mnoziny P(N), tedy mo-
hutnosti mnoziny realnych ¢isel), zminéné dvé mohutnosti si odpovidaji (obé jsou
rovny ¢). Geometrickym vyznamem je tedy fakt, Ze celd rovina R? obsahuje stejné
mnozstvi bodi jako primka.

Vyuziti roviny ovsem neni Cisté geometrické, je totiz vyjadienim komplexnich

¢isel. Kazdé komplexni ¢islo ze zapisuje ve tvaru a + bi, kde a, b jsou realna cisla,
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pricemz a se nazyva realna ¢ast komplexniho ¢isla a b imaginarni ¢ast. Kazdé kom-
plexni ¢islo tak lze povazovat za usporadanou dvojici [a,b]. VSechny tyto dvojice
pak tvori tzv. Gaussovu rovinu komplexnich ¢isel. Ze stejného divodu, jakym byla
zdiivodnéna mohutnost klasické geometrické roviny, je mohutnost mnoziny vsech
komplexnich ¢isel rovna c.

Obdobna4 situace nastane i v piipadé geometrického prostoru R3. Vsechny body
v tomto prostoru lze popsat souradnicemi neboli usporadanou trojici realnych cisel.
Vyznam této trojice je ale mozné chépat i tak, ze bodu v roviné (tedy usporadané
dvojici [a, b]) je pfitazena vyska ¢ nad uvazovanou rovinou. Vysledkem je tak dvojice,

kde na prvnim misté je bod v roviné a na druhém misté jeho vyska nad onou rovinou.
[[a, 0], ]

Zjednodusenim zapisu je pak klasicky zapis soutadnic bodu v prostoru [a, b, |, nebot
jej 1ze vzdy jednoznacné rozdélit na urceni bodu v roviné a prifazeni vysky. Pro tcel
uréeni mohutnosti mnoziny vSech bodt v prostoru se vychazi pravé ze tvaru [[a, b], ¢].
Protoze mnozina vSech bodii v roviné ma mohutnost ¢ (je ekvivalentni mnoziné vsech
realnych ¢isel) a mnozina vsSech ¢isel oznacujicich vysky (mnozina realnych ¢isel) ma
také mohutnost ¢, odpovidd mohutnost mnoziny vsech uvedenych dvojic mnoziné
dvojic redlnjch ¢isel, jejiz kardinélni ¢islo je ¢. Geometricky prostor R? tak obsahuje

stejné mnozstvi bodti jako rovina R? a jako libovolna p¥imka.

3.6.4 Netypické mnozZiny s mohutnosti kontinua

V matematice existuji velmi rtiznorodé atvary a mnoziny, které svymi prokaza-
telnymi vlastnostmi piisobi neptirozené. U uvedenych utvari je onou vlastnosti to,

ze mnozina bodi, které je tvori, ma mohutnost kontinua.

Cantorovo diskontinuum. Roku 1883 uvedl Georg Cantor [JurPei] pfiklad
zvlastni mnoziny, tzv. matematického monstra, ktera je pro svou dulezitost nako-
nec po Georgu Cantorovi pojmenovana. Ona dilezitost spocivala v tom, Ze se tato
mnozina stala prapfedkem celého jednoho matematického odvétvi — studia fraktali.

Zakladem tohoto utvaru je libovolna tsecka AB s obéma krajnimi body. Princip
dalsich dprav je velmi jednoduchy. Z ptivodni tsecky je vyjmuta prostfedni tie-
tina, neboli tsecka je rozdélena body X; a X na tfi casti a nasledné je vyjmuta
tsecka X7 X, (vlastni body X; a X, zustavaji na misté). Vzniklé tsecky AX; a
X2 B malji stejnou délku. Obé dvé jsou pak upraveny podle stejného principu (vy-

jmuti prost¥edni t¥etiny). Ziskané ¢tyii usecky se opét upravi podle daného principu.
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Opakovani zminéného postupu je naznaceno na obrazku 33. Délky jednotlivych vy-

% ptvodni délky, po druhém kroku %, po

tretim %, atd. Neustalym opakovanim postupu se tak délka tisecek bude blizit k nule.

Neziistane tak zadny souvisly kus tsecky, proto tato mnozina dostala oznaceni dis-

tvofenych tisecek jsou po prvnim kroku

kontinuum. Ptestoze ve vysledné mnoziné neztistane zadny souvisly kus, ztistane zde

Obrazek 33. Postupné vytvareni Cantorova diskontinua

nekonecné mnozstvi bodt: krajni body, nasledné body, kterymi byla tsecka rozdeé-
lena na tfetiny, poté body, kterymi byly vzniklé tiseCky rozdéleny na tretiny, atp.
Tyto body, které v mnoziné zistanou, je mozné popsat [BlaVoj]. Body na tsecce
rozdélené na tretiny je mozné oznacit pomoci symboli O, & a & tak, ze bodim
v prvni tfetiné bude pfifazen znak Q) v druhé tretiné & a ve treti tfetiné #. Body
usecek vzniklych tsecek v dalsim kroku je mozné popsat stejnym zpisobem. Pro
kazdy bod tak vznikd nekonecnd posloupnost znaku O, &, #, kterd jej popisuje,

jak ukazuje obrazek 34. Z postupu tvorby Cantorova diskontinua je zfejmé, ze ve

0 » L3
Q * » v L) »
VERF RS O & A VIR S O & A
- - - - —-—— - ——— -

Obrézek 34. Oznacovani ¢asti Cantorova diskontinua

vysledné mnoziné neztustanou body, které maji v oznaceni symbol &. Znamena to
tedy, ze vSechny body, které ziistanou, bude mozné popsat nekonec¢nou posloupnosti,
ve které budou pouze znaky O a #. Kazda takova posloupnost pak bude popisovat
jeden bod Cantorova diskontinua. Dosazenim ¢islice 0 za znak © a ¢islice 1 za znak
& vzniknou vSechny mozné posloupnosti 0 a 1. JelikoZz pravé vSechny nekonecné
posloupnosti 1 a 0 popisuji vSechny podmnoziny mnoziny N, je mohutnost mnoziny

bodu Cantorova diskontinua stejné jako mohutnost P(N) = .
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Cantoriv prach. Dvourozmérnou obdobou Cantorova diskontinua je Cantortiv
prach. Zakladnim tutvarem je zde ctverec, ktery je rozdélen na devét shodnych
¢tvercli. Z nich jsou ponechény pouze c¢tverce v rozich, které se budou dale délit

podle stejného schématu (obrazek 35.). Mnozina bodi, které tvoii tento utvar, je

][O ][O 5o oo 5o oo
oo oo oo oo

D D D D oo oo oo oo
oo oo oo oo

L] O L] 50 oo 50 Do
oo oo oo oo

D D D D oo oo oo oo
oo oo oo oo

Obrazek 35. Postupné vytvareni Cantorova prachu

nekonecna a ekvivalentni mnoziné vSech realnych cisel. Pri kazdém déleni je mozné
pridélit bodtim kazdého ¢tverce oznaceni 00, 01, 10 nebo 11. Neustalym délenim tak
bude kazdy bod, ktery v ttvaru ztstane, popsan nekonec¢nou posloupnosti tvorenou
0 a 1. Naopak kazda takova posloupnost bude popisovat bod, protoze ji lze rozkous-
kovat na dvojice 1 a 0 sefazené za sebou (vSechny moznosti zminénych dvojic jsou
pravé 00, 01, 10 a 11). Zdvodnéni mohutnosti mnoziny bodi tvoficich Cantortv

prach je tak obdobné jako u Cantorova diskontinua.

Sierpinského Ctyirstén. Ukazkou tfirozmérného objektu utvar, ktery jako prvni
popsal polsky matematik Wactaw Sierpinski. Je jim Sierpinského ctyistén. Styl vy-
tvareni tohoto utvaru je obdobny jako u predchozich uvedenych ttvart. Zakladnim
télesem je zde Ctyrstén neboli pravidelny trojboky jehlan, jehoz vSechny stény i pod-
stava jsou rovnostranné trojihelniky. Tento ¢tyTstén je rozdélen ¢tyrmi rezy procha-
zejicimi vzdy tremi stfedy hran tak, ze jsou oddéleny jednotlivé vrcholy, jak ukazuje
obrazek 36. Nasledné budou pouzity ¢tyfi ¢tyfstény s polovicni délkou hrany obsa-
hujici vrcholy ptivodniho ¢tyfsténu, zbytek ptivodniho ¢tyfsténu je vyjmut. Vsechny
CtyTi ¢tyfstény jsou pak upraveny podle stejného principu, atd. Popis bodt umiste-
nych v jednotlivych ¢tyfsténech je mozny pomoci stejného oznaceni jako v pripadé
Cantorova prachu, tedy 00, 01, 10 nebo 11, z ¢ehoz opét vyplyva mohutnost mnoziny
bodt, které tento objekt tvori.

Dalsi atvary. Uvedené utvary jsou klasickymi priklady jednoduchych fraktald
neboli utvart, které jsou tzv. sobépodobné. Sobépodobnost itvaru je skutecnost, kdy
vyTez ptvodniho itvaru méa tvar podobny celku. Naptiklad u Sierpinského ¢tytsténu

je kazdy ze ¢tyt zakladnich podctytstént kopii puvodniho Sierpinského ¢tyfsténu.
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Obrazek 36. Sierpinského ¢tytstén

3.7 Dalsi nekoneéna kardinalni ¢isla

Jelikoz nejmensim nekoneénym kardinalnim cislem je Ny a vétsim pak ¢, objevuje
se otazka, zda existuji jesté dalsi nekonecna kardinalni ¢isla. Skok od Ny k ¢ byl

proveden pfes potenéni mnozinu. Protoze Cantorova véta rika
2" >a

pro libovolné kardinélni ¢islo a, je mozné ji vyuzit také pro vytvoreni nového, mno-

N

¢ =2">c.

Timto zpisobem lze najit ke kazdému, byt nekonecnému, kardindlnimu ¢islu kardi-
nalni ¢islo vétsi.

Otéazkou zlistava, zda postup pres potencéni mnozinu je jediny mozny, tedy jestli
napftiklad mezi kardinalnimi ¢isly R, a ¢ neexistuje néjaké kardinalni ¢islo x takové,
ze by platilo

No<z<ec.

Matematicka teorie zvana hypotéza kontinua tika, Ze takové kardinalni ¢islo mezi Ny
a ¢ neexistuje. Rozsifenim tohoto tvrzeni je pak zobecnénd hypotéza kontinua, ktera
tvrdi, Ze neexistuje zadny jiny zpusob prechodu k vétsimu nekonecnému kardinal-
nimu ¢islu nez pres potencni mnozinu. Pivodni hypotéza kontinua je tak vlastné
jen specidlnim piipadem, ktery se zaméril pouze na prechod od Ny k ¢. Zda tato
hypotéza plati nebo ne, pattilo dlouhou dobu k velkym nerozhodnutym problémtim
matematiky. Soucasné matematika jiz znd odpovéd. Onou odpovédi je vSak to, zZe

tuto hypotézu nelze v teorii mnozin ani dokazat, ani vyvratit.
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4 Aritmetika kardinalnich ¢isel

Protoze se pro zapis konec¢nych kardinalnich ¢isel uzivaji prirozena cisla, lze oce-
kavat, ze budou mezi kardinalnimi ¢isly definovany zakladni aritmetické operace
s¢iténi, ndsobeni a umoctiovani [BlaVoj|. Pokud by zminéné operace byly zavedeny
jen z hlediska prirozenych cisel, nebylo by mozné tento ptisob aplikovat na neko-
necné kardinalni ¢isla, kterd jiz nejsou prirozenymi ¢isly vyjadritelna, proto se pri
definovani souc¢tu, soucinu a mocniny uzivad pouze mnozinovych operaci. Soucet se
zavadi pomoci mnozinového sjednoceni, souc¢in pomoci kartézského souc¢inu mnozin
a mocnina pomoci zobrazeni mnozin. Takto vytvorené operace jsou pouzitelné i pro

praci s nekonecnymi kardinalnimi c¢isly.

4.1 Soucet

Jak jiz bylo uvedeno, sc¢itani dvou kardinalnich ¢isel se zavadi pomoci sjednoceni
mnozin, jejichZ mohutnost tato ¢isla vyjadiuji. Napiiklad sjednocenim mnozin {a, b}
(kard. ¢islo 2) a {c,d,e} (kard. ¢islo 3) bude mnozina {a,b,c,d, e} s kardinalnim

¢islem 5, tedy 2 4+ 3 = 5.
2+3=a,b} U{c,d,e}| = [{a,b,c.d e}| =5

Tento zptisob vsak ma jedno tskali, které ukazuje napiiklad situace sjednoceni mno-
zin {a,b,c} a {c,d,e}. Obé maji kardinalni ¢islo 3, ale obé obsahuji prvek ¢, proto
jejich sjednocenim bude mnozina {a, b, ¢, d, e}, kterd ma kardinélni ¢islo 5, pfi¢emz
3+3=6.

{a,b,c} U{c,d,e}| = |{a,b,c,d,e}| #6

Z prikladu je tak zfejmé, Zze mnoziny pouzité pro sjednoceni nemohou byt libo-
volné. Aby pfi sjednoceni nenastala situace podobna uvedenému ptikladu, je nutné
sjednocovat mnoziny, které neobsahuji Zadné spolecné prvky.

Tohoto stavu je mozné dosahnout tim, Ze z jednotlivych prvkt ptvodnich mno-
ziny vytvoii dvojice, které na prvnim misté budou obsahovat ptvodni prvek, ze
kterého byly vytvoreny, a na druhém misté to bude symbol urcujici mnozinu, ze
které pochazi ptivodni prvek. Dvojice pochézejici z jedné ptivodni mnoziny je pak
mozné opét seskupit do mnoziny. Takto vytvorend mnozina dvojic bude mit stejnou
mohutnost, jako méla ptivodni mnozina, nebot z kazdého prvku ptivodni mnoziny

vznikla pravé jedna dvojice. Naptiklad z mnozin

X =A{a,b,c} a Y ={cde}
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budou vytvoreny dvé mnoziny dvojic
{la, X], b, X], [e, X1} A{le, Y] [d Y], [e, Y]}

Vytvorené mnoziny dvojic 1ze bez problémi sjednotit a ziskat tak spravny vysledek
s¢itani jejich kardinalnich ¢isel, nebof diky pfitomnosti druhého prvku ve dvojici
v nich neexistuji dva stejné prvky (dvé stejné dvojice). Sjednocenim uvedenych

mnozin dvojic je tak mnozina
{la, X],[b, X], [, X], [, Y], [d, Y], [e, Y]},
kterda méa kardinalni cislo 6. Tedy plati 3 + 3 = 6.

343 ={la, X],[b,X],[c, X]} U{[c,Y],[d, Y], [e, Y]} =
= e, X1, [b, X], [e, X] [, Y], [d, Y], [e, Y]} = 6

Uvedeny postup je univerzalni a lze jim upravit libovolné dvé mnoziny tak, aby
neobsahovaly zadné spolecné prvky. Proto se sc¢itani kardinéalnich ¢isel zavadi prave

s jeho pomoci.

Definice 7. Souctem kardindglnich cisel prislusicich mnoZinam X a Y nazyvame
kardinalni cislo mnoZiny X, U Yy, kde Xy a Yy jsou upravene mnozZiny X a 'Y tak,

aby neobsahovaly stejné proky.

Takto vytvofeny soucet méa pro libovolna t¥i kardinélni ¢isla o, 3, v a kardinalni
¢islo 0 vlastnosti, které lze intuitivné predpokladat, pricemz zdivodnéni vychazi
primo z vlastnosti sjednoceni mnozin. Dalsi ¢ast této kapitoly se témito vlastnostmi

postupné zabyva.

a) ’oz—i—B:ﬁ—i-oz‘

Tato vlastnost (komutativita s¢itani) vychazi z faktu, Ze sjednocenim X UY

nebo Y U X je jedna a tdz mnozina®’. Uvedené sjednoceni tak reprezentuji
soucty a+ 3 a f+ a.

b [(atf)+y=at+(B+r)=a+f+y
Uvedena vlastnost (asociativita s¢itani) uvadi, ze pfi s¢itani vice kardinalnich

¢isel neni nutné brat ohled na poradi s¢itancti. Vychézi se zde opét z podobné
vlastnosti platné pro sjednoceni vice mnozin, jelikoz pfi tomto tkonu také

nezalezi na potadi, ve kterém se mnoziny sjednocuji XU(YUZ) = (XUY)UZ.

30Pfedpoklada se zde, Ze mnoziny X a Y nemaji z4dné spoleéné prvky, nebof v pfipadé, ze by

spole¢né prvky mély, vySe uvedenym postupem je lze jednoduse upravit.
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c)

Vlastnosti souctu pro kardinalni ¢isla nekone¢nych mnozin

Pri¢itani nuly k libovolnému kardinalnimu ¢islu vyjadiuje sjednoceni mnoziny
(s mohutnosti uréenou danym kardinalnim ¢islem) s prazdnou mnozinou. Je
ziejmé, ze vysledkem bude opét ptvodni mnozina, kardinalni ¢islo se tak

nezmeéni.

a<p =a+y<B+7]
Pro libovolna ti kardinalni ¢isla «, 3, ~, pricemz plati a < (3, je mozné se

ptat, zda pricteni v k obéma strandm nerovnice tuto nerovnici ovlivni. Pro
libovolné mnoziny X, Y, Z po tadé prislusici k danym kardinalnim ¢islim
tak nerovnost a < 8 vyjadiuje vztah X C Y. Upravy jednotlivich stran
nerovnice pri¢tenim ¢isla v vyjadiuji sjednoceni X U Z a Y U Z. Jelikoz jsou
vSechny prvky mnoziny X obsazeny v mnozin€ Y, prvky sjednoceni X U Z
nélezi bud do mnoziny Y (pochézejici z X) nebo do mnoziny Z, jsou tedy
prvky mnoziny sjednoceni Y UZ. Mnozina XUZ je tak podmnozinou mnoziny
Y U Z, coz vyjadfuje nerovnice a + v < [ + . Napiiklad necht kardinalnim

¢islim 1, 2, 3 jsou po fadé pfifazeny mnoziny
X ={a}, Y ={a,b} a Z ={0, &, &}.

Pak nerovnost 1 < 2 vyjadiuje

{a} C {a,b}.

Soucty 1+ 3 a 2 4 3 vyjadiuji sjednoceni
{a} U{Q &, &} ={a,0, & &}, {a,0}U{0 & &} ={a,0,0 &, &}

Ziejmé vsak plati
{a,0,&%, 8} C{a,0,0, &, &},
coz vyjadruje
1+3<2+3.

31 se mohou vymykat

intuitivnimu pojeti, nebot analogické vlastnosti, které by platily pro soucet pfiro-
zenych ¢isel, neexistuji. Prvni vlastnost platnou pro ¢islo ¥y vyplyva z prikladu
Hilbertova hotelu v kapitole 3.3.1, kde se jednalo o ubytovani jednoho nového hosta

he Vv hotelu obsazeného hosty oznacené piirozenymi ¢isly 1, 2, 3, ...7Z mnozinového

31Vgechny dale uvadéné piiklady souc¢tu kardinalnich ¢isel nekoneénych mnozin se budou zabyvat

pouze kardinalnimi ¢isly Ng a ¢, protoze se jedné o zakladni dvé nekonecné kardinélni ¢isla.
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pohledu jde v uvedeném prikladé o sjednoceni mnoziny piirozenych c¢isel a jedno-
prvkové mnoziny {hg}.
{1,2,3,4,... } U{ha}

Nova mnozina {hg, 1,2,3,4, ...} je vSak ekvivalentni s mnoZinou pfirozenych ¢isel,
nebot prvky této mnoziny je mozné prirozenymi ¢isly oznadit, ona novd mnozina
ma tak stejné kardinalni cislo jako mnozina prirozenych c¢isel. Jelikoz byl soucet
kardinalnich ¢isel definovan pravé pomoci sjednoceni mnozin s danou mohutnosti,

lze zminény priklad zapsat jako
No+1=[{1,2,3,4,... } U{ha}| = [{ha,1,2,3,4,... } = N,.

Obdobné lze ze stejného divodu (ubytovani koneéného poétu dalsich hosti — mno-

ziny s kardinalnim ¢islem n) psét:
NO +n= No.

Na tuto vlastnost je tfeba davat pozor obzvlasté v nerovnostech, ve kterych se
pracuje prave s kardinalnim c¢islem Ry. Naptiklad prestoze ¢islo 3 jisté neni mensi
nebo rovno 2,

342,
plati
3+ Ny < 2+ Ry,

protoze 3 + Ng = Ny a také 2 + Ny = Ny. Nastala situace tak popisuje stav Ry < N,
coz plati vzdy, jelikoz nastava praveé ona rovnost.

Dalsi vlastnost souctu, ve kterém se objevuje ¢islo Ry, vychazi z definice mnoziny
celych cisel v kapitole 3.3.2. Zde bylo pouzito slouceni dvou nekonec¢nych posloup-
nosti — prirozenych cisel a zapornych c¢isel s nulou. Z hlediska mnozin se jedna
o sjednoceni dvou nekonec¢nych spocetnych mnozin, pficemz obé tyto mnoziny maji

mohutnost vyjadritelnou ¢islem V.
{1,2,3,4,5,...}U{0,-1,-2,-3,—4,...}

Vyslednou mnozinu bylo mozné opét ocislovat prirozenymi ¢isly, jeji kardinalni ¢islo
tedy bylo Ng. Jelikoz uvedené mnoziny nemaji zadné spole¢né prvky, lze vyznam
tohoto sjednoceni na zakladé definice souctu kardinalnich ¢isel psat:
No+ N = [{1,2,3,4,5,...}U{0,-1,-2,-3,—4,... }| =
=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,... }| = N
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Pripadné dalsi rozsiteni uvedeného souctu na N+ Ny + Ny 1ze resit pomoci zakladni

vlastnosti sou¢tu kardinalnich ¢isel
N0+N0—|—N0: <N0+N0)+N0: (N0)+N0:N0+N0:No

Pro konecéné nenulové ¢islo n tak lze tuto ivahu zobecnit

J

Ro +Ro+Ro+ - 4Ry = (Rg+Rg) +Rg +--- + Vg =

n-krat n-krat

:(NO)+NO+...+NO:...:NO_

. J/
'

(n—1)-krat

Uvedené vlastnosti nerovnosti mezi kardinalnimi ¢isly jsou ukadzany pouze pro
neostrou nerovnost <, pro ostrou nerovnost vSak jiz platit nemusi, coz ilustruje
prave priklad pric¢itani hodnoty Ny k obéma strandm nerovnice 2 < Ny. Na levé

strané nerovnosti by se totiz objevil soucet
24+ NO = NO

a na pravé strané
Ny + Ny = V.

Na obou stranach nerovnice se tak objevily stejné hodnoty, coz ale pouzité znaménko

nerovnosti vylucuje.

24Ny £ Ny + Ny
No £ Ro

Uvazovanou tpravu (pii¢teni hodnoty Xy k obéma strandm nerovnice) tak nelze
provést.

Vlastnosti souctu v pripadé dalsiho nekonecného kardinalniho ¢isla ¢ jsou ob-
dobné vlastnostem souctu, ve kterych se vyskytuje Ny, s tim rozdilem, ze jejich
oduvodnéni vychazi z geometrického pojeti mohutnosti kontinua pomoci tsecek (in-
tervali). Jelikoz kardinalni ¢islo ¢ odpovidda mohutnosti libovolného intervalu, lze
pouzit interval bez krajnich bodt, napfiklad (0;1). Pfiddnim jednoprvkové mno-
ziny obsahujici jeden krajni bod (napfiklad bod 1) uvedeného intervalu pravé ke
zminénému intervalu vznikne interval (0;1), jehoZ mohutnost je stale ¢. Vzhledem
k tomu, ze ono pridani vyjadiuje sjednoceni mnoziny bodi daného intervalu a jed-
noprvkové mnoziny, pricemz tento prvek v intervalu nelezi, vyjadiuje tento postup

soufet kardinalniho ¢isla ¢ a ¢isla 1.
c+1=H1}U(0;1)|=](0;1)|=¢
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Jelikoz libovolné prirozené cislo n je mozno rozepsat jako 1 + 1+ --- 41, je také
—_—

n-krat
soucet ¢ + n rozepsat jako ¢ + 1+ 1+---+ 1. Postupnym uZitim zavorek je tak

n-krat
mozné dojit k zavéru, ze

c+H1+14+-+1=(+1)+14+ - +1=()+14 - +1=--=c

Pomoci intervali je také zavedeno s¢itani ¢ + c. Pro intervaly (0;1) a (1;2) plati, Ze
oba maji mohutnost ¢ a neobsahuji zadné spole¢né body. Jejich sjednoceni tak vyja-
dfuje uvedeny soucet ¢ + ¢, pfi¢emz nové vznikly interval (0;2) méa opét mohutnost
kontinua.

c+c=c¢

Analogicky ke konstrukei souctu Ro + R + - - - + N lze zkonstruovat soucet

n-krat

I
o

Cretet-de=(cte)tet--+e=()fc+- o=

n-krat n-krat (n—1)-krat

Odlisné se vsak zavadi soucet ¢ 4+ Ny. V tomto pripadé se vychazi ze dvou platnych

nerovnosti pro libovolné prirozené n
n <Ny asoucasné Ny < c.

Podle uvedenych vlastnosti nerovnosti kardinalnich ¢isel lze k obéma stranam obou

nerovnosti pricist ¢islo c.
n+c¢<Nyg+c¢ asoutasné No+c<c+c¢
Vzhledem k pravé zavedenému souctu ¢ +n a ¢ + ¢ se nerovnosti upravi na
¢ <Nyp+c¢ asouCasné Ng+c¢ <c,
z ¢ehoz plyne, Ze

c+Ng=rc.

4.2 Soudin

Z logiky nasobeni dvou prirozenych ¢isel napiiklad 2-3 plyne, Ze uvedeny soucin je
mozno rozepsat na soucet 3 + 3 nebo také 2+ 2+ 2. Jelikoz hodnoty 2 a 3 vyjadiuji
kardindlni ¢isla mnozin {Q, &} a {a,b,c}, je mozné uvedené s¢itani zapsat jako
sjednoceni tii kopii mnoziny {©, &} nebo sjednoceni dvou kopii mnoziny {a,b, c}.

Ve smyslu definice sou¢tu musi byt zminéné kopie upraveny tak, aby neobsahovaly

68



zadné spolecné prvky. Protoze kopii jedné mnoziny je stejné mnozstvi jako je prvka
druhé mnoziny, je mozné k rozliSeni prvkt jednotlivych kopii pouzit pravé prvky

druhé mnoziny:

[a, ] [a, ]
[©, a] U [©, 0] U [0, 4] nebo 0,9 | U | [b, ]
(&, a] &, b] (&%, ] e, V)] [c, ]
Vysledné sjednoceni je mozné zapsat do prehledné tabulky:
a,Q] |a,
(@.a] (@8] O] nebo [[b @]] [[b :]]
(&, a] (&, D] [, c] [gq E{

Vzhledem k tomu, Ze v uvedenych tabulkach jsou pfitomny vsSechny mozné dvojice
prvki mnozin {O, &} a {a,b,c}, vyjadiuji kartézsky soucin {©, &} x {a,b,c} a
{a,b,c} x {Q, &}:

{0, &}
a {a’ 27 c} C v *
[0, 0] [a, &)
O 190 [©0 [©¢]
{Q©, &} {a,b,c} | b | [b,Q] [b, ]

Mohutnost obou vzniklych mnozin je totozna, rovna 6. Ze zptisobu vytvareni vy-

sledné mnoziny lze Fici, ze pro libovolna prirozena ¢isla o a § bude platit

a-f=atat--F+a=0+++0.
/B'I(:”ét a-krét

Proto zavedenim soucinu dvou kardinalnich ¢isel jako mohutnosti kartézského sou-

¢inu zlstava zachovana intuitivni prace s pfirozenymi c¢isly.

Definice 8. Soucinem dvou kardindlnich cisel prislusicich mnozindm X a Y bude

kardinalni c¢islo kartézského soucinu X X Y.

Obdobné jako u souctu dvou kardinalnich ¢isel je nutné se presvédcit, zda plati
intuitivné predpokladané vlastnosti tohoto souc¢inu. Nasledujici text tak bude témito

vlastnostmi zabyvat pro libovolna kardinalni ¢isla o, 3, .

o [a7=a

Uvedena vlastnost (komutativita soucinu) vychézi ze zpisobu zavedeni kar-
tézského souc¢inu X x Y. Ten je definovan jako mnozina vsech dvojic, kde na

prvnim misté€ je prvek z X a na druhém misté Y. Zaménou umisténi prvki ve
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dvojicich se tak mnozina stava kartézskym soucinem Y x X. Mohutnost obou
mnozin je stejnd, nebot nebyly pfidany ani ubrany zadné dvojice. Ukézkou

zminéné vlastnosti je ivodni priklad této kapitoly, 2-3 =3 - 2.

Z pohledu mnozin je zde vytvaren kartézsky soucin mnoziny X s jednoprv-
kovou mnozinou. Mnozina vytvorenych dvojic je ekvivalentni s mnozinou X,
protoze kazdému prvku mnoziny X je prifazena pravé jedna dvojice, kte-
rou tvori prvek mnoziny X a jediny prvek zminéné jednoprvkové mmnoziny.
Kardinalni ¢islo vytvorené mnoziny dvojic je tak stejné jako kardinalni ¢islo
mnoziny X. Jako priklad lze uvést soucin 3 - 1, ktery lze reprezentovat mno-
zinami {a,b,c} a {d}:

[
a | la, ]
{a,bc} | b | [b, &)
¢ lc, &l

(-B)y=a-(B-7)=a-B-v

Jelikoz prvky kartézského soucinu mnozin X x Y odpovidajiciho soucinu « - 8

jsou usporadané dvojice [x;,y;], pfiemz prvek z; je libovolny prvek mno-
ziny X a prvek y; mnoziny Y, jsou prvky kartézského soucinu (X x V) x Z
odpovidajiciho soucinu (« - 3) - v uspofddané dvojice [[x;, ], z], prvek z;
je libovolny prvek mnoziny Z. Kazdou uvedenou dvojici je mozné nahradit
trojici [z;,yi, 2], nebot pfifazeni trojice dvojici i zpétné pfifazené dvojice
trojici je jednozna¢né. Obdobnym zptisobem konstrukce jsou ziskany prvky
kartézského soucinu X x (Y x Z), dvojice [x;, [y;, z]]. Témto dvojicim lze také
jednoznaé¢né ptifadit trojici [x;, y;, 2;] a libovolné trojici opétovné dvojici, z Ce-
hoz vyplyva, ze mnozstvi dvojic typu [[z;, yi], 2] je stejné jako mnozstvi trojic
(i, yi, z;] a dvojic typu [x;, [y;, 2], proto nezélezi na uzavorkovani sou¢inu vice
kardinalnich ¢isel, nebot kartézské souciny mnozin vzniklé riiznym zptisobem
uzavorkovani jsou navzajem ekvivalentni (maji stejna kardinalni ¢isla). Pravé
uvedend vlastnost se nazyva asociativita soucinu. Pfikladem muze byt soucin

(2-3) -2, kde uvedena kardinalni ¢isla jsou poradé reprezentovina mnozinami

{a,b}, {c,d, e} a {QO, &}.
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{O, &}
© L )
{c,d, e} -~ la,c] | [a,¢e,Q]  [a,c,d)
c d e ) la,d] | [a,d,Q] [a,d,d)
{a.b) a|la,c [a,d] Ja,e€] = [ae] | [a,e,Q] [a,e, )
ol b [bd [be] é; b,c | [b,¢,9]  [b,c, ]
S: [b,d] | [b,d, Q] [b,d,]
[b,e] | [b,e,Q] [be,

Uzavorkovanim 2 - (3 - 2) se vSak vysledek nezméni.

{O, &}

Q L]

c | [e,Q] e,
{c,d,e} | d | [d,Q] [d,]
[e, Q] [e, &]

{c,d,e} x {Q, &}
9] led] (A0  [d.&  [6,9] e &
a|la,c,Ql la,c,db] [a,d, Q] [a,d,&] [a,e,Q] [a,e,d]
b | [b,c,Q [byc,d] [b,d, Q] [b,d, %] [be,D] [be,

{a, b}

Vysledkem obou zptisobti uzavorkovani je ¢islo 12.

(a+B)-y=(a-7)+(5-7)
Zde se vyuziva moznosti kartézského souc¢inu dvou mnozin X x Y rozdélit

vSechny vzniklé dvojice podle obsazenych prvkt mnoziny X a jejich nale-
zeni v podmnozinach mnoziny X. Kartézsky soucin X; x Y podmnoziny X;
mnoziny X a mnoziny Y je jisté podmnozinou kartézského soucinu X x Y
obsahujiciho vSechny dvojice prvki z uvedenych mnozin, nebot dvojice sou-
¢inu X; x Y jsou tvoreny prvky mnoziny X a prvky mnoziny Y. Pro dvé
podmnoziny X; a X mnoziny X takové, ze nemaji zadny spolecny prvek a
jejich sjednoceni vytvori zpét celou mnozinu X = X; U X, tvoii sjednoceni
kartézskych soucinit X; x Y a Xy x Y cely kartézsky soucin X x Y. Libovolny
prvek mnoziny X nélezi bud do podmnoziny X, nebo do podmnoziny X,
nalezi libovolné dvojice s timto prvkem do kartézského soucinu X; x Y nebo
XoxY.
(XjUXo) xY =(X; xY)U (X xY)
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Napfiiklad kartézsky soucin {a, b, ¢, d, e} x {1, 2} 1ze rozdélit na kartézské sou-
¢iny {a,b,c} x {1,2} a {d,e} x {1,2}.

{1,2}
1 2
a [a,l] [a,2]
b | [b,1] [b,2]
{a,b,c,d,e} | c | [c,1] [c,2]
d|[a,1] [d,2]
e |[a1] [e2]
1{172}2 {172}
1 2
a | [a,1] [a,2]
{a,b,c} | b | [b,1] [b,2] {d, e} d| [d,1] [d,2]
le,1] e, 2] e, 1] [e, 2]

Soucet kardindlnich ¢isel (o + ) tak odpovida sjednoceni mnozin X; a X
(X1 a Xy nemaji zadny spoleény prvek), vznik mnoziny X a nésledny soucin
s ¢islem ~y pak odpovidé kartézskému soudinu (X;UX5) xY = X x Y. Naopak
souinu (« - 7v) odpovida kartézsky soucin X; x Y a souinu f - v kartézsky
soudin X, x Y, pfi¢emz jejich sjednoceni je rovno (X3 xY)U(XaxY) = X xY.
Jelikoz si odpovidaji mnoziny vzniklé obéma zpiisoby, odpovidaji si i jejich

kardinalni ¢isla, coz ukazuje platnost uvedené vlastnosti soucinu.

a<p = a-y<B9
Necht kardinalnim ¢islim «, 3, v po fadé prislusi mnoziny X, Y, Z. Vychozi

nerovnost vyjadiuje vztah X C Y, nasobeni « - v kartézsky soucin X x Z
a nasobeni 3 - v kartézsky soucin Y x Z. Jelikoz kartézsky soucin Y x Z je
mnozinou vSech dvojic prvkil tvofenou prvkem mnoziny Y a prvkem mnoziny
7, zahrnuje tento soucin v sobé také mnozinu vsech dvojic tvofenou prvkem
podmnoziny Y (tedy mnoziny X) a prvkem mnoziny Z. Kartézsky soucin

X x Z tak tvori podmnozinu kartézského soucinu Y x 7,
(X x Z)C (Y x Z).

Ze zminéného vztahu nésledné vyplyva platnost nerovnosti o -y < - 7.
V konkrétnim pripadé lze vychazet naptiklad z nerovnosti 1 < 2, pricemz

obé strany nerovnosti budou nasobeny c¢islem 3. Pro uvedena kardinélni ¢isla
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lze pouzit mnoziny {z}, {z,y} a {©, &, &}. Zjevné plati, ze {z} C {z,y}.
Kartézské souciny prislusici sou¢inim 1-3 a 2 -3 budou vypadat nasledovné:

[0 & 8] L)

& [
. [x@@] [;&] [::4] fog) || B9 08 (4]
— I 9 ] e

Z uvedenych tabulek vyplyva, Ze kartézsky soucin {z} x {Q &, #} tvoii pod-
mnozinu kartézského soucinu {z,y} x {Q, &, &},

({2} x {O, &, &}) C ({z,y} x {©, &, &}),
coz vyjadiuje nerovnost 1 -3 < 2- 3, neboli 3 < 6.

Obdobné jako v predchozi kapitole se bude nasledujici ¢ast textu zabyvat special-
nimi vlastnostmi sou¢inu pro nekonecna kardinalni ¢isla. Pti nasobeni kardinalniho
¢isla Ny nastava situace, kdy tabulka prislusici kartézskému soucinu reprezentuji-
cimu zminény soucin je nekonecna. Napiiklad soucin 2 - Ny je mozné vyjadrit jako

kartézsky soucin mnozin {©, &} a N.

(1,2,3,4,5,...}
1 2 3 4 5
00,10 [©.2 [©.3 [©.4 [,5)
Wb o 1) @2 %3 @4 &5

St¥idavym umistovanim prvkia prvniho a druhého fadku do posloupnosti lze celou

uvedenou mnozinu (kartézsky soucin) seradit.
{©, &} x N =A{[0,1], [, 1], [0, 2], [, 2], [D, 3], [ b, 3], [©, 4], [ &b, 4], [D, 5], [k, 5],... }
Rozsitenim uvedeného principu je mozné seradit prvky libovolného kartézského sou-

¢inu n-prvkové mnoziny (n je ptirozené ¢islo rtizné od nuly) a mnoziny pfirozenych

¢isel. Do posloupnosti jsou postupné pridavany prvky jednotlivych radki, napriklad

sefazeni vSech prvki kartézského soucinu {z, ¢, &, f.... 7} x N znazornuje nasledu-
jici tabulka:
{1,2,3,...}
1 2 3
z | 2,1 [2,2] [z3] 1 n+1 2n+1
el w2 [e3 2 n+2 2n+2
| (b1 (%2 [, 3 3 n+3 2n+3
: 1Y [E2] [£3] ~ |4 n+4 2n+4
&: : : : : :
~ |7 |[r1] [r2] [r,3] n n+n 2n+n
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{[Z7 1}7 [SD? ]‘]7 [&’ 1]7 [f’ ]‘]7 ) [7T, ]‘]7 [Z’2]7 [90? 2]7 [&’ 2]7 [f’ 2]’ ct [7T’ 2]’
(2, 3], [, 3], [®. 3], [f,3],...,[7,3],...}

Moznost seradit libovolny kartézsky soucin n-prvkové mnoziny a mnoziny N, coz
vyjadiuje soucin kardinalnich ¢isel n - Ny, vyjadiuje, ze kardindlni ¢islo vysledné

mnoziny (kartézského soucinu) je
n- NO = NO-

Rozsitenim pfedchozi situace je kartézsky soucin dvou nekonecnych spocetnych

mnozin. Pro ilustraci lze pouzit piimo kartézsky soucin N x N.

{1,2,3,...}

1 2 3
- [1,1] [1,2] [1,3]
. Al [2,2] 23]
N 1] [3,2] [3,3]

Zptisobem prevzatym z kapitoly 3.3.3 uréenym k sefazeni mnoziny vSech zlomkt je

mozné seradit 1 tuto mnozinu.

O
00

{[1,1],[1,2],[2,1],[3,1],[2,2],[L,3],... }

Zminéné setazeni vyjadiuje fakt, ze vyslednd mnozina je spocetnd, jeji mohutnost
je tedy Wy. Vzhledem k tomu, Ze tato mnozina byla vytvorena jako kartézsky sou-
¢in dvou spocetnych mnozin, coz odpovida souc¢inu kardinalnich cisel Ny - Ny, plati
vlastnost

Ny - Ng = V.

Pii zobecnéni soucinu W, - Xy pro vice ¢initeld (pocet Cinitelt je oznacen priroze-
nym ¢islem n) se uziva pravidlo asociativity soucinu (libovolného uzavorkovani).

Napriklad soucin tii ¢initelti Ny lze vyjadrit
No'No'NOZ(No'No)'NOZ(No)'NOZNO
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Obecné pro soucin n ¢initeli R, tak plati

Ro g Ng- - 'Ng:\(NO'NO)'NO' -NQZ(No)-No- o Rg = =Ny,

n-krat n-krat (n—1)-krat

P1i odiivodnovani vlastnosti soucinu, ve kterém se objevuje kardinalni ¢islo c,
bude v nasledujicim textu pouzito geometrického pojeti mnoziny realnych cisel, ale
také jejich reprezentace pomoci nekonecnych posloupnosti 1 a 0. Prvky kartézského
souéinu odpovidajictho sou¢inu kardinalnich ¢isel n - ¢ (n je piirozené ¢islo) jsou
dvojice, ve kterych je na prvnim misté prvek n-prvkové mnoziny a na druhém realné
¢islo. Namisto realného ¢isla je mozné pouzit jiz zminovanou posloupnost ¢islic 1 a 0.
K vyjadfeni vysledné mnoziny (kartézského soucinu) je mozné pouzit n libovolnych

na sebe navazujicich intervalti realnych cisel

<G0; Gl) ) <G1; Gz) ye e (anl; Gn) )

kde ¢isla a; jsou realna ¢isla, pricemz kazdému uvedenému intervalu je prifazen jeden
prvek dané n-prvkové mnoziny. Jelikoz kazda nekonec¢na posloupnost 1 a 0 popisuje
realné cislo v libovolném intervalu, dvojice obsahujici prvek n-prvkové mnoziny a
nekonecnou posloupnost 1 a 0 popisuje pravé jeden bod v intervalu oznaceném
danym prvkem n-prvkové mnoziny. Naptiklad soucin 4 - ¢ lze pii pouziti mnoziny

{0, &%, &, $} znazornit:

v & L) O

[©;010101. . ] [%;010101. . ] (#;010101. . ] [0;010101. . ]

Libovolna dvojice zminéného kartézského soucinu tak jednoznac¢né odpovida bodu
na sjednoceném intervalu (ao;a,) a kazdy bod tohoto intervalu lze vyjadfit jako
uspotradanou dvojici v zavislosti na jeho prislusnosti k ptivodnim intervaltim. Praveé
popsany vztah vyjadiuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi prvky kartézského

sou¢inu a body intervalu (ag; a,), z ¢ehoZ vyplyva, Ze jejich mnoZstvi je stejné:
n-c=c¢

Analogickym postupem lze vyjadrit soucin kardinalnich ¢isel Ry -¢, kterému odpovida

kartézky soucin mnoziny vsech pfirozenych ¢isel a mnoziny realnych cisel.
N xR

Prvky tohoto souc¢inu budou dvojice, které na prvnim misté budou obsahovat pri-

rozené Cislo a na druhém misté realné c¢islo. Namisto realného cisla Ize opét pouzit
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vyjadieni pomoci posloupnosti 1 a 0. Kazda dvojice uvedeného kartézského soucinu
tak popisuje pravé jeden bod sjednoceni nekonecného poctu na sebe navazujicich
intervalt

(ag;ar), (ar;as), ..., {ap_1;a,) ...,

jelikoz prvky uvedenych intervalii 1ze oznacit praveé prirozenym cislem a posloupnosti
1a0.

1 2 n
2 a1 a4 an-1 2n
T S
[1;010101. . .] [2;010101. . . [n;010101. . .]

Kazdému prvku uvedeného kartézského soucinu lze zminénym zpiisobem jedno-
znané piifadit prvek sjednoceného intervalu (ag;+o0) a kazdému prvku tohoto
intervalu lze jednozna¢né ptifadit prvek (dvojici) kartézského soudinu v zavislosti
na jeho pfislusnosti k ptivodnim intervaltim. Jelikoz je uvedené prifazeni vzajemné
jednoznacné, obsahuje uvedeny kartézsky soucin i interval (ag; +00) stejné mnozstvi
prvki, proto

Np-c=rc.

Posleni uvedenou vlastnosti soucinu je soucin kardindlnich ¢isel ¢ - ¢. Kartézsky
soucin R x R, ktery uvedenému soucinu kardinalnich ¢isel odpovidé, obsahuje jako
prvky dvojice realnych ¢isel, pricemz lze opét vyuzit nekonecnjch posloupnosti 1
a 0 odpovidajici redlnym ¢islim. Pouzitim metody slucovani [BlaVoj| jako v kapi-
tole 3.6.3 pfi urcovani mohutnosti mnoziny bodt roviny lze urc¢it mohutnost vysled-
ného kartézského soucinu. Z nekonecnych posloupnosti v libovolném prvku (dvojici)
kartézského soucinu je mozné vytvorit jednu nekonecnou posloupnost tak, ze se tato

novéa posloupnost vytvari stiidavé z prvkd prvni a druhé uvedené posloupnosti.

1101,... — 1] [1] Jo| [1] [...]
I I I l
T i 1) 1)
1010,... — | [1] Jo| |1] Jo|...]

Jelikoz je nové vznikla posloupnost urcena jednoznacné vychozimi dvéma posloup-
nostmi a z libovolné nové posloupnosti je mozné jednoznacné urcit ptvodni dvé
posloupnosti (prvky na lichych mistech nové posloupnosti vytvari prvni ptvodni
posloupnost a prvky na sudych mistech vytvaii druhou), je mnozstvi dvojic kar-
tézského soucinu stejné jako mnozstvi vsech posloupnosti 1 a 0 vyjadiujicich realna

¢isla. Proto pro kardinalni ¢islo ¢ plati



Pro zobecnéni soucinu ¢ - ¢ pro n ¢initelt, kde n je prirozené ¢islo,

S.c.c. “ .. .c7

J
g

n-krat
se uziva moznosti libovolného uzévorkovani ¢initeli (asociativita sou¢inu). Napfikad
soucin ¢ - ¢ - ¢ je mozné vyjadrit jako
c-c-c=(c-¢c)-c=(c)-c=c.

Obecné pro n c¢initelt plati nasledujici rovnost

ix)
ig)
ix)
\"
I
—~
ix)
()
~—
ig)
ig)
Il
(—~
ig)
~—
ix)
\ O
I
Il
i)

n-krat n-krat (n—1)-krat

4.3 Mocnina

Jak jiz bylo zminéno v tvodu kapitoly, je mocnina kardinalnich ¢isel zavedena
pomoci zobrazeni mnozin. V tomto pripadé nelze pouzit jen vzajemné jednoznacné
zobrazeni, nebof pouzité mnoziny nemusi obsahovat stejné mnozstvi prvkia. Na-
ptiklad zobrazeni mnoziny {a,b,c} na mnozinu {O, &} lze zapsat pomoci tabulky
nasledovné:

{a,b,c} = {0, &}
a—01a—=-90]a—=0|a—=-Q|la—>&|la—d|a>&|a—
NG NI EERVEREEAVEIEY JREY JNECAVERECSVEESY MEEY )
c—>Qlc—>& | c—=>Q|lc—>&|c—=>0 | c—>&|c—=>0V ) lc—

Definice 9. Mocninou kardindlnich ¢isel o se bude nazijvat kardindlni ¢islo mno-
Ziny vsech zobrazeni mezi mnoZinami Y a X, pricemZ X je libovolnd mnoZina mo-

hutnosti o« a 'Y libovolnd mnoZina mohutnosti (.

Mnozstvi v8ech zobrazeni {a,b,c} — {O, &} z pfedchazejiciho prikladu tak odpo-
vid4 mocniné 23 = 8, nebot v uvedené tabulce se nachézi pravé 8 moznosti zobrazeni
prvki.

Pro praktické vyuziti definované mocniny kardinalnich cisel je nutné ovérit jeji

zakladni vlastnosti.

a) ’1‘”:1 pro a;éO‘

Tato vlastnost se zabyva mnozstvim vsech zobrazeni libovolné mnoziny X

s kardinalnim ¢islem « na jednoprvkovou mnozinu. Jelikoz kazdy prvku mno-
ziny X lze zobrazit pouze na jediny prvek, hledané zobrazeni je jediné (kar-
dindlni ¢islo mnoziny vSech zobrazeni bude rovno 1). Naptiklad zobrazeni
tifprvkové mnoziny na jednoprvkovou mnozinu vyjadiujici mocninu 13 = 1

lze znazornit nasledujici tabulkou.
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{a,b,c} — {&}
a— &

{a,b,c} b— &

c— &

b) la' = al

Moznosti zobrazeni jednoprvkové mnoziny do libovolné mnoziny X s kardi-
nalnim ¢islem « je pravé takové mnozstvi, jako je prvkd mnoziny X, protoze
kazdé uvedené zobrazeni prifadi onomu jedinému prvku vzdy praveé jeden pr-
vek z mnoziny X. Kazdé zobrazeni tak vyuziva pravé jeden prvek mmnoziny
X a pouzitim kazdého prvku mnoziny X je mozno vytvorit hledané zobra-
zeni, proto kardinalni ¢islo mnoziny vSech zobrazeni je stejné jako kardinalni
¢islo mnoziny X . Piikladem mocniny tohoto typu je 3! = 3, coz lze vyjadfit

pomoci zobrazeni mnozin {&} a {a,b,c}:

{%} — {a,b,c}
{d}||d—a|d—b|d—cC

’ogﬁJ”:ozﬂ-oﬂ‘

Pro mnoziny X, Y a Z po tadé prislusici kardinalnim ¢islim «, 8 a v, pricemz
mnoziny Y a Z nemaji zadny spoleény prvek3? lze zobrazeni mnoziny Y U Z
do mnoziny X

YuZ) - X

rozdélit na zobrazeni prvkt mnoziny Y do mnoziny X a na zobrazeni prvki
mnoziny Z do mnoziny X. Naptiklad rozdéleni libovolného zobrazeni mnozin
({a,b} U{c}) — {Q, &} lze znazornit v tabulce:

(fa,b} U{c}) = {©, &}
a—>0a—>0a—=Qa—>0la—dla—&a—>da—d
et )| b=l b= b b b0 b—-C0 b—>& b
c—>Q0lc—> % c—>0lc—dlc—>0lc—&c—>0Vlc—

Jak vyplyva z uvedené tabulky, ke kazdému zobrazeni ¥ — X jsou vzdy
ptidany vSechny moznosti zobrazeni Z — X. Zobrazeni (Y U Z) — X je tak

32Tato podminka je zavedena pro nasledné zjednoduseni vyjadiovani soudtu jako sjednoceni mno-

zin.
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tvofeno vSemi moznymi dvojicemi, ve kterych je na prvnim misté zobrazeni

Y — X ana druhém Z — X, coz vyjadiuje pravé kartézsky soucin
Y = X) x (Z— X).

Vzhledem k uvedenym kardinalnim ¢islim jednotlivych mnozin je kardinalni
¢islo zobrazeni (Y U Z) — X rovno o”*7 a kardindlni ¢&slo vysledného kar-
tézského soucinu rovno o - 7, z &ehoz vyplyva platnost uvedené vlastnosti.
K ptikladu zobrazeni ({a,b} U {c}) — {©, &} je tak mozno doplnit:

{a,0} = {0, &}
a—Qla—>C0]a—|a—d
b—-CQ | b—>& | b0 b

{c} = {9, &}
{c}]|c=Q|c—&

{a, b}

{c} = {O &}
c—Qlec— &
§ s a—Qa—0
b O b—-C | b—>0Q
c—=Qlc— &
‘O a—Qa—Q
bl & b—)c; b—>:

c— c—
{a,b} = {0, &} s P I
b O b—-C | b—0Q
c—=Qlc—d
Y a—&|a—d
bl & b—& | b—&
c—=Qlc— &

(a-B) =7 B

Leva céast uvedené rovnosti popisuje zobrazeni mnoziny Z do kartézského
souc¢inu mnozin X X Y, kazdy prvek mnoziny Z je zobrazen na dvojici prvki
mnozin X a Y

Z = (X xY),

pricemz libovolné mnoziny X, Y a Z po fadé pfislusi kardindlnim ¢islim «,
S a 7. Napfiklad pro mnoziny {a,b}, {c}, {©, &} lze zobrazeni

{©, &} = ({a, 0} x {c})

vyjadiujici (2 - 1)? zapsat tabulkou.
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{a,b}

(V. &} = {la, d], b, ]}
O —=la,c | QO —=la,c] | O—=1bc] | QO—1b ]
& —[a,c] | &—[bc] | &—[a,c] | &—[b]

{©, &}

Prava cast dané rovnosti vyjadiuje kartézsky soucin mnozin vyjadiujicich
zobrazeni Z — X a Z — Y, jehoz prvky budou obsahovat popis zobrazeni
vSech prvkl mnoziny Z do mnoziny X a také popis zobrazeni vSech prvki

mnoziny Z do mnoziny Y. Pro uvadény konkrétni ptipad:

{0, &} — {a,b} {9, %} — {c}
CO—=a|V—=a|QO=0b|0V—=b Q0 —=c
{0 &) &b a| &b | d—a|ld—D {04} & ¢
{O, &%} — {c}
Q0 —=c
& —c

QO—=a|[Q—=a Q-]
dal|d—a &—c]
O—=al|[Q—=a ©—c]
d-b| [ dob &)
C=b|[Q=b Q=]
& —al|d—a &—c]
O=b| [QO=b O —=c]
b b &—c]

{0, &} — {a,b}

Kazdému prvku mnoziny Z jsou uvedenym zptisobem pritazeny vzdy dva
prvky — jeden z mnoziny X a jeden z mnoziny Y. Proto lze danou situaci
jednoznacné prevést na stav, kdy kazdému prvku ze Z je pritazena dvojice
prvki, jeden z X a jeden z Y, coz odpovida vyznamu levé strany dokazované

rovnosti.
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Jelikoz si mnozinova vyjadieni obou stran rovnosti jednoznacné odpovidaji,

(O —a O —c] O = [a, ]
& —a &) & — [a,d]
(O —=a O —c] O = a, (]
(&= & —c] & —[b, (]
Qb Qe | QO — [b, ]
& —a &) & — [a,d]
(O —=b O —c] O = [b, ]
(&b & —cC) & — [b, (]

jsou jejich kardinalni ¢isla stejna.

(aﬁ)v — P

Obdobné jako u predchozi vlastnosti je prokazani platnosti uvedeného tvr-
zeni zaloZeno na vztahu kartézského soucinu a zobrazeni mnozin. Leva strana

uvedené rovnosti popisuje zobrazeni mnoziny Z do mnoziny vsech zobrazeni

Y - X

kde mnoziny X, Y, Z po fadé odpovidaji kardinalnim ¢islim «, 3, v. Pro li-
bovolnou moznost zobrazeni mnoziny Z je kazdému prvku ze Z pritazen popis
jednoho zobrazeni Y — X. Napriiklad pro mnoziny {a, b}, {O, &} a {c, d} lze
zobrazeni {©, &} — {a,b} a nasledné zobrazeni {c,d} — {{©, &} — {a,b}}

Z - A{Y — X},

odpovidajici vztahu (22)? zapsat tabulkou:

{0, &} — {a,b}
C—=a|V—=2a|Q=b|0V—=b
{04} & a| &b | &d—oald—D

{e,d} = {{V, &} = {a,b}}

-
-

{c. d}

O—a

)
)

&—a
O—a

&—a

-
-

O—=a
&—a
O—a

&b

)
)

-
o

O—a
d—a
O—b

&—a

)
)

-
o

O—a
d—a
O—b

&b

)
)

Kazda moznost zobrazeni mnoziny Z obsahuje pro kazdy prvek Z zobrazeni
vSech prvki mnoziny Y, coz lze vyjadrit jako zobrazovani kombinace prvku

mnoziny Z a prvku mnoziny Y do mnoziny X. Uvedenou kombinaci je mozné

zapsat jako uspotfadanou dvojici.
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{e,d} = {{V &} = {a,b}}

[c, O] — ,0] wa | [,V —a |,V —a

(c,d} [c, %] — [c, ] —a | [c,d] = a|c,d]| —a
’ d, Q] = a|[d9 —=all[dO —=b|[d?]—b
[d, ] —a| [d&] —Db|[d & —al|l[dd —Db

Jelikoz kazda moznost zobrazeni mnoziny vyjadiuje vSechny mozné dvojice
prvki ze Z a z Y zobrazované do mnoziny X, je ekvivalentni zobrazeni kar-
tézského soucinu Z x Y do mnoziny X. Toto zobrazeni odpovidé pravé strané

dokazované rovnosti (a”)?.

[, %)
Q s

c| 6,9 e, &
OB a0 @8

{c,d} x{O, &} = {a,b}}

[c, O] — 6,0l wa | [,V a0 —a
[c, %] — [c, ] = a | [c,d] —a|c,d] —a
e dh AV B o) e | @0 e | [ 5b | [d,9] - b
(d, %] —a | [d&] —b|[d&] —al|[dd& —0b

Protoze si uvedené mnoziny jednoznac¢né odpovidaji, maji stejnd kardinalni

¢isla, z cehoz vyplyva platnost dokazované vlastnosti.

Hla<s = a7<p|
Nerovnost o < (8 vyjadiuje vztah X C Y pro mnoziny X, Y pfislusici po

fadé kardinalnim ¢islim «, 8. Mezi vSemi zobrazenimi libovolné mnoziny Z
(prislusici kardinalnimu ¢islu v) do mnoziny Y jsou zastoupena vSechna zob-
razeni, ve kterych je mnozina Z zobrazena pouze do podmnoziny X mnoziny
Y. Mnozina vsech zobrazeni 7 — X je tak podmnozinou vSech zobrazeni

Z —'Y, coz je vyjadieni nerovnosti mezi mocninami kardinalnich c¢isel
ol < G

Naptiklad umocnéni obou stran nerovnosti 2 < 3 ¢islem 2 lze vyjadrit jako

zobrazeni mnozin {a,b} — {O, &} a {a,b} — {0, &k, &}.

{a,b} = {0, &}
a—Qla—=CQla—dla—
b—CQlb—>&b—>0b—&

{a, b}
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{a,b,c} = {0, &, &}
a—Qla—Qla—=Qla— dla—dla—dla—Mda— ®a— W
ESAVILESY VY JIERVAVESY JUEY W ERRAIEE X )

{a,b}

VsSechna moznd zobrazeni uvedend v prvni tabulce je mozné najit mezi zobra-
zenimi v druhé tabulce. Prvni mnozina zobrazeni je tak podmnozinou druhé

mnoZiny zobrazeni, z ¢ehoZ vyplyva 22 < 32

a<f = <Y
Pro libovolné mnoziny X C Y vyjadfujici vztah a < 3 plati, ze kazdé zobra-

zeni mnoziny X do mnoziny Z (mnozina Z je libovolnd mnozina odpovidajici
kardindlnimu ¢islu ) je ¢asti zobrazeni mnoziny Y do mnoziny Z. Napiiklad
zobrazeni mnozin {a,b} — {Q, &} a {a,b,c} — {QO, &} vyjadiujici 2% a 23:

{a,b} — {0, &}
a—=Qla—=Q]|la—>&|a—d
b0 | b—>& | b0 b

{a, b}

{a,b,c} — {0, &}
a—00a—0la—=Q a—>0la>dla—dla—&la—d
{a,b,c}| b—=01b—=0| bbbV 00 bo& b
c—>0lc—>d|lc—>Qlc—>d|lc—=0c—o>dlc—>0lc— &

Jelikoz lze priradit kazdému zobrazeni X — Z zobrazeni Y — Z, ve kterém

je obsazeno, naptiklad

a— Q R a— Q a— Q R a— Q
b— & b— & nebo b— Q b— Q |,
c— Q c— oo

odpovidd mnoziné vSech zobrazeni X — Z podmnozina mnoziny vsech zob-
razeni Y — Z. Tato podmnozina ma stejnou mohutnost v* jako ona mnozina

vSech zobrazeni X — Z, nebot si odpovidaji po jednotlivych prvcich.

a—=Qla—=Qa—&la—& a—=Qla—=0Qla—-&la—d&
b—-Qlb—-S b= b—& b—-Q0|lb—-& b0l b—&
c—d| c—>0lc—>0lc—

Ze skutec¢nosti, ze v mnoziné vSech zobrazeni Y — Z s kardinalnim ¢&islem ~°

existuje podmnozina s kardinalnim ¢&slem v¢, plyne vztah v < ¥,
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Zaver

Jelikoz cilem prace bylo vytvofeni textu priblizujiciho problematiku nekonec¢na
¢tenari s nejvyse maturitnim vzdélanim, byly ve ¢tyfech kapitolach uvedeny zakladni
uvahy, vlastnosti a postupy, které ¢tenare vedou k hlubsimu pochopeni problematiky
nekone¢na v matematice. Z divodu srozumitelnosti textu pro ¢tenafe byla v praci
omezena matematickd symbolika a k jednotlivym tvaham byly ptridany konkrétni
priklady pro snazsi pochopitelnost. Za stejnym tcelem byla pro vysvétleni uvedenych
uvah misty pouzita volnéjsi slovni vyjadieni.

Jako priloha na konci prace je uveden prehled latky stfedoskolské matematiky,
ve které se objevuje nekonec¢no v rtiznych podobach. Tato priloha pak muze slouzit

jako namét k dalsimu zamysleni ¢tenéare a inspirace k dalsi ¢innosti.
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Piilohy

A Nekoneéno v matematice na SS

Na stfednich Skolach, af jiz na gymnéziich nebo na stfednich odbornych skolach
¢i sttednich odbornych ucilistich, se zaci také setkavaji s nekonecnem, piesto nebyva
v ucebnicich tento pojem vysvétlen a ucebnice spoléhaji na jeho intuitivni pojeti.
Pochopeni nekonecna se na stiednich skolach nevyzaduje, Ramcovy vzdélavaci pro-
gram [RVP| se pochopenim nekoneéna také nezabyva. Z popularnich ucebnic na-
kladatelstvi Prometheus tématické fady Matematika pro gymndzia [matl|-[mat11],
Standardt matematického vzdélavani pro SOS a SOU [stan| a P¥ehledu stiedogkol-
ské matematiky [Pola] vyplynula néktera témata, ve kterych se zaci mohou setkat

s pojmem nekonecno pfimo ¢i nepiimo.

A.1 Vyrokova logika a ¢iselné mnoziny

Pti préaci s kvantifikovanymi vyroky se zaci setkavaji s kvantifikdtorem V neboli
pro vSechna. Ve vztahu k nekonecnu je pozornost je v této oblasti zamérena na vyroky
tykajici se prirozenych é&isel. Zak prichézi do styku s vyroky pouzivajici potencialni

nekonec¢no
,Pro libovolné prirozené ¢islo plati ... “
nebo aktualni nekonecno

,Pro vSechna prirozena cisla plati ...“

P1i praci s racionalnimi ¢isly se pfed zadkem objevuje problematika cisel s neu-

koncenym periodickym desetinnym rozvojem.
1 _
3= 0,33333...=0,3

Zde se nekone¢no objevuje piimo, nebot zak pracuje s nekone¢nou posloupnosti
opakujicich se cislic. Nasledné u iracionalnich ¢isel se periodické opakovani vytraci.
V obou situacich se tak objevuje aktualni nekonecno ve formé aktualné nekonecného
desetinného rozvoje, pficemz ¢isté z pohledu desetinného rozvoje lze pojimat vlastni
rozvoj ¢isla s neukondenym periodickym rozvojem jako potencidlni nekone¢no, nebot

dana perioda umoznuje jednoduse najit libovolnou ¢islici rozvoje.



Problematika intervalti redlnych ¢isel zahrnuje také neohranicené intervaly, u kte-
rych se zak setkava se symboly +00 a —oo, ,,plus nekonecno“ a ,,minus nekone¢no®.
Tyto symboly jsou vSak pojimany jako hypotetické konce realné ¢iselné osy (nedosa-
zitelné body) nebo jako symbolické zaznaceni vyrazu ,a stéle dal“. Princip nedosa-
zitelnych bodt ciselné osy se pak také objevuje v chapani nekonecna v prirozenych,

celych i racionalnich ¢islech.

A.2 Funkce

V této oblasti se zaci mohou setkat s nekonec¢nem pii studiu definiéniho oboru
nebo pii studiu chovani funkénich hodnot. U definiéniho oboru realnych funkci jde
o realnou ¢iselnou osu a z toho vyplyvajici pojeti nekonecna.

Z hlediska ristu ¢i klesdni mohou funkéni hodnoty rist/klesat mimo vSechny
meze. Ve formulacich ,roste/klesd az do nekoneéna“ je nekonecno pouzito pouze
jako vyjadieni neohranicenosti. Tento rtst ¢i klesani mize byt spojen s neohranice-
nosti defini¢niho oboru (napfiklad rostouci linearni funkce definovana na celém oboru
realnych ¢isel) nebo také s nekoneénym priblizovanim funkénich hodnot k dané hod-
noté, napriklad linearni lomena funkce, kde se vétve hyperboly nekonecné piiblizuji
k souradnicovym osam, funkce exponencialni a logaritmicka, které se funkéni hod-
noty priblizuji vzdy k jedné z téchto os, nebo funkce tangens, piipadné kotangens,
které funkéni hodnoty rostou nade vSechny meze pti priblizovani velikosti pouzitého
thlu k hodnotam 7 + k - 7, respektive k - m pro kotangens, kde k oznacuje libovolné
celé ¢islo. Problematika nekonecna se také objevuje v chovani funkénich hodnot
periodickych funkei, napiiklad u goniometrickych funkci. Zde je situace z hlediska

nekonec¢na obdobné jako u ¢isel s nekone¢nym periodickym desetinnym rozvojem.

A.3 Rovnice a nerovnice

Problematika funkci tizce souvisi s feSenim rovnic nebo soustav rovnic, promitaji
se sem tak vSechny situace, ve kterych se objevuje nekonec¢no u funkci, protoze feseni
rovnic lze prevést na problematiku hledani prisecikii grafu funkce s osou x grafu.
Mnozina kofentl, resp. feSeni, mize byt nekonecnd, nebot miZe nastat situace, kdy
je dana rovnice nebo soustava Tesitelna pro libovolnou hodnotu dané proménné.
Nekonecné mnoho kofent, feseni, vyjadiuje aktualni nekonec¢no takovych hodnot

proménné, pro které dana rovnice plati.



A.4 Planimetrie a stereometrie

Problematika nekonec¢na v planimetrii a stereometrii izce souvisi s pojetim ne-
konecna jako nedostupného bodu. Napiiklad polopiimka by obsahovala jeden nedo-
stupny bod, pfimka dva a rovina nekone¢né mnoho nedostupnych bodt.

Do této ¢asti je mozné zaradit také komplexni ¢isla, nebot na SS jsou probirany
geometrické interpretace operaci s komplexnimi ¢isly.

V analytické geometrii je mozné se setkat s nekonecnem napiiklad pfi feSeni
soustav rovnic tykajicich se priiseciku danych objekti, pricemz nekone¢né mnozstvi
feSeni vyjadifuje splynuti obou tutvart, ale také pri parametrickém vyjadieni geo-
metrickych utvart, kde je cely objekt popsan pomoci nekonecného mnozstvi hod-
not parametru/parametri. Praci s parametrickymi rovnicemi geometrického objektu
zak manipuluje konkrétnim objektem, prestoze se jedna o reprezentaci nekone¢ného
mnozstvi hodnot parametru. Analogickou situaci k pfipadu nekone¢ného ptiblizo-
vani grafu funkce k jinému utvaru jsou v analytické geometrii kuzelosecek asymptoty
hyperboly. V tomto pripadé se hyperbola neustale priblizuje ke dvéma primkam
(asymptotam), nikdy je vSak neprotne, coz je vyjadieno tim, Ze soustava rovnic

hyperboly a dané asymptoty nemé reseni.

A.5 Posloupnosti a rady

Jelikoz zékladem pro posloupnosti a fady jsou prirozena cisla, pojeti nekonecna
vychézi praveé z nich, a to v ptipadé potencidlniho nekone¢na (nekone¢né posloupnost
déana rekurentné nebo jako funkce mnoziny ptirozenych ¢isel neboli zadani n-tym cle-
nem; zdiraznén proces tvorby jednotlivych ¢lenti) i aktuélniho nekone¢na (manipu-
lace se vSemi cCleny posloupnosti najednou, napiiklad vynasobeni vSech ¢lentt danym
¢islem). V piipadé zadani posloupnosti jako funkce se objevuje také problematika
nekonecna z této oblasti.

Do oblasti posloupnosti patii pojem limity posloupnosti. Z pojeti posloupnosti
jako funkce vychazi analogie nekone¢ného priblizovani k dané funkéni hodnoté, kde
se na rozdil od redlnych funkci vyuziva funkéni hodnoty pouze pro n rostouci nade
v8echny meze. V pfipadé, ze posloupnost nekonverguje neboli diverguje (neblizi se
zadné redlné hodnoté pro n rostouci nade vSechny meze), mize nastat situace, ve
které hodnoty posloupnosti také rostou nebo klesaji mimo vsSechny meze. V tom
pripadé se uzivaji symboly 400 a —oo pro hodnotu limity.

Pfimo navazujici na posloupnosti jsou pak nekonec¢né rady, zde se vyuziva stej-
nych nastroju a interpretaci jako u posloupnosti. Stejnym zpiisobem se také vyuziva

nekonecna v posloupnostech ¢asteénych souctt rady nebo jejich limit.



A.6 Kombinatorika a pravdépodobnost

Prestoze kombinatorika a pravdépodobnost spadaji do oblasti diskrétni mate-
matiky, je zde mozno najit spojitosti s nekone¢nymi mnozinami, naptiklad v teorii
pravdépodobnosti pri zjistovani pravdépodobnosti néjakého jevu, kde neni mozné
onu pravdépodobnost urcit vypoctem. V daném pripadé posloupnost relativnich
Cetnosti daného jevu konverguje (blizi) k hledané pravdépodobnosti, pro nekonecéné
mnozstvi pokusi by relativni ¢etnost byla rovna hledané hodnoté.

V oblasti kombinatoriky je souvislost s nekoneé¢nymi mnozinami pouze principi-
alni, nebot prévé princip prace s variacemi s opakovanim zdtvodnuje vypocet poc¢tu

podmnozin dané k-prvkové mnoziny pomoci k-tic slozenych z 0 a 1.

A.7 Diferencialni a integralni pocet

V tomto oboru se dale rozviji prace s limitami. Nyni se jiz pracuje s limitami
redlnych funkci, coz znamena zavedeni jednostrannych a oboustrannych limit funkce
v bodé. Obdobné jako u limit posloupnosti se zde objevuji nevlastni limity znacené
+00 ¢ —oo, kde uvedené symboly maji stale stejny zastupny vyznam. Oproti li-
mitam c¢iselnych posloupnosti se miize nevlastni limita objevit v konkrétnim bodé
(vlastnim bodé).

Vypocet limit pouzitim

o f@) )

n—oo g(x)  lim g(x)

n—oo

miuze vyustit do tzv. neurcitého vyrazu. Mezi tyto neurcité vyrazy patii napriklad

g, g, %, 0-00, oo

Termin neurcity vyraz se pouziva, protoze klasickymi aritmetickymi prostiedky neni
mozné urcit hodnotu daného vyrazu, proto vlastni neurcity vyraz neméa primy vy-
znam (konkrétni hodnotu), ale slouzi pouze k uréeni dalsiho postupu. PouZitim dal-
sich tiprav vyrazu s limitou je tak mozné dojit k jednoznac¢nému vysledku. Piimym
uzitim limit funkci v daném bodé je uréovani asymptot grafu dané funkce, pficemz
jde opét o nekonecné priblizovani grafu dané funkce k asymptoté, coz reprezentuje
vypocet pomoci limity.

Jind oblast vyuziva nekonecné malé hodnoty, napiiklad pii priblizovani dvou
bodi, kde onou hodnotou bude jejich vzdalenost. Volbou vhodného postup ptiblizo-
vani se vzdalenost bude neustale zmensovat, avsak nulova nikdy nebude. Zminény

postup se oznacuje jako prechod k nekonecné malym vzdéalenostem zminénych bodi.



Zpusob priblizovani lze popsat pomoci nekonecné posloupnosti, coz umoznuje vy-
uziti limit. Obdobnym typem konstrukce jsou pak néasledné definovany tec¢na nebo
derivace funkce v bodé.

Jinym zptsobem vytvareni nekonecné malych hodnot je postupné zjemnovani
déleni tiseku na C¢asti, neboli vytvareni stale vice poduseki se stale se zmensujici
vzdalenosti jejich krajnich bodt. Opét je mozné postup tohoto zjemrovani cha-
rakterizovat nekonecnou posloupnosti, z ¢ehoz vyplyva uziti dalsich matematickych
nastroji. Pomoci zjemnovani se nasledné definuje délka kiivky a integralni soucet

neboli integral.
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