PRIRODOVEDECKA FAKULTA UNIVERZITY PALACKEHO
KATEDRA ALGEBRY A GEOMETRIE

DIPLOMOVA PRACE

Algebraicky pristup k relacnim systémum

2015 Petr Sevéik



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou préci vypracoval samostatné pod vedenim Prof.

RNDr. Ivana Chajdy, DrSc., a ze jsem uvedl veskerou pouzitou literaturu.

V Olomouci 21. tinora 2015



Zde bych rad podékoval Prof. RdDr. Ivanu Chajdovi, DrSc., vedoucimu mé préce,

za podnéty, cenné rady a cas, ktery mi vénoval.



Obsah

1 Uvod

2 Relaéni systémy a (parcidlni) grupoidy

3 Prirazeni prvniho typu

4 Prirazeni druhého typu

5 Kongruence a faktorové struktury

6 Homomorfismy a podsystémy rela¢nich systémiu
7 Zavér

Literatura

12

16

20

24

25



1 Uvod

Studium relac¢nich systému ma ptuvod uz v minulosti. Prvni systematicky ptistup
vsak byl predstaven J. Riguetem ([1]). Algebraicky piistup byl vyvinut A. I.
Mal’cevem ([2]).

Cilem této prace bude prifadit kazdému rela¢nimu systému A parcidlni
grupoid G(A) takovym zpusobem, aby bylo mozné vyjadrit jeho vlastnosti pomoci
parcidlnich identit na G(.A). Déle rozsifit parcidlni grupoid G(.A) na grupoid G*(.A)
a popsat vlastnosti relaéniho systému pomoci identit na G*(A).

Tento ptistup umozni definovat podstruktury, kongruence a faktorové struktury
relacnich systému a zkoumat jejich vlastnosti vzhledem k puvodnimu relaé¢nimu
systému.

Pro specialni (takzvané usmérnéné) relaéni systémy byl tento pristup jiz zkoumén
I. Chajdou a H. Langerem ([4][5][6][7]), ktefi v uvedenych pracich predstavili dva
zpusoby prifazeni grupoidu rela¢nimu systému.

V této praci dany pristup zobecnim pro libovolné rela¢ni systémy a budu zkoumat

jejich vlastnosti.



2 Relacéni systémy a (parcialni) grupoidy

Nejprve tedy zavedeme nékolik pojmu a popiseme zdkladni fakta o parcidlnich

grupoidech.

Definice 2.1. Nechf A je neprdzdnd mmozina, D(A) C A. Zobrazeni
D(A) x D(A) — A nazveme parcidlni bindrni operace, D(A) je jeji defini¢ni obor.
Je-li D(A) = A, nazyvé se tato parcidlni bindrni operace bindrni operaci. Je-li -
parcidlni bindrni operace na A, nazyva se dvojice A = (A, ) parcidlni grupoid, je-li

- binarni operace, nazyva se A = (A, -) grupoid.

Definice 2.2. Relacnim systémem rozumime usporadanou dvojici A = (A, R), kde

A je neprazdnd mnozina a R je binarni relace na A, t.j. R C A x A.

Definice 2.3. Necht A = (4,-) je parcialni grupoid a p(zy,...,z,), ¢(z1,..., )

jsou n-arnf termy signatury (-). Rekneme, ze

p(x1, .. xn) =q(xq, ..., 2y)

je existencni identita na A, jestlize pro kazdé aq,...,a, € A pro které jsou
plai,...,a,) 1q(a,...,a,) definované plati p(a,...,a,) = q(a, ..., a,).
Znacime =.

Rekneme, Ze

p(ar, . wa) = gl 1)

je silnd identita na A, jestlize pro kazdé ay,...,a, € A je p(as,...,a,) definovino
praveé kdyz q(aq, ..., a,) je definovano, a pak plati p(ay, ..., a,) = q(aq,...,a,).

-/ S
Znacime =.

Priklad 2.1. Uvazujme parcidlni grupoid Gy = ({a, b, c,d}, ) dany tabulkou:

a b c d
alb b - a
b|b ¢ ¢ -
c|l- ¢ d d
dla - d a

Pak Gy spliuje existencni identitu (xy)x = xx, ale nesphiuje odpovidagjici silnou
identitu (napr. (ca)c nent definovdno, zatimco cc = d).

Nyni wvazujme parcidlni grupoid Gy = ({a, b, c,d}, x) dany tabulkou:



x|a b ¢ d
alc ¢ ¢ -
blc ¢ ¢ -
clc ¢ d d
d|- - d -

Pak Gy sphiuge silnou identitu (vy)x = xx.
Ukéazeme, ze kazdy parcialni grupoid lze rozsitit na grupoid.

Definice 2.4. Bud A = (A,-) parcidlni grupoid a necht 1 ¢ A. Jeho jednobo-
dovym rozsitenim rozumime grupoid A* = (AU {1}, *), kde operace * je definovanda

nasledovné:

b a-b pokud a,b e D(A)
axb=
1 v ostatnich piipadech.

Definice 2.5. Bud G parcialni grupoid. Jeho ziplnénim G* rozumime jeho jed-
nobodové rozsiteni, pokud parcialni grupoid G neni uplny, a samotny grupoid G,

pokud je uplny.
Lemma 2.6. Bud A = (A, -) parcidlni grupoid spliujici silnou identitu p = ¢. Pak

jeho jednobodové rozsiteni A* = (A, ) spliuje identitu p = gq.

Diikaz: Nechf A spliuje p = ¢. Pak pokud p(ay,...,a,) je definovéno, pak i
q(ay,...,a,) je definovédno a plati p(a,...,a,) = q(as,...,a,) v A i A*. Pokud

p(ai,...,a,) neni definovéno, pak také g(as,...,a,) neni definovano. Odtud mate-
matickou indukei pres slozitost termu dostavame p(aq,...,a,) = 1 = q(aq,...,a,)
v A" O

Poznamka 2.7. Tvrzeni z Lemmatu 2.6 pro existenc¢ni identity neplati. Uvazujme
parcidlni grupoid G; z Piikladu 2.1. Ten splituje existencni identitu (zy)x = xx, pro
jeho jednobodové rozsiteni G; vSak plati napt. (ac)a = 1 # b = aa, tedy nespliuje

identitu (zy)r = zx.



3 Prirazeni prvniho typu

Jak bylo zminéno v predchozi ¢asti, 1ze relacnimu systému pritadit (parcialni)
grupoid dvéma zpusoby.

V tomto oddilu, bud R binérni relace na mnoziné A.

Definice 3.1. Rekneme, ze parcidlni operace - je prirfazend relaci R (ve smyslu

prvniho typu), jestlize pro kazdé x,y € A plati ndsledujici:

x -y =y jestlize (x,y) € R
x -y € Ug(z,y) jestlize (z,y) ¢ R a zaroven Ug(x,y) # O,

kde symbolem Ug(z,y) := {z € A|(x, 2), (y, z) € R} oznatujeme horni kuzel prvka
x a y vzhledem k relaci R.
Rekneme, 7e parcidlni grupoid G = (A, ) je prifazensj relacnimu systému A = (A, R)

(ve smyslu prvniho typu), jestlize operace - je ptitazend relaci R.

V tomto oddilu, budu-li mluvit o parcidlnim grupoidu pfifazeném dané relaci

(relacnimu systému), je jim minén grupoid pfitazeny ve smyslu prvniho typu.

Poznamka 3.2. Parcidlni operace - prifazend relaci R je uplna pravé kdyz pro
kazdé z,y € A plati (x,y) € R nebo Ug(z,y) # @ (nebo oboji).

Lemma 3.3. Je-li parcidlni operace - pritazend relaci R a a,b € A, pak plati:
(i) Je-li a- b definovéno, pak (a,a-b) € R.
(i) (a,b) € R pravé kdyz a-b = b.

Dukaz:

(i) Pokud (a,b) € R, pak (a,a-b) = (a,b) € R. Pokud (a,b) ¢ R, pak a-b €
Ugr(a,b), a tedy (a,a-b) € R. O

(ii) Pokud (a,b) € R, pak a-b = b. Nyni necht a - b = b. Pak pro (a,b) ¢ R
dostavame (a,b) = (a,a-b) € R, coz je spor. Proto (a,b) € R.

Poznamka 3.4. Parcidlni operace - je pfifazena néjaké binarni relaci pravée kdyz
pro kazdé x,y € A plati:
1. Pokud = -y # y a existuje z € A takové, ze -z =y-z =z, pakz-(x-y) =
y-(z-y)=x-y.
2. Pokud z -y je definovédno, pak bud z -y = y nebo existuje z € A takové, Ze

T-2=Y 2 =2



Veéta 3.5. Je-li parcidlni operace - pritazena néjaké reflexivni relaci, pak plati

vor=z o (ry)=ry y(vy) =Ty

Dikaz: Bud a,b € A a necht parcidlni operace - je piifazend reflexivni relaci S.
Protoze (a,a) € S, dostdvame a - a = a. Pokud (a,b) € S, pak a-(a-b) =a-b a
b-(a-b)=b-b=0b=a-b. Pokud (a,b) ¢ S a Us(a,b) # &, pak a-b € Us(a,b), a
tedy a-(a-b) =b-(a-b) =a-b. Pokud (a,b) ¢ S a Us(a,b) =&, pak a-b, a-(a-b),

ani b - (a - b) nejsou definovany. O

Véta 3.6. Bud A = (A, R) relacni systém a G = (A4, ) jemu prifazeny parcidlni

grupoid. Pak plati:

1.

2.

D.

R je reflexivni pravé kdyz G je idempotentni, tedy spliuje z - © = .

Je-li R symetrickd, pak v G plati (z-y) -z = 2.
Plati-liv G (z-y) -2 = z, pak R je symetricka.

R je tranzitivni pravé kdyz v G plati o - ((z-y) - 2) = (v -y) - 2.

S

. Plati-li v G identita (z-y) -z =z (y - 2), pak je R tranzitivni.

Plati-li v G identita x - y = ¥ - =, pak je R antisymetricka.

6. Plati-li v G identita (z-y) -2 = x - y, pak je R antisymetrickd.
Dikaz:
1. Zjevny.
2. Necht R je symetrickd. Pak bud (a,a-b) € R, tedy (a-b,a) € R, a proto

(a-b)-a=a. NeboU,, =9 atedy a-bani (a-b)-a neni definovano.
Necht (z-y)-o = 2 a necht (a,b) € R. Pak a = (a-b)-a = b-a. Odtud
(b,a) € R.

. Necht R je tranzitivni. Pokud (a - b) - ¢ neni definovéno, pak ani a - ((a-b) - ¢)

nen{ definovdno. Necht tedy (a-b)-c je definovdno. Pak (a,a-b) € R a zdroven
(a-b,(a-b)-c)€ R. Protoze R je tranzitivni tak i (a,(a-b)-c) € R.

Necht v G plati 2 - ((z-y) - 2) = (z-¥) - 2, a necht (a,b), (b,c) € R. Prava
strana se rovnd (a-b) - ¢ =b-c = c. Proto i leva strana je definovand a rovna
sea-((a-b)-¢c)=a-c.Tedya-c=a-(b-¢c)=a-((a-b)-¢c)=c¢, (a,c) € R.

. Necht v G plati (z-y)-2 = x-(y-2), a necht (a,b), (b,c) € R. Pak levd strana

(a-b)-c=0b-c=c. Protoze je leva strana definovand, je definovand i pravéa

strana a rovnd se a- (b-¢) =a- ¢, tedy a-c=v¢, (a,c) € R.

9



5. Necht v G plati -y = y - 2, a necht (a,b) € R, a # b. Paka-b =b a
a-b=b+#a
neni definovano

V obou piipadech (b,a) ¢ R.

b-a=

6. Necht v G plati (z-y) -z = 2 -y a necht (a,b) € R, a # b. Pak pravé strana
b#a

neni definovano

V obou piipadech (b,a) ¢ R. O

serovnad a-b =", leva strana (a-b)-a=1>b-a

Piiklad 3.1. Parcidlni grupoid prifazeny relacnimu systému se symetrickou re-
laci R nemusi spliiovat silnou identitu (z - y) - 2 = z. Uvazujme relaéni systém
A= ({a,b,c,d}, {(a,b), (b,a), (b,c), (c,b), (c,d), (d,c)}) a jemu pfitazeny parcidlni
grupoid G(A) = (A4, -) dany tabulkou:

a b ¢ d
alb b b -
bla ¢ ¢ c¢
c|b b b d
d|- c

Relace R je symetrickd, ale hodnota (a - d) - a neni definovana.
Piiklad 3.2. Je-li parcidlni grupoid G = (A,-) piifazeny relaénimu systému
A = (A, R) a plati-li v G existencni identita (x - y) - © = x, relace R nemusi byt
symetricka. Uvazujme relaéni systém A = (A, R) = ({a,b,c},{(a,¢), (b,¢), (c,a)})
a jemu pritazeny parcialni grupoid G dany tabulkou:

. ‘ a b c

a|Cc € ¢C

blec ¢ ¢

a - -
Relace R neni symetrickd, piesto v G plati existencni identita (z -y) -z = .

Piiklad 3.3. Silnou identitu v bodé 3. Véty 3.6 nelze nahradit existencni identitou.
Uvazujme rela¢ni systém s relaci R = {(a, ¢), (a,d), (b,c), (b,e), (¢,d), (¢c,e), (d,d),

(e,e)} a jemu piifazeny parcidlni grupoid G dany tabulkou:

a b ¢ d e
alc ¢ ¢ d -
blc ¢ ¢ - e
cld e d d e
dl{d - d d -
e|l- e e - e

10



V G plati existenéni identita 2 - ((z-y) - 2) = (z-y) - 2, ale R nen{ tranzitivni.

Piiklad 3.4. Silnou identitu v bodé 4. Véty 3.6 nelze nahradit existencni identitou.
Uvazujme relaéni systém s relaci R = {(a,b), (b, ¢), (¢, )} a jemu piitazeny parcialni

grupoid G dany tabulkou:

~‘abc
alb b -
b|- ¢ ¢
cl- ¢ ¢

V G plati existenéni identita (x - y) -z = x - (y- 2), ale R nenf tranzitivni.

Piiklad 3.5. Implikaci v bodé 5. Véty 3.6 nelze obratit. Uvazujme rela¢ni systém

s antisymetrickou relaci R = {(a,b), (a,c), (b,¢), (¢,c)} a jemu piitazeny (parcialni)

grupoid G dany tabulkou:

a b c
alc b ¢
blec ¢ ¢
clec ¢ ¢

V G ale existenéni identita x - y = y - « neplati. Napiiklad a -b=0b, ale b-a = c.
Stejné tak implikaci v bodé 6. Véty 3.6 nelze obratit, protoze v G neplati ani exis-

tenéni identita (z-y) -2 = x -y. Napiiklad (a-b)-a=b-a=c, ale a-b=b.

11



4 Prirazeni druhého typu

Nyni se zabyvejme druhou moznosti pritazeni.

V tomto oddilu opét, bud R binarni relace na mnoziné A.

Definice 4.1. Parcidlni operace - je prifazend relaci R (ve smyslu druhého typu),

jestlize pro kazdé x,y € A plati nasledujici:

x -y =y jestlize (x,y) € R
x -y = x jestlize (z,y) ¢ R a zaroven (y,z) € R
x -y € Ug(x,y) jestlize (x,y) ¢ R a zaroven Ug(x,y) # @.

Rekneme, ze parcidlni grupoid G = (A4, -) je prifazeny rela¢nimu systému A = (A, R)

(ve smyslu druhého typu), jestlize operace - je pfitazena relaci R.

V tomto oddilu, budu-li mluvit o parcidlnim grupoidu pritazeném dané relaci, je

jim minén grupoid pritazeny ve smyslu druhého typu.

Poznamka 4.2. Bud A = (4, R) relaéni systém a G = (A, -) prifazeny parcidln{
grupoid. Pak pro kazdé x,y € A je x -y definovano pravé kdyz y - x je definovano.

Poznamka 4.3. Parcidlni operace - ptitazena relaci R je uplna, pravé kdyz pro
kazdé z,y € A plati (x,y) € R nebo (y,z) € R nebo Ug(x,y) # @.

Lemma 4.4. Je-li parcidlni operace - ptitazena relaci R, pak pro kazdé a,b € A

plati (a,b) € R praveé kdyz a - b = b.

Dukaz: Jestlize (a,b) € R, pak z Definice 4.1 plyne a-b = b. Necht (a,b) ¢ R. Pokud
(b,a) € R, pak a-b=a # b. Pokud (b,a) ¢ R, ale Ug(a,b) # @, pak a-b € Ug(a,b),
tedy (a,a-b) € R, ale (a,b) ¢ R a tedy a-b # b. Pokud (b,a) ¢ R a Ug(a,b) = @,
pak a - b neni definovano. O

Poznamka 4.5. Parcialni operace - je piitazend néjaké relaci pravé kdyz pro kazdé
x,y € A plati:

(i) Pokud z -y #yay-z =z, pak z -y = x.

(ii) Pokud x -y #y a y - x # = a pokud existuje z € A takové, ze x -z =y -z = 2,
pak v - (z-y)=y-(z-y)=z-y=y-z

(iii) Je-li = -y definovano, pak x -y = y nebo y -z = x nebo existuje z € A takové,

vex-z=19y-z2=2. U

12



Véta 4.6. Bud A = (A, R) relacni systém a G = (A, -) piifazeny parcidlni grupoid.
Pak plati:

1.

2.

3.

R je reflexivni pravé kdyz G spliuje z - © = .
R je symetrickd, pravé kdyz v G plati (z-y) -2 = x.
Je-li R symetricka, pak v G plati z - (z-y) =2 -y

Plati-li v G identita (z-y) -z =z - (y - 2), pak je R tranzitivni.

5. Plati-li v G identita = - ((z-y) - 2) = (z-y) - 2 pak je R tranzitivni.
6. R je antisymetrickd pravé kdyz v G plati « -y = y - z, coz je ekvivalentni s
T-yYy=1y-x.
Dukaz:
1. Zjevny.
2. Necht R je symetrickd a z -y je definovdno. Pak -y = y nebo x-y € Ug(z,y).

V obou piipadech (z,z - y) € R, a tedy ze symetrie (z - y,z) € R. Odtud uz
dostavame, ze (x - y) - = = x.

Necht v G plati (z-y)-2 =z aa,b € A, (a,b) € R. Protoze a-b je definovano,
je definovdno i b- a a plati, ze a = (a-b) -a =b-a. Tedy (b,a) € R.

. Necht R je symetrickd, a necht pro a,b € A je a - b definovdno. Nejdifve

uvazujme (a, b) € R. Pak pifmo vidime, Ze a-(a-b) = a-b. Necht tedy (a,b) ¢ R
pak také (b,a) ¢ R, a tedy z definice (a,a-b) € R. Odtud a - (a-b) =a-b.

. Necht v G plati (x-y)-z = x-(y-2z) anecht a,b,c € A a (a,b), (b, c) € R. Pak

c=b-c=(a-b)-c=a-(b-c)=a-c. Leva strana je definovan, tedy i prava

musi byt definovand a a - ¢ = ¢, tedy (a,c) € R.

. Necht v G plati - ((x-y)-2) = (z-y) - 2, anecht a,b,c € A a (a,b), (b,c) €

R.Paka-c=a-(b-c)=a-((a-b)-c)=(a-b)-c=b-c=c. Prava strana je

definovand, tedy i levd musi byt definovand a plati a - ¢ = ¢, tedy (a,c) € R.

. Necht R je antisymetrickd, a necht pro a,b € A je a - b definovdno. Je-li a = b

plati rovnost trividlné. Necht tedy navic plati a # b. Nejprve uvazujme piipad,
kdy (a,b) € R a zaroven tedy (b,a) ¢ R. V tomto piipadé z definice parcialni
operace - dostaneme, ze a -b = b = b - a. Nyn{ necht (a,b), (b,a) ¢ R. Pak z
definice operace - dostavame, ze a-b="0-a € Ug(a,b).

Necht v G plati 2 -y = y -z a necht (a,b), (b,a) € R. Pakb=a-b=0b-a = a.
U
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Piiklad 4.1. Existenc¢ni identitu v bodé 2. Véty 4.6 nelze nahradit silnou. Uvazujme
relacni systém s relaci R = {(a, ¢), (¢,a), (¢,d), (d,c), (b,d),(d,b)} a jemu pfitazeny

parcialni grupoid dany tabulkou:

a b ¢ d
alc - ¢ ¢
bl- d d d
cla d d c
dic b ¢ ¢

Relace R je symetricka, ale (a - b) - a neni definovéno.

Piiklad 4.2. Implikaci v bodé 3. véty 4.6 nelze obratit. Uvazujme rela¢ni systém
s relaci R = {(a,b), (b,b)}. Tomu lze jedinym zptisobem piifadit (parcialni) grupoid

G a to nésledovné:

T T o
o oT|T

a
b
V G plati - (z-y) = x -y, piicemz R neni symetricka.

Piiklad 4.3. Implikace v bodech 4. a 5. véty 4.6 nelze obratit. Uvazujme rela¢ni
systém s relaci R = {(a,b), (b, c), (a,c)} a jemu piifazeny parcidlni grupoid G dany
tabulkou:

a
b
c

C

C

C

o o oo
o o oo

Relace R je tranzitivni, pfitom ale neplati (z-y)-2 = x - (y - 2), protoze (b-a)-a =
b-a=b#c=0b-b=">0-(a-a). Obdobné neplati ani z - (z-y)-2) = (v -y) - z,
protoze b+ ((b-a)-a)=b-b=c#b=(b-a)-a.

Piiklad 4.4. Silné identity v bodech 4. a 5. véty 4.6 nelze nahradit existenc¢nimi.
Uvazujme relacni systém s relaci R = {(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(c,c)} a jemu

pritazeny parcidlni grupoid G dany tabulkou:

-‘abc
ala b -
bbb b c¢
cl- ¢ ¢

14



V G plati existenéni identita (z-y) -2z = 2 - (y- 2) ale neplati jeji silnd verze, protoze
(b-a)-c=0b-c=c,aleb- (a-c) neni definovano. Stejné tak plati existencni identita
z-((z-y)-2) = (z-y) -2 ale jeji silnd verze neplati, protoze (a-b)-c=0b-c=c,

ale a- ((a-b)-c) neni definovano. Pfitom relace R neni tranzitivni.

Lemma 4.7. Jeli parcialni operace - prifazend reflexivni relaci R, pak

(z-y) - (y-x)=y-z

Dukaz: Bud a,b € A a necht a - b je definovdno. Pokud (a,b),(b,a) € R, pak
(a-b)-(b-a) =b-a. Pokud (a,b) € R, (b,a) ¢ R, pak (a-b)-(b- a): b=b="b-a.
Pokud (a,b) ¢ R, (b,a) € R, pak (a-b)-(b-a) = a-a = a = b-a. Pokud
(a,b),(b,a) ¢ R, pak (a-b)-(b-a)=(b-a)-(b-a)="0-a. O
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5 Kongruence a faktorové struktury

Nyni budeme studovat faktorové struktury, specialné faktorové relacni systémy.
Abychom se vSak mohli zabyvat faktorizaci, je tfeba si nejdiiv zavést, co rozumime
kongruenci na relacnim systému.

Existuje nékolik zpusobu, jak kongruenci definovat. Proto vyuzijeme ptirazeného
parcidlniho grupoidu, respektive jeho jednobodového rozsiteni (respektive zuplnéni).

V tomto oddilu, neni-li uvedeno jinak, se grupoidem pfifazenym relacnimu
systému rozumi grupoid pfifazeny v libovolném ze dvou typu ptifazeni definovaném
v prredchozich oddilech.

Definice 5.1. Bud G = (G, -) parcidlni{ grupoid. Pak ekvivalenci # C G'xG nazveme

kongruenci na G, jestlize na jeho ziplnéni G* existuje kongruence 0* takova, ze
Ve,ye G: (v,y) €0 & (v,y) € 6*.
Relaci 6* nazveme rozsirend relace k relaci 6.

Definice 5.2. Bud A = (A, R) rela¢ni systém. Pak ekvivalenci § C A x A nazveme
kongruenci na A, jestlize existuje parcidlni grupoid G prifazeny A takovy, ze 0 je

kongruenci na G.

Definice 5.3. Necht A je neprazdnd mnozina a 6 je ekvivalence na A. Tridou [aly
pro a € A rozumime mnozinu [a]y = {b € A4; (a,b) € 0}.
Symbolem A/ ozna¢ime mnozinu vSech (navzdjem ruznych) tiid [aly pro a € A;

A/Onazveme faktorovd mnozina dle ekvivalence 6.

Je-li 0 ekvivalence na mnoziné A, budeme jeji tiidu, obsahujici prvek a € A
oznacovat symbolem [a]s. Bude-li ziejmé, o jakou ekvivalenci 0 se jednd, budeme
index 6 vynechavat, a psat jen strucné [a).

Nyni tedy muzeme definovat faktorovy relacni systém a néasledné zkoumat jeho

vlastnosti.

Definice 5.4. Bud G = (G,-) parcidlni grupoid a 6 kongruence na G. Pak fakto-
rovym parcidlnim grupoidem G /60 rozumime usporadanou dvojici (G /0, ), kde * je
parcialni operace definovana takto:

lay - b jestlize existuji a; € [a], by € [b] takové, ze a; - by
[a] * [b] = je definovédno v G.

neni definovano v ostatnich piipadech.

Véta 5.5. Bud G = (G, ) parcidlni grupoid a 6 kongruence na G. Necht p, g jsou
n-arni termy signatury (). Plati-li v G existencni identita p = ¢ pak v G/6 plati
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stejnd existencni identita p = ¢. Plati-li v G silnd identita p = ¢ pak v G/6 plati

stejnd silnd identita p = ¢.

Dikaz: Necht ay,...,a, € G/6 a necht v G plati silnd identita p = ¢. Necht
plai,...,a,) je definovédno. Pak existuje n-tice prvku by,...,b, € G, b; € a; ta-
kové, ze p(by,...,b,) je definovdno. Protoze v G plati silnd identita p = ¢ musi
byt i q(by,...,q,) definovano, pticemz plati p(by,...,b,) = q(by,...,b,). Tedy i
q(ay, ..., a,) je definovano a p(aq,...,a,) = q(ai,...,a,).

Necht nyni v G plati pouze existenéni identita p = ¢ a nechf pro ai,...,an

jsou hodnoty obou termovych funkei definovany. Pak musi existovat n-tice prvku

bi,...,bp,C1,...,cn € G, bj,c; € a; takové, ze p(by,...,b,) je definovano a
q(cyy ..., ¢y) je definovano. Jestlize p(cy, ..., c,) je definovano, pak p(aq,...,a,) =
(et .. yen)] = lgler, ... )] = qlag,...,a,). Obdobné, je-li q(by,...,b,) defi-
novano. Necht tedy p(cy,...,c,) ani q(by, ..., b,) neni definovdno. Pak v jednobo-

dovém rozsiteni G* a pro rozsitenou relaci 0* plati: (b;, ¢;) € 0*, pricemz 0* je kongru-
ence, a tedy (p(by,...,b,),p(c1,...,¢y)) € 6%, coz znamend (p(by,...,b,),1) € 0"
Obdobné (q(by, ..., by),q(c1,...,cn)) € 0% tedy (1,q(c1,. .., cn)) € 0%, Z tranzitivity

pak plyne, ze (p(by, ..., bn),q(c1, ..., ¢cn)) € 6%. Protoze 0* je rozsitenou relaci k relaci
0 ap(by,...,bn),q(c1,...,c,) € G, tak také plati (p(by,...,b,),q(c1,...,cn)) € 6.
Odtud p(ay,...,an) = [p(by,...,by)] = [g(c1, ... cn)] = qlag, ..., a,). O

Definice 5.6. Bud A = (A, R) rela¢ni systém a 6 ekvivalence na A. Fak-
torovym relacnim systémem A/0 rozumime usporadanou dvojici (A/6, R/0), kde
R/0 = {([z],[y]) € AJO x AJO|Fxo € [x],Tyo € [y], (0, y0) € R}. R/O se nazyva

faktorovd relace dle ekvivalence 6.

Uved'me nékolik vlastnosti faktorovych relacnich systémi, plynoucich z této de-
finice.

Véta 5.7. Bud A = (A, R) relacni systém a 6 ekvivalence na A. Pak pro faktorovy
relacni systém A/0 = (A/0, R/0) plati:

1. Je-li R reflexivni, pak je i R/0 reflexivni.
2. Je-li R symetrickd, pak je i R/0 symetricka.

Dukaz: Bud R reflexivni relace na A a necht [a] € A/6. Pak (a,a) € R a tedy z
definice faktorové relace ([a], [a]) € R/6.

Obdobné bud R symetrickd a necht [a], [b] € A/6,([a],[b]) € R/6. Tedy existuji
prvky a; € [a],b; € [b] takové, ze (aj,b;) € R. Protoze je R symetrickd, tak i
(b1,a1) € R, a tedy z definice faktorové relace ([b], [a]) € R/6. O
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Priklad 5.1. Je-li 0 ekvivalence na mnoziné A, ktera neni kongruenci na rela¢nim
systému A s tranzitivni relaci R, pak faktorové relace R/6 nemusi byt tranzitivni.
Uvazujme rela¢ni systém A = ({a,b,¢,d, e}, {(a,c), (a,e), (b,d),(c,e)} a ekvivalenci
0 = {(a,a),(bb),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d), (e e)}. Relaéni systém A ma tranzitivni
relaci R, ale relace R/0 = {([al, [c]), ([al, [e]), ([b], [c]), ([c], [d])} jiz tranzitivni neni,
nebot ([al, [c]) € R/O, ([¢],[d]) € R/0 ale ([a], [d]) & R/6.

Obdobné, jako muzeme pritadit parcidlni grupoid rela¢nimu systému, lze pritadit

i relaéni systém parcialnimu grupoidu, a to nasledujicim zptusobem:

Definice 5.8. Bud G = (G,-) parcidlni grupoid. Rela¢nim systémem prirazenym
G rozumime rela¢ni systém A = A(G) = (G, R), kde R = {(x,y) € G*;z -y =y}

Lemma 5.9. Je-li G parcidlni grupoid pfitazeny rela¢nimu systému A, pak relaéni

systém prifazeny parcidlnimu grupoidu G je A(G) = A.

Dukaz: Bud A = (A, R) relacn{ systém a G = G(A) = (A, -) jemu piifazeny parcialni
grupoid. Ddle bud A" = A(G) = (A, R') rela¢ni systém piitazeny parcidlnimu
grupoidu G. Protoze oba rela¢ni systémy jsou na stejné mnoziné, plati, ze A = A’
pravé kdyz R = R'.

Necht (a,b) € R. Pak a-b=b, a tedy (a,b) € R'. Necht (a,b) € R'. To plat{ pouze
tehdy, jestlize a - b = b, a tedy pouze je-li (a,b) € R. O

Véta 5.10. Bud G = (G,-) parcidlni grupoid a A(G) = (G, R) jemu piitazeny
relacni systém. Pak plati nasledujici tvrzeni:

1. Je-li G idempotentni, pak R je reflexivni.
2. Plati-li v G silnd identita (z - y) - x = x, pak je R symetricka.
3. Plati-li v G silnd identita (z-y) -z = 2 - (y - 2), pak je R tranzitivni.
4. Plati-li v G silnd identita - ((z - y) - 2) = (z - y) - 2, pak je R tranzitivni,
5. Plati-li v G existencni identita z -y = y - z, pak je R antisymetrickd.
6. Plati-li v G silnd identita (z - y) - = x - y, pak je R antisymetricka.
Dukaz:
1. Necht v G plati -2 = 2. To znamend, 7ze Va € G : a-a = a, a tedy (a,a) € R.

2. Necht v G plati (x - y) - o = z, a necht (a,b) € R. Pak a-b = b, tedy
a=(a-b)-a=>b-a. Odtud (b,a) € R.
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3. Necht v G plati (z-y)-2 = - (y-2) a necht (a,b), (b, c) € R. Musi tedy platit
a-b=>b,azaroven b-c=c. Pakc=b-c=(a-b)-c=a-(b-¢c) =a-c. Odtud
a-c=c, atedy (a,c) € R.

4. Necht v G plati z- ((z-y) - 2) = (z-y) - 2, a necht (a,b)(b,c) € R. Musi tedy
platit a-b = b, a zaroven b-c = c. Pak také plati a-c = a-(b-¢) = a-((a-b)-c) =
(@a-b)-c=b-c=c Odtud a-c=r¢, a tedy (a,c) € R.

5. Necht v G plati -y = y -z a necht (a,b), (b,a) € R. Pak musi platit a-b = b,

b-a = a. Odtud dostdvame rovnost a =b-a=a-b =0, tedy a = b.

6. Necht v G plati (z-y) -2 = x -y, a necht (a,b), (b,a) € R. Pak musi platit
a-b=bb-a=a,atedy (a-b)-a=0>b-a=a,aziroven a-b=b. Obé strany

jsou definovany a musi se rovnat, tedy a = b. U

Véta 5.11. Bud A = (A, R) relacni systém, G = (A,-) jemu prifazeny
parcidlni grupoid a 6 kongruence na G. Pak pro faktorovy relaéni systém A/6 plati

AJ0 = A(G/0).

Dukaz: Necht [a],[b] € A/6 a plati [a] * [b] = [b]. To plati pravé kdyz existuji
ag, by € A, ag € [a],by € [b] takové, ze aqg - by = by. To plati prave kdyz (ag, by) € R,
a tedy prave kdyz ([ao], [bo]) = ([a], [t]) € R. O

Véta 5.12. Bud A = (A, R) relacni systém a G = (A4, ) jemu prifazeny parcidlni
grupoid ve smyslu prvniho typu. Déle necht € je kongruence na G. Je-li R tranzi-

tivni, pak i R/6 je tranzitivni.

Dukaz: Je-li R tranzitivni, pak podle Véty 3.6 bude v G platit identita
x-((x-y)-2) = (x-y) -z Pak dle Véty 5.5 bude v G /0 platit stejnd identita. Odtud
a z Véty 5.10 dostavame, ze faktorova relace R/0 je tranzitivni. O

Véta 5.13. Bud A = (A, R) relacni systém a G = (A4, ) jemu prifazeny parcidlni
grupoid ve smyslu druhého typu. Déle necht 6 je kongruence na G. Je-li R antisy-
metrickd, pak i R/6 je antisymetricka.

Diikaz: Je-li R antisymetricka, pak podle Véty 4.6 bude v G platit identita z-y = z-y.

Pak dle Véty 5.5 bude v G/0 platit stejnd identita. Odtud a z Véty 5.10 dostavame,

ze faktorova relace R/0 je antisymetricka. U
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6 Homomorfismy a podsystémy relacnich
systému

Obdobné jako v predchozim oddile opét existuje vice zpusobu, jak homomorfismy
a podsystémy relacnich systému definovat. Opét proto vyuzijme parcialni grupoid
pritazeny danému rela¢nimu systému.

V tomto oddilu, neni-li uvedeno jinak, se grupoidem pfifazenym relacnimu
systému rozumi grupoid pfitazeny v libovolném ze dvou typu pfifazeni definovaném

v prredchozich oddilech.

Definice 6.1. Bud A = (A,-) parcidlni grupoid a A* jeho ztplnéni. Parcidlni
grupoid B = (B, *) nazveme (parcidlnim) podgrupoidem parcidlniho grupoidu A4,

jestlize jeho ziplnéni B* je podgrupoidem grupoidu A*.

Definice 6.2. Bud A = (A, R) relacnf systém, B neprdzdnd podmnozina mnoziny
A a S := R()B? Pak relacn{ systém B = (B, S) nazveme podsystém relacniho
systému A, jestlize existuji (parcidlni) grupoidy G a H, ptirazené postupné systémum

A a B takové, ze H je podgrupoidem G.

Priklad 6.1. Bud A = {a,b,¢,d} a A = (A, R) relacn{ systém s relaci R :=
{(a,a), (a,c), (a,d), (b,b),(b,c),(bd),(cc),(d,d)}. Uvazujme néasledujici parcidlni
grupoid G; prifazeny A:

a b ¢ d
ala ¢ ¢ d
blc b ¢ d
clc ¢ ¢ -
dl{d d - d

Bud Gy = (B, %), kde B = {a,b,c}, grupoid dany tabulkou:

*‘abc
ala ¢ c¢
blec b ¢
clec ¢ ¢

Pak G, je podgrupoid G, piifazeny relacnimu systému B = (B, S), kde S = R B>
Tedy (B,S) je podsystémem A. Naopak systém ({a,b}, P), kde P = R(\{a,b}?
neni podsystémem rela¢niho systému A

Definice 6.3. Necht G = (G, ), H = (H, %) jsou parcialni grupoidy a G*, H* jejich
zuplnéni. Zobrazeni f : G — H nazveme homomorfismus z G do H, jestlize jej lze
rozsitit na homomorfismus f* z G* do H* takovy, ze Va € G : f*(a) = f(a).
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Poznamka 6.4. Pro homomorfismus f* plati f*(a) =1=a = 1.
Definice 6.5. Necht A = (A, R), B = (B,S) jsou relacni systémy. Zobrazen{

f + A — B nazveme homomorfismus z A do B, jestlize existuji parcialni grupoidy G

a H prirazené postupné systémum A a B takové, ze f je homomorfismus z G do H.
Ukazme, ze obé definice homomorfismu nejsou v rozporu s jeho béznou definici.

Lemma 6.6. Necht (G,-) a (H,*) jsou parcidlni grupoidy a f homomorfismus
z (G,-) do (H,x*). Pak f(a-b) = f(a)* f(b), pokud je a - b definovéno v G.

Dukaz: Necht a-b je definovdno. Pro homomorfismus f* plati f*(a-b) = f*(a)xf*(b) €
H, atedy f(a-b) = f(a)* f(b). O

Lemma 6.7. Bud f homomorfismus z relacniho systému (A, R) do relacniho
systému (B, S). Je-li (a,b) € R, pak (f(a), f(b)) € S.

Dukaz: Je-li (a,b) € R, pak v pritazeném grupoidu a - b = b, a tedy dle Lemma 6.6
fa)+ f(b) = f(a-b) = f(b). Odtud (f(a), (b)) € 5. m
Véta 6.8. Budte A= (A4, R), B=(B,S) relacni systémy a f : A — B homomor-
fismus z A do B. Pak relace 0; = {(z,y) € A% f(z) = f(y)} je kongruence na A.

Dukaz: Zobrazeni f je homomorfismus, tedy existuji parcidlni grupoidy G, H
prifazené relacnim systémum A, B, respektive jejich ztaplnéni G*, H* takové, ze f* je
homomorfismus z G* do H*. Zde vime, ze relace 0* = {(x,y) € (AU {1})?; f*(z) =
f*(y)} je kongruence na G*. Protoze pro kazdé x € A plati f(z) = f*(z), tak i pro
kazdé =,y € A bude platit (x,y) € § < (x,y) € 6*. Kongruence 6* je rozsitenou
relaci k relaci 6, a tedy relace 6 je kongruence na A. O

Poznamka 6.9. Bud A = (A, R) rela¢ni systém a 6 kongruence na A. Pak zob-
razeni fy : A — A/6, dané predpisem f(z) = [z]yp, nemusi byt homomorfismus
relacnich systému.

Piiklad 6.2. Uvazujme relacni systém A = (A, R), kde A = {a,b,¢,d} a R =
{(a,¢), (b,d)}. Déle relaci 8 = {(a,a),(b,b),(c,c),(c,d),(d,c),(d,d)}. Relatnimu
systému A pritadime smyslu pfifazeni druhého typu (v tomto piipadé jedinym

moznym zpusobem) parcidlni grupoid G = (A, -) dany tabulkou:

a b ¢ d
alc - ¢ -
b|- d - d
cle - - -

- od - -
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Snadno ovéiime, ze 0 je kongruence na A. Déle vidime, ze zobrazeni f : A — A/0
dané predpisem f(z) = [z]g lze rozsitit na homomorfismus z G* do (G/6)*. Parcialni
grupoid G/0 = (A/0,*) (v tabulce nize) neni pfifazeny relacnimu systému A/0 =

({[alo, [b]o, [clo}, {([alo. [clo), ([]o, [clo)}-

[alo | [cle - [clo
Blo | - lclo Iclo
[clo | [clo [clo -

Horni kuzel prvku [a]s a [b]y je neprazdny, ale vysledek operace [a]g * [b]p neni defi-
novany.

Obdobny ptiklad lze nalézt i pro pfirazeni prvniho typu.

Piiklad 6.3. Uvazujme relacni systémy A = (A, R) aB = (B, S), kde A = {a,b, c},
R ={(a,b),(a,0)}, B={a,B8}, S={(«,5)}. Uvazujme zobrazeni f: A — B dané
takto:

X ‘ a b c
f@) [a 5 8
Rela¢nim systémum A a B pritadime parcidlni grupoidy G = (A,-) a H = (B, *) ve

smyslu ptifazeni druhého typu napiiklad takto:

‘ a E c ela B
alc c
bly - alp B
BB -
cle - -

Parcidlni grupoid H je v tomto piipadé (a pro prifazeni druhého typu) jediny
parcialni grupoid ptifazeny relacnimu systému B.

Snadno ovéiime, ze zobrazeni f je homomorfismus z G do H. Tedy f je homomor-
fismus z A do B. Pak podle Véty 6.8 je relace 6 = {(a,a), (b,b), (b,¢), (¢,b), (¢,c)} =
{(z,y) € A?%; f(x) = f(y)} relaci kongruence na A, coZ lze snadno ovérit.

Véta 6.10. Bud A = (A, R) relacni systém a G = (A4, ) jemu prifazeny parcidlni
grupoid. Bud 6 kongruence na G. Necht plati Vo,y € A : Ug(z,y) = 9 &
Urso([z], [y]) = @. Pak faktorovy parcidlni grupoid G/6 je piifazeny faktorovému

rela¢nimu systému .4/6.

Dukaz: Necht plati pfedpoklady véty a necht a,b € A/6.
Necht (a,b) € R/6. To znamena, 7e existuji ag € a,by € b takové, Ze (ag,by) € R.
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Pak a x b = [ag - by] = [by] = b.

Necht (a,b) ¢ R/0,Ugjp(a,b) # @. Pak i pro kazdé ag € a,by € b plati
Ur(agp,by) # @, tedy dc € A/0,3co € ¢ : (a,¢),(b,c) € R/, (ap, o), (bo,co) € R.
Necht ag - by = ¢o. Pak a b = [ag - by] = [co] = ¢ € Ugrso(a,b).

Necht (a,b) ¢ R/0,Ugrg(a,b) = . Pak pro kazdé ag € a, by € b plati Ug(ag, by) = @.
Proto aq - by neni definovano pro zadné ag € a, by € b a tedy ani a*b neni definovano.
Pro piitazeni druhého typu je tieba ovérit jesté podminku (a,b) ¢ R/6, (b,a) € R/0.
To znamend, ze existuji ag € a,by € b takové, ze (ag,by) ¢ R, (by,a9) € R. Pak
ax*xb=[ag - bo] = [ag] = a. O

Véta 6.11. Bud A = (A, R) relacni systém a 6 kongruence na A. Necht plati
Vo,y € A: Ug(x,y) = @ < Urp([z], [y]) = @. Pak zobrazeni hy : A — A/6 dané

predpisem hy(x) = [z] je surjektivni homomorfismus.

Dukaz: Plyne z predchozi véty. O
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7 Zavér

Cilem této prace bylo pritadit danému rela¢nimu systému parcidlni grupoid
a zkoumat parcidlni identity na tomto parcidlnim grupoidu reprezentujici vlast-
nosti relacniho systému. Tyto parcidlni identity jsou popsany pro oba typy piitazeni
zkoumané v této praci, a to ve tieti a ¢tvrté kapitole.

Déle zde byly zkoumany faktorové relacni systémy a jejich vlastnosti v zavislosti
na vlastnostech puvodniho rela¢niho systému. Definice kongruence na relaé¢nim
systému a faktorového relacniho systému, stejné jako vlastnosti, které se pti fak-
torizaci zachovavaji jsou popsany v paté kapitole.

Posledni kapitola je zamérena na homomorfismy rela¢nich systému, predevsim ve

vztahu ke kongruencim na relacnich systémech a faktorovym rela¢nim systémum.
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