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1 Úvod

Studium relačńıch systémů má p̊uvod už v minulosti. Prvńı systematický př́ıstup

však byl představen J. Riguetem ([1]). Algebraický př́ıstup byl vyvinut A. I.

Mal’cevem ([2]).

Ćılem této práce bude přǐradit každému relačńımu systému A parciálńı

grupoid G(A) takovým zp̊usobem, aby bylo možné vyjádřit jeho vlastnosti pomoćı

parciálńıch identit na G(A). Dále rozš́ı̌rit parciálńı grupoid G(A) na grupoid G∗(A)

a popsat vlastnosti relačńıho systému pomoćı identit na G∗(A).

Tento př́ıstup umožńı definovat podstruktury, kongruence a faktorové struktury

relačńıch systémů a zkoumat jejich vlastnosti vzhledem k p̊uvodńımu relačńımu

systému.

Pro speciálńı (takzvané usměrněné) relačńı systémy byl tento př́ıstup již zkoumán

I. Chajdou a H. Längerem ([4][5][6][7]), kteř́ı v uvedených praćıch představili dva

zp̊usoby přǐrazeńı grupoidu relačńımu systému.

V této práci daný př́ıstup zobecńım pro libovolné relačńı systémy a budu zkoumat

jejich vlastnosti.
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2 Relačńı systémy a (parciálńı) grupoidy

Nejprve tedy zavedeme několik pojmů a poṕı̌seme základńı fakta o parciálńıch

grupoidech.

Definice 2.1. Necht’ A je neprázdná množina, D(A) ⊆ A. Zobrazeńı

D(A)×D(A) → A nazveme parciálńı binárńı operace, D(A) je jej́ı definičńı obor.

Je-li D(A) = A, nazývá se tato parciálńı binárńı operace binárńı operaćı. Je-li ·

parciálńı binárńı operace na A, nazývá se dvojice A = (A, ·) parciálńı grupoid, je-li

· binárńı operace, nazývá se A = (A, ·) grupoid.

Definice 2.2. Relačńım systémem rozumı́me uspořádanou dvojici A = (A,R), kde

A je neprázdná množina a R je binárńı relace na A, t.j. R ⊆ A×A.

Definice 2.3. Necht’ A = (A, ·) je parciálńı grupoid a p(x1, . . . , xn), q(x1, . . . , xn)

jsou n-árńı termy signatury (·). Řekneme, že

p(x1, . . . , xn) = q(x1, . . . , xn)

je existenčńı identita na A, jestliže pro každé a1, . . . , an ∈ A pro které jsou

p(a1, . . . , an) i q(a1, . . . , an) definované plat́ı p(a1, . . . , an) = q(a1, . . . , an).

Znač́ıme
e
=.

Řekneme, že

p(x1, . . . , xn) = q(x1, . . . , xn)

je silná identita na A, jestliže pro každé a1, . . . , an ∈ A je p(a1, . . . , an) definováno

právě když q(a1, . . . , an) je definováno, a pak plat́ı p(a1, . . . , an) = q(a1, . . . , an).

Znač́ıme
s
=.

Př́ıklad 2.1. Uvažujme parciálńı grupoid G1 = ({a, b, c, d}, ·) daný tabulkou:

· a b c d

a b b - a

b b c c -

c - c d d

d a - d a

Pak G1 splňuje existenčńı identitu (xy)x
e
= xx, ale nesplňuje odpov́ıdaj́ıćı silnou

identitu (např. (ca)c neńı definováno, zat́ımco cc = d).

Nyńı uvažujme parciálńı grupoid G2 = ({a, b, c, d}, ∗) daný tabulkou:
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∗ a b c d

a c c c -

b c c c -

c c c d d

d - - d -

Pak G2 splňuje silnou identitu (xy)x
s
= xx.

Ukážeme, že každý parciálńı grupoid lze rozš́ı̌rit na grupoid.

Definice 2.4. Bud’ A = (A, ·) parciálńı grupoid a necht’ 1 /∈ A. Jeho jednobo-

dovým rozš́ı̌reńım rozumı́me grupoid A∗ = (A∪{1}, ∗), kde operace ∗ je definovaná

následovně:

a ∗ b =

{

a · b pokud a, b ∈ D(A)

1 v ostatńıch př́ıpadech.

Definice 2.5. Bud’ G parciálńı grupoid. Jeho zúplněńım G∗ rozumı́me jeho jed-

nobodové rozš́ı̌reńı, pokud parciálńı grupoid G neńı úplný, a samotný grupoid G,

pokud je úplný.

Lemma 2.6. Bud’ A = (A, ·) parciálńı grupoid splňuj́ıćı silnou identitu p
s
= q. Pak

jeho jednobodové rozš́ı̌reńı A∗ = (A, ·) splňuje identitu p = q.

Důkaz: Necht’ A splňuje p
s
= q. Pak pokud p(a1, . . . , an) je definováno, pak i

q(a1, . . . , an) je definováno a plat́ı p(a1, . . . , an) = q(a1, . . . , an) v A i A∗. Pokud

p(a1, . . . , an) neńı definováno, pak také q(a1, . . . , an) neńı definováno. Odtud mate-

matickou indukćı přes složitost termu dostáváme p(a1, . . . , an) = 1 = q(a1, . . . , an)

v A∗. �

Poznámka 2.7. Tvrzeńı z Lemmatu 2.6 pro existenčńı identity neplat́ı. Uvažujme

parciálńı grupoid G1 z Př́ıkladu 2.1. Ten splňuje existenčńı identitu (xy)x
e
= xx, pro

jeho jednobodové rozš́ı̌reńı G∗

1
však plat́ı např. (ac)a = 1 6= b = aa, tedy nesplňuje

identitu (xy)x = xx.
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3 Přǐrazeńı prvńıho typu

Jak bylo zmı́něno v předchoźı části, lze relačńımu systému přǐradit (parciálńı)

grupoid dvěma zp̊usoby.

V tomto odd́ılu, bud’ R binárńı relace na množině A.

Definice 3.1. Řekneme, že parciálńı operace · je přiřazená relaci R (ve smyslu

prvńıho typu), jestliže pro každé x, y ∈ A plat́ı následuj́ıćı:

x · y = y jestliže (x, y) ∈ R

x · y ∈ UR(x, y) jestliže (x, y) /∈ R a zároveň UR(x, y) 6= ∅,

kde symbolem UR(x, y) := {z ∈ A|(x, z), (y, z) ∈ R} označujeme horńı kužel prvk̊u

x a y vzhledem k relaci R.

Řekneme, že parciálńı grupoid G = (A, ·) je přiřazený relačńımu systému A = (A,R)

(ve smyslu prvńıho typu), jestliže operace · je přǐrazená relaci R.

V tomto odd́ılu, budu-li mluvit o parciálńım grupoidu přǐrazeném dané relaci

(relačńımu systému), je j́ım mı́něn grupoid přǐrazený ve smyslu prvńıho typu.

Poznámka 3.2. Parciálńı operace · přǐrazená relaci R je úplná právě když pro

každé x, y ∈ A plat́ı (x, y) ∈ R nebo UR(x, y) 6= ∅ (nebo oboj́ı).

Lemma 3.3. Je-li parciálńı operace · přǐrazená relaci R a a, b ∈ A, pak plat́ı:

(i) Je-li a · b definováno, pak (a, a · b) ∈ R.

(ii) (a, b) ∈ R právě když a · b = b.

Důkaz:

(i) Pokud (a, b) ∈ R, pak (a, a · b) = (a, b) ∈ R. Pokud (a, b) /∈ R, pak a · b ∈

UR(a, b), a tedy (a, a · b) ∈ R. �

(ii) Pokud (a, b) ∈ R, pak a · b = b. Nyńı necht’ a · b = b. Pak pro (a, b) /∈ R

dostáváme (a, b) = (a, a · b) ∈ R, což je spor. Proto (a, b) ∈ R.

Poznámka 3.4. Parciálńı operace · je přǐrazená nějaké binárńı relaci právě když

pro každé x, y ∈ A plat́ı:

1. Pokud x · y 6= y a existuje z ∈ A takové, že x · z = y · z = z, pak x · (x · y) =

y · (x · y) = x · y.

2. Pokud x · y je definováno, pak bud’ x · y = y nebo existuje z ∈ A takové, že

x · z = y · z = z.
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Věta 3.5. Je-li parciálńı operace · přǐrazená nějaké reflexivńı relaci, pak plat́ı

x · x
s
= x, x · (x · y)

s
= x · y, y · (x · y)

s
= x · y.

Důkaz: Bud’ a, b ∈ A a necht’ parciálńı operace · je přǐrazená reflexivńı relaci S.

Protože (a, a) ∈ S, dostáváme a · a = a. Pokud (a, b) ∈ S, pak a · (a · b) = a · b a

b · (a · b) = b · b = b = a · b. Pokud (a, b) /∈ S a Us(a, b) 6= ∅, pak a · b ∈ US(a, b), a

tedy a · (a · b) = b · (a · b) = a · b. Pokud (a, b) /∈ S a US(a, b) = ∅, pak a · b, a · (a · b),

ani b · (a · b) nejsou definovány. �

Věta 3.6. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = (A, ·) jemu přǐrazený parciálńı

grupoid. Pak plat́ı:

1. R je reflexivńı právě když G je idempotentńı, tedy splňuje x · x
s
= x.

2. Je-li R symetrická, pak v G plat́ı (x · y) · x
e
= x.

Plat́ı-li v G (x · y) · x
s
= x, pak R je symetrická.

3. R je tranzitivńı právě když v G plat́ı x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z.

4. Plat́ı-li v G identita (x · y) · z
s
= x · (y · z), pak je R tranzitivńı.

5. Plat́ı-li v G identita x · y
e
= y · x, pak je R antisymetrická.

6. Plat́ı-li v G identita (x · y) · x
e
= x · y, pak je R antisymetrická.

Důkaz:

1. Zjevný.

2. Necht’ R je symetrická. Pak bud’ (a, a · b) ∈ R, tedy (a · b, a) ∈ R, a proto

(a · b) · a = a. Nebo Ua,b = ∅ a tedy a · b ani (a · b) · a neńı definováno.

Necht’ (x · y) · x
s
= x a necht’ (a, b) ∈ R. Pak a = (a · b) · a = b · a. Odtud

(b, a) ∈ R.

3. Necht’ R je tranzitivńı. Pokud (a · b) · c neńı definováno, pak ani a · ((a · b) · c)

neńı definováno. Necht’ tedy (a · b) · c je definováno. Pak (a, a · b) ∈ R a zároveň

(a · b, (a · b) · c) ∈ R. Protože R je tranzitivńı tak i (a, (a · b) · c) ∈ R.

Necht’ v G plat́ı x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z, a necht’ (a, b), (b, c) ∈ R. Pravá

strana se rovná (a · b) · c = b · c = c. Proto i levá strana je definovaná a rovná

se a · ((a · b) · c) = a · c. Tedy a · c = a · (b · c) = a · ((a · b) · c) = c, (a, c) ∈ R.

4. Necht’ v G plat́ı (x · y) · x
s
= x · (y · z), a necht’ (a, b), (b, c) ∈ R. Pak levá strana

(a · b) · c = b · c = c. Protože je levá strana definovaná, je definovaná i pravá

strana a rovná se a · (b · c) = a · c, tedy a · c = c, (a, c) ∈ R.
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5. Necht’ v G plat́ı x · y
e
= y · x, a necht’ (a, b) ∈ R, a 6= b. Pak a · b = b a

b · a =

{

a · b = b 6= a

neńı definováno

V obou př́ıpadech (b, a) /∈ R.

6. Necht’ v G plat́ı (x · y) · x
e
= x · y a necht’ (a, b) ∈ R, a 6= b. Pak pravá strana

se rovná a · b = b, levá strana (a · b) · a = b · a =

{

b 6= a

neńı definováno

V obou př́ıpadech (b, a) /∈ R. �

Př́ıklad 3.1. Parciálńı grupoid přǐrazený relačńımu systému se symetrickou re-

laćı R nemuśı splňovat silnou identitu (x · y) · x
s
= x. Uvažujme relačńı systém

A = ({a, b, c, d}, {(a, b), (b, a), (b, c), (c, b), (c, d), (d, c)}) a jemu přǐrazený parciálńı

grupoid G(A) = (A, ·) daný tabulkou:

· a b c d

a b b b -

b a c c c

c b b b d

d - c c c

Relace R je symetrická, ale hodnota (a · d) · a neńı definovaná.

Př́ıklad 3.2. Je-li parciálńı grupoid G = (A, ·) př́ı̌razený relačńımu systému

A = (A,R) a plat́ı-li v G existenčńı identita (x · y) · x
e
= x, relace R nemuśı být

symetrická. Uvažujme relačńı systém A = (A,R) = ({a, b, c}, {(a, c), (b, c), (c, a)})

a jemu přǐrazený parciálńı grupoid G daný tabulkou:

· a b c

a c c c

b c c c

c a - -

Relace R neńı symetrická, přesto v G plat́ı existenčńı identita (x · y) · x
e
= x.

Př́ıklad 3.3. Silnou identitu v bodě 3. Věty 3.6 nelze nahradit existenčńı identitou.

Uvažujme relačńı systém s relaćı R = {(a, c), (a, d), (b, c), (b, e), (c, d), (c, e), (d, d),

(e, e)} a jemu přǐrazený parciálńı grupoid G daný tabulkou:

· a b c d e

a c c c d -

b c c c - e

c d e d d e

d d - d d -

e - e e - e
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V G plat́ı existenčńı identita x · ((x · y) · z)
e
= (x · y) · z, ale R neńı tranzitivńı.

Př́ıklad 3.4. Silnou identitu v bodě 4. Věty 3.6 nelze nahradit existenčńı identitou.

Uvažujme relačńı systém s relaćı R = {(a, b), (b, c), (c, c)} a jemu přǐrazený parciálńı

grupoid G daný tabulkou:

· a b c

a b b -

b - c c

c - c c

V G plat́ı existenčńı identita (x · y) · z
e
= x · (y · z), ale R neńı tranzitivńı.

Př́ıklad 3.5. Implikaci v bodě 5. Věty 3.6 nelze obrátit. Uvažujme relačńı systém

s antisymetrickou relaćı R = {(a, b), (a, c), (b, c), (c, c)} a jemu přǐrazený (parciálńı)

grupoid G daný tabulkou:

· a b c

a c b c

b c c c

c c c c

V G ale existenčńı identita x · y
e
= y · x neplat́ı. Např́ıklad a · b = b, ale b · a = c.

Stejně tak implikaci v bodě 6. Věty 3.6 nelze obrátit, protože v G neplat́ı ani exis-

tenčńı identita (x · y) · x
e
= x · y. Např́ıklad (a · b) · a = b · a = c, ale a · b = b.
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4 Přǐrazeńı druhého typu

Nyńı se zabývejme druhou možnost́ı přǐrazeńı.

V tomto odd́ılu opět, bud’ R binárńı relace na množině A.

Definice 4.1. Parciálńı operace · je přiřazená relaci R (ve smyslu druhého typu),

jestliže pro každé x, y ∈ A plat́ı následuj́ıćı:

x · y = y jestliže (x, y) ∈ R

x · y = x jestliže (x, y) /∈ R a zároveň (y, x) ∈ R

x · y ∈ UR(x, y) jestliže (x, y) /∈ R a zároveň UR(x, y) 6= ∅.

Řekneme, že parciálńı grupoid G = (A, ·) je přiřazený relačńımu systému A = (A,R)

(ve smyslu druhého typu), jestliže operace · je přǐrazená relaci R.

V tomto odd́ılu, budu-li mluvit o parciálńım grupoidu přǐrazeném dané relaci, je

j́ım mı́něn grupoid přǐrazený ve smyslu druhého typu.

Poznámka 4.2. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = (A, ·) přǐrazený parciálńı

grupoid. Pak pro každé x, y ∈ A je x · y definováno právě když y · x je definováno.

Poznámka 4.3. Parciálńı operace · přǐrazená relaci R je úplná, právě když pro

každé x, y ∈ A plat́ı (x, y) ∈ R nebo (y, x) ∈ R nebo UR(x, y) 6= ∅.

Lemma 4.4. Je-li parciálńı operace · přǐrazená relaci R, pak pro každé a, b ∈ A

plat́ı (a, b) ∈ R právě když a · b = b.

Důkaz: Jestliže (a, b) ∈ R, pak z Definice 4.1 plyne a ·b = b. Necht’ (a, b) /∈ R. Pokud

(b, a) ∈ R, pak a · b = a 6= b. Pokud (b, a) /∈ R, ale UR(a, b) 6= ∅, pak a · b ∈ UR(a, b),

tedy (a, a · b) ∈ R, ale (a, b) /∈ R a tedy a · b 6= b. Pokud (b, a) /∈ R a UR(a, b) = ∅,

pak a · b neńı definováno. �

Poznámka 4.5. Parciálńı operace · je př́ı̌razená nějaké relaci právě když pro každé

x, y ∈ A plat́ı:

(i) Pokud x · y 6= y a y · x = x, pak x · y = x.

(ii) Pokud x · y 6= y a y · x 6= x a pokud existuje z ∈ A takové, že x · z = y · z = z,

pak x · (x · y) = y · (x · y) = x · y = y · x.

(iii) Je-li x · y definováno, pak x · y = y nebo y · x = x nebo existuje z ∈ A takové,

že x · z = y · z = z. �
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Věta 4.6. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = (A, ·) přǐrazený parciálńı grupoid.

Pak plat́ı:

1. R je reflexivńı právě když G splňuje x · x
s
= x.

2. R je symetrická, právě když v G plat́ı (x · y) · x
e
= x.

3. Je-li R symetrická, pak v G plat́ı x · (x · y)
s
= x · y

4. Plat́ı-li v G identita (x · y) · z
s
= x · (y · z), pak je R tranzitivńı.

5. Plat́ı-li v G identita x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z pak je R tranzitivńı.

6. R je antisymetrická právě když v G plat́ı x · y
e
= y · x, což je ekvivalentńı s

x · y
s
= y · x.

Důkaz:

1. Zjevný.

2. Necht’ R je symetrická a x ·y je definováno. Pak x ·y = y nebo x ·y ∈ UR(x, y).

V obou př́ıpadech (x, x · y) ∈ R, a tedy ze symetrie (x · y, x) ∈ R. Odtud už

dostáváme, že (x · y) · x = x.

Necht’ v G plat́ı (x · y) ·x
e
= x a a, b ∈ A, (a, b) ∈ R. Protože a · b je definováno,

je definováno i b · a a plat́ı, že a = (a · b) · a = b · a. Tedy (b, a) ∈ R.

3. Necht’ R je symetrická, a necht’ pro a, b ∈ A je a · b definováno. Nejdř́ıve

uvažujme (a, b) ∈ R. Pak př́ımo vid́ıme, že a·(a·b) = a·b. Necht’ tedy (a, b) /∈ R

pak také (b, a) /∈ R, a tedy z definice (a, a · b) ∈ R. Odtud a · (a · b) = a · b.

4. Necht’ v G plat́ı (x · y) · z
s
= x · (y · z) a necht’ a, b, c ∈ A a (a, b), (b, c) ∈ R. Pak

c = b · c = (a · b) · c
s
= a · (b · c) = a · c. Levá strana je definovaná, tedy i pravá

muśı být definovaná a a · c = c, tedy (a, c) ∈ R.

5. Necht’ v G plat́ı x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z, a necht’ a, b, c ∈ A a (a, b), (b, c) ∈

R. Pak a · c = a · (b · c) = a · ((a · b) · c)
s
= (a · b) · c = b · c = c. Pravá strana je

definovaná, tedy i levá muśı být definovaná a plat́ı a · c = c, tedy (a, c) ∈ R.

6. Necht’ R je antisymetrická, a necht’ pro a, b ∈ A je a · b definováno. Je-li a = b

plat́ı rovnost triviálně. Necht’ tedy nav́ıc plat́ı a 6= b. Nejprve uvažujme př́ıpad,

kdy (a, b) ∈ R a zároveň tedy (b, a) /∈ R. V tomto př́ıpadě z definice parciálńı

operace · dostaneme, že a · b = b = b · a. Nyńı necht’ (a, b), (b, a) /∈ R. Pak z

definice operace · dostáváme, že a · b = b · a ∈ UR(a, b).

Necht’ v G plat́ı x · y
s
= y · x a necht’ (a, b), (b, a) ∈ R. Pak b = a · b = b · a = a.

�
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Př́ıklad 4.1. Existenčńı identitu v bodě 2. Věty 4.6 nelze nahradit silnou. Uvažujme

relačńı systém s relaćı R = {(a, c), (c, a), (c, d), (d, c), (b, d), (d, b)} a jemu přǐrazený

parciálńı grupoid daný tabulkou:

· a b c d

a c - c c

b - d d d

c a d d c

d c b c c

Relace R je symetrická, ale (a · b) · a neńı definováno.

Př́ıklad 4.2. Implikaci v bodě 3. věty 4.6 nelze obrátit. Uvažujme relačńı systém

s relaćı R = {(a, b), (b, b)}. Tomu lze jediným zp̊usobem přǐradit (parciálńı) grupoid

G a to následovně:

· a b

a b b

b b b

V G plat́ı x · (x · y)
s
= x · y, přičemž R neńı symetrická.

Př́ıklad 4.3. Implikace v bodech 4. a 5. věty 4.6 nelze obrátit. Uvažujme relačńı

systém s relaćı R = {(a, b), (b, c), (a, c)} a jemu přǐrazený parciálńı grupoid G daný

tabulkou:

· a b c

a b b c

b b c c

c c c -

Relace R je tranzitivńı, přitom ale neplat́ı (x · y) · z
s
= x · (y · z), protože (b · a) · a =

b · a = b 6= c = b · b = b · (a · a). Obdobně neplat́ı ani x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z,

protože b · ((b · a) · a) = b · b = c 6= b = (b · a) · a.

Př́ıklad 4.4. Silné identity v bodech 4. a 5. věty 4.6 nelze nahradit existenčńımi.

Uvažujme relačńı systém s relaćı R = {(a, a), (a, b), (b, b), (b, c), (c, c)} a jemu

přǐrazený parciálńı grupoid G daný tabulkou:

· a b c

a a b -

b b b c

c - c c
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V G plat́ı existenčńı identita (x · y) · z
e
= x · (y · z) ale neplat́ı jej́ı silná verze, protože

(b · a) · c = b · c = c, ale b · (a · c) neńı definováno. Stejně tak plat́ı existenčńı identita

x · ((x · y) · z)
e
= (x · y) · z, ale jej́ı silná verze neplat́ı, protože (a · b) · c = b · c = c,

ale a · ((a · b) · c) neńı definováno. Přitom relace R neńı tranzitivńı.

Lemma 4.7. Je-li parciálńı operace · přǐrazená reflexivńı relaci R, pak

(x · y) · (y · x)
s
= y · x.

Důkaz: Bud’ a, b ∈ A a necht’ a · b je definováno. Pokud (a, b), (b, a) ∈ R, pak

(a · b) · (b · a) = b · a. Pokud (a, b) ∈ R, (b, a) /∈ R, pak (a · b) · (b · a) = b · b = b = b · a.

Pokud (a, b) /∈ R, (b, a) ∈ R, pak (a · b) · (b · a) = a · a = a = b · a. Pokud

(a, b), (b, a) /∈ R, pak (a · b) · (b · a) = (b · a) · (b · a) = b · a. �
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5 Kongruence a faktorové struktury

Nyńı budeme studovat faktorové struktury, speciálně faktorové relačńı systémy.

Abychom se však mohli zabývat faktorizaćı, je třeba si nejdř́ıv zavést, co rozumı́me

kongruenćı na relačńım systému.

Existuje několik zp̊usob̊u, jak kongruenci definovat. Proto využijeme přǐrazeného

parciálńıho grupoidu, respektive jeho jednobodového rozš́ı̌reńı (respektive zúplněńı).

V tomto odd́ılu, neńı-li uvedeno jinak, se grupoidem přǐrazeným relačńımu

systému rozumı́ grupoid přǐrazený v libovolném ze dvou typ̊u přǐrazeńı definovaném

v předchoźıch odd́ılech.

Definice 5.1. Bud’ G = (G, ·) parciálńı grupoid. Pak ekvivalenci θ ⊆ G×G nazveme

kongruenćı na G, jestliže na jeho zúplněńı G∗ existuje kongruence θ∗ taková, že

∀x, y ∈ G : (x, y) ∈ θ ⇔ (x, y) ∈ θ∗.

Relaci θ∗ nazveme rozš́ıřená relace k relaci θ.

Definice 5.2. Bud’ A = (A,R) relačńı systém. Pak ekvivalenci θ ⊆ A×A nazveme

kongruenćı na A, jestliže existuje parciálńı grupoid G přǐrazený A takový, že θ je

kongruenćı na G.

Definice 5.3. Necht’ A je neprázdná množina a θ je ekvivalence na A. Tř́ıdou [a]θ

pro a ∈ A rozumı́me množinu [a]θ = {b ∈ A; (a, b) ∈ θ}.

Symbolem A/θ označ́ıme množinu všech (navzájem r̊uzných) tř́ıd [a]θ pro a ∈ A;

A/θnazveme faktorová množina dle ekvivalence θ.

Je-li θ ekvivalence na množině A, budeme jej́ı tř́ıdu, obsahuj́ıćı prvek a ∈ A

označovat symbolem [a]θ. Bude-li zřejmé, o jakou ekvivalenci θ se jedná, budeme

index θ vynechávat, a psát jen stručně [a].

Nyńı tedy můžeme definovat faktorový relačńı systém a následně zkoumat jeho

vlastnosti.

Definice 5.4. Bud’ G = (G, ·) parciálńı grupoid a θ kongruence na G. Pak fakto-

rovým parciálńım grupoidem G/θ rozumı́me uspořádanou dvojici (G/θ, ∗), kde ∗ je

parciálńı operace definovaná takto:

[a] ∗ [b] =











[a1 · b1] jestliže existuj́ı a1 ∈ [a], b1 ∈ [b] takové, že a1 · b1

je definováno v G.

neńı definováno v ostatńıch př́ıpadech.

.

Věta 5.5. Bud’ G = (G, ·) parciálńı grupoid a θ kongruence na G. Necht’ p, q jsou

n-árńı termy signatury (·). Plat́ı-li v G existenčńı identita p
e
= q pak v G/θ plat́ı
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stejná existenčńı identita p
e
= q. Plat́ı-li v G silná identita p

s
= q pak v G/θ plat́ı

stejná silná identita p
s
= q.

Důkaz: Necht’ a1, . . . , an ∈ G/θ a necht’ v G plat́ı silná identita p
s
= q. Necht’

p(a1, . . . , an) je definováno. Pak existuje n-tice prvk̊u b1, . . . , bn ∈ G, bi ∈ ai ta-

ková, že p(b1, . . . , bn) je definováno. Protože v G plat́ı silná identita p
s
= q muśı

být i q(b1, . . . , qn) definováno, přičemž plat́ı p(b1, . . . , bn) = q(b1, . . . , bn). Tedy i

q(a1, . . . , an) je definováno a p(a1, . . . , an) = q(a1, . . . , an).

Necht’ nyńı v G plat́ı pouze existenčńı identita p
e
= q a necht’ pro a1, . . . , an

jsou hodnoty obou termových funkćı definovány. Pak muśı existovat n-tice prvk̊u

b1, . . . , bn, c1, . . . , cn ∈ G, bi, ci ∈ ai takové, že p(b1, . . . , bn) je definováno a

q(c1, . . . , cn) je definováno. Jestliže p(c1, . . . , cn) je definováno, pak p(a1, . . . , an) =

[p(c1, . . . , cn)] = [q(c1, . . . , cn)] = q(a1, . . . , an). Obdobně, je-li q(b1, . . . , bn) defi-

nováno. Necht’ tedy p(c1, . . . , cn) ani q(b1, . . . , bn) neńı definováno. Pak v jednobo-

dovém rozš́ı̌reńı G∗ a pro rozš́ı̌renou relaci θ∗ plat́ı: (bi, ci) ∈ θ∗, přičemž θ∗ je kongru-

ence, a tedy (p(b1, . . . , bn), p(c1, . . . , cn)) ∈ θ∗, což znamená (p(b1, . . . , bn), 1) ∈ θ∗.

Obdobně (q(b1, . . . , bn), q(c1, . . . , cn)) ∈ θ∗ tedy (1, q(c1, . . . , cn)) ∈ θ∗. Z tranzitivity

pak plyne, že (p(b1, . . . , bn), q(c1, . . . , cn)) ∈ θ∗. Protože θ∗ je rozš́ı̌renou relaćı k relaci

θ a p(b1, . . . , bn), q(c1, . . . , cn) ∈ G, tak také plat́ı (p(b1, . . . , bn), q(c1, . . . , cn)) ∈ θ.

Odtud p(a1, . . . , an) = [p(b1, . . . , bn)] = [q(c1, . . . , cn)] = q(a1, . . . , an). �

Definice 5.6. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a θ ekvivalence na A. Fak-

torovým relačńım systémem A/θ rozumı́me uspořádanou dvojici (A/θ,R/θ), kde

R/θ = {([x], [y]) ∈ A/θ × A/θ|∃x0 ∈ [x], ∃y0 ∈ [y], (x0, y0) ∈ R}. R/θ se nazývá

faktorová relace dle ekvivalence θ.

Uved’me několik vlastnost́ı faktorových relačńıch systémů, plynoućıch z této de-

finice.

Věta 5.7. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a θ ekvivalence na A. Pak pro faktorový

relačńı systém A/θ = (A/θ,R/θ) plat́ı:

1. Je-li R reflexivńı, pak je i R/θ reflexivńı.

2. Je-li R symetrická, pak je i R/θ symetrická.

Důkaz: Bud’ R reflexivńı relace na A a necht’ [a] ∈ A/θ. Pak (a, a) ∈ R a tedy z

definice faktorové relace ([a], [a]) ∈ R/θ.

Obdobně bud’ R symetrická a necht’ [a], [b] ∈ A/θ, ([a], [b]) ∈ R/θ. Tedy existuj́ı

prvky a1 ∈ [a], b1 ∈ [b] takové, že (a1, b1) ∈ R. Protože je R symetrická, tak i

(b1, a1) ∈ R, a tedy z definice faktorové relace ([b], [a]) ∈ R/θ. �
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Př́ıklad 5.1. Je-li θ ekvivalence na množině A, která neńı kongruenćı na relačńım

systému A s tranzitivńı relaćı R, pak faktorová relace R/θ nemuśı být tranzitivńı.

Uvažujme relačńı systém A = ({a, b, c, d, e}, {(a, c), (a, e), (b, d), (c, e)} a ekvivalenci

θ = {(a, a), (b, b), (c, c), (c, d), (d, c), (d, d), (e, e)}. Relačńı systém A má tranzitivńı

relaci R, ale relace R/θ = {([a], [c]), ([a], [e]), ([b], [c]), ([c], [d])} již tranzitivńı neńı,

nebot’ ([a], [c]) ∈ R/θ, ([c], [d]) ∈ R/θ ale ([a], [d]) /∈ R/θ.

Obdobně, jako můžeme přǐradit parciálńı grupoid relačńımu systému, lze přǐradit

i relačńı systém parciálńımu grupoidu, a to následuj́ıćım zp̊usobem:

Definice 5.8. Bud’ G = (G, ·) parciálńı grupoid. Relačńım systémem přiřazeným

G rozumı́me relačńı systém A = A(G) = (G,R), kde R = {(x, y) ∈ G2; x · y = y}.

Lemma 5.9. Je-li G parciálńı grupoid přǐrazený relačńımu systému A, pak relačńı

systém přǐrazený parciálńımu grupoidu G je A(G) = A.

Důkaz: Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = G(A) = (A, ·) jemu přǐrazený parciálńı

grupoid. Dále bud’ A′ = A′(G) = (A,R′) relačńı systém přǐrazený parciálńımu

grupoidu G. Protože oba relačńı systémy jsou na stejné množině, plat́ı, že A = A′

právě když R = R′.

Necht’ (a, b) ∈ R. Pak a · b = b, a tedy (a, b) ∈ R′. Necht’ (a, b) ∈ R′. To plat́ı pouze

tehdy, jestliže a · b = b, a tedy pouze je-li (a, b) ∈ R. �

Věta 5.10. Bud’ G = (G, ·) parciálńı grupoid a A(G) = (G,R) jemu přǐrazený

relačńı systém. Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

1. Je-li G idempotentńı, pak R je reflexivńı.

2. Plat́ı-li v G silná identita (x · y) · x
s
= x, pak je R symetrická.

3. Plat́ı-li v G silná identita (x · y) · z
s
= x · (y · z), pak je R tranzitivńı.

4. Plat́ı-li v G silná identita x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z, pak je R tranzitivńı.

5. Plat́ı-li v G existenčńı identita x · y
e
= y · x, pak je R antisymetrická.

6. Plat́ı-li v G silná identita (x · y) · x
s
= x · y, pak je R antisymetrická.

Důkaz:

1. Necht’ v G plat́ı x ·x
s
= x. To znamená, že ∀a ∈ G : a · a = a, a tedy (a, a) ∈ R.

2. Necht’ v G plat́ı (x · y) · x
s
= x, a necht’ (a, b) ∈ R. Pak a · b = b, tedy

a = (a · b) · a = b · a. Odtud (b, a) ∈ R.
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3. Necht’ v G plat́ı (x · y) · z
s
= x · (y · z) a necht’ (a, b), (b, c) ∈ R. Muśı tedy platit

a · b = b, a zároveň b · c = c. Pak c = b · c = (a · b) · c = a · (b · c) = a · c. Odtud

a · c = c, a tedy (a, c) ∈ R.

4. Necht’ v G plat́ı x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z, a necht’ (a, b)(b, c) ∈ R. Muśı tedy

platit a ·b = b, a zároveň b ·c = c. Pak také plat́ı a ·c = a ·(b ·c) = a ·((a ·b) ·c) =

(a · b) · c = b · c = c. Odtud a · c = c, a tedy (a, c) ∈ R.

5. Necht’ v G plat́ı x · y
e
= y · x a necht’ (a, b), (b, a) ∈ R. Pak muśı platit a · b = b,

b · a = a. Odtud dostáváme rovnost a = b · a = a · b = b, tedy a = b.

6. Necht’ v G plat́ı (x · y) · x
s
= x · y, a necht’ (a, b), (b, a) ∈ R. Pak muśı platit

a · b = b, b · a = a, a tedy (a · b) · a = b · a = a, a zároveň a · b = b. Obě strany

jsou definovány a muśı se rovnat, tedy a = b. �

Věta 5.11. Bud’ A = (A,R) relačńı systém, G = (A, ·) jemu přǐrazený

parciálńı grupoid a θ kongruence na G. Pak pro faktorový relačńı systém A/θ plat́ı

A/θ = A(G/θ).

Důkaz: Necht’ [a], [b] ∈ A/θ a plat́ı [a] ∗ [b] = [b]. To plat́ı právě když existuj́ı

a0, b0 ∈ A, a0 ∈ [a], b0 ∈ [b] takové, že a0 · b0 = b0. To plat́ı právě když (a0, b0) ∈ R,

a tedy právě když ([a0], [b0]) = ([a], [b]) ∈ R. �

Věta 5.12. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = (A, ·) jemu přǐrazený parciálńı

grupoid ve smyslu prvńıho typu. Dále necht’ θ je kongruence na G. Je-li R tranzi-

tivńı, pak i R/θ je tranzitivńı.

Důkaz: Je-li R tranzitivńı, pak podle Věty 3.6 bude v G platit identita

x · ((x · y) · z)
s
= (x · y) · z. Pak dle Věty 5.5 bude v G/θ platit stejná identita. Odtud

a z Věty 5.10 dostáváme, že faktorová relace R/θ je tranzitivńı. �

Věta 5.13. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = (A, ·) jemu přǐrazený parciálńı

grupoid ve smyslu druhého typu. Dále necht’ θ je kongruence na G. Je-li R antisy-

metrická, pak i R/θ je antisymetrická.

Důkaz: Je-li R antisymetrická, pak podle Věty 4.6 bude v G platit identita x·y
s
= x·y.

Pak dle Věty 5.5 bude v G/θ platit stejná identita. Odtud a z Věty 5.10 dostáváme,

že faktorová relace R/θ je antisymetrická. �
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6 Homomorfismy a podsystémy relačńıch

systémů

Obdobně jako v předchoźım odd́ıle opět existuje v́ıce zp̊usob̊u, jak homomorfismy

a podsystémy relačńıch systémů definovat. Opět proto využijme parciálńı grupoid

přǐrazený danému relačńımu systému.

V tomto odd́ılu, neńı-li uvedeno jinak, se grupoidem přǐrazeným relačńımu

systému rozumı́ grupoid přǐrazený v libovolném ze dvou typ̊u přǐrazeńı definovaném

v předchoźıch odd́ılech.

Definice 6.1. Bud’ A = (A, ·) parciálńı grupoid a A∗ jeho zúplněńı. Parciálńı

grupoid B = (B, ∗) nazveme (parciálńım) podgrupoidem parciálńıho grupoidu A,

jestliže jeho zúplněńı B∗ je podgrupoidem grupoidu A∗.

Definice 6.2. Bud’ A = (A,R) relačńı systém, B neprázdná podmnožina množiny

A a S := R
⋂

B2. Pak relačńı systém B = (B, S) nazveme podsystém relačńıho

systému A, jestliže existuj́ı (parciálńı) grupoidy G aH, přǐrazené postupně systémům

A a B takové, že H je podgrupoidem G.

Př́ıklad 6.1. Bud’ A = {a, b, c, d} a A = (A,R) relačńı systém s relaćı R :=

{(a, a), (a, c), (a, d), (b, b), (b, c), (b, d), (c, c), (d, d)}. Uvažujme následuj́ıćı parciálńı

grupoid G1 přǐrazený A:

· a b c d

a a c c d

b c b c d

c c c c -

d d d - d

Bud’ G2 = (B, ∗), kde B = {a, b, c}, grupoid daný tabulkou:

∗ a b c

a a c c

b c b c

c c c c

Pak G2 je podgrupoid G1 přǐrazený relačńımu systému B = (B, S), kde S = R
⋂

B2.

Tedy (B, S) je podsystémem A. Naopak systém ({a, b}, P ), kde P = R
⋂

{a, b}2

neńı podsystémem relačńıho systému A

Definice 6.3. Necht’ G = (G, ·),H = (H, ∗) jsou parciálńı grupoidy a G∗,H∗ jejich

zúplněńı. Zobrazeńı f : G → H nazveme homomorfismus z G do H, jestliže jej lze

rozš́ı̌rit na homomorfismus f ∗ z G∗ do H∗ takový, že ∀a ∈ G : f ∗(a) = f(a).
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Poznámka 6.4. Pro homomorfismus f ∗ plat́ı f ∗(a) = 1 ⇒ a = 1.

Definice 6.5. Necht’ A = (A,R), B = (B, S) jsou relačńı systémy. Zobrazeńı

f : A → B nazveme homomorfismus z A do B, jestliže existuj́ı parciálńı grupoidy G

a H přǐrazené postupně systémům A a B takové, že f je homomorfismus z G do H.

Ukažme, že obě definice homomorfismů nejsou v rozporu s jeho běžnou definićı.

Lemma 6.6. Necht’ (G, ·) a (H, ∗) jsou parciálńı grupoidy a f homomorfismus

z (G, ·) do (H, ∗). Pak f(a · b) = f(a) ∗ f(b), pokud je a · b definováno v G.

Důkaz: Necht’ a·b je definováno. Pro homomorfismus f ∗ plat́ı f ∗(a·b) = f ∗(a)∗f ∗(b) ∈

H , a tedy f(a · b) = f(a) ∗ f(b). �

Lemma 6.7. Bud’ f homomorfismus z relačńıho systému (A,R) do relačńıho

systému (B, S). Je-li (a, b) ∈ R, pak (f(a), f(b)) ∈ S.

Důkaz: Je-li (a, b) ∈ R, pak v přǐrazeném grupoidu a · b = b, a tedy dle Lemma 6.6

f(a) ∗ f(b) = f(a · b) = f(b). Odtud (f(a), f(b)) ∈ S. �

Věta 6.8. Bud’te A = (A,R), B = (B, S) relačńı systémy a f : A → B homomor-

fismus z A do B. Pak relace θf = {(x, y) ∈ A2; f(x) = f(y)} je kongruence na A.

Důkaz: Zobrazeńı f je homomorfismus, tedy existuj́ı parciálńı grupoidy G,H

přǐrazené relačńım systémům A,B, respektive jejich zúplněńı G∗,H∗ takové, že f ∗ je

homomorfismus z G∗ do H∗. Zde v́ıme, že relace θ∗ = {(x, y) ∈ (A ∪ {1})2; f ∗(x) =

f ∗(y)} je kongruence na G∗. Protože pro každé x ∈ A plat́ı f(x) = f ∗(x), tak i pro

každé x, y ∈ A bude platit (x, y) ∈ θ ⇔ (x, y) ∈ θ∗. Kongruence θ∗ je rozš́ı̌renou

relaćı k relaci θ, a tedy relace θ je kongruence na A. �

Poznámka 6.9. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a θ kongruence na A. Pak zob-

razeńı fθ : A → A/θ, dané předpisem f(x) = [x]θ, nemuśı být homomorfismus

relačńıch systémů.

Př́ıklad 6.2. Uvažujme relačńı systém A = (A,R), kde A = {a, b, c, d} a R =

{(a, c), (b, d)}. Dále relaci θ = {(a, a), (b, b), (c, c), (c, d), (d, c), (d, d)}. Relačńımu

systému A přǐrad́ıme smyslu přǐrazeńı druhého typu (v tomto př́ıpadě jediným

možným zp̊usobem) parciálńı grupoid G = (A, ·) daný tabulkou:

· a b c d

a c - c -

b - d - d

c c - - -

d - d - -
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Snadno ověř́ıme, že θ je kongruence na A. Dále vid́ıme, že zobrazeńı f : A → A/θ

dané předpisem f(x) = [x]θ lze rozš́ı̌rit na homomorfismus z G∗ do (G/θ)∗. Parciálńı

grupoid G/θ = (A/θ, ∗) (v tabulce ńıže) neńı přǐrazený relačńımu systému A/θ =

({[a]θ, [b]θ, [c]θ}, {([a]θ, [c]θ), ([b]θ, [c]θ)}.

∗ [a]θ [b]θ [c]θ

[a]θ [c]θ - [c]θ

[b]θ - [c]θ [c]θ

[c]θ [c]θ [c]θ -

Horńı kužel prvk̊u [a]θ a [b]θ je neprázdný, ale výsledek operace [a]θ ∗ [b]θ neńı defi-

novaný.

Obdobný př́ıklad lze nalézt i pro přǐrazeńı prvńıho typu.

Př́ıklad 6.3. Uvažujme relačńı systémy A = (A,R) a B = (B, S), kde A = {a, b, c},

R = {(a, b), (a, c)}, B = {α, β}, S = {(α, β)}. Uvažujme zobrazeńı f : A → B dané

takto:

x a b c

f(x) α β β

Relačńım systémům A a B př́ı̌rad́ıme parciálńı grupoidy G = (A, ·) a H = (B, ∗) ve

smyslu přǐrazeńı druhého typu např́ıklad takto:

· a b c

a c b c

b b - -

c c - -

∗ α β

α β β

β β -

Parciálńı grupoid H je v tomto př́ıpadě (a pro přǐrazeńı druhého typu) jediný

parciálńı grupoid přǐrazený relačńımu systému B.

Snadno ověř́ıme, že zobrazeńı f je homomorfismus z G do H. Tedy f je homomor-

fismus z A do B. Pak podle Věty 6.8 je relace θ = {(a, a), (b, b), (b, c), (c, b), (c, c)} =

{(x, y) ∈ A2; f(x) = f(y)} relaćı kongruence na A, což lze snadno ověřit.

Věta 6.10. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a G = (A, ·) jemu přǐrazený parciálńı

grupoid. Bud’ θ kongruence na G. Necht’ plat́ı ∀x, y ∈ A : UR(x, y) = ∅ ⇔

UR/θ([x], [y]) = ∅. Pak faktorový parciálńı grupoid G/θ je přǐrazený faktorovému

relačńımu systému A/θ.

Důkaz: Necht’ plat́ı předpoklady věty a necht’ a, b ∈ A/θ.

Necht’ (a, b) ∈ R/θ. To znamená, že existuj́ı a0 ∈ a, b0 ∈ b takové, že (a0, b0) ∈ R.
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Pak a ∗ b = [a0 · b0] = [b0] = b.

Necht’ (a, b) /∈ R/θ, UR/θ(a, b) 6= ∅. Pak i pro každé a0 ∈ a, b0 ∈ b plat́ı

UR(a0, b0) 6= ∅, tedy ∃c ∈ A/θ, ∃c0 ∈ c : (a, c), (b, c) ∈ R/θ, (a0, c0), (b0, c0) ∈ R.

Necht’ a0 · b0 = c0. Pak a ∗ b = [a0 · b0] = [c0] = c ∈ UR/θ(a, b).

Necht’ (a, b) /∈ R/θ, UR/θ(a, b) = ∅. Pak pro každé a0 ∈ a, b0 ∈ b plat́ı UR(a0, b0) = ∅.

Proto a0 ·b0 neńı definováno pro žádné a0 ∈ a, b0 ∈ b a tedy ani a∗b neńı definováno.

Pro přǐrazeńı druhého typu je třeba ověřit ještě podmı́nku (a, b) /∈ R/θ, (b, a) ∈ R/θ.

To znamená, že existuj́ı a0 ∈ a, b0 ∈ b takové, že (a0, b0) /∈ R, (b0, a0) ∈ R. Pak

a ∗ b = [a0 · b0] = [a0] = a. �

Věta 6.11. Bud’ A = (A,R) relačńı systém a θ kongruence na A. Necht’ plat́ı

∀x, y ∈ A : UR(x, y) = ∅ ⇔ UR/θ([x], [y]) = ∅. Pak zobrazeńı hθ : A → A/θ dané

předpisem hθ(x) = [x] je surjektivńı homomorfismus.

Důkaz: Plyne z předchoźı věty. �
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7 Závěr

Ćılem této práce bylo přǐradit danému relačńımu systému parciálńı grupoid

a zkoumat parciálńı identity na tomto parciálńım grupoidu reprezentuj́ıćı vlast-

nosti relačńıho systému. Tyto parciálńı identity jsou popsány pro oba typy přǐrazeńı

zkoumané v této práci, a to ve třet́ı a čtvrté kapitole.

Dále zde byly zkoumány faktorové relačńı systémy a jejich vlastnosti v závislosti

na vlastnostech p̊uvodńıho relačńıho systému. Definice kongruence na relačńım

systému a faktorového relačńıho systému, stejně jako vlastnosti, které se při fak-

torizaci zachovávaj́ı jsou popsány v páté kapitole.

Posledńı kapitola je zaměřená na homomorfismy relačńıch systémů, předevš́ım ve

vztahu ke kongruenćım na relačńıch systémech a faktorovým relačńım systémům.
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