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Anotace

V predklddané praci shrnuji zdkladni definice a véty tvodni Casti matematické
analyzy od posloupnosti redlnych Cisel az po derivace funkci. Z probranych pojmi

a vlastnosti nasledné vytvafim mapu, kterd graficky znizorfiuje vztahy mezi té-
mito matematickymi objekty.
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Annotation

In the present work, I summarise the basic definitions and theorems of the intro-
ductory part of mathematical analysis, from the sequences of real numbers to the
derivatives of functions. From the concepts and properties discussed, I then cre-
ate a map that graphically illustrates the relationships between these mathematical
objects.
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Uvod

Matematika je jako velkd sit’ sklddajici se z navzdjem propojenych definic a vét.
Veskeré teorémy a pojmy, s nimiZ matematici pracuji, v kone¢ném diisledku ply-
nou z nékolika zdkladnich axiomi teorie mnozin. Velkd spousta matematikll pfi
praci s nimi nikterak nevyZaduje geometrickou predstavivost a vystaci si pouze
s algebraickymi metodami. Naopak druhd skupina by si nedokézala provozovani
matematiky bez néjakého zakladniho znazornéni vibec predstavit. Matematicka
skripta, s nimiZ studenti pracuji, samoziejmé usiluji o vyuZivani obou téchto po-
hledtd. Vzdy se vSak omezuji jen na konkrétni piipady, jako je napf. zndzornéni
Rolleovy véty (viz obrazek [3.4a). Dosud jsem vSak nikde nevidéla mapu, ktera by
vykreslila vice vét souCasné a ukdzala, jak na sobé navzdjem zavisi.

Pravé tato vizualizace je cilem mé bakaldiské price. Pokusim se tedy — do-
slova — zmapovat vybrané véty matematické analyzy a graficky ukdzat vztahy,
které mezi nimi panuji. Zamé&fim se konkrétné na tvodni kapitoly, s nimiZ se stu-
denti kurzi matematické analyzy setkdvaji v ivodnich semestrech svého studia.

Myslenkové Ize praci rozdé€lit do dvou nestejné obsahlych a navzdjem se pro-
linajicich Casti. Teoreticka se sklada z predloZeni definic, vét, dikazl a pridru-
Zenych poznamek, zatimco praktickou ¢asti rozumim protipfiklady doplnéné ob-
razky a vysledné mapy. Po formdln{ strdnce m4 text 4 kapitoly. V prvni se zaby-
vam posloupnostmi, vedle definic zdkladnich pojmi se soustiedim predevsim na
limitu posloupnosti spole¢né s nejzndmé;j$imi vétami, jako je napiiklad ta Bolza-
nova-Weierstrassova. V druhé kapitole popisuji funkce, jejich limity, vlastnosti
monotonie, spojitost apod. Ve tfeti ¢4sti vycet ivodnich partii matematické ana-
1yzy zakonéim derivacemi, které umoziuji formulovat tvrzeni propojujici diive
vyloZené vlastnosti. V posledni ¢asti vysvétlim, jak jsem postupovala pfi tvorbé
map.

Abychom se nezdrzovali definovanim zdkladnich pojmii, odvoldm se na tomto
misté na skripta [[1, s. 1-10], odkud jsem Cerpala predev§im. V tomto textu je
mozné dohledat presné znéni definice kartézského soucinu, relace, usporadani,
usporddané mnoziny, prostého zobrazeni, bijekce, redlného Cisla, intervalu nebo
tieba grafu. Protoze platnost spousty vét zavisi na pomocnych lemmatech, pokla-
dam za dtlezité zminit lemmata piimo v textu u prislusnych vét. Jejich dikazy
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jsem ale kvuli plynulosti textu vynechala, coZ vynahradim alespon tim, Ze pod
nimi uvadim odkaz na zdroj, ve kterém je diikaz k dispozici.

Na zéavér bych chtéla dodat, Ze si v praci a vyslednych mapach rozhodné ne-
kladu ambice na dplnost. Existuje totiZ velké mnozstvi dodate¢nych tvrzeni a
vlastnosti, které v praci nezohlediiuji. Mym cilem vSak neni podat vyCerpdva-
jici vycet odlehlych partii analyzy, nybrz pokryt tu jeji cast, se kterou se béZné
studenti na$i fakulty setkavaji.



Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu uvadim piehled a popis symboli, které se v praci vy-
skytuji.

N mnoZzina pfirozenych c¢isel

Z mnoZzina celych Cisel

Q mnoZina racionalnich Cisel

I mnoZina iraciondlnich ¢&isel

R mnoZzina redlnych ¢isel

R* mnoZzina redlnych ¢isel rozsifend o symboly oo
C mnozina komplexnich ¢isel

O(xp) okoli bodu xq
U¢(a) epsilonové okoli bodu a
{an}7_, posloupnost redlnych ¢isel



Kapitola 1

Posloupnosti

Abychom mohli pokrocit k vlastnostem posloupnosti, které nds zajimaji prede-
v8im, je tfeba nejprve definovat zdkladni pojmy. Sila matematické analyzy stoji
na popisu a préci s nekonecné malymi veli¢inami. S tim dzce souvisi vztah mezi
body, které se nachdzeji v né¢jakém blizkém sousedstvi, resp. okoli.

Definice 1.1. Je-li ddno € > 0, pak mnoZinu vSech feSen{ soustavy nerovnic v R
a—&e<x<a+te¢

budeme nazyvat €-okolim bodu a. V nékterych ptipadech budeme misto uvede-
nych nerovnic vyuZivat ispornéjsiho zapisu pomoci symbolu &. Tzn. Ze okoli
bodu a budeme znacit O¢(a), pfipadné jen &'(a), pokud neuvazujeme konkrétni
hodnotu €.

Definice 1.2. Posloupnosti nazyvame zobrazeni a : N — M. Je-li M = R hovotime
o posloupnosti redlnych cisel, je-li M = C hovofime o posloupnosti komplexnich
¢isel. Celou posloupnost pak zapisujeme {a,}’;_,, hodnoty posloupnosti obvykle
namisto a(n) zna¢ime a,, pfi¢emz pro konkrétni n nazyvame a, n-ty ¢len posloup-
nosti.

Grafem posloupnosti pak neni nic jiného, nez izolované body. V této préci se
budeme zabyvat pouze posloupnostmi ¢isel redlnych. V nésledujicim textu tudiz
nebudeme tento pfivlastek explicitné zmifovat.

Mezi nejjednodussi vlastnosti posloupnosti patii popis toho, jak se chovaji, tj.
zda s rostoucimi hodnotami n € N rostou také jejich hodnoty a(n) € R apod.

Definice 1.3 (Vlastnosti posloupnosti). Posloupnost a,, se nazyva:

rostouct, jestlize a, < a,+1 VnéeN,
klesajict, jestlize a, > ap+1 Vn €N,
nerostouct, jestlize a, > a,11 Vn €N,

4
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neklesajici, jestlize a, < a,y; VneN,

monotonni, jestliZze je nerostouci, nebo neklesajici,

ryze monotonni, jestliZe je rostouci, nebo klesajici,

shora omezend, jestlize 3U € R takové, ze a, <U VneN,
zdola omezend, jestlize 4L € R takové, ze a, > L VneN,
omezend, jestlize je omezend shora i zdola.

1.1 Limita posloupnosti

Ustiednim nastrojem matematické analyzy je limita, proto nyni uvedeme jeji de-
finici.

Definice 1.4. Necht’ je ddna posloupnost {a,}; _, a ¢islo A € R. Rekneme, Ze
posloupnost {a, }_, md viastni limitu A, jestliZe plati:

VeeR, €>03dnyeNtak,zeVne N, n>ngp: |a, —A| < €.

JestliZze ma posloupnost {a, }_, vlastni limitu A, ftkdme, Ze konverguje, a zna-

¢ime lim g, = A.
n—oo

Rekneme, Ze posloupnost {a, }°>_, md nevlastni limitu oo, resp. —oo, jestlize
plati:
VAeRdnyeNtak,zeVneN, n>ny:a, > A,

resp.
VAeRdnyeNtak,ZzeVneN, n>ngy:a, <A.

Jestlize ma posloupost {a,}_; nevlastni limitu +oo, resp. —co, fikdme, Ze po-

sloupnost diverguje a znaCime lim a,, = +oo, resp. lim a,, = —oo. Existuje jesté
n—soo n—soo

tieti moZnost, a to takovd, Ze posloupnost neustdle kmitd mezi riznymi hodno-
tami. Takovou oscilujici posloupnost v§ak budeme rovnéz oznacovat jako diver-

gentni.

Nyni se jiz podivdime na jednotliva tvrzeni o posloupnostech, ktera se tykaji
vztahu mezi konvergenci, divergenci, omezenosti, neomezenosti posloupnosti a
jeji limitou.

Véta 1.5. KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, Ze existuje posloupnost {a, }:_,, kterd md dvé

rizné limity. Tedy lim a, = A, lim a, = B, kde A, B € Ra A # B. Bez tjmy na
n—oo n—oo

obecnosti pfedpoklddejme, Ze A < B (analogicky lze dokdzat pro A > B).



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI 6

Podle definice vime, Ze:
Ve>0dny e Ntak, ze Vn > ny @ |a, —A| < €,

Ve >0dnpeNtak, Ze Vn > np: |a, — B| < €.

Pro kazdé € polozme ng = max{ns,ng}. Pro vSechna €, tedy i pro € = 1% a pro
n&jaké k € N, k > ng plati |A —ai| < 252 a |B—ay| < 252, coz znamend, Ze
vzdélenost a; od bodu A i od bodu B je mensi, nez polovina vzdélenosti téchto
dvou bodi, coz je spor. Obdobné vyresime pripady, kde A = —co, resp. B = —oo
(1} s. 23]. ]

Lemma 1.6. Necht’ pro dvé posloupnosti {a,};_, a {b,};_,, kde n € N, existuje
ni € N tak, Ze a,, = b,,, Yn > n. Potom plati:

a) Posloupnost {ay};;_, je omezend prdvé tehdy, kdyZ posloupnost {b,}_, je
omezend.

b) Posloupnost {a,};_| md limitu A prdavé tehdy, kdyZ posloupnost {b,}:_,
md limitu A.

Diikaz. a) Necht’ {a,}_, je omezend. To znamend, Ze pro néjaké K € R je |a,| <
<K, VneN.Je-li G=max(|b1],|b2],...,|bn,|), pak je |b,| <max(K, G), VneN.
Z toho plyne, Ze posloupnost {b,};._, je omezen4.

b) Ma-li posloupnost {a, }>>_, vlastni limitu A, pak podle definice V & > 0 exis-
tuje ng tak, Ze |a, —A| < €, Vn > ng. Jestlize je ny(€) = max(ng, ny), je pro

n>ny(€) |b, —A| = |a, —A| < €, coz znamend, ze lim b, = A.
n—oo

Tim je véta dokdzana, protoZe {a,}; ; a {b,};_, jsou v tomto tvrzeni rovno-

cenné.

Podobné bychom dokézali druhou ¢ast véty i pro lim a, = A = oo, resp. —oo [3,
n—soo

s. 29]. O

Véta 1.7. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. Ptfedpoklddejme, Ze posloupnost {a, } ., je konvergentni, tedy Ze existuje

A € R takové, Ze lim a, = A. K dikazu omezenosti posloupnosti {a, }’_, je tfeba
n—soo

najit K € R tak, aby platilo |a,| < K, Vn € N.
Zvolme € = 1. Podle definice limity k tomuto € existuje ng € N takové, Ze Vn € N,
kde n > ny, je |a, —A| < 1. Potom

lan| = |an — A+ A| < |an —A| +]A| < 1+ |A].

Jestlize plati ng = 1, zvolime K = |A| 4+ 1. V opacném piipadé ozname M =
= {lan| : n € N,n < np} a zvolme K = max (max M, |A| 4 1). Pro takto zvolené
K plati |a,| < K,Vn € N, coZ jsme méli dokdzat [3] s. 30]. O
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Priklad 1.8. Obracend implikace véty|l.7|neplati. Tj. pokud je posloupnost ome-
zend, pak jeSt€¢ nemusi nutné byt konvergentni. Uvazme napiiklad posloupnost
{an}y_ = (—1)". Z obrazku |1.1| miZeme snadno vycist, Ze tato posloupnost je
omezend, ale neni konvergentni.

iT Yo Y Yug Yag
0 T 2 3 1T 5 6 7 8 - n
—11 Yy a3 s K

Obrazek 1.1: Posloupnost {a,},_; = (—1)".

Pokud pracujeme s usporddanymi mnoZzinami, miizeme se zaroven ptat, ktery
prvek je v dané mnoZiné nejvétsi, resp. nejmensi. Zavedeme proto nasledujici
pojmy a formulujeme s tim souvisejici vétu.

Definice 1.9. Necht’ A # 0 je uspotadana mnozina a B C A, kde B # 0, je libovolna
podmnozina A. Rekneme, Ze prvek G € A je supremum (nejmensi horni zdvora)
mnoZziny B, a piSeme G = sup B, jestlize:

1. x<G, Vx€B,
2. je-liy € Atakové, Ze x <y, Vx € B, pak je G < y.

Rekneme, Ze prvek g € A je infimum (nejvétsi dolni zdvora) mnoZiny B, a piSeme
g = Inf B, jestliZe:

. x>g VxeB,
2. je-liye Atakové, ze x >y, Vx € B, pak je g > y.

Pozndmka 1.10. Definici suprema a infima lze dodefinovat také pro neomezené
mnoziny, tj. tak, aby mohla nabyvat hodnot +oo.

Pozndmka 1.11. V nékteré literatufe miiZeme narazit na jinou ekvivalentni definici
suprema, resp. infima. ProtoZe ji pozdéji pouzijeme v diikazu véty [1.13] uvedeme
1 tuto alternativu.
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Lemma 1.12. Bud’ A # 0, A C R. Potom G = supA pradvé tehdy, kdyzZ je G horni
zdavorou A a plati:

(Ve>0)(Ix€A)(x>G—¢).
Analogicky g = inf A pravé tehdy, kdyZ je g dolni zdavorou A a plati:

(Ve >0)(3x € A)(x < g+¢).

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze G = sup A. Pokud by pak pro zZadné x € A
neplatilo, ze x > G — €, muselo by platit G — € =: G’ < G a x < G’ pro viechna
x € A, coz je spor s tim, Ze G je nejmenSi horni zadvora. Necht' naopak existuje
horni zdvora G’ < G. Potom stali zvolit € := G — G, abychom nenalezli Zddné
vhodné x.

Obdobnym zptisobem bychom dokdzali tvrzeni pro infimum [2, s. 25]. [

Véta 1.13. Necht’ je ddna monotonni posloupnost {ay };r_,. Potom existuje lim ay,,
n—oo

pricem? tato limita je:
a) Vlastni prdvé tehdy, kdyz je posloupnost {a,}_, omezend a zdroveri lim a, =
n—yoo
= sup{an}n_y, je-li {an};_| neklesajici, resp. lim a, = inf{a,},_;, je-li
n—soo
{an}s_| nerostouct.
b) Nevlastni prdvé tehdy, kdyz je posloupnost {ay}'_, neomezend.

Diikaz. DokdZeme jen prvni ¢4st, kterou si rozdélime na dva pripady:

(i) Necht’ je {a,};_, omezend, pak md infimum g a supremum G. Pfedpokla-
dejme nejprve, Ze {a,}_, je neklesajici, a ukazme, Ze 1i_r>n a, =G.
n—roco

Podle definice suprema a lemmatu [I.12] plati:
1. a, <G, VneN,
2. Ve>0, dnp tak, Ze G— € < a,, < G.

Posloupnost je neklesajici, tj. Vn > ng je a, > ap,. Odtud G—€ < a, <G < G+E,
cozZ znamena, Ze lim a, = G.
n—soo
Analogicky dokdZeme, Ze lim a, = g pro omezenou nerostouci posloupnost {a, }>_;.
n—oo

(ii) Necht’ {a,}>_, je monoténni posloupnost neomezend shora, nebo zdola.
UvaZujeme prvni pripad, tj. neklesajici posloupnost neomezenou shora. Protoze
{an},._| neni omezend shora, pak VK € R 3no(K) € N tak, Ze a,,x) > K. {an},_
je neklesajici posloupnost, proto plati, Ze Vn > no(K) je an > a, (k). Odtud dostd-
vame a,, > Any(K) > K, cozZ je Ji_r}roloan = oo,

Analogicky bychom mohli dokdzat, Ze lim a, = —oo pro nerostouci posloupnost
n—soo

{a,};_, neomezenou zdola [3} s. 30]. O
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1 ai
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Obrizek 1.2: Posloupnost {a,}_, = (—1)"*11,

n

Priklad 1.14. Nyni ukdZzeme, Ze v opacném sméru implikace véty neplati.
Posloupnost {a, }>°_; = (—1)""! % totiZ osciluje mezi kladnymi a zdpornymi hod-
notami, a pfesto ma limitu rovnu 0, viz obrazek[I.2]

Definice 1.15. Necht je ddna posloupnost {a, }_, a ki, ka, ..., k, je rostouci po-
sloupnost piirozenych ¢isel. Pak posloupnost {a,, };_; pro k € N budeme nazyvat
vybrand posloupnost z posloupnosti {a, }>_;.

Véta 1.16. Necht’ posloupnost {ay,, }7>_, je vybrand posloupnost z posloupnosti
{an}_| a necht’ posloupnost {a,};;_, md limitu ,111_I>Iolo a, = A. Pak kli_r;goank =A.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme z definice limity. Necht' je ddno libovolné € > 0. Pak
podle pfedpokladu 3n* takové, Ze Vn > n* je |a, —A| < €. Posloupnost {n;};>_, je
posloupnost pfirozenych Cisel, a proto miiZeme zvolit kg tak, aby platilo, Ze ny, >
> n*. Pak pro vSechna k > ko je ny > ny, > n*, a proto také platf, Ze |a,, —A| < €
(1} s. 32]. ]

Priklad 1.17. Implikace véty v obraceném sméru neplati. Napiiklad po-
sloupnost {a,}:_; = (—=1)"*1(1+ 1)" nemd limitu (viz obrdzek . Vybrand

podposloupnost ay, lichych ¢lend posloupnosti a,, v§ak uz limitu m4, I}im ay, = e.
—> 00

Véta 1.18. Z kazdé neomezené posloupnosti lze vybrat posloupnost, kterd md ne-
vilastni limitu.

Diikaz. Necht' posloupnost {a,}’_, neni shora omezend. Sestrojime-li rostouc{
posloupnost pfirozenych isel {k,};_, tak, Ze a, > n, pak bude véta dokdzéna.
ProtoZe {a,,}::1 neni shora omezend, Jk; € N tak, Ze a;, > 1. Pokud jsme jiZ nasli
n—1Cisel ky < ky < --- <k, takovych, Ze plati ay, > i proi=1,2,...,n—1,

pak musi existovat k,, € N, které ma nasledujici vlastnosti:
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Obrézek 1.3: Posloupnost {a, }_; = (—1)""1(1+ 1),

1. k, > k,—1,
2. a, > n.

Kdyby totiZ pro vSechna k > k,,_; bylo a; < n, pak by posloupnost {a,}*_, byla
omezena shora, coz neni pravda [3, s. 41]. O

Pro posloupnosti, které nejsou konvergentni, je dilezité definovat pojem hro-
madného bodu, ktery zobeciiuje pojem limity posloupnosti.

Definice 1.19. Cislo A € R* se nazyvd hromadny bod posloupnosti {a,}_|.
jestlize pro kazdé 0'(A) existuje nekonecné mnoho indexid n € N, pro které plati,
Zea, € O(A).

Véta 1.20. Cislo A je hromadnym bodem posloupnosti {an}s_| pravé tehdy, kdyZ
existuje vybrand posloupnost {ay, };>_, takovd, Ze klim an, = A.
—»00

Diikaz. Tvrzeni plyne pifimo z definic vybrané posloupnosti [[.15] a hromadného
bodu[I.19|[1}, s. 33]. O
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Lemma 1.21. Necht’ {a,};_ a {b,};_, jsou konvergentni posloupnosti a li_r}n a, =
n—oo

=a, lim b, = b. Pak plati:
n—oo
1. JestliZe a < b pak existuje ng tak, Ze pro v§echna n > nqg plati a, < by,.
2. Jestlize Ang tak, Ze pro vSechna n > ny je a, < by, pak a < b.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z definice limity [I.4] Druhé tvrzeni pak plyne
z prvniho. Kdyby a > b, pak by platilo a, > b, pro velkd n, coZ je vSak spor [1,
s. 26]. ]

Véta 1.22 (Véta o dvou policajtech). Necht’ jsou ddny tri posloupnosti {a,};_,,
{bu} 1 {en}y, pro néZ plati:
1 a,<c,<b,, VneN,

2. lima,=1limb,=A€cR
H—>o0

n—oo

pak také lim ¢, = A.

n—soo
Diikaz. 7 definice limity a dle 2. pfedpokladu vime, Ze A € R a ze V € > 0 existuje
no tak, ze A — € < a, < A+ €. Zaroven také plati, Ze A — e < b, <A-+¢, Vn > nyg.
Z 1. predpokladu pak vime, Ze A — € < a, < ¢, < b, <A+ €, odtud tedy plyne,
Zze lim ¢, = A [3} s. 39]. ]

n—oo

Lemma 1.23. KaZdd posloupnost md nejmensi a nejvétsi hromadny bod.
Diikaz. Viz [1}, s. 34]. ]

Lemma 1.24. Necht’ je ddna posloupnost omezenych intervalii {(ay, by), {(aa, b),
.y {an,by), pro které plati ay < ay1 < by < by (4. (ans1, bpi1) C {an, by)),
Vn € N. Pak posloupnosti maji limity a € R, resp. b € R a plati, Ze a, < a <b <

< by, Vn €N, (a, b) = (\{ai, bi). Pokud je navic li_r>n (an —by) = 0, plati, Ze
n—oo
i=1
a=b.
Diikaz. Viz [3, s. 41]. 0

Nasledujici véta je velmi vyznamna pro fadu ¢asti matematické analyzy.

Véta 1.25 (Bolzanova-Weierstrassova). Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentni podposloupnost.
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Diikaz. Posloupnost {a,}_, je omezend, proto existujiA, B € Rtak, Ze A < a, <
< B, Vn € N. Nyni rozptlime interval (A, B) v hodnoté ‘#. Alesponi v jednom
z t&chto dvou intervald (A, 438), (448 B) le#i ¢leny posloupnosti {a,}3_; pro
nekonecné mnoho indexti n (miiZe se stit, Ze v obou intervalech lezi ¢leny po-
sloupnosti {a,}>_, pro nekone¢né mnoho indexi n, pak vybereme kterykoliv z
téchto intervald). Tento interval oznacime jako (A;,B;). Interval (A;,B;) opét
rozpulime na intervaly (Aj, A”ZLB Ly, (AlerB L By) ainterval, v némz leZi {a,};_,
pro nekone¢né mnoho indexd n, oznacime (A;,B;) (opét se muze stat, Ze v obou
intervalech leZi ¢leny posloupnosti {a,};_; pro nekone¢né mnoho indext n, pak
opét vybereme kterykoliv z téchto intervalil). Takto postupnym plilenim vytvo-

fime posloupnost intervalti (A, Bi), k € N pro néz plati:
D (Akt1,Bt1) C (A1, By),

2) Bi—Ac=E4,

3) Yk € Nv (Ag, By) lezi a, pro nekoneéné mnoho indexa n.

MiZeme proto vybrat rostouci posloupnost prirozenych Cisel k;, i € N tak, ze
ag, € (A;,B;), Vi e N. To znamend, 7Ze A; < ay; < B;. Dle lemmatu|l.24|je lim A; =

i—oo
= lim B;. Jejich spole¢nou hodnotu oznac¢ime a, pak je dle véty (1.22/také lim a;, =
11— |—>o0
= a, ¢imZ je Bolzanova-Weierstrassova véta dokdzdna [3, s. 42]. ]

Definice 1.26. Necht je ddna posloupnost {a,}_,. Rekneme, Ze {a,}%_, spl-
fuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium, jestlize ke kazdému € > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro vSechna m,n € N, kde m,n > ng, plati nerovnost |a, — a,| < €.
Pomoci kvantifikatorti piSeme:

VeeR,e>03dny e NVmn e Nym,n > ng : |ay —ay| < €.

Véta 1.27. Spliiuje-li posloupnost {a,};_, Bolzanovo-Cauchyovo kritérium, pak
Je tato posloupnost omezend.

Diikaz. Dle Bolzanova-Cauchyova kritéria existuje 7 € N tak, Ze pro n, m > i je
lan —ap| < 1,atedy Vn > fije |ay| <|an—ajt1|+ |aa+1] < 1+ |az41]|. Nyni staci
pouzit lemma |I.6][3, s. 44]. O

Priklad 1.28. Opacny smér implikace véty neplati. Jak miZzeme vidét z ob-
razku[I.4] Posloupnost

1 .

- 7 — 1 pro n sudé
{an}nzl = 21 1 .,
s + 1  pron liché

je omezend, ale nespliiuje Bolzanovo-Chauchyovo kritérium.
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Obrazek 1.4: Posloupnost {a,},_ | = 21 prom S,u e,
o+ 1 pro n liché.

Véta 1.29. Posloupnost {a, };,_, je konvergetntni prdvé tehdy, kdy? spliiuje Bolzanovo-
Cauchyovo kritérium.

Diikaz. "="Nejprve predpoklddejme, Ze posloupnost je konvergentni a tedy ma
vlastni limitu, lim a,, = A. Zvolime € € R, € > 0. K tomuto € nalezneme ny € N
n—soo

tak, ze Vn € N, dle definice limity plati |a, —A| < €. Pak Vm,n € N, kde m > ny
an > nog, plati: |a, —apm| < |an —A|+ A —an| < €+€ =2¢.
Posloupnost {a, };_, tedy spliiuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium.

"<«<="Nyni naopak pfedpoklddejme, Ze posloupnost {a, }*>_, spliiuje Bolzanovo-
Cauchyovo kritérium. Posloupnost {a, }>>_, je dle lemmatu @ omezend. A tedy

n=1

z ni Ize dle véty vybrat konvergentni podposloupnost {ay, }:_,. Je-li limita

této vybrané posloupnosti A, ukazme, Ze také lim a, = A. Plati totiz
n—oo

lapn —A| = |an —ar, +ax, —A| < |an —ag, |+ |ax, —A|, Vn e N.

Protoze li_r>n ar, = A, pak V€ > 0 3ng € N tak, Ze pro n > ng je |ar, —A| < §. Podle
n—oo

Bolzanovo-Cauchyova kritéria k tomuto € existuje n; € N tak, Ze |a, —a,| < §
pro n > ny (diky k, > n). Proto pro n > 7i, kde 1 = max{nog, n1}, je |a, —a| < 5+
+ £ = &, coZ jsme chtéli dokdzat [3, s. 45].

0



Kapitola 2

Funkce

Pokud v definici posloupnosti nahradime vychozi mnozinu pfirozenych Cisel né-
jakou podmnoZinou Cisel redlnych, ziskame ustfedni pojem celé matematiky.

Definice 2.1. Necht M C R. Pak zobrazeni f : M — R nazyvame redlnou funkci
jedné redlné proménné nebo zkracené redlnou funkci jedné proménné. Definic-

nim oborem funkce f je mnozina M a znaci se D(f), oborem hodnot funkce f je
mnozina H(f) := { f(x),x € M}.

Grafem redlné funkce je mnoZzina bodii G = {(x, f(x)) € R?; x € D(f)}, kde
(x, f(x)) znadi bod roviny s pravothlymi soufadnicemi x a y. Protoze budeme
v celém textu pracovat pouze s redlnymi funkcemi jedné proménné, nebudeme
dale tuto charakteristiku explicitné uvadét. Budeme misto toho — podobné jako v
pripade posloupnosti — mluvit pouze o funkci.

Definice 2.2. Necht’ je dan bod xo € R a ¢islo 0 € R, kde 6 > 0, pak mnoZinu
O(x0) = (xo — 8, xo + 8) nazveme okolim bodu xy. Intervalelm (xy, xo+ &) bu-
deme rozumét pravé okoli bodu xy a intervalem (xo — 8, xo) levé okoli bodu xy.
MonoZzina & \ {xo} se nazyva ryzim okolim bodu x.

Necht’ a € R. Pak interval & (+oe0) = (a,+o0) nazveme okolim bodu +oo a interval
O(—o0) = (—o0,a) okolim bodu —oo.

Pozndmka 2.3. Pro okoli bodu plati tyto vlastnosti:

1. Jestlize U5 (xo) a Os,(xo) jsou okoli bodu xo € R*, pak také O (xo) N
N O, (xo) je okoli bodu xo.

2. Jestlize x1, x, € R* a x1 # x2, pak existuji O (x1) a O, (x2) takova, Ze
ﬁgl (xl) N ﬁgz(xZ) =0.

Stejné jako u posloupnosti také u funkci miizeme pozorovat monotonii nebo
ohranicenost. Nékteré vlastnosti vSak 1ze rozliSovat, tykaji-li se pouze konkrétniho
bodu, nebo jistého intervalu.

14
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Definice 2.4. Rekneme, Ze funkce f je rostouci (resp. klesajici) v bodé xo, jestlize
existuje okoli &(xg) = (xo — 8, xo + 0) takové, Ze pro vSechna x € (xo — 8, xp)
je f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(x0)) a pro v8echna x € (xg, xo+ 0) je f(xo) <
< f(x) (resp. f(xo) > f(x)). Pokud bychom ostré nerovnosti ve vztazich, kde se
porovnavaji funkéni hodnoty, nahradili neostrymi nerovnostmi, ziskali bychom
definici funkce nerostouct (resp. neklesajici) v bode.

Funkci, kterd je rostouci nebo klesajici v bodé€ x(, budeme nazyvat funkci ryze
monotonni v bodé xg. Funkci, kterd je nerostouci nebo neklesajici v bodé xg, bu-
deme nazyvat funkci monotonni v bodé x.

Definice 2.5 (Vlastnosti funkce). Necht’ je ddna funkce f : D(f) — R a mnoZina
I C D(f), pak fekneme, Ze funkce f je:

rostouci na mnoZiné I, jestlize Vxi, xp € I, kde x| < xp, je f(x1) < f(x2),
klesajici na mnoziné I, jestlize Vxi, xp € I, kde x; < x2, je f(x1) > f(x2),
nerostouci na mnoziné 1, jestlize Vx, x; € I, kde x; < x2, je f(x1)
neklesajici na mnoZziné I, jestlize Vxp, x; € I, kde x| < xp, je f(x1)
monotonni na mnoziné I, je-li funkce nerostouci, nebo neklesajici,
ryze monotonni na mnozin¢ I, je-li funkce rostouci, nebo klesajici,
shora ohranicend, jestlize 3U € R takové, Ze f(x) < U, Vx € D(f),

zdola ohranicend , jestlize 3L € R takové, ze f(x) > L, Vx € D(f),
ohranicend, jestlize je shora i zdola ohranicend, tj. 3K € R, kde K > 0
takové, ze |f(x)| < K, Vx € D(f).

Xz)

f(x2),
f(x2),

>
<

U posloupnosti jsme se nezminovali o inverzi. Ta by totiZ jakoZto zobrazeni
a~! : R — N postradala jakykoli smysl. Naproti tomu funkce jsou definovany jako
zobrazeni M — R, kde M C R, tudiZ alesponi u prostych funkei o inverzni funkci
uvazovat mizZeme.

Definice 2.6. Necht je ddna prostd funkce f. Funkci g nazveme inverzni funkci k
funkci f, jestlize Vx € D(f) plati g(f(x)) = x. Inverzni funkci k funkci f obvykle
znaéime £ 1.

Lemma 2.7. Inverzni funkce k funkci f rostouci, resp. klesajici, na mnoziné D(f)
je rostouct, resp. klesajici, na mnoziné H(f).

Diikaz. Viz [1,, s. 20]. ]

2.1 Limita funkce

Definice 2.8. Necht' je dano xo, L € R*. Rekneme, e funkce f ma v bodé xq li-
miturovnou Cislu L, tj. lim f(x) = L, jestlize ke kazdému okoli &'(L) bodu L exis-
X—X0

tuje okoli &'(xg) bodu xg tak, Ze pro v§echna x € &'(xp) ~\ {xo} plati f(x) € O(L).
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Pomoci kvantifikatort Ize tuto definici zapsat
VO(L) 30 (xo) Vx € O(xo) ~{x0}: f(x) € O(L).

Podobné jako v pfipadé limity posloupnosti i zde rozliSujeme specidlni pripady
limity podle toho, zda x¢ a L nabyva hodnoty z R (vlastni limita) nebo F-co (ne-
vlastni limita):

a) Vlastni limita ve vlastnim bodeé, je-1i xy, L € R.
b) Viastni limita v nevlastnim bodé, je-1i xo = £~ a L € R.
c) Nevlastni limita, je-li L = +oo.

Pokud mdme vlastni limitu ve vlastnim bodg, pak okoli ¢'(L) mtiZeme popsat
pomoci hodnoty € a okoli &'(xp) pomoci hodnoty 6. Dostavame pak tzv. €-0
definici uvedenou niZe.

Definice 2.9. Necht’ xo, L € R. Pak lim = L, jestlize pro kazdé &€ > 0 existuje

X—X0

0 > 0 takové, Ze pro vSechna x € R plati:
O<|lx—xo|<d=|f(x)—L|<e.

Mluvime-li o vlastni limité v nevlastnim bod€ (+4o<), potom tuto limitu defi-
nujeme nasledovné (analogicky pro —oo).

Definice 2.10. Rekneme, Ze xEToo f(x) =L, L €R, jestlize pro kazdé € > 0 exis-
tuje A > 0 takové, Ze pro vSechna x € R plati:
x>A=|f(x)—L|<e.

Podobné bychom definovali dalsi pfipady nevlastnich limit v nevlastnich bodech.
Véta 2.11. Funkce f md v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.
Diikaz. Dukaz véty provedeme sporem. Budeme tedy predpokladat, ze ler?O flx)=
= L, a zéaroven lerEO f(x) =Ly, kde L; # Ly a xo, Ly, Ly € R*. Z druhého bodu
poznamky o vlastnostech okoli bodu vime, Ze existuji &(L;) a O(L,), pro
kterd plati 0(Ly) N O(Ly) = 0. Z definice limity [2.8| plyne:

301 (xp) takové, Ze Vx € O (xo) \ {xo} plati f(x) € O(L,),

30, (xp) takové, Ze Vx € Os(xo) ~ {xo} plati f(x) € O(L,).

Podle prvniho bodu poznamky [2.3|je & (xp) N 0> (xp) = O (x0) také okoli bodu xp
a zdroven musi platit, Ze Vx € O'(xg) \ {xo} je f(x) € O(L;) N O(L,), cozZ je spor
[ s. 66].

]
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V béZnych situacich pocitdime v konkrétnim bodé oboustrannou limitu. V né-
kterych piipadech se ale funkce chova jinym zplsobem, pokud budeme jeji pri-
béh sledovat z levé strany a jinym z pravé strany. Uvazme funkci sgn(x). Ta nema
limitu v bodé€ xy = 0, a to i pfesto, Ze je v okoli bodu xo = 0 zleva i zprava kon-
statntni. Definujme proto nyni pojem jednostranné limity, ktery bude oproti obou-
stranné definici limity redukovédn pouze na pravé, resp. levé okoli bodu xj.

Definice 2.12. Necht' L € R* a xo € R. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé xq limitu

zprava rovnu L, tj. lim = L, jestliZe:
x—>xo

VO(L)36 >0Vxe (x0, x0+9): f(x) € O(L).

Podobné definujeme limitu zleva, tj. lim f(x) = L, jestliZe:
x—)x(;

VO(L)30>0Vxe (xg—9, x0): f(x) € O(L).
Pozndmka 2.13. Véta plati také pro jednostranné limity funkce.

Véta 2.14. Funkce f md v bodé xy € R limitu pravé tehdy, kdyzZ existuji v bodé x
limity zprava i zleva a tyto limity se rovnaji. Navic plati rovnost:

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x).

X—=X0 X=X, X=X

Diikaz. "=" Necht’ li_>m f(x) = L. Libovolné zvolime &'(L). Nalezneme podle
X—X(

definice limity [2.8|takové &(xp), pro které plati:
Vx e O(xp) ~{xo} plati f(x) € O(L).

Podle definice Ize také najit dostate¢né malé Cislo &, pro které plati:
Vx € (xo, xo+ 0) plati f(x) € O(L).

Rovnéz plati, Ze (xg, xo+9) C O (xp) \ {xo0}, ¢imzZ je dokdzano, Ze lim f(x)=L.

x—x§
Podobné bychom dokazali, Ze lim f(x) = L.
X—¥Xo
"<" Necht' lim f(x) = lim f(x) = L. Zvolime libovnolné &'(L). Podle de-
x%xa' X=Xy

finice limity zprava nalezneme 0; > 0 takové, Ze plati:
Vx € (xo, X0+ &1) plati f(x) € O(L),
déle podle definice limity zleva nalezneme &, > 0 takové, Ze plati

Vx € (xo— &, xp) plati f(x) € O(L).
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Nyni poloZime Os(xg) = min(8y, &), pak Og(xo) \ {xo} C O, (x0) \ {xo} U

U Oy, (x0) \ {x0}, takZe Vx € Og(xp) \ {xo} plati f(x) € O(L), ¢imZ jsme doka-

zali, Ze plati le f(x)=LI[5 s.207]. O
X—X0

Véta 2.15. Md-li funkce f v bodé xo viastni limitu L € R, pak existuje O(xp)

takové, Ze f je na O(x,) omezend.

Diikaz. Necht' lim f(x) = L. Potfebujeme urcit K;, K; tak, aby K; < f(x) <
X—X0

< K pro vSechna x € O'(xp). Podle definice existuje k Cislu € = 1, okoli &'(xo),
takové, Ze pro vSechna x € 0 (xo) ~ {xo} plati L—1 < f(x) < L+ 1. Pokud f(xo)
existuje, zvolime K; = min{L— 1, f(xo)} a K» = max{L+ 1, f(xo)}. Pokud f(xo)
neexistuje, pak K} =L—1a K, =L+ 1 [1, s. 66]. ]

Priklad 2.16. Obracend implikace predchozi véty platit nemusi. Uved me funkci
f(x) = sgn(x). Z obrézku [2.1] je patrné, Ze tato funkce je omezend, ale v bodé
xo = 0 md pouze jednostranné limity, které se samy sobé nerovnaji.

Y
f(x) = sgn(x)

Obrazek 2.1: Funkce f(x) = sgn(x).

Analogii véty o dvou policajtech je véta nasledujici.

Véta 2.17. Necht’ existuje ryzi okoli bodu x( takové, Ze pro vSechna x € O(xp)

plati f(x) < g(x) < h(x). JestliZe lim f(x) = lim h(x) =L, pak také lim g(x) = L.
X—X( X—X(0 X—X0

Diikaz. Véta plyne z definice limity. O]

Priklad 2.18. Obracena implikace véty o policajtech neplati, coz miizeme ilu-

strovat obrazkem [2.2] na tomto obrazkou jsou uvedeny 3 funkce, pro které plati

f(x) <g(x) <h(x). Limita funkce lim g(x) =2, ale lim i(x) =3 a lim f(x) =1
X—X(Q X—X( X—>X0
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Obrazek 2.2: Funkce f(x) = —e *+ 1, g(x) =2, h(x) =e*+3.

2.2 Spojitost funkce

Definice 2.19. Necht' je ddna funkce f, kterd je definovdna na okoli bodu xg.
Rekneme, Ze funkce f je v bodé xq spojitd, jestlize:

lim f(x) = f(x0).

X—X0
Stejné jako v piipadé€ jednostrannych limit miZeme definovat jednostranou spoji-
tost.

Definice 2.20. Rekneme, e funkce je spojitd zprava, resp. spojitd zleva jestlize:

lim, f(x)=f(x0), resp.  lim f(x) = f(xo).

X‘)XO

Pozndmka 2.21. Je ztejmé, Ze funkce je spojitd v bod¢ xo, jestlize je spojitd v bodé
Xo zprava i zleva.

Véta 2.22. Necht’ je funkce f spojitda v bodé xy € R, pak existuje takové okoli
O (xo), na kterém je funkce f omezend.
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Diikaz. Véta okamZzité plyne z definice spojitosti funkce v bode¢. Je-li totiz funkce
f v bodé xq spojitd, musi v tomtéZ bodé existovat obé€ jednostranné limity takové,

ze lim f(x) = lim f(x) = f(xp).Jednd se tedy o vlastni limitu, kterd je omezend
x%xa' X—>Xo

podle véty [2.15] O

Pokud mluvime o lokalnich vlastnostech, pak nds zajima limita funkce a spo-
jitost funkce v bodé&. Tyto vlastnosti popisuji, jak se dand funkce chové na okoli
néjakého bodu. Nyni se podivdme na globdlni vlastnosti funkce, tj. vlastnosti na
néjakém intervalu /.

Definice 2.23. Necht je ddna funkce f a interval I C D(f), I = (a, b). Rekneme,
Ze funkce je spojitd na intervalu I, jestlize je spojita v kazdém bodé x € (a, b), v
spojitd zprava v bodé€ a a spojitd zleva v bodé b. PiSeme f € C(I), je-li I = (a, b)
pak f € C(a, b).

Podobné miiZzeme definovat spojitost na polouzavieném, resp. otevieném, inter-
valu.

U funkce také mtizeme hledat extrémy, pficemz rozliSujeme extrémy lokalni a
globdlni. Pokud mluvime o lokdlnim extrému funkce, pak mdme na mysli extrém
vzhledem k néjakému okoli. Pokud hovoiime o extrému globdlnim, pak mdme na
mysli maximum nebo minimum na néjakém intervalu, naptiklad na celém defi-
ni¢nim oboru.

Definice 2.24. Rekneme, Ze funkce f mé v bodg xo:

lokdlni maximum, jestliZe existuje & (xg) takové, Ze pro kazdé x € O (xo) je

J(x) < f(xo),

lokdlni minimum, jestliZe existuje O'(xg) takové, Ze pro kazdé x € O (xp) je

f(x) > f(xo),

ostré lokdlni maximum, jestlize existuje O (xg) takové, Ze pro kazdé x €
€ O(xo0) ~ {xo} je f(x) < f(x0),

ostré lokdlni minimum, jestlize existuje O'(xo) takové, Ze pro kazdé x €
€ O(x0) ~{x0} je f(x) > f(xo)-

Pokud ma funkce f v bod€ xo lokdlni extrém, pak musi byt definovédna na okoli
0 (x0). . 6(x0) € D(f).

Definice 2.25. Necht' je funkce definovana na intervalu /. Funkce f ma v bodé
xo € I globdini maximum, resp. globdlni minimum, jestlize Vx € I plati f(x) <
< f(xo0), resp. Vx € I plati f(x) > f(xo).
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Pokud v nésledujicim textu neuddme interval pro vySetfeni globadlniho ex-
trému, pak budeme mit na mysli cely D(f). Podrobnéji se na extrémy funkci
podivdme v ndsledujici kapitole o derivacich.

Véta 2.26 (Weierstrassova véta). Necht’ funkce f € C(a, b). Pak f je na tomto
intervalu omezend a nabyvd na ném svého maxima a minima.

Diikaz. Nejprve dokaZzeme, Ze funkce f nabyva na intervalu (a, b) svého maxima
v n&jakém bod¢€ c. Necht Vx € (a, b) plati f(x) < f(c), z Cehoz vyplyvd, Ze
funkce f je shora omezend na (a, b). Ozna¢ime M = sup{f(x); x € (a, D)}.
Sestrojime posloupnost bodt {x,} v (a, b) tak, aby f(x,) — M, pfi¢emZ vime,
Ze M € R*. ProtoZe posloupnost {x,} je omezend, lze z ni podle véty vybrat
konvergentni podposloupnost {x,, }, pro kterou plati a < x,, < b, a tedy l}l_r;olo Xn, =

=c € (a, b). Pro k — oo plati:

f(xnk) —M, f(xnk) — f(C),

protoZe jde o vybranou posloupnost z {x,} a zdroven f je spojitd v bodé c. Z
jednoznacnosti limity plyne rovnost, tedy M = f(c) € R.
Analogicky bychom postupovali pro pfipad minima [2, s. 122]. [

Véta 2.27 (Bolzanova véta). Necht’ funkce f € C{a, b) a necht’ f(a) # f(b). Pak
f nabyvd na intervalu {(a, b) vSech hodnot mezi svym maximem a minimem.

Diikaz. Podle véty exitujf ¢y, ¢ € (a, b) takova, Ze f(c1) < f(x) < f(c2),
kde x € (a, b). Musime tedy ukézat, Ze pro libovolnd x|, x; € (a, b) a libovolné
d, které lezi mezi f(x;) a f(x2), existuje ¢ € {(a, b) takové, Ze f(c) =d.

Necht’ je x; <xp a f(x1) <d < f(x2). Necht’ A = {x € (x1, x2) : f(x) <d}.
MnoZina A je neprazdnd, protoZe x; € A, a shora omezena Cislem x;. Pak je tedy
sup A = ¢ < xp. Ukédzeme, Ze f(c) =d.

Predpoklddejme, Ze f(c) < d. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ plyne, Ze k
Cislu € = f(c) —d > 0 existuje & > 0 tak, Ze pro x € (c — 8, ¢) N {x, x2) je
f(x) > f(c) — & = d. To znamend, Ze pro libovolné x € (¢ — J, ¢) N (x1, x2) je
horni zavorou mnoZiny A, coZ je spor s definici Cila c.

Predpokladejme nyni, Ze f(c) > d. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ plyne, Ze
k ¢islu € =d — f(c) > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro x € (¢, ¢+ 6) N (x1, x2) je
f(x) < f(c)+¢€=d. Toznamend, Ze libovolné x € (¢, ¢+ 6) N (x1, x2) je prvkem
mnoziny A. CoZ je opét spor s definici ¢isla c¢. A tedy musi platit f(c) = d [}
s. 771. O

Pozndmka 2.28. Véta ma nasledujici disledek, ktery nam pii splnéni podmi-
nek zajiSt'uje existenci nulového bodu na daném intervalu. Jednd se zde pouze o
podminku postacujici, tudiZ pfi nesplnéni podminek nemiizeme s jistotou fict, Ze
nulové body funkce f na intervalu / neexistuji.
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Obrazek 2.3: Weierstrassova veta

Disledek 2.29. Necht’ funkce f € C(a, b) aplati, Ze f(a)- f(b) < 0. Pak existuje
alespori jeden bod xg € {(a, b), pro ktery plati f(xp) = 0.

Yy
f(b) .................... f( @; ......
Ol \ ............

Obrazek 2.4: Bolzanova véta.

Pozndmka 2.30. Oznalime f(I) = {f(x) : x € I}. Z vét[2.26] vyplyva:

* Spojitd funkce zobrazuje interval I na bod nebo na interval f (7).

* Spojitd funkce zobrazuje uzavieny, omezeny interval / na bod nebo na in-
terval f(I).
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* Ryze monoténni spojitd funkce zobrazuje otevieny interval I na otevieny
interval f(I).

Priklad 2.31. Pokud budeme uvaZovat obracené implikace k vétam [2.22]
a pak miizeme nalézt funkci, kterd podminky implikaci nespliiuje, ackoliv
disledky plati. Muze to byt naptiklad funkce:

x* 4323 — 1522 —23x 410, prox € (—5,0)U(0,3)

fx) = _
—20, prox = 0.

Z piislusného grafu, viz obrazek [2.5] je patrné, Ze tato funkce nabyvd maxima a

minima a vSech hodnot mezi nimi, ale neni spojitd, zaroven je tato funkce omezena
na okoli bodu xy = 0, ale neni v tomto bodé spojita.

x*43x% — 1522 —23x+ 10, prox € (—5,0)U(0,3)

Obrézek 2.5: Funkcee f(x) =
—20, pro x = 0.

Véta 2.32. Necht’ funkce f je na intervalu I C D(f) spojitd a ryze monotonni.
Pak je funkce = spojitd a ryze monoténni na intervalu J = f(I).

Diikaz. 7 poznamky plyne, ze J = f(I) je interval. Pfedpoklddejme, Ze f
je rostouci na /. Podle lemmatu je f~! rostouci na J. Necht x; € J je li-
bovolny bod, ktery neni pravym koncovym bodem tohoto intervalu, a oznaéme
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y1 = f~Yx1). Pak y; €I, f(y1) = x1 a y; neni pravym koncovym bodem inter-
valu /. Necht’ € > 0 je zvoleno libovolné tak, aby y; + € € 1. Potom polozme
xy = f(y1+¢€). Pak xp € J a protoze je f rostouci, je xo = f(y1+¢€) > f(y1) =x1.
Ozna¢me ddle x; —x; = 0. Pak 0 > 0 a pro x € (x;, x; + 6) plati nerovnost
f7He) < M) < i +8) = fH ) = vi+e = f7(x) + €. Pak tedy
je |f 7' (x) = £~ ' (x1)| < &, tj. £~ je spojita zprava v bod& x;.

Podobné bychom dokézali, Ze funkce £~ je spojitd zleva v kazdém bodé inter-
valu J, ktery nenf jeho levym koncovym bodem. Proto je f~! spojit4 na intervalu
J [ s. 79]. ]

Pozndmka 2.33. Reknéme, Ze funkce £ je definovana na & (xo) . {xo}. Podivame
se nyni na situace, které mohou nastat, jestlize funkce neni v bodé x( spojita
1. Bod xp nazveme bodem odstranitelné nespojitosti, pokud funkce f ma v
bodé xq vlastni limitu, xllgclo f(x)=L,ale L+# f(xp)

2. Jestlize neexituje vySe uvedena vlastni limita, pak bod xp nazyvame
a) bodem nespojitosti prvniho druhu, jestlize existuji obé vlastni jedno-
stranné limity v bod€ xo, lim f(x)=L;a lim f (x) =Ly, kde L) # Ly,

x%xo x%xo
b) bodem nespojitosti druhého druhu, jestlize alesponi jedna z jednostran-
nych limit v bodé x( neexistuje nebo je nevlastni.
Pokud m4 funkce f v bod¢€ xg odstranitelnou nespojitost a xli_{go f(x) =L, pak mu-

Zeme dodefinovat hodnotu v bodé€ xq, ¢imZ bod nespojitosti odstranime, vysledni
funkce f pak bude spojita.

=~ ) L X = Xp,
d <x)‘{ £(x), x€D()~ {xo}.



Kapitola 3

Derivace

Jakmile disponujeme limitou funkce, miZeme bez potiZi definovat dalsi zakladni
ndstroj matematické analyzy, jimZ jsou derivace.

Definice 3.1. Necht’ je ddna funkce f a bod xp € D(f). JestliZe existuje:

i £ = F50)
X=X X —XQ

potom tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé xy a znac¢ime ji f'(xo).
Podobné definujeme také derivaci funkce f v bodé x( zprava a derivaci zleva:

f1(x0) = lim M7 (%) = lim f(x)—f(xo).

x—xg X—X0 X=Xy X —X0
Derivaci zprava a derivaci zleva nazyvame jednostrannymi derivacemi.

Pozndmka 3.2. U derivace funkce miiZze nastat jeden z té€chto pripadd. Derivace
funkce f v bodé xo:

1. Neexistuje.
2. Existuje a pak je:

(a) Vlastni, jestliZe je limita z definice [3.1] vlastni.
(b) Nevlastni, jestliZe je limita z definice [3.1| nevlastni.

Ne vSechny funkce maji derivaci. Nékteré derivaci postrddaji pouze v jednom
konkrétnim bodg, jako napf. funkce f(x) = |x| pro xo = 0. jiné nejsou diferenco-
vatelné v Zadném bodé¢. Prikladem muze byt funkce Dirichletova:

25
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_J1 proxeQ
f(x)_{O prox € I.

Abychom tyto ptipady dokézali rozliSovat, uvedeme nasledujici definici.

Definice 3.3. Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé xq € R, jestlize
existuje okoli &'(xp) tohoto bodu takové, Ze pro vSechny body xo +h € O(xp)
plati:

f(xo+h) = f(x0) =Ah+7(h),

kde A je vhodné ¢islo a 7(h) je funkce takova, Ze limy, ¢ @ =0. Cislo Ak budeme
nazyvat diferencidl funkce f v bodé xq a znagit df(xo). Rekneme, Ze funkce f je

diferencovatelnd, jestli je diferencovatelnd ve viech bodech D(f).

Pro jednostranné derivace funkce déle plati obdobé véta jako pro jednostranné
limity funkce.

Véta 3.4. Funkce f md v bodé xq derivaci pravé tehdy, kdyZ md v bodé xy derivaci
zprava i zleva a tyto derivace se rovnaji. Plati pak rovnost:

fi(x0) = fL(x0) = f'(x0).

Diuikaz. Protoze jsme derivaci definovali jako limitu (pfipadné jednostranné deri-
vace jako jednostranné limity) vyplyva tvrzeni pfimo z véty [2.14] O

Véta 3.5. Jestlize md funkce f v bodé xy vilastni derivaci, pak je v tomto bodé
spojitd.

Diikaz. Necht' existuje f(xo) # *oo. Podle definice spojitosti funkce dokdZeme,
Ze 1i_>m f(x) = f(xo). Plati
X—X0

lim f(x) = lim (f(x) — f(x0) + f(x0)) =

— lim () = f(x0) (x—xp) + lim f(xg) =
X—X0 X — XQ X—X0

= lim Fx) — flxo) - lim (x —xp) + f(x0) =
X—X( X — X0 X—X0

= f'(x0) -0+ f(x0) = f(x0) [I s. 91].
O]

Priklad 3.6. Obracena implikace véty neplati, jak si mizeme vSimnout na
obrazku Funkce f(x) = |x| je spojitd v bodé& xo = 0, ale nema v tomto bodé
derivaci.
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Obrazek 3.1: Funkce f(x) = |x|.

Véta[3.5]plati i v piipad€ jednostrannych derivaci funkce a jednostrannych spoji-
tosti funkce.

Definice 3.7. Necht’ je ddna funkce f a existuje prvni derivace funkce f’(x), dru-
hou derivaci funkce f rozumime funkci f” = (f’)’. JestliZe existuje derivace n— 1.
tadu, pak derivaci n-tého Fadu funkce f rozumime £ = (fr=1)"

Véta 3.8. Necht’ je ddna funkce f a bod xy, na némz? je f definovdna. JestliZe
f(x0) <0, pak je funkce v bodé xy klesajici, naopak pokud je f'(xo) > 0, pak je
funkce v bodé x( rostouct.

Diikaz. Dosazenim do prvni nerovnosti dostdvame z definice derivace vztah f/(xp) =
f(x) = f(xo)
X—X0 X — X0

— 0, xo). Pak zfejmé x — xo < 0. Aby zérovei platila podminka f(xp) < 0, musi
byt f(x) — f(xo) > 0, a funkce f je proto klesajici na levém okoli bodu x(. Necht’
tentokrat x € (xo, xo+ 6). Potom x —xg > 0 a f(x) — f(x0) < 0. Funkce f je proto
klesajici i na pravém okoli bodu xp.

Obdobné bychom dokézali druhou ¢ast tvrzeni [[1}, s. 99]. O

< 0. Pfedpokladejme nyni, Ze pro né&jaké 6 > 0 je x € (xg —

Priklad 3.9. Abychom ukdzali, Ze obricena implikace predchozi véty neplati,
uvedeme funkci f(x) = x?, kter4 je rostouci na celém defini¢nim oboru, ale f'(0) =
= 0 (viz obrazek [3.3).
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flz) =2

[}
.
t

Obrizek 3.2: Funkce f(x) = x°.

Véta 3.10. Necht’ f je libovolnd funkce. Potom plati, Ze jestliZe je f na otevieném
intervalu I C D(f) diferencovatelnd, potom je na I spojitd.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze je f diferencovatelna na intervalu /, coz zna-
mend, Ze je diferencovatelnd v libovolném bodé x( € I. Podle definice diferencialu
to znamend, Ze pro libovolné x( € I existuji A a T(h) takové, Ze f(xo+h) — f(x0) =

h
=Ah+7t(h)proh € (—9,0),kde § >0a ;l,ir%% = 0. Odtud pak plynou rov-
%

nosti:

f(xo+h) — f(xo) t(h)

h 0T
h)— h
limf(xo+ ) f(XO)ZIim(A—f—T( )>:A.
h—0 h h—0 h
Vlastni derivace v bodé x tudiZ existuje a nabyva hodnoty f'(xg) = A. Z véty
pak plyne, Ze f je v bod¢ xy spojitd. Pokud tento postup pouZijeme na vSechna
x € I, dostdvame tvrzeni véty. O]

Piiklad 3.11. Obréicend implikace véty neplati. Vezméme naptiklad funkci
f(x) =|sin(x)|. Ta je spojitd na celém R, a pfesto existuje nekone¢né mnoho bodu,
ve kterych neni diferencovatelna.
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Y y = |sin(z)]

Obrazek 3.3: Funkce f(x) = |sin(x)|.

3.1 Véty o stredni hodnoté

Véta 3.12 (Rolleova véta). Nécht’ je ddna funkce f € C{a, b), kterd md v kazdém
bodé intervalu {(a, b) derivaci vlastni nebo nevlastni a necht’ f(a) = f(b). Pak
existuje bod c € {a, b), pro ktery plati f'(c) =0.

Diikaz. Je-li f naintervalu (a, b) konstantni, pak je tvrzeni jasné.

Necht’ existuje x € (a, b) tak, Ze f(x) # f(a). Necht’ napt. f(x) > f(a) (ana-
logicky pro f(x) < f(a)). Podle Weierstrassovy véty dc € (a, b), v némz
funkce f nabyvd své nejvétsi hodnoty, f(c) = M. Protoze f(x) > f(a) = f(b), je
c € (a, b). UkédZeme, Ze f'(c) = 0. Kdyby bylo f’(c) > 0, pak by podle v&ty
existovalo O'(c) tak, Ze pro x € O(c), x > ¢ by platilo f(x) > f(c) =M, coZ je
spor. Analogicky se dé ukézat, ze f'(c) < 0 [1} s. 99]. O

0 a C1 C2

(a) Rolleova véta

(b) Lagrangeova véta

Obrazek 3.4: Véty o stfedni hodnoté.

Véta 3.13 (Lagrangeova véta). Necht’ je ddna funkce f € C{a, b), kterd md v
kaZdém bodé intervalu {(a, b) derivaci. Pak existuje bod c € (a, b), pro ktery plati:

o =101
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Diikaz. Definujeme funkci

_Sf(b)—f(a)

A (x—a), x€{a,b).

ProtoZe od f odecitdme linedrni funkci, kterd nabyva v krajnich bodech a, b stej-
nych hodnot jako f a ma vlastni derivaci % ve v8ech bodech x € (a, b), je
F také spojitd a md v§ude v (a, b) derivaci. Zaroven téz plati, ze F (a) = F(b) = 0.
Na funkci F 1ze tedy aplikovat vétu Rolleovu[3.12] podle které existuje bod ¢ € (a, b)
takovy, Ze plati F’(c) = 0. Dostdvame tak:

odkud jiZ tvrzeni pfimo plyne [2, s. 142-143]. U
Nasledujici lemma vyplyva z véty Lagrangeovy.

Lemma 3.14. Necht’ jsou ddny funkce f, g, které maji vlastni derivace v kaZdém
bodé otevieného intervalu I. Jestlize ¥V x € I plati f'(x) = g’ (x), pak se funkce f, g
lisT pouze o konstatu. To znamend, Ze 3¢ € R takové, Ze f(x) = g(x) +c.

Diikaz. Necht' funkce F(x) = f(x) — g(x) a body x1, x» € I, x; < x,. Pak podle
Lagrangeovy véty [3.13|existuje ¢ € (a, b) tak, Ze F (x2) — F (x1) = (x2 —x1)F’(c).
Piitom F'(c) = f'(c) — g'(c) = 0. Proto F(x;) = F(x2), coZje F(x) =cnal, a
tedy f(x) —g(x) =c [} s. 101]. O

Véta 3.15 (Cauchyova véta). Necht’ f, g € C(a, b) a necht’ v kaZdém bodé
x € (a, b) existuji viastni derivace f'(x), g'(x). Pak existuje ¢ € (a, b) tak, Ze
plati:

[f(b) = f(a)lg'(c) = [8(b) — g(a)]f'(c).

Diikaz. Polozme F (x) = [f(b) — f(a)][g(x) — g(a)] — [g(b) — g(a)][f (x) — f(a)].

Tato funkce F je spojitd na celém (a, b), ma derivaci na (a, b) a plati F(a)

= F(b) =0, tj. spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Exituje tedy ¢ € (a, b), pro
které F'(c) = 0. Pfitom plati 0 = F'(c) = [f(b) — f(a)¢'(c) — [g(b) — g(a)]f'(c),
odkud jiz tvrzeni piimo plyne [1 s. 100]. [

3.2 Vyuiiti derivaci pri vySetrovani prubéhu funkce

V této podkapitole se zaméiime na vlastnosti, které souvisi s vySetfovanim pri-
béhu funkce. Bude to napiiklad monotonie, extrémy funkce, konvexnost a kon-
kavnost.
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Véta 3.16. Necht’ je ddna funkce f, tato funkce je rostouci na otevieném intervalu
I pravé tehdy, kdy?Z je rostouci v kaZdém bodé tohoto intervalu.

Diikaz. K dikazu ekvivalence potfebujeme dokdzat implikaci zleva doprava a
poté implikaci zprava doleva. Prvni z nich je zfejma: jestlize je funkce f rostouci
na intervalu /, potom je rovnéz rostouci v kazdém bodé x € I.

Druhou implikaci dokdZeme sporem. Pfedpokldadejme, Ze f roste ve vSech
bodech I, ale Ze zaroven neni rostouci na /. Potom existuji body x, y € I, x <y
takové, Ze f(x) > f(y). Definujme:

Mi={r€(x, ) f() = fO)}, B i=supM.

Plati, Ze B € (x, y). Rozli§me tfi ptipady:

(i) Necht’ B =x. Potom f(¢) < f(y) > f(x) pro vSechnat € (x, y) a f nen{ rostouc{

v bodé x zprava, coz je spor s predpokladem.

(ii) Necht' B = y. Protoze je B = supM, existuje v kazdém levém okoli bodu y

takové ¢, pro které plati f(¢) > f(y) a f potom neni rostouci zleva v bod¢€ y, coz

odporuje predpokladu.

(iii) Necht’ je B € (x, y). Potom f je rostouci v bodé . Protoze déle kazdé levé

okoli bodu f obsahuje bod #, pro ktery plati f(¢) > f(y), plati také f(B) > f(y).

Avsak prot € (B, y) je f(t) < f(y) a f neni rostouci zprava v bodé f [2, s. 145].
[

Diusledkem této véty je véta nasledujici.

Véta 3.17. Necht’ je ddna funkce f, kterd md na otevieném intervalu I viastni
derivaci, pak plati:

1. Funkce f je neklesajici na I pravé tehdy, kdyz f'(x) > 0 na I.

2. Funkce f je rostouci na I pravé tehdy, kdy? f'(x) > 0 na I, pFi¢emZ rovnost
f'(x) = 0 neplati na Zddném podintervalu intervalu I.

Analogické tvrzeni plati pro nerostouct a klesajici funkce.
Diikaz. Rozd€lme dikaz na dve ¢asti:

1. Necht' f je neklesajici na I. Je-1i xg € I libovolny bod, pak pro x € I, x < xo,
je f(x) < f(xo) a prox €1, x > xp, je f(x) > f(xo). Proto ]%)];(m >0,
odkud f(xo) = lim fx) = flxo)

X—X0 X — X0

Naopak necht’ f/(x) >0nalax, y€l,x<y,pak podle Lagrangeovy véty

existuje ¢ € (x, y) takové, Ze f(y) — f(x) = f(c)(y—x) >0, 4. f(y) > f(x)
a f je tudiZ neklesajici na intervalu 1.

> 0.
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2. Necht' f je rostouci. Pak podle prvni ¢asti f* > 0. Rovnost f’(x) = 0 pfitom

nemuZe platit na Zddném podintervalu intervalu /, nebot’ by pak zde byla
funkce f podle lemmatu[3.14] konstantni, coZ je spor s tim, Ze je rostouci na
I.
Naopak necht’ f > 0, pficemZ rovnost f'(x) = 0 neplati na Zddném po-
dintervalu intervalu /. Podle prvni ¢asti je funkce f neklesajici. Kdyby f
nebyla rostouci na /, existoval by podinterval intervalu /, na némzZ by byla
f konstantni, takZe by zde platilo f(x) = 0, coz je spor s predpokladem [},
s. 113].

O
Nyni si uvedeme nutnou podminku existence extrému.

Véta 3.18. Necht’ je ddna funkce f a bod xo, ve kterém existuje f'(xo). Pak plati,
Ze jestliZe je bod xq lokdlnim extrémem funkce f, potom f'(xy) = 0.

Diikaz. Piedpokladejme pro spor, Ze f’(xg) < 0. Potom by musela byt funkce f v
bodé xq klesajici, coZ je spor s definici lokdlniho extrému. Stejnd Gvaha plati pro
f(x0) >0 [ s. 116]. ]

Priklad 3.19. Piikladem funkce, kterd ukazuje, ze predchozi véta nemize platit
ve tvaru ekvivalence, je funkce zndzornénd na obrazku @] a definovéna jako dolni
celd ¢ast, tj. f(x) = |x|. Tato funkce ma v bod& xy = 1,5 derivaci f'(xo) = 0, ale
nema v tomto bodé€ lokalni extrém.

Y
1 ———o
2
flx) =[]
1 ——o
1
¢ o :
—1 0 1 2 3
—9
~1

Obrazek 3.5: Funkce f(x) = |x].
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Véta 3.20. Necht’ je ddna funkce f, kterd je spojitd v bodé xy a md vlastni deriaci
v néjakém ryzim okoli O (xy) ~ {xo}. Jestlize Vx € O(xp), x < xo, je f'(x) >0a
Vxe O(xg), x> xo, je f(x) <0, pak md funkce f v bodé xo ostré lokdlni maximum.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem, tj. predpokladejme, Ze f nema ostré lokalni
maximum v bod€ xg, nybrz v néjakém bodé ¢ € O'(xg) \ {xo}. Pfedpokladejme
déle, Ze ¢ < xp. Potom ale z definice ostrého lokdlniho maxima plyne, Ze na levém
okoli &(c) ~{c} je f rostouci, zatimco na pravém okoli klesajici. To je ale ve
sporu s tim, Ze Vx € O(xp), x < xo je f'(x) > 0.

Stejnym zplisobem vétu dokdazeme, pokud ¢ > xg [} s. 117]. 0

Pozndmka 3.21. Podobné tvrzeni plati i pro ostré lokdlni minimum.

Priklad 3.22. Funkci, kterd ukazuje, pro¢ nemtize byt véta formulovana jako
ekvivalence, je:

2

x4, prox <1 2x, prox<l1
1) = 1) =

—x+2, prox>1, —1, prox>1.

Ta md podle obrazku 3.6 ostré lokélni maximum v bodé [1, 1], ale derivace jejiho
levého prstencového okoli neni pro vSechna x kladnd. Pokud totiz bude 6 > 1, pak
dx € (xo — 8, xp) takové, Ze f'(x) < 0.

Véta 3.23. Necht’ je ddna funkce f spojitd v bodé x takovd, Ze f'(xo) = 0. JestliZe
1" (x0) >0, pak md funkce f v bodé x( ostré lokdlni minimum. Jestlize " (xo) <0,
pak md funkce f v bodé xq ostré lokdlni maximum.

Diikaz. Znovu dokazeme jen prvni ¢ast véty tykajici se ostrého lokalniho minima.
Diikaz pro ostré lokélni maximum je obdobny. Z existence f”(xg) vyplyva, Ze
existuje vlastni derivace f’ v jistém okoli (xp), tudiz funkce f je zde spo-
jitd. Podle véty je f rostouci v bod& x. Protoze je f’(xo) = 0, existuje
okoli O5(xg) C O)(xp) takové, Ze pro x € On(xp), x < xo, je f'(x) <0 a pro
x € Ox(x0), x > xo, je f'(x) > 0. Z véty [3.20| nynf plyne tvrzeni [1} s. 118]. O

Priklad 3.24. Obricena implikace k vété predchozi neplati. Uvazujme funkci
f(x) = x* V bodé xp = 0 md tato funkce lokdlni minimum, ale f”(0) = 0. Viz
obrazek[3.71

Definice 3.25. Rekneme, Ze funkce f je konvexni na intervalu I, jestlize pro libo-
volné tfi body x1, xp, x3 € I, kde x; < x» < x3, plati:
f(3) = flx1)
(1) + (

f(XZ)SfX] ﬁ X2—X]).
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Y

B o
. @ wro < 1
flx) = { :

r+2, prox = 1.

X2, prox <1

Obrazek 3.6: Funkce f(x) = :
—x+2, prox>1.

Y
5t
of
fz) =2
i
-2 -1 0 1 2

Obrizek 3.7: Funkce f(x) = x*.

Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestlize pro libovolné tfi body
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X1, X2, x3 € I, kde x; < x» < x3, plati:

) ) =),

X2 —X1).
X3 —X1

fx2) = fx

Pokud v definici misto neostrych nerovnosti aplikujeme ostré nerovnosti pak fi-
kame, Ze je funkce ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, na intervalu I.

Yy Y e
() fremsesssssssssssssssssssy y=f(z)
p(x9) JUE) ) T—
f(ﬂcz)
0 Ty Ty T3 T 0 1 iz 953 x

Obrazek 3.8: Konvexni a konkavni funkce

Konvexnost a konkdvnost popisuji zakfiveni grafu funkce. Proto se v nékte-
rych technicky ladénych skriptech mizZeme setkat s pojmy kladnd nebo zaporna
kfivost.

Lemma 3.26. Necht’ funkce f je definovand na intervalu I a x; < xp < x3 jsou
libovolné body z 1. Pak jsou ndsledujict t¥i nerovnosti ekvivalentni:

f)—flx1) _ flx3) = flx1)

< , (3.20a)
X2 — X1 X3 — X1

fx2) = fx1) < f(x3)—f(x2), (3.20b)
X2 — X1 X3 — X2

Jxs) — flx) < f(x3) = f(x2) [1, s. 122]. (3.20¢)
X3 —X] X3 — X2

Véta 3.27. Necht’ je ddna funkce f. JestliZe je [ konvexni na otevieném intervalu
I C D(f), pak je spojitd v kazdém bodé intervalu I.

Diikaz. Necht' xi, xp, x3 € I takové, Ze x| < xp < x3. Necht' dédle y = p;(x) je
rovnice piimky prochdzejici body [x;, f(x1)] a [x2, f(x2)], ay = p3(x) je rovnice
pifmky protinajici body [x2, f(x2)] a [x3, f(x3)]. Z definice konvexni funkce plyne
f(x) < p3(x) pro x € (x, x3). Necht' x4 € (x2, x3) a p je pfimka prochdzejici
body [x2, f(x2)] a [xs, f(xs)]. Potom L2)=/t1) < [ =/ () Oqpud a 7 rovnosti

Xp—X1 — X4—X7
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p1(x2) = p(x2) = f(x2) dostdvame pj(x) < p(x) pro x > xp. Ale p(x4) = f(x4),
tudiZ p;(x) < f(x) pro x € (xz, x3). Dohromady tak mame p;(x) < f(x) < p3(x)
pro x € (xz, x3). Protoze lim p1(x) = lim p3 (x) = f(x2) a protoze z véty [2.17

x%xz x—>x2
plyne lim+ f(x) = f(x2) a f je spojitd zprava v x,. Spojitost zleva by se dokazala
X‘)Xz
podobné [} s. 176]. O

Véta 3.28. Necht’ je ddna funkce f, kterd md vlastni derivaci na otevieném in-
tervalu I. Pak f je na intervalu I konvexni (resp. ryze konvexni) prdvé tehdy, kdyz
funkce f' je neklesajici (resp. rostouci) na 1.

Stejné tvrzeni plati rovnéZ pro konkdvni (resp. ryze konkdvni) a f' nerostouct
(resp. klesajici) na .

Diikaz. DokaZzme nejprve implikaci zprava doleva:

(i) Zvolme né&jaké x1, x, € I takové, 7e x € (x1, x2). Pak podle lemmatu
plati nerovnosti:

) —fx) < f) = f(x) < fx) — flx)

X —X] Xy — X1 X—Xx

Pokud v levém zlomku provedeme limitni pfechod x — xfr a v pravém
zlomku zase x — x, , dostaneme f(x1) < f’(x2). To pak znamend, Ze funkce
1" je neklesajici na .

(ii) Pro diikaz obrdcené implikace predpoklddejme, Ze f’ je neklesajici na I a
necht’ x; < xp < x3 jsou libovolné body z intervalu /. Podle stejného lem-
matu pak staci ukdzat:

f(x3) = f(x2)

floe) =S ) _ |

X2 — X1 X3 — X2

Funkce f spliiuje na intervalech (xj, x2) a (xa, x3) pfedpoklady Lagrange-
ovy véty, tj. existuji body ¢ € (x1, x2) a ¢z € (x2, x3) takové, Ze:

Fler) = f(x2) —f(x1)7 Fles) = f(x3) —f(xz)'

X2 —X1 X3 — X2

ProtoZe ¢1 < ¢ a f’ je neklesajici, plati f/(c;) < f'(c2), ¢imZ je tvrzeni
dokazano.

Zbyvajici Casti véty lze dokdzat podobné [, s. 124-125]. 0

Pozndmka 3.29. Analogicka véta k vété [3.28]plati pro f konkavni (ryze konkdvni)
a f” nerostouci (klesajici) na I.
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Dusledek 3.30. Necht’ je ddna funkce f, kterd ma vlastni druhou derivaci na ote-
vieném intervalu /.

1. Jestlize f”(x) > 0,Vx € I, pak f je ostfe konvexni na I.

2. Jestlize f”(x) < 0,Vx €I, pak f je ostfe konkdvni na I.

Definice 3.31. Necht’ je dana funkce f a predpoklddejme, Ze funkce f ma v bodé
xo derivaci. JestliZe je tato derivace nevlastni, predpokladejme navic, Ze funkce f
je v bodé xq spojita.

Rekneme, Ze funkce f md v bod€ x( inflexni bod, jestliZe:

1. Existuje okoli &(xg) takové, Ze funkce f je ostfe konkdvni na intervalu
(xo — 8, xp) a ostfe konvexni na intervalu (xg, xo+ 0).

2. Existuje okoli &'(xg) takové, Ze funkce f je ostie konvexni na intervalu (xo —
— 8, xp) a ostie konkdvni na intervalu (xq, xo+ 0).

Zkracené fikame, Ze funkce f ma v bodé€ x( inflexi.

Yo

ZTo X

Obrazek 3.9: |
Inflexni bod]Inflexni bod.

Véta 3.32. Necht’ je ddn inflexni bod xo a necht’ existuje " (xo), pak f”(xg) = 0.

Diikaz. Z existence f”(xo) plyne, Ze prvni derivace f’(x) je kone¢né na okoli bodu
Xo. Z definice inflexniho bodu a véty plyne existence okoli Og(xp) takového,
Ze na otevieném intervalu (xo — &, xo) je f’ rostouci a na otevieném intervalu
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(x0, X0+ &) je klesajici, nebo naopak. Necht’ nastane prvni mozZnost. ProtoZe f je
konvexni na (xo — 8, xp), plati pro libovolné x; < x, < x3 z intervalu (xo — 0, xo)
nerovnost [3.20b] ProtoZe f je v bod€ x spojitd, dostaneme limitnim pfechodem
X3 —X 0, 7€ nerovnostplatl’ také na intervalu (xo — 8, xo). Funkce f je tedy
na tomto intervalu konvexni, proto je zde f’ rostouci. Podobné bychom dok4zali,
Ze f’ je klesajici na intervalu (xo, xo + 0). Z toho plyne, Ze funkce f' md v bodé
xo lokdln{ extrém. Podle véty [3.18]tedy musi byt f”(xo) = 0 [1} s. 127]. O

Priklad 3.33. Abychom ukézali, Ze u predchozi véty nemiiZe platit vztah ekvi-
valence, uvazme funkci f(x) = 5x° + %x, jejiz graf nalezneme na obrizku m
Druhi derivace této funkce je totiz f”(x) = 150x*, coZ znamen4, 7e druhd deri-
vace je v bodé xo = 0 nulovd, avSak funkce sama zadny inflexni bod nema4.

Obrézek 3.10: Funkce f(x) = 5x5 + 1x.

Véta 3.34. Necht' f(xo) = 0 a necht’ existuje okoli O(xy) tak, Ze plati f"(x) <
<0, Vx e (xg— 90, xo) a zdroveri f"(x) >0, Vx € (xq, xo+ 0), nebo naopak. Pak
Xo je inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Z existence f”(xo) plyne, Ze f'(xp) je kone¢nd. Podle diisledku je f
konkdvni v levém okoli bodu x( a konvexni v pravém okoli bodu xj, nebo naopak.
Coz dokazuje tuto vétu [} s. 127]. O
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Priklad 3.35. Opét uved’'me funkci, na které ukaZzeme, Ze obraceny smér impli-
kace nemuze platit. Definujme f(x) po ¢astech. Podle obrazku se v pocatku
soufadnicového systému zjevné nachdzi inflexni bod. Druhd derivace f”(x) vSak
v bodé€ xp = 0 neni definovana:

5 01> 0 2, prox >0
x X
f(x)= B P ., f"(x) = { nedefinovdno, prox =0
—x“, prox<0
-2, prox < 0.

) 1
t

1
fﬂij _ { ;}J;}‘. pro @ = 0

—?, pro x < (.

X2, prox >0

2

Obrazek 3.11: Funkce f(x) =
—x“, prox <0.

Lemma 3.36. Necht' je ddna funkce f a necht’ existuje f'(xo), f”(x0) =0 a
" (x0) # 0, pak bod xq je inflexni bod.

Diikaz. Z existence f”(xg) plyne, Ze f”(x) je konetnd v jistém okoli bodu xo.
Podle véty 3.8 je f” v bod& x( rostouci, nebo klesajici. V né&jakém okoli Og(x)
je tedy f”(xp) < 0 pro x € (xo — 8, xo) a f(x) > 0 pro x € (xg, xp+ &) nebo
obradcené. Tvrzeni nyni plyne z pfedchozi véty [3.34][1 s. 127]. O



KAPITOLA 3. DERIVACE 40

Pozndmka 3.37. Z predchazejicich vét[3.32] [3.34]a lemmatu [3.36] plyne, Ze funkce
f mize mit inflexi pouze v bodech, kde jeji druhd derivace neexistuje, nebo je

rovna nule.



Kapitola 4

Grafické znazornéni

KdyZ jsme nyni vyloZili veskera potfebnd tvrzeni, miZeme pristoupit k sestaveni
mapy. V této kapitole struéné zminim postup, ktery jsem pouZzila.

Nejprve jsem vybrala vhodné véty z celé prace a zobrazila je graficky. VSechny
tyto véty maji tvar relace implikace (jednostranné ¢i oboustranné), diky cemuz Ize
v kazdém tvrzeni oddélit predpoklady od dusledkil a vyplnit prostor mezi nimi
Sipkou zndzornujici, Ze je-li splnén vychozi fakt, pak je splnén i fakt z toho ply-
nouci. K napsani textli jsem vyuzila program GeoGebra, pficemz k samotnému
sestaveni map mi poslouzil program Inkscape, ktery je vhodny pro prici s vek-
torovym obrazem, tzn. veskeré objekty jsou definovany pomoci vektord a bodd,
a se kterym jsem se sezndmila béhem kurzu Pocitacové grafiky (PPCGR). Jesté
v samotném textu prace jsou uvedeny piiklady k vétdm formulovanym jako im-
plikace. Tyto priklady uvadim proto, abych ukazala, pro¢ dand véta nemiiZe platit
ve tvaru ekvivalence. Kazda tato posloupnost ¢i funkce tedy graficky znazoriuje,
proc jsou Sipky ve schématech pouze jednosmérné. K vytvoreni grafi piikladi
jsem rovnéz pouzila program GeoGebra.

Na zavér si dovolim dodat pozndmku o zpusobu, jak se Ize v mapéch ori-
entovat. Jednotlivé pojmy a vlastnosti matematické analyzy jsem se pokusila do
prostoru vhodné rozmistit a pridat prislusné Sipky. Ty jednostranné znazornuji
smér implikaci mezi jednotlivymi pojmy. Oboustranné Sipky pak symbolizuji re-
laci ekvivalence. Pokud v nékterych mistech plyne diisledek z vice predpokladd,
sméfuji od kazdého predpokladu Sipky, které se spoji v symbolu "+" a az poté
spole¢né vedou k zavéru.
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Zaver

Matematickd analyza je pro studenty uvodnich ro¢nik vysoké Skoly vétSinou
zcela novou oblasti. Troufdm si tvrdit, Ze jen malokdo z nich se na stfedni Skole
setkal s diferencidlnim poctem, a pokud ano, pak nanejvys v nékterych aplikacich.
Muze byt proto dost obtizné pochopit samotné véty, natoZ si pak vytvorit urity
nadhled o jednotlivych vztazich napfi¢ jednotlivymi kapitolami. Cilem mé price
bylo sestavit schémata pro zdkladni tvrzeni matematické analyzy a pokusit se tak
tyto vztahy zndzornit. Vysledné tfi mapy lze najit v piiloze bakalafské prace.

Pfi tvorbé map jsem postupovala tak, Ze jsem se pokusila predev§im vylozit
vSechny relevantni pojmy, definice a véty s dikazy. Kapitoly prace na sebe nava-
zuji a prolinaji se, nutno proto podotknout, Ze mapy nejsou jednoznacné uspora-
dany dle kapitol prace. Mnohdy jsem byla kvili dplnosti nucena uvést i takové
véty i lemmata, které nakonec nejsou ve schématech zohlednény, protoZe slouZzi
jen jako pomocnd tvrzeni a netvofi kostru samotné vizualizace. Pokud jsem v
textu narazila na vétu ve tvaru implikace, doplnila jsem ji vlastnim piikladem,
ktery ukazuje, pro¢ v daném misté nemtiZe platit ekvivalence. Tyto posloupnosti
a funkce rovnéz doprovazi grafy vytvorené v programu GeoGebra.

Jak jsem jizZ zminila, ne vSechny tvrzeni jsou ve schématech zohlednény. Ty-
pickym piikladem jsou véty o stfedni hodnoté. Ty se do urcité miry svou formu-
laci vymykaji ostatnim vétam. Jejich predpoklady ¢i zavéry se nedaji dost dobie
skloubit s predpoklady ¢i zavéry vét ostatnich, coZ by znamenalo, Ze by tyto im-
plikace staly stranou od celé mapy a nijak se s ostatnimi pojmy nespojily. Proto
jsem je do schémat nezaradila.
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PO SlOupnO St P¥iloha &. 1

k—o00 n—00

[Vybrané posloupnost ma limitu lim a,, = AJ < , (mé limitu lim a, = AJ

Ize vybrat podposloupnost,
kterd méa nevlastni limitu

[ A je hromadny bod)

{je konvergentnl'J

4> [je divergentni )
{ je neomezena }

{ splituje Bolzanovo-Cauchyovo krlterlum /@ N
/ N’ { je monoténniJ [ mé nevlastni limitu )

[je omezena )

{ lze vybrat konvergentni podposloupnost J




Funkce Pifloha & 2

[ ma v bodé zy vlastni limitu L Je spojita v bodé x() 1 [ mé vlastn{ derivaci v bodé ]

limita L v bodé z( zprava = Je omezena na okoli bodu z

= limita L v bodé¢ z( zleva =
=L

Je spojita v bodé xj zprava a zleva ]

[ je diferencovatelna na intervalu [ ] [je konkavni na intervalu / J

[ je rostouci na intervalu [ ]

[ je spojita na intervalu I] < 1 [je konvexni na intervalu IJ

-

®

[ nabyva maxima a minima na intervalu / ]

[ je omezena na intervalu [ J

mé inverzni funkci, ktera je rostouci Q&
a spojitd na intervalu f(I)

[nabyvé vSech hodnot mezi maximem a minimem na intervalu [ ]




D erivace Pfiloha &. 3

rostouci na intevalu 1

[ klesajici na intevalu [ ]

f(mg) > 0 Q:D[ klesajici v bodé a:()]

fi(zg) <0 4:{> rostouci v bodé l‘oJ
- (" rostouci v kazdém bode intervalu | | [ Klesajicf v kazdém bode intervalu I]

f”(])g) < 0

[ existuie (@) |

[v bodé z je lokalni extrém]
[V bodé zy je ostré lokalni minimum]

] [bod 2 je inflexn bod] /\V :
[ ma vlastni prvni derivaci v bodé xg J

/[je spojitd v bode oy | @ A/

f’(l“o) existuje a f’($0) =0

)

derivace v bodé zj zprava =
= derivace v bodé x( zleva

f7(xp) neexistuje,
nebo f7(xy) = 0

[v bode zy je ostré lokalni maximum] konvexni zleva, konkavni zprava

F(xg) > 0 (nebo naopak)

l\ﬁ@é/
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