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Anotace

V predklddané prici shrnuji zékladni definice a véty uvodni ¢asti matematické
analyzy od posloupnosti redlnych ¢isel az po derivace funkci. Z probranych pojmi
a vlastnosti nasledné vytvarim mapu, kterd graficky znazornuje vztahy mezi té-
mito matematickymi objekty.
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Annotation

In the present work, I summarise the basic definitions and theorems of the intro-
ductory part of mathematical analysis, from the sequences of real numbers to the
derivatives of functions. From the concepts and properties discussed, I then cre-
ate a map that graphically illustrates the relationships between these mathematical
objects.
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Uvod

Matematika je jako velkd sit’ sklddajici se z navzdjem propojenych definic a vét.
Veskeré teorémy a pojmy, s nimiZ matematici pracuji, v kone¢ném duisledku ply-
nou z nékolika zdkladnich axiomu teorie mnozin. Velkd spousta matematikd pri
praci s nimi nikterak nevyzaduje geometrickou predstavivost a vystaci si pouze
s algebraickymi metodami. Naopak druhd skupina by si nedokézala provozovani
matematiky bez néjakého zakladniho zndzornéni viibec predstavit. Matematickd
skripta, s nimiZ studenti pracuji, samoziejmé usiluji o vyuzivani obou téchto po-
hledt. Vzdy se vSak omezuji jen na konkrétni piipady, jako je napf. zndzornéni
Rolleovy véty (viz obrdzek 3.4a). Dosud jsem vSak nikde nevidéla mapu, kterd by
vykreslila vice vét souCasné a ukdzala, jak na sobé navzdjem zavisi.

Pravé tato vizualizace je cilem mé bakalarské prace. Pokusim se tedy — do-
slova — zmapovat vybrané véty matematické analyzy a graficky ukdzat vztahy,
které mezi nimi panuji. Zaméfim se konkrétné na tvodni kapitoly, s nimiZ se stu-
denti kurzi matematické analyzy setkdvaji v ivodnich semestrech svého studia.

Myslenkové 1ze préci rozdélit do dvou nestejné obsdhlych a navzdjem se pro-
linajicich casti. Teoretickd se skladd z predloZeni definic, vét, dukazd a pfidru-
Zenych pozndmek, zatimco praktickou ¢asti rozumim protipfiklady doplnéné ob-
razky a vysledné mapy. Po formdlni strdnce md text 4 kapitoly. V prvni se zaby-
vam posloupnostmi, vedle definic zdkladnich pojma se soustfedim predevsim na
limitu posloupnosti spole¢né s nejzndmé;j$imi vétami, jako je napiiklad ta Bolza-
nova-Weierstrassova. V druhé kapitole popisuji funkce, jejich limity, vlastnosti
monotonie, spojitost apod. Ve tfeti ¢4sti vycet tvodnich partii matematické ana-
lyzy zakonéim derivacemi, které umoznuji formulovat tvrzeni propojujici diive
vyloZené vlastnosti. V posledni ¢dsti vysvétlim, jak jsem postupovala pfi tvorbé
map.

Abychom se nezdrZovali definovanim zdkladnich pojmi, odvoldm se na tomto
misté na skripta [1, s. 1-10], odkud jsem Cerpala pifedev§Sim. V tomto textu je
mozné dohledat presné znéni definice kartézského soucinu, relace, usporadant,
usporddané mnoziny, prostého zobrazeni, bijekce, redlného Cisla, intervalu nebo
tieba grafu. ProtoZe platnost spousty vét zavisi na pomocnych lemmatech, pokla-
dam za dilezité zminit lemmata piimo v textu u prisluSnych vét. Jejich dikazy
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jsem ale kvuli plynulosti textu vynechala, coZ vynahradim alespoii tim, Ze pod
nimi uvadim odkaz na zdroj, ve kterém je dikaz k dispozici.

Na zavér bych chtéla dodat, Ze si v praci a vyslednych mapach rozhodné ne-
kladu ambice na tuplnost. Existuje totiz velké mnoZstvi dodateCnych tvrzeni a
vlastnosti, které v praci nezohlednuji. Mym cilem vSak neni podat vycerpdva-
jici vycet odlehlych partii analyzy, nybrZ pokryt tu jeji ¢ast, se kterou se bézné
studenti nasi fakulty setkdvaji.



Prehled pouzitého znaceni

Pro snaz$i orientaci v textu uvadim piehled a popis symboli, které se v praci vy-
skytuji.

N mnoZzina pfirozenych ¢isel

Z mnozina celych Cisel

Q mnoZina racionalnich Cisel

I mnozZina iraciondlnich ¢isel

R mnoZina redlnych cisel

R* mnoZina redlnych C¢isel rozsifend o symboly +oo
C mnoZina komplexnich Cisel

O(xp) okoli bodu x
Og(a) epsilonové okoli bodu a
{an}>>_, posloupnost redlnych ¢isel



Kapitola 1

Posloupnosti

Abychom mohli pokrocit k vlastnostem posloupnosti, které nds zajimaji prede-
v§im, je tfeba nejprve definovat zdkladni pojmy. Sila matematické analyzy stoji
na popisu a praci s nekonecné malymi veli¢inami. S tim dzce souvisi vztah mezi
body, které se nachdzeji v né¢jakém blizkém sousedstvi, resp. okoli.

Definice 1.1. Je-li ddno € > 0, pak mnoZinu vsech feSeni soustavy nerovnic v R
a—€<x<a+eg&

budeme nazyvat €-okolim bodu a. V nékterych ptipadech budeme misto uvede-
nych nerovnic vyuZivat dspornéjsiho zdpisu pomoci symbolu &. Tzn. Ze okoli
bodu a budeme znacit O¢(a), ptipadné jen &'(a), pokud neuvazujeme konkrétni
hodnotu €.

Definice 1.2. Posloupnosti nazyvame zobrazeni a : N — M. Je-li M = R hovofime
o posloupnosti redlnych Cisel, je-li M = C hovotime o posloupnosti komplexnich
¢isel. Celou posloupnost pak zapisujeme {a,}, _,, hodnoty posloupnosti obvykle
namisto a(n) zna¢ime a,, pfi¢emz pro konkrétni n nazyvame a, n-ty ¢len posloup-
nosti.

Grafem posloupnosti pak neni nic jiného, nez izolované body. V této praci se
budeme zabyvat pouze posloupnostmi ¢isel redlnych. V nésledujicim textu tudiz
nebudeme tento privlastek explicitné zmifovat.

Mezi nejjednodussi vlastnosti posloupnosti patii popis toho, jak se chovaji, tj.
zda s rostoucimi hodnotami n € N rostou také jejich hodnoty a(n) € R apod.

Definice 1.3 (Vlastnosti posloupnosti). Posloupnost a,, se nazyva:

rostouct, jestlize a, < a,+1 Vn €N,
klesajici, jestlize a, > ap+1 VneN,
nerostouct, jestlize a, > ay+1 Vn €N,

4
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neklesajict, jestlize a, < a,+1 Vn €N,

monotonni, jestlize je nerostouci, nebo neklesajici,

ryze monotonni, jestlize je rostouci, nebo klesajici,

shora omezend, jestlize U € R takové, ze a, <U VneN,
zdola omezend, jestlize 4L € R takové, ze a, > L VneN,
omezend, jestlize je omezend shora i zdola.

1.1 Limita posloupnosti

Ustiednim ndstrojem matematické analyzy je limita, proto nyni uvedeme jeji de-
finici.

Definice 1.4. Necht' je ddna posloupnost {a,}>> ; a &islo A € R. Rekneme, Ze
posloupnost {ay, }:_, md viastni limitu A, jestliZe plati:

VeeR, €e>03ngeNtak, z2e Vn e N, n>ng: |a, — Al < €.

JestliZze md posloupnost {a, }_, vlastni limitu A, ftkdme, Ze konverguje, a zna-
¢ime lim a, = A.

n—soo
(o]

Rekneme, 7e posloupnost {a, }>_,

plati:

md nevlastni limitu +oo, resp. —oo, jestlize

VAeRdngeNtak,ZeVneN, n>ng:a, > A,

resp.
VAeRdng e Ntak,ZeVn e N, n > ng: a, < A.

JestliZze md posloupost {a,}>_; nevlastni limitu +oo, resp. —oo, fikdme, Ze po-

sloupnost diverguje a zna¢ime lim a, = +oo, resp. lim a,, = —oo. Existuje jesté
n—soo n—soo

treti moZznost, a to takova, Ze posloupnost neustile kmitd mezi riznymi hodno-
tami. Takovou oscilujici posloupnost v§ak budeme rovnéz oznacovat jako diver-
gentni.

Nyni se jiZ podivime na jednotliva tvrzeni o posloupnostech, kterd se tykaji
vztahu mezi konvergenci, divergenci, omezenosti, neomezenosti posloupnosti a
jeji limitou.

Véta 1.5. KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pro spor predpoklddejme, Ze existuje posloupnost {a, } _,, kterd ma dvé

rizné limity. Tedy lgll ap =A, lgll ap, = B,kde A, B€ RaA # B. Bez Gijmy na
Nn—r 0 n—roo

obecnosti pfedpoklddejme, Ze A < B (analogicky lze dokdzat pro A > B).
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Podle definice vime, Ze:
Ve>03dny € Ntak, ze Vn > ny : |a, — Al <€,

Ve >0dng e Ntak, ze Vn > np: |a, — B| < €.

Pro kazdé € polozme ng = max{ns, nB} Pro vSechna €, tedy iproe= BE a pro

n&jaké k € N, k> ng plati |A —ap| < 852 a B—ai| < & 2 , COZ znamend, 7Ze
vzdélenost a; od bodu A i od bodu B je mens1, nez polovina vzdélenosti téchto
dvou bodi, coZ je spor. Obdobné vyfesime piipady, kde A = —oo, resp. B = —oo
[1,s.23]. O

Lemma 1.6. Necht’ pro dvé posloupnosti {a,}7_ a {bn};_,, kde n € N, existuje

ni € N tak, Ze a,, = b,,, ¥Y'n > ny. Potom plati:

n=1’

a) Posloupnost {a,}_, je omezend prdvé tehdy, kdyZ posloupnost {b,};_, je
omezend.

b) Posloupnost {a,};_ md limitu A prdvé tehdy, kdyZ posloupnost {b,};_,
md limitu A.

Diikaz. a)Necht’ {a,};_, je omezend. To znamend, Ze pro néjaké K € R je |a,| <
<K, VneN.Je-li G=max(|b1|,|b2],...,|bn,|), pak je |b,| <max(K, G), VneN.
Z toho plyne, Ze posloupnost {b,}*_, je omezena.

b) Ma-li posloupnost {a, }_, Vlastnl limitu A, pak podle definice V& > 0 exis-
tuje ng tak, ze |a, —A| < €, Vn > ng. Jestlize je na(€) = max(no, ni), je pro

n>ny(€) |by—A|=l|an— A| < €, coZ znamend, 7e lgn b, =
n—>oco

Tim je véta dokdzdna, protoZe {a,},_, a {b,},_, jsou v tomto tvrzeni rovno-
cenné.

Podobné bychom dokézali druhou &ast véty i pro lgll ap = A = 400, rESp. —00 [3,

n—o0

s. 29]. L
Véta 1.7. KaZdd konvergentni posloupnost je omezend.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze posloupnost {a,}_, je konvergentni, tedy Ze existuje
A € R takové, Ze hm a, = A. K diikazu omezenosti posloupnosti {a,}’_, je ticba

najit K € R tak, aby platllo la,| < K,VneN.
Zvolme € = 1. Podle definice limity k tomuto € existuje ng € N takové, ze Vn € N,
kde n > ng, je |a, —A| < 1. Potom

|an| = lan —A+A| < |an — A[+ |A] <1+]A].

Jestlize plati ng = 1, zvolime K = |A| 4+ 1. V opatném piipadé ozname M =
= {lan| : n € N,n < np} a zvolme K = max (max M, |A| + 1). Pro takto zvolené
K plati |a,| < K,Vn € N, coz jsme méli dokazat [3, s. 30]. O
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Priklad 1.8. Obracend implikace véty 1.7 neplati. Tj. pokud je posloupnost ome-
zend, pak jesté nemusi nutné byt konvergentni. UvaZzme napiiklad posloupnost
{an}y_ = (=1)". Z obrazku 1.1 miZeme snadno vycist, Ze tato posloupnost je
omezend, ale neni konvergentni.

iT ta, fa, Y6 tag
0 1 2 3 4 H 6 7 8 n
~10 fu s tas Y

Obrazek 1.1: Posloupnost {a,} | = (—1)".

Pokud pracujeme s usporddanymi mnozZinami, miZeme se zaroven ptat, ktery
prvek je v dané mnoZiné nejvétsi, resp. nejmensi. Zavedeme proto ndsledujici
pojmy a formulujeme s tim souvisejici vétu.

Definice 1.9. Necht’ A # 0 je uspofddana mnoZina a B C A, kde B # 0, je libovolna
podmnoZina A. Rekneme, 7e prvek G € A je supremum (nejmensi horni zdvora)
mnoZiny B, a piSeme G = sup B, jestliZe:

1. x<G, Vx €B,
2. je-liy e Atakové, Zze x <y, Vx € B, pak je G < y.

Rekneme, Ze prvek g € A je infimum (nejvétsi dolni zdvora) mnoZiny B, a piseme
g = inf B, jestliZe:

1. x>g, VxeB,
2. je-liy € Atakové, Zex >y, Vx € B, pak je g > y.

Pozndmka 1.10. Definici suprema a infima 1ze dodefinovat také pro neomezené
mnoziny, tj. tak, aby mohla nabyvat hodnot +oo.

Pozndmka 1.11. V nékteré literatufe miiZeme narazit na jinou ekvivalentni definici
suprema, resp. infima. Protoze ji pozdéji pouZijeme v diikazu véty 1.13, uvedeme
1 tuto alternativu.
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Lemma 1.12. Bud’ A # 0, A C R. Potom G = supA pravé tehdy, kdyZ je G horni
zdvorou A a plati:
(Ve>0)(Ix€A)(x>G—¢).

Analogicky g = inf A pravé tehdy, kdyZ je g dolni zdvorou A a plati:
(Ve>0)(IxcA)(x< g+e).

Diikaz. Predpokladejme pro spor, ze G = sup A. Pokud by pak pro zZadné x € A
neplatilo, Zze x > G — €, muselo by platit G — & =: G’ < G a x < G’ pro vSechna
X € A, coz je spor s tim, Ze G je nejmensi horni zdvora. Necht' naopak existuje
horni zdvora G’ < G. Potom stadi zvolit € := G — G, abychom nenalezli zZddné
vhodné x.

Obdobnym zptsobem bychom dokdzali tvrzeni pro infimum [2, s. 25]. [

Véta 1.13. Necht’ je ddna monotonni posloupnost {a,}'_,. Potom existuje lim ay,
n—oo
pricem? tato limita je:
a) Vlastni pravé tehdy, kdyz je posloupnost {a,}:_, omezend a zdroveri lim a, =
n—soo
= sup{an},—1, je-li {an}, | neklesajici, resp. lgll an = inf{a, }—y, je-li
n—oco

{an}s | nerostouct.
b) Nevlastni pravé tehdy, kdyz je posloupnost {a, };,_, neomezend.

Diikaz. Dokazeme jen prvni ¢ést, kterou si rozdélime na dva piipady:
(i) Necht’ je {a,};_, omezend, pak md infimum g a supremum G. Pfedpokla-
dejme nejprve, Ze {a,};_, je neklesajici, a ukaZme, Ze lim a, = G.
n—yoo

Podle definice suprema a lemmatu 1.12 plati:
1. a, <G, VneN,
2. Ve>0, dnp tak, Ze G—€ < a,, <G.

Posloupnost je neklesajici, tj. Vn > ng je a, > a,,. Odtud G—€ < a, <G < G+E,

coZ znamena, ze lim a,, = G.
n—soo

Analogicky dokdZzeme, Ze ’}glolo a, = g pro omezenou nerostouci posloupnost {a, }+_;.
(ii) Necht’ {a,}>_, je monoténni posloupnost neomezend shora, nebo zdola.

UvaZzujeme prvni piipad, tj. neklesajici posloupnost neomezenou shora. Protoze

{an},._| nenf omezend shora, pak VK € R Ino(K) € N tak, Ze a,,(x) > K. {an};_,

je neklesajici posloupnost, proto plati, Ze Vn > no(K) je an > a, (k). Odtud dostd-

vame a, > Ao (K) > K, coz je ,}ifoloa” = oo,

Analogicky bychom mohli dokézat, Ze lim a, = —oo pro nerostouci posloupnost
n—oo

{an};_; neomezenou zdola [3, s. 30]. O
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Obrazek 1.2: Posloupnost {a,}, = (—1)"711,

n

Priklad 1.14. Nyni ukdZeme, Ze v opacném sméru implikace véty 1.13 neplati.
Posloupnost {a,}>*_; = (—1)"*! % totiZ osciluje mezi kladnymi a zdpornymi hod-
notami, a presto ma limitu rovnu 0, viz obrazek 1.2.

Definice 1.15. Necht’ je ddna posloupnost {a, } | a ky, k, ..., k, je rostouci po-
sloupnost pfirozenych cisel. Pak posloupnost {a,, }7. ; pro k € N budeme nazyvat
vybrand posloupnost z posloupnosti {a, }>_,.

Véta 1.16. Necht’ posloupnost {a,, }7>_, je vybrand posloupnost z posloupnosti
{an}s | a necht’ posloupnost {a,}7_, md limitu ’}iilgoan =A. Pak khfoloa”k =A.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme z definice limity. Necht’ je ddno libovolné € > 0. Pak
podle predpokladu 3n* takové, Ze Vn > n* je |a, —A| < €. Posloupnost {nx };>_; je
posloupnost pfirozenych Cisel, a proto miZzeme zvolit k tak, aby platilo, Ze ny, >
> n*. Pak pro vSechna k > kg je ny > ny, > n*, a proto také plati, Ze |a,, —A| < €
[1,s.32]. O

Priklad 1.17. Implikace véty 1.16 v obriceném sméru neplati. Napfiiklad po-

sloupnost {a,} | = (—=1)""1(1 + %)” nemd limitu (viz obrdazek 1.3). Vybrand

podposloupnost a,, lichych ¢lenti posloupnosti a, v§ak uZ limitu m4, klim ay, = e.
—3o0

Véta 1.18. Z kazdé neomezené posloupnosti lze vybrat posloupnost, kterd md ne-
vlastni limitu.

Diikaz. Necht' posloupnost {a,}*_, neni shora omezend. Sestrojime-li rostouci

(o)

posloupnost pfirozenych &isel {k,}>_, tak, Ze ai, > n, pak bude véta dokdzéna.
ProtoZe {a, }; _, neni shora omezend, 3k; € N tak, Ze a;, > 1. Pokud jsme jiZ nasli
n—1Z&isel ky <ky < -+ <k, takovych, Ze plati ay, > iproi=1,2,....,n—1,

pak musi existovat k,, € N, které ma nasledujici vlastnosti:



KAPITOLA 1. POSLOUPNOSTI 10

F- ———————————————————————————————
+ *as Y, *a, a1
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Obrézek 1.3: Posloupnost {a,}7_; = (—=1)"1(1+ 1y,

1. kn>kn71,
2. ag, > n.

Kdyby totiz pro vSechna k > k,_; bylo a; < n, pak by posloupnost {a,}:_, byla
omezena shora, coZ neni pravda [3, s. 41]. O

Pro posloupnosti, které nejsou konvergentni, je dilezité definovat pojem hro-
madného bodu, ktery zobeciiuje pojem limity posloupnosti.

Definice 1.19. Cislo A € R* se nazyvd hromadny bod posloupnosti {a,}>_,,
jestlize pro kazdé ¢'(A) existuje nekone¢né mnoho indexd n € N, pro které plati,
ea, € O(A).

Véta 1.20. Cislo A je hromadnym bodem posloupnosti {an} | pravé tehdy, kdyZ
existuje vybrand posloupnost {ay, };>_, takovd, Ze klim an, = A.
—S00

Diikaz. Tvrzeni plyne piimo z definic vybrané posloupnosti 1.15 a hromadného
bodu 1.19 [1, s. 33]. O
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Lemma 1.21. Necht’ {a, };>_, a {b,};_, jsou konvergentni posloupnosti a lgll ay =
n—soco
=a, lim b, = b. Pak plati:

n—oo

1. Jestlize a < b pak existuje n tak, Ze pro vSechna n > nqg plati a, < by,
2. Jestlize Ang tak, Ze pro vSechna n > ng je a, < by, pak a < b.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne pfimo z definice limity 1.4. Druhé tvrzeni pak plyne
z prvniho. Kdyby a > b, pak by platilo a, > b, pro velkd n, coZ je vSak spor [1,
s. 26]. L]

Véta 1.22 (Véta o dvou policajtech). Necht’ jsou ddny tri posloupnosti {a,};_,,
{buts 1, {enty, pro néZ plati:
1. ap <cp <b,,VneN,

2. lima, =limb,=A€cR,

n—soo n—soo
pak také lim ¢, = A.

n—oo
Diikaz. Z definice limity a dle 2. pfedpokladu vime, Ze A € R a Ze V € > 0 existuje
no tak, Ze A — € < a, < A+ €. Zaroven také plati, ze A — € < b, <A+ ¢&,Vn > ny.
Z 1. predpokladu pak vime, Ze A — € < a, < ¢, < b, < A+ €, odtud tedy plyne,
ze lim ¢, = A [3, s. 39]. U

n—oo

Lemma 1.23. KaZdd posloupnost md nejmensi a nejvétsi hromadny bod.
Diikaz. Viz [1, s. 34]. O

Lemma 1.24. Necht’ je ddna posloupnost omezenych intervalii (a1, b1), (a2, b>),
.oy {an,by), prokteré plati a, < api1 < bpi1 < by (4. (@ng1, bus1) C (G, bn)),
Vn € N. Pak posloupnosti maji limity a € R, resp. b € R a plati, Ze a, < a < b <

<b,, VneN, (a, b) = ﬂ(ai, b;). Pokud je navic lgll (ay, — by) = 0, plati, Ze
n—soco
i=1
a=">o.
Diikaz. Viz [3, s. 41]. O

Nasledujici véta je velmi vyznamnd pro fadu ¢asti matematické analyzy.

Véta 1.25 (Bolzanova-Weierstrassova). Z kazdé omezené posloupnosti lze vybrat
konvergentni podposloupnost.
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Diikaz. Posloupnost {a,}’_, je omezend, proto existuji A, B € Rtak, ze A <a, <
< B, Vn € N. Nyni rozptlime interval (A, B) v hodnoté #. Alespon v jednom
z téchto dvou intervalt (A,#% (#,m lezi Cleny posloupnosti {a,}:_, pro
nekone¢né mnoho indexii n (miiZe se stit, Ze v obou intervalech lezi ¢leny po-
sloupnosti {a,};_; pro nekone¢né mnoho indexu n, pak vybereme kterykoliv z
téchto intervald). Tento interval oznacime jako (Aj,B;). Interval (A,B;) opét
rozpulime na intervaly (Al,AI;B L) <A1;B L Bp) ainterval, v némz lezi {a,};_,
pro nekone¢né mnoho indexd n, oznacime (A;, By) (opét se muze stat, Ze v obou
intervalech leZi ¢leny posloupnosti {a,}’_; pro nekone¢né mnoho indexi n, pak
opét vybereme kterykoliv z téchto interval). Takto postupnym pilenim vytvo-
fime posloupnost intervalt (Ag, By), k € N pro néz plati:

1) (Ag+1,Bis1) C (A1, By),

2) Bi—Ac=54,

3) Yk € Nv (Ag,By) lezi a, pro nekoneéné mnoho indexd 7.

MiiZzeme proto vybrat rostouci posloupnost prirozenych Cisel k;, i € N tak, Ze

ar, € (Ai,B;), Vi€ N. To znamend, Ze A; < ai, < B;. Dle lemmatu 1.24 je lim A; =
1—r

= lim B;. Jejich spole¢nou hodnotu oznac¢ime a, pak je dle véty 1.22 také lim a, =
i—yoo i—o0

= a, ¢cimz je Bolzanova-Weierstrassova véta dokdzana [3, s. 42]. OJ

Definice 1.26. Necht je déna posloupnost {a,}>_,. Rekneme, 7e {a,}>_, spl-
fuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium, jestlize ke kazdému € > 0 existuje ng € N
takové, Ze pro vSechna m,n € N, kde m,n > ny, plati nerovnost |a, — a,| < €.
Pomoci kvantifikatort piSeme:

VeeR,e>0dny e NVmn e N, mn > ng : |ay, —an| < €.

Véta 1.27. Spliiuje-li posloupnost {ay};_, Bolzanovo-Cauchyovo kritérium, pak
je tato posloupnost omezend.

Diikaz. Dle Bolzanova-Cauchyova kritéria existuje 71 € N tak, Zze pro n, m > i je
lan —am| < 1, atedy Vn > iije |an| < |an—ajmt1|+ |ait1] < 1+ |az41]|. Nyni staci
pouzit lemma 1.6 [3, s. 44]. ]

Priklad 1.28. Opacny smér implikace véty 1.27 neplati. Jak mizeme vidét z ob-
razku 1.4. Posloupnost

1 .
== — 1 pro n sudé
{“n};zl = 21 P L
s + 1 pro nliché

je omezend, ale nespliiuje Bolzanovo-Chauchyovo kritérium.
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*a,
+
i a:
) ’ tas Yaq tag
0] 1 2 3 4 5} G T ] 9 10 n

| _ + +
1 a4 ag as a9

1 z

o — 1 d
Obrazek 1.4: Posloupnost {a,}r_ | = 21 prom s‘u e/

s+ 1 pron liché.

Véta 1.29. Posloupnost {a, }; _, je konvergetntni prdavé tehdy, kdyZ spliiuje Bolzanovo-
Cauchyovo kritérium.

Diikaz. "=-"Nejprve predpoklddejme, Ze posloupnost je konvergentni a tedy ma
vlastni limitu, lim @, = A. Zvolime € € R, € > 0. K tomuto € nalezneme ny € N
n—oo

tak, ze Vn € N, dle definice limity plati |a, —A| < €. Pak Vm,n € N, kde m > ny
an > ng, plati: |a, — apm| < |an —A|+]A —an| < €+ € =2¢.
Posloupnost {a, }*_, tedy spliiuje Bolzanovo-Cauchyovo kritérium.

"<«<="Nyni naopak pfedpoklddejme, Ze posloupnost {a, }_, spliiuje Bolzanovo-
Cauchyovo kritérium. Posloupnost {a, } _, je dle lemmatu 1.27 omezend. A tedy
z ni 1ze dle véty 1.25 vybrat konvergentni podposloupnost {ay }> ;. Je-li limita

této vybrané posloupnosti A, ukazme, Ze také lim a, = A. Plati totiz
n—oo

lan—A| = |an —ar, + ar, —A| < |an — ag, | + |ax, —A|, Vn € N.

Protoze lgll a, = A, pak V& >0 3ng € N tak, Ze pro n > ng je |ax, —A| < 5. Podle
n—>00

Bolzanovo-Cauchyova kritéria k tomuto € existuje n; € N tak, Ze |a, —a,| < §
pro n > n; (diky k, > n). Proto pro n > i, kde i = max{no, ni},je la, —a| < 5+
+ & =€, coZ jsme chtéli dokazat [3, s. 45].

]



Kapitola 2

Funkce

Pokud v definici posloupnosti nahradime vychozi mnozinu pfirozenych cisel né-
jakou podmnozinou &isel redlnych, ziskdme ustfedni pojem celé matematiky.

Definice 2.1. Necht' M C R. Pak zobrazeni f : M — R nazyvame redlnou funkci
jedné redlné proménné nebo zkracené redlnou funkci jedné proménné. Definic-
nim oborem funkce f je mnozina M a znaci se D(f), oborem hodnot funkce f je

mnozina H(f) := { f(x),x € M}.

Grafem redlné funkce je mnozina bodi G = {(x,f(x)) € R?; x € D(f)}, kde
(x, f(x)) zna¢i bod roviny s pravoihlymi soufadnicemi x a y. ProtoZe budeme
v celém textu pracovat pouze s redlnymi funkcemi jedné proménné, nebudeme
déle tuto charakteristiku explicitné uvadét. Budeme misto toho — podobné jako v
ptipadé posloupnosti — mluvit pouze o funkci.

Definice 2.2. Necht’ je ddn bod xp € R a Cislo 6 € R, kde 6 > 0, pak mnozinu
O (x0) = (xo — 8, xo+ 8) nazveme okolim bodu xy. Intervalelm (xp, xo+ &) bu-
deme rozumét pravé okoli bodu x( a intervalem (xo — 8, xg) levé okoli bodu x.
Monozina & \ {x¢} se nazyva ryzim okolim bodu xo.

Necht’ a € R. Pak interval &'(4o0) = (a,+o0) nazveme okolim bodu +oo a interval
O (—o0) = (—o0,a) okolim bodu —oo.

Pozndmka 2.3. Pro okoli bodu plati tyto vlastnosti:

1. Jestlize O (xo) a Os,(xo) jsou okoli bodu xo € R*, pak také O (xo) N
N Os,(xo) je okoli bodu xp.

2. Jestlize x1, x € R* a x1 # xp, pak existuji T (x1) a Os,(x2) takovd, Ze
ﬁgl (xl) N ﬁgz ()Cz) =0.

Stejné jako u posloupnosti také u funkci miizeme pozorovat monotonii nebo
ohranicenost. Nékteré vlastnosti v§ak 1ze rozliSovat, tykaji-li se pouze konkrétniho
bodu, nebo jistého intervalu.

14
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Definice 2.4. Rekneme, e funkce f je rostouct (resp. klesajici) v bodé x, jestlize
existuje okoli & (xg) = (xo — 8, xo + &) takové, Ze pro vSechna x € (xo — 8, xp)
je f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(xp)) a pro v8echna x € (xp, xo+ ) je f(xo) <
< f(x) (resp. f(x0) > f(x)). Pokud bychom ostré nerovnosti ve vztazich, kde se
porovnavaji funkéni hodnoty, nahradili neostrymi nerovnostmi, ziskali bychom
definici funkce nerostouct (resp. neklesajici) v bode.

Funkci, kterd je rostouci nebo klesajici v bodé€ xg, budeme nazyvat funkei ryze
monotonni v bodé xi. Funkci, kterd je nerostouci nebo neklesajici v bod¢ xg, bu-
deme nazyvat funkci monotonni v bodé x.

Definice 2.5 (Vlastnosti funkce). Necht’ je ddna funkce f : D(f) — R a mnozina
I C D(f), pak fekneme, Ze funkce f je:

rostouci na mnoziné I, jestlize Vx, xp € I, kde x; < xp, je f(x1) < f(x2),
f

klesajici na mnoziné I, jestlize Vx1, xp € I, kde x| < x, je f(x1) > f(x2),
nerostouci na mnoziné I, jestlize Vx, xp € I, kde x| < x2,je f(x1) > f(x2),
neklesajici na mnoziné I, jestlize Vxy, x; € I, kde x| < x2, je f(x1) < f(x2),

monotonni na mnoziné I, je-li funkce nerostouci, nebo neklesajici,

ryze monotonni na mnoZiné I, je-1i funkce rostoucti, nebo klesajici,

shora ohranicend, jestlize U € R takové, Ze f(x) < U, Vx € D(f),

zdola ohranicend , jestlize L € R takové, Ze f(x) > L, Vx € D(f),
ohranicend, jestliZe je shora i zdola ohrani¢end, tj. 3K € R, kde K > 0
takové, ze | f(x)| < K, Vx € D(f).

U posloupnosti jsme se nezminovali o inverzi. Ta by totiZ jakoZto zobrazeni
a~!: R — N postradala jakykoli smysl. Naproti tomu funkce jsou definovany jako
zobrazeni M — R, kde M C R, tudiZ alespoil u prostych funkeci o inverzni funkci
uvazovat mizeme.

Definice 2.6. Necht je ddna prostd funkce f. Funkci g nazveme inverzni funkci k
funkci f, jestlize Vx € D(f) plati g(f(x)) = x. Inverzni funkci k funkci f obvykle
zna&ime 1.

Lemma 2.7. Inverzni funkce k funkci f rostouci, resp. klesajici, na mnoZiné D( f)
Jje rostouct, resp. klesajici, na mnoZiné H(f).

Diikaz. Viz [1, s. 20]. O

2.1 Limita funkce

Definice 2.8. Necht’ je dano xo, L € R*. Rekneme, Ze funkce f mé v bodé& xq li-
mitu rovnou &islu L, ). lgm f(x) =L, jestlize ke kazdému okoli &'(L) bodu L exis-
X—X0

tuje okoli &'(xp) bodu xo tak, Ze pro v§echna x € &'(xp) ~ {xo} plati f(x) € O(L).
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Pomoci kvantifikatort 1ze tuto definici zapsat
VO(L) 30 (xo) Vx € O(xp) ~{x0}: f(x) € O(L).

Podobné jako v pripadé limity posloupnosti i zde rozliSujeme specidlni piipady
limity podle toho, zda xp a L nabyva hodnoty z R (vlastni limita) nebo Foo (ne-
vlastni limita):

a) Vlastni limita ve vlastnim bodeé, je-li xo, L € R.
b) Vliastni limita v nevlasmim bodé, je-1i xo = £ a L € R.
¢) Nevlastni limita, je-1i L = Z-oo.

Pokud mdme vlastni limitu ve vlastnim bodé¢, pak okoli &/(L) miZeme popsat
pomoci hodnoty € a okoli &'(xg) pomoci hodnoty &. Dostavame pak tzv. €-0
definici uvedenou niZe.

Definice 2.9. Necht' xp, L € R. Pak lgm = L, jestlize pro kazdé € > 0 existuje
X—X0

0 > 0 takové, Ze pro vSechna x € R plati:
O0<|x—xo|<0=|f(x)—L|<e.

Mluvime-li o vlastni limité€ v nevlastnim bodé (+o0), potom tuto limitu defi-
nujeme nasledovné (analogicky pro —eo).

Definice 2.10. Rekneme, Ze ngoo f(x) =L, LR, jestlize pro kazdé € > 0 exis-
tuje A > 0 takové, Ze pro vSechna x € R plati:

x>A=|f(x)—L|<e.
Podobné bychom definovali dalsi pfipady nevlastnich limit v nevlastnich bodech.
Véta 2.11. Funkce f md v libovolném bodé nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Diikaz véty provedeme sporem. Budeme tedy predpokladat, Zze xlg&l flx)=
0
= L, a zaroven lgm f(x) =Ly, kde L # Ly a xo, Ly, L, € R*. Z druhého bodu
X—¥XQ
poznamky 2.3 o vlastnostech okoli bodu vime, Ze existuji &'(L;) a O(L;), pro
kterd plati ©(L;) N O(Ly) = 0. Z definice limity 2.8 plyne:
30 (xp) takové, Ze Vx € O (xp) ~{xo} plati f(x) € O(L,),

305 (xp) takové, ze Vx € 0> (xo) \ {xo} plati f(x) € O(L»).

Podle prvniho bodu pozndmky 2.3 je & (xo) N 0> (xg) = O(xp) také okoli bodu x
a zaroveni musi platit, ze Vx € 0 (xg) \ {xo} je f(x) € O(L;)NO(Ly), coZ je spor
[1,s. 66].

L
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V béZnych situacich pocitdme v konkrétnim bodé€ oboustrannou limitu. V né-
kterych ptipadech se ale funkce chova jinym zptisobem, pokud budeme jeji pru-
béh sledovat z levé strany a jinym z pravé strany. Uvazme funkci sgn(x). Ta nema
limitu v bodé x¢p = 0, a to i presto, Ze je v okoli bodu xo = 0 zleva i zprava kon-
statntni. Definujme proto nyni pojem jednostranné limity, ktery bude oproti obou-
stranné definici limity redukovan pouze na pravé, resp. levé okoli bodu xy.

Definice 2.12. Necht' L € R* a x € R. Rekneme, Ze funkce f ma v bod& xg limitu

zprava rovnu L, tj. lim = L, jestliZe:
XHXO

VO(L) 36 >0Vx € (xo, x0+0): f(x) € O(L).

Podobné definujeme limitu zleva, tj. lim f(x) = L, jestlize:
X=X

VO(L)36 >0Vx e (xo— 3, x0): f(x) € O(L).
Pozndmka 2.13. Véta 2.11 plati také pro jednostranné limity funkce.

Véta 2.14. Funkce f md v bodé xo € R limitu pravé tehdy, kdyz? existuji v bodé xg
limity zprava i zleva a tyto limity se rovnaji. Navic plati rovnost:

lim £(x) = lim f(x) = lim f(x).

X=X x—xg X=Xy

Diikaz. "=" Necht lgm f(x) = L. Libovolné zvolime &'(L). Nalezneme podle
X=X

definice limity 2.8 takové &'(xp), pro které plati:
Vx e O(xo) ~{xo} plati f(x) € O(L).

Podle definice 2.12 lze také najit dostate¢né malé Cislo 8, pro které plati:
Vx € (xp, X0+ 0) plati f(x) € O(L).

Rovnéz plati, Ze (xo, x0+ ) C O(x0) \ {x0}, ¢imZ je dokdzéno, Ze lim f(x)=L.

x—xg
Podobné bychom dokazali, ze lim f(x) = L.
X=X
"«<"Necht' lim f(x) = lim f(x) = L. Zvolime libovnolné &'(L). Podle de-
x%xg X=X

finice limity zprava 2.12 nalezneme 8, > 0 takové, Ze plati:
Vx € (xo, xo+ 81) plati f(x) € O(L),
déle podle definice limity zleva nalezneme &, > 0 takové, Ze plati

Vx € (xo— 62, x0) plati f(x) € O(L).
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Nyni poloZime O5(xg) = min(d, &), pak Og(xo) \ {xo} C T, (x0) ~ {xo} U

U O, (x0) \ {x0}, takZe Vx € Os(xp) \ {xo} plati f(x) € O(L), ¢imZ jsme doka-

zali, Ze plati lgm f(x)=L[5,s.207]. O
X—X0

Véta 2.15. Md-li funkce f v bodé xy vlastni limitu L € R, pak existuje O (x)

takové, Ze f je na O(x,) omezend.

Diikaz. Necht lgm f(x) = L. Potfebujeme urlit K;, K; tak, aby K; < f(x) <
X—X0

< K; pro vSechna x € 0(xp). Podle definice existuje k Cislu € = 1, okoli &'(xp),
takové, Ze pro vSechna x € & (xo) ~ {xo} plati L— 1 < f(x) < L+ 1. Pokud f(xo)
existuje, zvolime K; = min{L — 1, f(x9)} a K = max{L+ 1, f(xo)}. Pokud f(xo)
neexistuje, pak Kj =L—1a K, =L+1[1,s. 66]. O

Priklad 2.16. Obriacend implikace predchozi véty platit nemusi. Uved me funkci
f(x) = sgn(x). Z obrazku 2.1 je patrné, Ze tato funkce je omezend, ale v bodé
x0 = 0 ma pouze jednostranné limity, které se samy sobé nerovnaji.

y
f(x) = sgn(x)

Obrazek 2.1: Funkce f(x) = sgn(x).

Analogii véty o dvou policajtech je véta ndsledujici.

Véta 2.17. Necht’ existuje ryzi okoli bodu xq takové, Ze pro v§echna x € O (xg)

plati f(x) < g(x) <h(x). Jestlize lim f(x)= lim h(x) =L, pak také lim g(x)=L.
X—X(0 X—rX( X—>X0

Diikaz. Véta plyne z definice limity. O

Priklad 2.18. Obracena implikace véty o policajtech neplati, coz mizeme ilu-

strovat obrdzkem 2.2, na tomto obrdzkou jsou uvedeny 3 funkce, pro které plati

f(x) <g(x) <h(x). Limita funkce lim g(x) =2, ale lim A(x) =3 a lim f(x) =1
X—X0 X—>X0 X=X
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h(x) =

Obrazek 2.2: Funkce f(x) = —e *+1, g(x) =2, h(x) = e *+3.

2.2 Spojitost funkce

Definice 2.19. Necht' je ddna funkce f, kterd je definovdna na okoli bodu xy.
Rekneme, Ze funkce f je v bodé xq spojitd, jestlize:

lim f(x) = f(xo).

X—X0
Stejné jako v pripadé€ jednostrannych limit miiZzeme definovat jednostranou spoji-
tost.

Definice 2.20. Rekneme, Ze funkce je spojitd zprava, resp. spojitd zleva jestlize:

lim+ f(x)=f(x0), resp. lim f(x) = f(xo).

X%XO X%XO

Pozndmka 2.21. Je ztfejmé, Ze funkce je spojitd v bodé xo, jestliZe je spojitd v bodé
X0 zprava i zleva.

Véta 2.22. Necht je funkce f spojitd v bodé xg € R, pak existuje takové okoli
O (xo), na kterém je funkce f omezend.
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Diikaz. Véta okamZit€ plyne z definice spojitosti funkce v bodé€. Je-li totiz funkce
f v bodé xq spojitd, musi v tomtéZ bodé€ existovat obé jednostranné limity takové,

ze lim f(x) = lim f(x) = f(xp). Jednd se tedy o vlastni limitu, kterd je omezend
x%xg X=Xy

podle véty 2.15. O

Pokud mluvime o lokdlnich vlastnostech, pak nds zajima limita funkce a spo-
jitost funkce v bod€. Tyto vlastnosti popisuji, jak se dand funkce chové na okoli
néjakého bodu. Nyni se podivdme na globdlni vlastnosti funkce, tj. vlastnosti na
néjakém intervalu /.

Definice 2.23. Necht' je dana funkce f a interval I C D(f), I = (a, b). Rekneme,
Ze funkce je spojitd na intervalu I, jestlize je spojita v kazdém bodé x € (a, b), v
spojitd zprava v bodé a a spojita zleva v bodé€ b. Piseme f € C(I), je-li I = (a, b)
pak f € C{a, b).

Podobné miizeme definovat spojitost na polouzavieném, resp. otevieném, inter-
valu.

U funkce také miZzeme hledat extrémy, pficemz rozliSujeme extrémy lokdlni a
globalni. Pokud mluvime o lokdlnim extrému funkce, pak mdme na mysli extrém
vzhledem k néjakému okoli. Pokud hovoiime o extrému globdlnim, pak mdme na
mysli maximum nebo minimum na néjakém intervalu, napiiklad na celém defi-
ni¢nim oboru.

Definice 2.24. Rekneme, 7e funkce f ma v bodé xq:

lokdlni maximum, jestliZe existuje &(xg) takové, Ze pro kazdé x € O(xo) je

f(x) < fxo),

lokdlni minimum, jestlize existuje 0 (xg) takové, Ze pro kazdé x € O'(xg) je

f(x) = f(xo),

ostré lokdlni maximum, jestlize existuje €' (xg) takové, Ze pro kazdé x €

€ O(x0) ~ {xo} je f(x) < f(x0),

ostré lokdlni minimum, jestlize existuje O (xg) takové, Ze pro kazdé x €

€ O(x0) ~ {xo} je f(x) > f(xo)-

Pokud ma funkce f v bod€ xg lokdlni extrém, pak musi byt definovdna na okoli
O(x0), tj- O(x0) € D(f).

Definice 2.25. Necht' je funkce definovdna na intervalu /. Funkce f ma v bodé
xo € I globdlni maximum, resp. globdlni minimum, jestlize Vx € I plati f(x) <
< f(xo), resp. Vx € I plati f(x) > f(xo).



KAPITOLA 2. FUNKCE 21

Pokud v nésledujicim textu neuddme interval pro vySetfeni globédlniho ex-
trému, pak budeme mit na mysli cely D(f). Podrobnéji se na extrémy funkci
podivdme v ndsledujici kapitole o derivacich.

Véta 2.26 (Weierstrassova véta). Necht’ funkce f € C{a, b). Pak f je na tomto
intervalu omezend a nabyvd na ném svého maxima a minima.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze funkce f nabyva na intervalu (a, b) svého maxima
v néjakém bodé c. Necht' Vx € (a, b) plati f(x) < f(c), z ¢ehoz vyplyvd, Ze
funkce f je shora omezend na (a, b). Ozna¢ime M = sup{f(x); x € (a, D)}.
Sestrojime posloupnost bodi {x,} v (a, b) tak, aby f(x,) — M, pfi¢emz vime,
Ze M € R*. Protoze posloupnost {x,} je omezend, 1ze z ni podle véty 1.25 vybrat
konvergentni podposloupnost {x,, }, pro kterou plati a < x,, <b, a tedy klglolo Xpy, =

=c € (a, b). Pro k — oo plati:
f(xnk) _>M7 f(xnk) —)f(C),

protoZe jde o vybranou posloupnost z {x,} a zdroven f je spojitd v bodé c. Z
jednoznacnosti limity plyne rovnost, tedy M = f(c) € R.
Analogicky bychom postupovali pro pfipad minima [2, s. 122]. U

Véta 2.27 (Bolzanova véta). Necht’ funkce f € C(a, b) a necht’ f(a) # f(b). Pak
f nabyvd na intervalu (a, b) vSech hodnot mezi svym maximem a minimem.

Diikaz. Podle véty 2.26 exituji ¢y, ¢ € (a, b) takovd, Ze f(c1) < f(x) < f(c2),
kde x € {(a, b). Musime tedy ukdzat, Ze pro libovolnd x|, x; € (a, b) a libovolné
d, které lezi mezi f(x1) a f(x2), existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f(c) =d.

Necht’ je x; <xp a f(x1) <d < f(xz). Necht’ A = {x € (x1, x2) : f(x) < d}.
MnoZina A je neprazdnd, protoZe x| € A, a shora omezenad Cislem x,. Pak je tedy
sup A = ¢ < xp. Ukdzeme, Ze f(c) =d.

Predpoklddejme, Ze f(c) < d. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ plyne, Ze k
&islu € = f(c) —d > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro x € (c — 3, ¢) N {x1, x2) je
f(x) > f(c) — € = d. To znamena, Ze pro libovolné x € (¢ — 3, ¢) N {(x1, x2) je
horni zdvorou mnoZiny A, coZ je spor s definici ¢ila c.

Predpoklddejme nyni, Ze f(c) > d. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ plyne, Ze
k Cislu € = d — f(c) > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro x € {c, ¢+ )N {x1, x2) je
f(x) < f(c)+¢&=d. Toznamend, Ze libovolné x € (¢, ¢+ 6) N (xy, x2) je prvkem
mnoziny A. CoZ je opét spor s definici ¢isla c. A tedy musi platit f(c) =d [1,
s. 77]. U

Pozndmka 2.28. Véta 2.27 ma nasledujici disledek, ktery ndm pfi splnéni podmi-
nek zajist'uje existenci nulového bodu na daném intervalu. Jednd se zde pouze o
podminku postacujici, tudizZ pfi nesplnéni podminek nemiiZeme s jistotou fict, Ze
nulové body funkce f na intervalu I neexistuji.



KAPITOLA 2. FUNKCE 22

Obrazek 2.3: Weierstrassova véta

Diusledek 2.29. Necht funkce f € C{a, b) aplati, Ze f(a)- f(b) < 0. Pak existuje
alespon jeden bod xq € (a, b), pro ktery plati f(xg) = 0.

S0

f(a)

Obrazek 2.4: Bolzanova véta.

Pozndmka 2.30. Oznacime f(I) = {f(x) :x € I}. Z vét 2.26, 2.27 vyplyva:

* Spojita funkce zobrazuje interval I na bod nebo na interval f(1).

* Spojitd funkce zobrazuje uzavieny, omezeny interval / na bod nebo na in-
terval f(I).
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* Ryze monoténni spojitd funkce zobrazuje otevieny interval / na otevieny
interval f(I).

Priklad 2.31. Pokud budeme uvazovat obracené implikace k vétam 2.22, 2.26
a 2.27 pak miiZzeme nalézt funkci, kterd podminky implikaci nespliiuje, ackoliv
dasledky plati. Muze to byt napriklad funkce:

) x*43x3 — 15x2 —23x 410, prox € (—5,0)U(0,3)

¥) —
—20, pro x = 0.

Z ptislusného grafu, viz obrédzek 2.5, je patrné, Ze tato funkce nabyvd maxima a

minima a vSech hodnot mezi nimi, ale nen{ spojitd, zarove je tato funkce omezend
na okoli bodu xy = 0, ale neni v tomto bod¢ spojita.

x*43x3 — 15x2 = 23x 410, prox € (—5,0)U(0,3)

Obrézek 2.5: Funkce f(x) = { 20 0
20, prox=0.

Véta 2.32. Necht’ funkce f je na intervalu I C D(f) spojitd a ryze monotonni.
Pak je funkce f~' spojitd a ryze monoténni na intervalu J = f(I).

Diikaz. Z poznamky 2.30 plyne, Ze J = f(I) je interval. Pfedpokladejme, Ze f
je rostouci na I. Podle lemmatu 2.7 je f~! rostouci na J. Necht x; € J je li-
bovolny bod, ktery neni pravym koncovym bodem tohoto intervalu, a oznacme
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y1 = f~Nx1). Pak y; €1, f(y;) = x1 a y; neni pravym koncovym bodem inter-
valu I. Necht € > 0 je zvoleno libovolné tak, aby y; + € € I. Potom poloZme
x2 = f(y1+¢€). Pak xp € J a protoze je f rostouci, je xo = f(y1+€) > f(y1) =x1.
Ozna¢me ddle x; —x; = 0. Pak 0 > 0 a pro x € (x;, x; + 0) plati nerovnost
fHa) < ') < o +8) = f () = yi+e = 1 (x1) + €. Pak tedy
je |f~1(x) = f~1(x1)| < & tj. £~ je spojitd zprava v bodé x;.

Podobné bychom dokézali, Ze funkce f~! je spojitd zleva v kazdém bodg inter-
valu J, ktery nenf jeho levym koncovym bodem. Proto je f~! spojitd na intervalu
J[1,s.79]. O

Pozndmka 2.33. Reknéme, Ze funkce f je definovéna na &(xq) ~ {xo}. Podivame
se nyni na situace, které mohou nastat, jestlize funkce neni v bodé x( spojita
1. Bod xp nazveme bodem odstranitelné nespojitosti, pokud funkce f ma v
bod¢ xq vlastni limitu, xlg? f(x)=L,ale L # f(xg)
0

2. JestliZze neexituje vySe uvedend vlastni limita, pak bod x¢ nazyvame
a) bodem nespojitosti prvniho druhu, jestlize existuji obé vlastni jedno-
stranné limity v bodé xo, lim f(x)=L;a lim+ f(x) =Ly, kde L # L,

xﬁxo XHXO
b) bodem nespojitosti druhého druhu, jestlize alespon jedna z jednostran-
nych limit v bodé€ x( neexistuje nebo je nevlastni.
Pokud m4 funkce f v bodé€ xp odstranitelnou nespojitost a xlg? f(x) =L, pak mu-
0

Zeme dodefinovat hodnotu v bodé xj, ¢imz bod nespojitosti odstranime, vysledna
funkce f pak bude spojita.

=) L X = X,
/ (")‘{ £, xeD()~ o).



Kapitola 3

Derivace

Jakmile disponujeme limitou funkce, miZeme bez potiZi definovat dalsi zdkladni
ndstroj matematické analyzy, jimz jsou derivace.

Definice 3.1. Necht’ je dana funkce f a bod xp € D(f). JestliZe existuje:

S(x) = f(x0)

lim ,

X—X0 X —X0

potom tuto limitu nazyvame derivaci funkce f v bodé xo a znac¢ime ji f’(xo).
Podobné definujeme také derivaci funkce f v bodé xq zprava a derivaci zleva:

[ (x0) = xlg)lclg —f(x))c :;()CO) : fl(xo) = xlg?g f—(x))c : QXO) .

Derivaci zprava a derivaci zleva nazyvdme jednostrannymi derivacemi.

Pozndmka 3.2. U derivace funkce miiZe nastat jeden z té€chto pripadd. Derivace
funkce f v bod¢ xq:

1. Neexistuje.
2. Existuje a pak je:

(a) Vlastni, jestliZe je limita z definice 3.1 vlastni.

(b) Nevlastni, jestliZe je limita z definice 3.1 nevlastni.

Ne vsechny funkce maji derivaci. Nékteré derivaci postradaji pouze v jednom
konkrétnim bodg, jako napf. funkce f(x) = |x| pro xo = 0. jiné nejsou diferenco-
vatelné v Zddném bodé¢. Prikladem muze byt funkce Dirichletova:

25
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f(x)z{l prox € Q

0 proxel

Abychom tyto pfipady dokdzali rozliSovat, uvedeme ndsledujici definici.

Definice 3.3. Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé xo € R, jestlize
existuje okoli &'(xp) tohoto bodu takové, Ze pro vSechny body xo + h € O (x)
plati:

f(xo+h) — f(xo) = Ah+1(h),

kde A je vhodné &islo a 7(k) je funkce takova, ze limy, o “ — 0. Cislo A budeme
nazyvat diferencidl funkce f v bod& xq a znacit df (x). Rekneme, Ze funkce f je

diferencovatelnd, jestli je diferencovatelna ve vSech bodech D(f).

Pro jednostranné derivace funkce déle plati obdoba véta jako pro jednostranné
limity funkce.

Véta 3.4. Funkce f mdv bodé xy derivaci pravé tehdy, kdy? md v bodé xq derivaci
zprava i zleva a tyto derivace se rovnaji. Plati pak rovnost:

[ (x0) = fL(x0) = f'(x0).

Diikaz. Protoze jsme derivaci definovali jako limitu (pfipadné jednostranné deri-
vace jako jednostranné limity) vyplyva tvrzeni ptimo z véty 2.14. [

Véta 3.5. Jestlize md funkce f v bodé xo vlastni derivaci, pak je v tomto bodé
spojitd.

Diikaz. Necht' existuje f’(xg) # *+eo. Podle definice spojitosti funkce dokdZzeme,
Ze lgm f(x) = f(xo). Plati
X—X0

lim f(x) = lim (f(x) — f(x0) + f(x0)) =

= lim M(x—xo) + lim f(xg) =
X—X0 X — X0 X—X0
= lim M -xligcl (x—x0) + f(x0) =

x=X) X —XQ
= f'(x0) -0+ f(x0) = f(x0) [1, 5. 91].
[l

Priklad 3.6. Obricend implikace véty 3.5 neplati, jak si miZeme vSimnout na
obrazku 3.1. Funkce f(x) = |x| je spojitd v bodé x¢g = 0, ale nemd v tomto bodé
derivaci.
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Obrazek 3.1: Funkce f(x) = |x|.

Véta 3.5 plati i v piipadé jednostrannych derivaci funkce a jednostrannych spoji-
tosti funkce.

Definice 3.7. Necht’ je déna funkce f a existuje prvni derivace funkce f”(x), dru-
hou derivaci funkce f rozumime funkci " = (f’)’. JestliZe existuje derivace n— 1.
tadu, pak derivaci n-tého Fddu funkce f rozumime £ = (fr=D)"

Véta 3.8. Necht’ je ddna funkce f a bod xo, na némz je f definovdna. JestliZe
f(x0) <0, pak je funkce v bodé xq klesajici, naopak pokud je f'(xo) > 0, pak je
funkce v bodé xq rostouci.

Diikaz. Dosazenim do prvni nerovnosti dostdvame z definice derivace vztah f’(xo)
i £ = f(x0)
X—>X0 X—X0

— &, xo). Pak zfejmé& x — xop < 0. Aby zérovei platila podminka f/(xp) < 0, musi
byt f(x) — f(xo) > 0, a funkce f je proto klesajici na levém okoli bodu xy. Necht’
tentokrat x € (xg, xo+ ). Potom x —xp > 0 a f(x) — f(xp) < 0. Funkce f je proto
klesajici i na pravém okoli bodu xp.

Obdobné bychom dokdzali druhou ¢ast tvrzeni [1, s. 99]. ]

< 0. Pfedpokladejme nyni, Ze pro né¢jaké 6 > 0 je x € (xg —

Priklad 3.9. Abychom ukdzali, Ze obriacend implikace predchozi véty neplati,
uvedeme funkci f(x) = x3, kterd je rostouci na celém definiénim oboru, ale f'(0) =
= 0 (viz obrazek 3.3).
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f l:;?:) = .'1.'3

Lo
.
+

Obrizek 3.2: Funkce f(x) = x°.

Véta 3.10. Necht’ f je libovolnd funkce. Potom plati, Ze jestliZe je f na otevieném
intervalu I C D(f) diferencovatelnd, potom je na I spojitd.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, Ze je f diferencovatelnd na intervalu /, coz zna-
men4, Ze je diferencovatelnd v libovolném bodé€ xq € I. Podle definice diferencidlu
to znamend, Ze pro libovolné xq € I existuji A a T(h) takové, Ze f(xo+h) — f(x0) =
T(h
=Ah+7t(h)proh € (—8,0),kde 6 >0a }llin%)% = 0. Odtud pak plynou rov-
—

nosti:

flo+h) —flxo) _ , . 2h)
h N h’
. flxo+h)—f(xo) . T(h)\
pm h = Jim (4+=,7) =4

Vlastni derivace v bod€ x¢ tudiZ existuje a nabyvd hodnoty f(xg) = A. Z véty 3.5
pak plyne, Ze f je v bodé€ x( spojitd. Pokud tento postup pouZijeme na vSechna
x € I, dostdvame tvrzeni véty. (

Priklad 3.11. Obracena implikace véty 3.10 neplati. Vezméme napiiklad funkci
f(x) =|sin(x)|. Ta je spojitd na celém R, a presto existuje nekone¢né mnoho bodd,
ve kterych nenf diferencovatelna.
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y = |sin(z)]

ta ] =

Obrazek 3.3: Funkce f(x) = |sin(x)|.

3.1 Véty o stiedni hodnoté

Véta 3.12 (Rolleova véta). Nécht’ je ddana funkce f € C(a, b), kterd md v kazdém
bod¢ intervalu (a, b) derivaci vlastni nebo nevlasmi a necht’ f(a) = f(b). Pak
existuje bod c € {(a, b), pro ktery plati f'(c) = 0.

Diikaz. Je-li f naintervalu (a, b) konstantni, pak je tvrzeni jasné.

Necht’ existuje x € (a, D) tak, ze f(x) # f(a). Necht napt. f(x) > f(a) (ana-
logicky pro f(x) < f(a)). Podle Weierstrassovy véty 2.26 Jc¢ € (a, b), v némz
funkce f nabyva své nejvétsi hodnoty, f(c) = M. Protoze f(x) > f(a) = f(b), je
c € (a, b). Ukdzeme, Ze f'(c) = 0. Kdyby bylo f'(c) > 0, pak by podle véty 3.8
existovalo &'(c) tak, Ze pro x € O(c), x > ¢ by platilo f(x) > f(c) =M, coz je
spor. Analogicky se dé ukézat, Ze f'(c) < 0[1,s. 99]. O

0 a C1 C2

(a) Rolleova véta

(b) Lagrangeova véta

Obrézek 3.4: Véty o stfedni hodnoté.

Véta 3.13 (Lagrangeova véta). Necht’ je ddna funkce f € Cla, b), kterd md v
kazdém bodé intervalu {(a, b) derivaci. Pak existuje bod c € (a, b), pro ktery plati:

=101



KAPITOLA 3. DERIVACE 30

Diikaz. Definujeme funkci

f(b)—f(a)

Fo) = f(x) - fla) - 12—

(x—a), x€a,Db).

ProtoZe od f odecitdme linearni funkci, kterd nabyva v krajnich bodech a, b stej-
nych hodnot jako f a ma vlastni derivaci % ve v8ech bodech x € (a, b), je
F také spojitd a ma vSude v (a, b) derivaci. Zdroven téz plati, ze F (a) = F(b) = 0.
Na funkci F 1ze tedy aplikovat vétu Rolleovu 3.12, podle které existuje bod ¢ € (a, b)
takovy, Ze plati F'(c) = 0. Dostdvdme tak:

0=F(¢) = f(c) - F2 1

odkud jiz tvrzeni pfimo plyne [2, s. 142-143]. L]
Nésledujici lemma vyplyvé z véty Lagrangeovy.

Lemma 3.14. Necht’ jsou ddny funkce f, g, které maji vlastni derivace v kaZdém
bodé otevieného intervalu I. Jestlize ¥V x € I plati f'(x) = g'(x), pak se funkce f, g
lisi pouze o konstatu. To znamend, Ze ¢ € R takové, Ze f(x) = g(x) +c.

Diikaz. Necht' funkce F(x) = f(x) — g(x) a body x1, xo € I, x; < xp. Pak podle
Lagrangeovy véty 3.13 existuje ¢ € (a, b) tak, ze F(x3) — F (x1) = (x2 —x1)F'(c).
Ptitom F'(c) = f'(c) — g'(c) = 0. Proto F(x;) = F(x2), coZje F(x) =cnal, a
tedy f(x) —g(x) =c[1,s. 101]. O

Véta 3.15 (Cauchyova véta). Necht’ f, g € Cla, b) a necht’ v kaZdém bodé
x € (a, b) existuji viasini derivace f'(x), g'(x). Pak existuje ¢ € (a, D) tak, Ze
plati:

[f(b) = f(a)lg'(c) = [g(b) — g(a)] f'(c)-

Dikaz. Polorme F(x) = [f(b) — f(a)][2(x) — g(a)] — [2(b) — g(@)][f(x) — f(a)].
Tato funkce F je spojitd na celém (a, b), ma derivaci na (a, b) a plati F(a) =
= F(b) =0, tj. spliiuje predpoklady Rolleovy véty. Exituje tedy ¢ € (a, b), pro
které F’'(c) = 0. Pfitom plati 0 = F'(c) = [f (D) — f(a)]g'(c) — [g(b) — g(a)]f (c),
odkud jiZ tvrzeni pfimo plyne [1, s. 100]. L]

3.2 Vyuiziti derivaci pri vySetfovani prubéhu funkce
V této podkapitole se zaméfime na vlastnosti, které souvisi s vySetfovanim pri-

béhu funkce. Bude to naptiklad monotonie, extrémy funkce, konvexnost a kon-
kavnost.
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Véta 3.16. Necht’ je ddna funkce f, tato funkce je rostouci na otevieném intervalu
I prave tehdy, kdy? je rostouct v kaZdém bodé tohoto intervalu.

Diikaz. K dikazu ekvivalence potfebujeme dokdzat implikaci zleva doprava a
poté implikaci zprava doleva. Prvni z nich je zfejma: jestlize je funkce f rostouci
na intervalu /, potom je rovnéZ rostouci v kazdém bodé x € I.

Druhou implikaci dokdZeme sporem. Predpoklddejme, Ze f roste ve vSech
bodech I, ale Ze zaroven neni rostouci na /. Potom existuji body x, y e I, x <y
takové, ze f(x) > f(y). Definujme:

M:={re(x,y); f(t)>f(y)},  B:=supM.

Plati, Ze B € (x, y). Rozli§me tfi pfipady:

(i) Necht’ B = x. Potom f(t) < f(y) > f(x) pro vSechnart € (x, y) a f neni rostouci

v bod€ x zprava, coZ je spor s predpokladem.

(ii) Necht' B = y. Protoze je B = supM, existuje v kazdém levém okoli bodu y

takové 1, pro které plati f(z) > f(y) a f potom neni rostouci zleva v bod¢ y, coz

odporuje predpokladu.

(iii) Necht’ je B € (x, y). Potom f je rostouci v bodé 3. Protoze déle kazdé levé

okoli bodu f3 obsahuje bod 7, pro ktery plati f(¢) > f(y), plati také f(B) > f(y).

Avsak prot € (B, y) je f(t) < f(y) a f neni rostouci zprava v bodé B [2, s. 145].
[

Diusledkem této véty je véta nasledujici.

Véta 3.17. Necht’ je ddna funkce f, kterd md na otevieném intervalu I viastni
derivaci, pak plati:

1. Funkce f je neklesajici na I pravé tehdy, kdy? f'(x) >0 na .

2. Funkce f je rostouci na I pravé tehdy, kdy? f'(x) > 0 na I, pFicemZ rovnost
f'(x) = 0 neplati na Zadném podintervalu intervalu I.

Analogické tvrzeni plati pro nerostouci a klesajici funkce.

v vz

Diikaz. Rozdélme dikaz na dvé Casti:

1. Necht’ f je neklesajici na I. Je-1i xg € I libovolny bod, pak pro x € I, x < xo,
je f(x) < f(xo) aprox €1, x > xp, je f(x) > f(xo). Proto %{0@%) >0,
odkud f(xo) = lim f(x) = f(x0)

X—X0 X —X0
Naopak necht’ f’(x) >0nalax, y€l,x<y,pak podle Lagrangeovy véty
existuje ¢ € (x, y) takové, Ze f(y) — f(x) = f'(c)(y —x) = 0, 4. f(v) = f(x)
a f je tudiZ neklesajici na intervalu /.

> 0.
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2. Necht’ f je rostouci. Pak podle prvni ¢asti f* > 0. Rovnost f’(x) = 0 pfitom

nemuze platit na Zidném podintervalu intervalu 7, nebot’ by pak zde byla
funkce f podle lemmatu 3.14 konstantni, coZ je spor s tim, Ze je rostouci na
I.
Naopak necht’ f > 0, pficemZz rovnost f'(x) = 0 neplati na Zzddném po-
dintervalu intervalu /. Podle prvni ¢asti je funkce f neklesajici. Kdyby f
nebyla rostouci na /, existoval by podinterval intervalu /, na némZ by byla
f konstantni, takze by zde platilo f(x) = 0, coz je spor s pfedpokladem [1,
s. 113].

O
Nyni si uvedeme nutnou podminku existence extrémd.

Véta 3.18. Necht’ je ddina funkce f a bod xo, ve kterém existuje f'(xo). Pak plati,
Ze jestliZe je bod xo lokdlnim extrémem funkce f, potom f'(xo) = 0.

Diikaz. Piedpokladejme pro spor, Ze f’(xg) < 0. Potom by musela byt funkce f v
bod¢ xy klesajici, coZ je spor s definici lokalniho extrému. Stejnd Gvaha plati pro
f(x0) >01[1,s. 116]. O

Priklad 3.19. Prikladem funkce, kterda ukazuje, zZe predchozi véta nemize platit
ve tvaru ekvivalence, je funkce zndzornénd na obrdzku 3.5 a definovana jako dolni

celd &ast, tj. f(x) = |x]. Tato funkce mé v bod& xyp = 1,5 derivaci f'(xg) = 0, ale
nema v tomto bodé lokdlni extrém.

Yy
+ —90
2
f(z) = |z]
1 ——o0
1
. 4 © }
-1 0 1 2 3 T
*r—-—9
-1

Obrézek 3.5: Funkce f(x) = |x].
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Véta 3.20. Necht’ je ddna funkce f, kterd je spojitd v bodé xo a md vlastni deriaci
v néjakém ryzim okoli O (xy) ~ {xo}. Jestlize Vx € O(xy), x < xo, je f'(x) >0a
Vxe O(xg), x > xo, je f'(x) <0, pak md funkce f v bodé xo ostré lokdlni maximum.

Diikaz. Dikaz provedeme sporem, tj. pfedpokladejme, Ze f nemd ostré lokalni
maximum v bod€ xp, nybrZ v néjakém bodé ¢ € O (xp) \ {xo}. Pfedpoklddejme
déle, Ze ¢ < xp. Potom ale z definice ostrého lokdlniho maxima plyne, Ze na levém
okoli O(c) \{c} je f rostouci, zatimco na pravém okoli klesajici. To je ale ve
sporu s tim, Ze Vx € O (xp), x < xo je f'(x) > 0.

Stejnym zptisobem vétu dokdzeme, pokud ¢ > xg [1, s. 117]. O

Pozndmka 3.21. Podobné tvrzeni plati i pro ostré lokdlni minimum.

Priklad 3.22. Funkci, kterd ukazuje, pro¢ nemize byt véta 3.20 formulovana jako
ekvivalence, je:

2

x°, prox <1 2x, prox<1
fx) = flx) =

—x+2, prox>1, —1, prox>1.

Ta md podle obrazku 3.6 ostré lokalni maximum v bodé& [1, 1], ale derivace jejtho
levého prstencového okoli neni pro vSechna x kladnd. Pokud totiZ bude 8 > 1, pak
dx € (xo— 0, xp) takové, Ze f'(x) < 0.

Véta 3.23. Necht’ je ddna funkce f spojitd v bodé x( takovd, Ze f'(xo) = 0. JestliZe
1" (x0) >0, pak md funkce f v bodé xo ostré lokdlni minimum. JestliZe f" (xy) <0,
pak md funkce f v bodé xq ostré lokdlni maximum.

Diikaz. Znovu dokazeme jen prvni ¢ast véty tykajici se ostrého lokdlniho minima.
Diikaz pro ostré lokdlni maximum je obdobny. Z existence f”(xo) vyplyvd, Ze
existuje vlastni derivace f’ v jistém okoli Oj(xg), tudiz funkce f je zde spo-
jitd. Podle véty 3.17 je f’ rostouci v bod€ xq. ProtoZe je f'(xp) = 0, existuje
okoli 05 (xg) C O (xo) takové, Ze pro x € O»(xp), x < xo, je f'(x) <0 a pro
x € Oy(xq), x > x0, je f'(x) > 0.Z véty 3.20 nyni plyne tvrzeni [1,s. 118]. [

Priklad 3.24. Obricena implikace k véte predchozi neplati. Uvazujme funkci
f(x) = x* V bodé xy = 0 mi tato funkce lokdlni minimum, ale f”(0) = 0. Viz
obrizek 3.7.

Definice 3.25. Rekneme, Ze funkce f je konvexni na intervalu I, jestliZe pro libo-
volné tfi body x1, x2, x3 € I, kde x1 < x2 < x3, plati:

| fl) =)

X3 —X1

flx2) < f(a) (22 —x1).
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y

™ 2
. T o o< 1
flz) = { :

r+2, prox = 1.

Obrazek 3.6: Funkce f(x) = {

q \\’:; T

x2, prox <1

Y
ot
o
f(z) =z
|
—2 -1 0 1 2T

Obrizek 3.7: Funkce f(x) = x*.

—x+2, prox>1.

34

Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestliZe pro libovolné tii body



KAPITOLA 3. DERIVACE 35

X1, X2, x3 € I, kde x; < xp < x3, plati:

| fl) =)

X3 —X1

fx2) = 1)

(xp —x1).

Pokud v definici misto neostrych nerovnosti aplikujeme ostré nerovnosti pak fi-
kame, Ze je funkce ryze konvexni, resp. ryze konkdvni, na intervalu I.

Yy
y = f(x)
JICD)] E—
p(:L‘Q) .......................
0 1 T2 T3 oz 0 T1 X2 r3

Obrazek 3.8: Konvexni a konkavni funkce

Konvexnost a konkdvnost popisuji zaktiveni grafu funkce. Proto se v nékte-
rych technicky ladénych skriptech mizeme setkat s pojmy kladna nebo zaporna
kfivost.

Lemma 3.26. Necht’ funkce f je definovand na intervalu I a x; < x3 < x3 jsou
libovolné body z 1. Pak jsou ndsledujici tri nerovnosti ekvivalentni:

flo) = fx)  fls) = f1) (3.20a)
X2 —X] X3 — X1

f(x2)— f(x1) < J(x3) _f(XZ), (3.20b)
X) — X1 X3 —X2

f(x3) = f(x1) < fx3) = f(x) 1, s. 122]. (3.20c)
X3 —X1 X3 — X2

Véta 3.27. Necht’ je ddna funkce f. JestliZe je f konvexni na otevieném intervalu
I C D(f), pak je spojitd v kaZdém bodé intervalu I.

Diikaz. Necht' xi, xa, x3 € I takové, Ze x| < xp < x3. Necht’ dile y = p;(x) je
rovnice piimky prochdzejici body [x1, f(x1)] a [x2, f(x2)], ay = p3(x) je rovnice
pifmky protinajici body [x2, f(x2)] a [x3, f(x3)]. Z definice konvexni funkce plyne
f(x) < p3(x) pro x € (xz, x3). Necht’ x4 € (x2, x3) a p je pfimka prochazejici
body [x2, f(x2)] a [x4, f(x4)]. Potom A (xfc)*f (1) « f0a)=F02)  Odrud a z rovnosti

2—X1 = X4—x




KAPITOLA 3. DERIVACE 36

pi(x2) = p(x2) = f(x2) dostdvame p;(x) < p(x) pro x > xp. Ale p(x4) = f(x4),
tudiz p1(x) < f(x) pro x € (x2, x3). Dohromady tak mame p;(x) < f(x) < p3(x)
pro x € (xa, x3). ProtoZe lim+ p1(x) = lim+ p3(x) = f(x2) a protoze z véty 2.17

x%xz x%xz
plyne lim+ f(x) = f(x2) a f je spojitd zprava v x,. Spojitost zleva by se dokdzala
x%xz
podobné [1, s. 176]. O

Véta 3.28. Necht’ je ddna funkce f, kterd md vlasmi derivaci na otevieném in-
tervalu 1. Pak f je na intervalu I konvexni (resp. ryze konvexni) prdavé tehdy, kdyz
funkce f' je neklesajici (resp. rostouci) na 1.

Stejné tvrzeni plati rovnéZ pro konkdvni (resp. ryze konkdvni) a f' nerostouct
(resp. klesajici) na 1.

Diikaz. DokaZzme nejprve implikaci zprava doleva:

(i) Zvolme né&jaké x1, xp € I takové, Ze x € (x1, x). Pak podle lemmatu 3.2
plati nerovnosti:

S) = flx1) < fx2) = f(x) < f(x) — flxn)

X—Xx] Xp — X1 X—Xx)

Pokud v levém zlomku provedeme limitni pfechod x — xf a v pravém
zlomku zase x — x, , dostaneme f(x1) < f'(x2). To pak znamend, Ze funkce
f’ je neklesajici na I.

(ii) Pro diikaz obrdcené implikace predpokladejme, Ze f’ je neklesajici na I a
necht’ x| < xp < x3 jsou libovolné body z intervalu /. Podle stejného lem-
matu pak staci ukazat:

f(x3) — f(x2)

flo2) =S ) _ |

Xp — X1 X3 — X2

Funkce f spliiuje na intervalech (x|, x2) a (xp, x3) predpoklady Lagrange-
ovy veéty, tj. existuji body ¢ € (x1, x2) acy € (x2, x3) takové, Ze:

ey~ LBV =) f) =),

Xp — X1 X3— X2

ProtoZe ¢; < ¢z a f’ je neklesajici, plati f’(c1) < f'(c2), ¢imZ je tvrzeni
dokdazéno.

Zbyvajici ¢asti véty lze dokdzat podobné [1, s. 124-125]. [

Pozndmka 3.29. Analogickd véta k véteé 3.28 plati pro f konkavni (ryze konkdvni)
a f’ nerostouci (klesajici) na I.
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Dusledek 3.30. Necht’ je ddna funkce f, kterd ma vlastni druhou derivaci na ote-
vieném intervalu /.

1. Jestlize f”(x) > 0,Vx € I, pak f je ostie konvexni na [.

2. Jestlize f”(x) <0,Vx €I, pak f je ostfe konkdvni na /.

Definice 3.31. Necht’ je ddna funkce f a predpoklddejme, Ze funkce f ma v bodé
xo derivaci. Jestlize je tato derivace nevlastni, predpokladejme navic, Ze funkce f
je v bodé xq spojita.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé€ x( inflexni bod, jestlize:

1. Existuje okoli &(xg) takové, Ze funkce f je ostfe konkdvni na intervalu
(xo — 0, xp) a ostfe konvexni na intervalu (xg, xo+ 0).

2. Existuje okoli &'(xg) takové, Ze funkce f je ostie konvexni na intervalu (xo —
— 8, xp) a ostfe konkdvni na intervalu (xqp, xo+ 9 ).

Zkracené fikdme, Ze funkce f ma v bod¢€ x¢ inflexi.

Yo

Ty e

Obrazek 3.9: [
Inflexni bod]Inflexni bod.

Véta 3.32. Necht’ je ddn inflexni bod xo a necht’ existuje " (xo), pak f”(xg) = 0.

Diikaz. Z existence f”(xo) plyne, Ze prvni derivace f’(x) je kone¢nd na okoli bodu
xo. Z definice inflexniho bodu a véty 3.28 plyne existence okoli T(xg) takového,
Ze na otevieném intervalu (xo — &, xo) je f’ rostouci a na otevieném intervalu
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(x0, x0+ 0) je klesajici, nebo naopak. Necht' nastane prvni moznost. Protoze f je
konvexni na (xo — &, xp), plati pro libovolné x| < x < x3 z intervalu (xg — &, xo)
nerovnost 3.20b. ProtoZe f je v bod¢€ x( spojitd, dostaneme limitnim pifechodem
X3 — X~ 0, Ze nerovnost 3.20b plati také na intervalu (xo — 8, xo). Funkce f je tedy
na tomto intervalu konvexni, proto je zde f’ rostouci. Podobné bychom dokézali,
Ze f’ je klesajici na intervalu (xg, xo + &). Z toho plyne, Ze funkce f’ ma v bodé
xo lokéln{ extrém. Podle véty 3.18 tedy musi byt f”(xog) = 0 [1,s. 127]. d

Priklad 3.33. Abychom ukazali, Zze u predchozi véty nemuze platit vztah ekvi-
valence, uvazme funkci f(x) = 5x° 4 %x, jejiz graf nalezneme na obrazku 3.10.
Druhd derivace této funkce je totiz f”(x) = 150x*, coZ znamen4, 7e druh4 deri-
vace je v bodé€ xo = 0 nulovd, avSak funkce sama zadny inflexni bod nema.

Obrazek 3.10: Funkce f(x) = 5x%+ 1x.

Véta 3.34. Nechr' f"(xo) = 0 a necht’ existuje okoli O(xq) tak, Ze plati f"(x) <
<0, Vx e (xg— 0, xo) a zdroveri f"(x) >0, Vx € (xq, xo+ 0), nebo naopak. Pak
xo je inflexnim bodem funkce f.

Diikaz. Z existence f”(xq) plyne, Ze f'(xo) je kone¢nd. Podle disledku 3.30 je f
konkavni v levém okoli bodu x¢ a konvexni v pravém okoli bodu xp, nebo naopak.
Coz dokazuje tuto vétu [1, s. 127]. O
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Priklad 3.35. Opét uved’ me funkci, na které ukdzeme, Ze obraceny smér impli-
kace nemuze platit. Definujme f(x) po ¢astech. Podle obrazku 3.11 se v pocatku
soufadnicového systému zjevné nachdzi inflexni bod. Druhd derivace f”(x) vSak
v bod€ xg = 0 neni definovana:

5 50 2, prox >0
x°, 0 X ,
flx) = ) P . f"(x) = { nedefinovéno, prox=0
—x°, prox<0
-2, pro x < 0.

b 1
+

f(i\l _ { .'}:‘,I prox =0

—22 pro x = ().

X2, prox >0

Obrazek 3.11: Funkce f(x) =
Jx) {—xz, prox < 0.

Lemma 3.36. Necht’ je ddna funkce f a necht existuje f'(xo), f"(x0) =0 a
" (x0) # 0, pak bod xg je inflexni bod.

Diikaz. Z existence f”(xo) plyne, Ze f”(x) je konetnd v jistém okoli bodu x.
Podle véty 3.8 je f” v bodé& x( rostouci, nebo klesajici. V n&jakém okoli Os(x)
je tedy f”(xo) < 0 pro x € (xo — &, x9) a f”(x) > 0 pro x € (xg, xo+ 0) nebo
obriacené. Tvrzeni nyni plyne z predchozi véty 3.34 [1, s. 127]. O



KAPITOLA 3. DERIVACE 40

Pozndmka 3.37. Z pfedchéazejicich vét 3.32, 3.34 a lemmatu 3.36 plyne, Ze funkce
f mize mit inflexi pouze v bodech, kde jeji druhd derivace neexistuje, nebo je
rovna nule.



Kapitola 4

Grafické znazornéni

KdyZ jsme nyni vyloZili veskera potfebnd tvrzeni, miZeme pfistoupit k sestaveni
mapy. V této kapitole struéné zminim postup, ktery jsem pouZila.

Nejprve jsem vybrala vhodné véty z celé prace a zobrazila je graficky. VSechny
tyto véty maji tvar relace implikace (jednostranné ¢i oboustranné), diky cemuz lze
v kazdém tvrzeni oddélit predpoklady od disledki a vyplnit prostor mezi nimi
Sipkou znézorfiujici, Ze je-li splnén vychozi fakt, pak je splnén i fakt z toho ply-
nouci. K napséni textli jsem vyuzila program GeoGebra, pticemZ k samotnému
sestaveni map mi poslouzil program Inkscape, ktery je vhodny pro préci s vek-
torovym obrazem, tzn. veskeré objekty jsou definovany pomoci vektord a bodi,
a se kterym jsem se sezndmila béhem kurzu Pocitatové grafiky (PPCGR). Jesté
v samotném textu price jsou uvedeny piiklady k vétdm formulovanym jako im-
plikace. Tyto priklady uvadim proto, abych ukdzala, pro¢ dand véta nemiiZe platit
ve tvaru ekvivalence. Kazda tato posloupnost ¢i funkce tedy graficky zndzornuje,
proC jsou Sipky ve schématech pouze jednosmérné. K vytvoreni grafa piikladi
jsem rovnéZ pouzila program GeoGebra.

Na zéavér si dovolim dodat pozndmku o zpiisobu, jak se lze v mapach ori-
entovat. Jednotlivé pojmy a vlastnosti matematické analyzy jsem se pokusila do
prostoru vhodné rozmistit a pridat pfislu$né Sipky. Ty jednostranné znazorfiuji
smér implikaci mezi jednotlivymi pojmy. Oboustranné Sipky pak symbolizuji re-
laci ekvivalence. Pokud v nékterych mistech plyne disledek z vice predpokladii,
sméfuji od kazdého predpokladu Sipky, které se spoji v symbolu "+" a az poté
spolecné vedou k zavéru.
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Zaver

Matematickd analyza je pro studenty dvodnich ro¢niki vysoké Skoly vétSinou
zcela novou oblasti. Troufdm si tvrdit, Ze jen mdlokdo z nich se na stfedni Skole
setkal s diferencidlnim poctem, a pokud ano, pak nanejvys v nékterych aplikacich.
MiizZe byt proto dost obtizné pochopit samotné véty, natoZ si pak vytvofit urcity
nadhled o jednotlivych vztazich napfic¢ jednotlivymi kapitolami. Cilem mé prace
bylo sestavit schémata pro zdkladni tvrzeni matematické analyzy a pokusit se tak
tyto vztahy zndzornit. Vysledné tfi mapy lze najit v pfiloze bakalafské prace.

Pti tvorbé map jsem postupovala tak, Ze jsem se pokusila pfedev§im vylozit
vSechny relevantni pojmy, definice a véty s dikazy. Kapitoly price na sebe nava-
zuji a prolinaji se, nutno proto podotknout, Ze mapy nejsou jednoznacné uspora-
dany dle kapitol prace. Mnohdy jsem byla kvili uplnosti nucena uvést i takové
véty ¢i lemmata, které nakonec nejsou ve schématech zohlednény, protoze slouzi
jen jako pomocnd tvrzeni a netvoii kostru samotné vizualizace. Pokud jsem v
textu narazila na vétu ve tvaru implikace, doplnila jsem ji vlastnim piikladem,
ktery ukazuje, pro¢ v daném misté nemiiZe platit ekvivalence. Tyto posloupnosti
a funkce rovnéz doprovazi grafy vytvorené v programu GeoGebra.

Jak jsem jizZ zminila, ne vSechny tvrzeni jsou ve schématech zohlednény. Ty-
pickym piikladem jsou véty o stfedni hodnoté. Ty se do urcité miry svou formu-
laci vymykaji ostatnim vétdm. Jejich pfedpoklady ¢i zdvéry se nedaji dost dobie
skloubit s pfedpoklady ¢i zavéry vét ostatnich, coz by znamenalo, Ze by tyto im-
plikace stdly stranou od celé mapy a nijak se s ostatnimi pojmy nespojily. Proto
jsem je do schémat nezaradila.
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Po SlOuan St Priloha ¢. 1

n—o0

[Vybranzi posloupnost ma limitu Igirori Op, = AJ <} ) (mé limitu lim a, = AJ

1ze vybrat podposloupnost,
kterd ma nevlastni limitu

A je hromadny bod]

Je konvergentnl

[ je divergentn i J
[ je neomezena]

[splnuje Bolzanovo-Cauchyovo krlterlum / \
/ N Je monotonn1 [ m4 nevlastni limitu J

[lze vybrat konvergentni podposloupnost J




Funkce Pifloha &. 2

[ ma v bodé x( vlastni limitu L Je spojita v bode xo 1 [m:i vlastni derivaci v bodé xo)

/ / \

limita L v bodé& zy zprava = Je omezena na okoli bodu xo

= limita L v bodg z( zleva =
=L

Je spojita v bodé x( zprava a zleva J

[ je diferencovatelna na intervalu [ J [je konkavni na intervalu J J

[ je rostouci na intervalu 1 ]

[ je spojita na intervalu [ J 1 [ je konvexni na intervalu I ]

-

®

nabyva maxima a minima na intervalu I ]

[ je omezena na intervalu [ ]

ma inverzni funkci, ktera je rostouci J;
a spojitd na intervalu f(I)

[nabyvé vSech hodnot mezi maximem a minimem na intervalu [ J




DeriV ace Pfiloha ¢. 3

~

( rostouci na intevalu I] [ klesajici na intevalu I J

f’(x()) > (0 < % >
\
f(xg) < 0 rostouci v bods J

[v bodé 2, je lokaln{ extrém] f7() < 0

]:D ®/ [bod 2y je inflexn { bod] /> @

[mé vlastni prvni derivaci v bodé on

klesajici v bode $0]

~

(" rostouci v kazdém bode intervalu 1 | [ Klesajici v kazdém bode intervalu Ij

[ existuie £(ar) |

[v bodé z, je ostré lokalni minimum}

)

[(y) existuje a f’(zy) = 0

[ je spojita v bodé xg ]

v o

derivace v bodé z, zprava =
= derivace v bodé z( zleva

[ (xy) neexistuje,
. ’ ’ rd . b ? - 0 rd e rd
[V bodé z; je ostré lokalni max1mum] nebo f7(zy) konvexni zleva, konkavni zprava

F(x) > 0 (nebo naopak)

'\A@Q/




