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Abstrakt

Ćılem předkládané práce je vytvořeńı poč́ıtačové aplikace, která spoč́ıtá kritické zat́ıžeńı pro
ztrátu stability rovinných prutových konstrukćı pomoćı metody konečných prvk̊u. Úvod je
věnován seznámeńı se s problematikou a odvozeńı nezbytných vztah̊u. Poté jsou popsány
všechny d̊uležité kroky a numerické metody nezbytné pro správný chod aplikace. Nakonec je
provedena analýza několika vybraných úloh a výsledky jsou porovnány se známými analytickými
řešeńımi a s daľśımi dostupnými aplikacemi.

Kĺıčová slova

Lineárńı stabilita, vzpěr, metoda konečných prvk̊u, c#, programováńı, vlastńı č́ısla

Abstract

The aim of this theses is to create application, which is able to calculate buckling load of
structure made from 1D bar elements, using finite element method. introduction is devoted
to basic principles of buckling and derivation of necessary formulas. Then are described all
operations and numerical methods needed for the application. At the and is in detail analyzed
few structures and results are compared with known solutions or with other applications.

Keywords

Linear stability, buckling, finite element method, c#, programing, eigenvalue

4



BIBLIOGRAFICKÁ CITACE VŠKP
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Kapitola 1

Úvod

Konstrukce navrhujeme tak, aby byly schopné přenést veškeré zat́ıžeńı, které na ně p̊usob́ı.
Pokud dojde k poruše konstrukce, tak to bývá ze dvou d̊uvod̊u. Bud’ kv̊uli poruše materiálu, at’

už se jedná o překročeńı meze pevnosti nebo meze kluzu a nebo kv̊uli ztrátě stability. V prvńım
př́ıpadě v konstrukci vznikaj́ı taková napět́ı, která vedou k nenávratným poruchám materiálu.
Zat́ımco ve druhém př́ıpadě mohou být napět́ı v př́ıpustných hodnotách, ale konstrukce neńı
schopna setrvat v rovnovážném stavu, dojde ke ztrátě stability a tedy ke kolapsu konstrukce.

1.1 Stabilita konstrukce

Ztráta stability nejčastěji nastává při namáháńı tlakem, ohybem nebo krutem. S úlohami ztráty
stability se setkáváme u št́ıhlých konstrukćı, tenkostěnných nosńık̊u nebo u otevřených, či
uzavřených profil̊u.

1.2 Ćıle práce

V následuj́ıćı práci se zaměř́ıme na hledáńı kritického zat́ıžeńı pro ztrátu stability rovinných
prutových konstrukćı, ke které typicky docháźı při vzpěrném namáháńı. Pro tento účel má být
vyvinuta poč́ıtačová aplikace, která bude řešit tento problém pomoćı metody konečných prvk̊u
v rámci malých deformaćı s využit́ım teorie druhého řádu. Výsledky řešeńı budou porovnány se
známými analytickými výrazy, popř́ıpadě s výsledky výpočtu pomoćı jiné metody či aplikace.
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Kapitola 2

Stabilita

2.1 Vzpěr Prutu

Nejběžněǰśı inženýrskou úlohou se ztrátou stability je vzpěr prutu. Jeho řešeńı v rámci teorie
druhého řádu s uvažováńım malých deformaćı spoč́ıvá v hledáńı tlakového zat́ıžeńı, při kterém
p̊uvodńı tvar prutu pozbývá stabilitu a výslednou deformaci nelze z podmı́nek rovnováhy určit.
Při tomto zat́ıžeńı P , které se nazývá kritické, těleso setrvává bud’to v p̊uvodńım př́ımém nebo
deformovaném stavu. Pokud je tedy těleso zat́ıženo kritickým zat́ıžeńım Pcr existuj́ı současně
dvě rovnovážné konfigurace. Tento stav se nazývá bifurkace.

Jako prvńı odvodil vztah pro kritickou śılu kloubově uloženého prutu s konstantńım pr̊uřezem
švýcarský matematik a fyzik Leonhard Euler v roce 1757, viz [11]. Tento velmi dobře známý
vztah má podobu:

Pcr =
π2EI

L2
, (2.1)

kde E je modul pružnosti materiálu prutu, I je moment setrvačnosti pr̊uřezu a L je délka
prutu. Existuje několik zp̊usob̊u, jak k tomuto vztahu doj́ıt. Např́ıklad pomoćı energetického
principu, ze kterého jde následně odvodit výpočet pomoćı metody konečných prvk̊u, viz [2].

2.2 Energetický princip

Z hlediska energetického principu můžeme na problematiku pohĺıžet tak, že ke vzpěru dojde,
když těleso přeměńı osovou deformačńı energii na ohybovou beze změny p̊usob́ıćıho zat́ıžeńı.
Běžné stavebńı konstrukce maj́ı osovou tuhost daleko větš́ı než ohybovou, velká deformačńı
energie tedy může být akumulována i při malých deformaćıch a když dojde ke vzpěru, tak
poměrně velké ohybové deformace jsou potřebné k absorbováńı uvolněné energie.

2.2.1 Odvozeńı

Pro ilustraci si odvod́ıme kritickou śılu na prostém nosńıku pomoćı minima potenciálńı energie,
viz [2].

Obrázek 2.1: Prostý nosńık
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STABILITA

Představme si prostý nosńık zat́ıžený na konćıch osovou silou P a př́ıčným zat́ıžeńım q, viz
obr. 2.1. Pro malá př́ıčné deformace v = v(x) můžeme potenciálńı energii deformace Ub vyjádřit
pomoćı vztahu:

Ub =
1

2

∫ L

0

EI(v′′(x))2dx (2.2)

Představme si, že přetvořeńı v = v(x) nastává bez jakékoliv osové deformace u, každý
diferenciálńı element délky dx se prodlouž́ı na délku ds, kde ds > dx. Výraz pro ds a jeho
aproximace založena na prvńıch dvou členech binomického rozvoje jsou uvedeny na obrázku
2.2.

ds =
√

1 + (v′(x))2dx

ds ≈ 1 +
1

2
(v′(x))2dx

Obrázek 2.2: Prostý nosńık

Poměrné přetvořeńı εm v ose prutu tedy můžeme vyjádřit jako:

εm =
ds− dx
dx

=
ds

dx
− 1

εm ≈ (1 +
1

2
(v′(x))2)− 1 =

1

2
(v′(x))2

(2.3)

Pro malé deformace z̊ustává śıla P konstantńı. Každý diferenciálńı element dx se prodlouž́ı
o délku εmdx, śıla P tedy koná práci a v prutu se akumuluje deformačńı energie o velikosti
Pεmdx. Změnu osové potenciálńı energie deformace Um tedy můžeme vyjádřit jako:

Um =

∫ L

0

Pεmdx

Um =
1

2

∫ L

0

P (v′(x))2dx

(2.4)

Když budeme uvažovat, že přetvořeńı v je p̊ulka sinusové vlny, tedy v = vc sin(πx/L), kde
vc je přetvořeńı uprostřed prutu, plat́ı:

Ub =
π4EI

4L3
v2c (2.5)

Um =
π2P

4L
v2c (2.6)

Pokud i př́ıčné zat́ıžeńı je p̊ulka sinusové vlny, tedy q = qc sin(πx/L), pro celkovou po-
tenciálńı energii plat́ı:

Πp = Um + Ub + Ω kde Ω = −
∫ L

0

vqdx = −qcL
2
vc (2.7)

Pro rovnovážný stav soustavy plat́ı dΠ/dv = 0, po zderivováńı vztahu (2.6) tedy źıskáme:

vc =
qcL

2(k + kσ)
kde k =

π4EI

2L3
a kσ =

π2P

2L
(2.8)
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STABILITA

Ke vzpěru dojde při takovém zat́ıžeńı P , když vc je nenulové, zat́ımco qc = 0. Jinak řečeno
ohybová tuhost je zredukovaná na nulu, když P = Pcr. A tedy z rovnice k + kσ = 0 źıskáme
Euler̊uv vztah pro kritickou śılu:

Pcr = −π
2EI

L2
(2.9)

Matematicky jsme vypoč́ıtali vlastńı č́ıslo soustavy:

(k + kσ)vc = 0 (2.10)

2.2.2 Vliv napjatosti na tuhost

Za povšimnut́ı jistě stoj́ı vliv normálových sil na pr̊uhyb. Jak můžeme vidět ve vztahu (2.8).
Když je śıla P kladná, tak nám zmenšuje pr̊uhyb qc a zvětšuje tedy ohybovou tuhost prutu.
Pokud je záporná, tak je tomu přesně naopak.

2.2.3 Předpoklady

Metoda výpočtu lineárńı stability má ovšem jisté předpoklady a omezeńı, které muśıme dodržet:

• Elastické chováńı materiálu prutu - zatěžováńı prob́ıhá v oblasti platnosti Hookova zákona

• Prut je dokonale př́ımý a śıla p̊usob́ı v ose prutu bez jakýchkoliv excentricit.

Uvažme obr. 2.3, kritická śıla Pcr = π2EI/L2 je vypočtená pouze pro e = 0. Se zvětšuj́ıćı se
počátečńı excentricitou e, śıla P vyvolává ohybový moment a docháźı tedy k deformaci prutu,
sṕı̌se než ke vzpěru. V takovém př́ıpadě je daleko výstižněǰśı nelineárńı stabilitńı analýza.

Obrázek 2.3: Prut s počátečńı imperfekćı a jej́ı vliv stabilitu

2.3 Implementace lineárńı stability v rámci MKP

2.3.1 Geometrická matice tuhosti

V kapitole 2.2.2 jsme si naznačili, že osová napjatost může mı́t velký vliv na celkovou tuhost
konstrukce. Při výpočtech pomoćı metody konečných prvk̊u je tento vliv vyjádřen pomoćı
geometrické matice [Kσ]. Členy této matice jsou nezávislé na materiálových vlastnostech a jsou
tedy funkcemi pouze geometrie prvku, přetvořeńı a osových napjatost́ı.

Pro názornost si ukážeme odvozeńı geometrické matice tuhosti př́ıhradového prutu viz obr.
2.4.

Obrázek 2.4: Př́ıhradový prut a jeho stupně volnosti
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STABILITA

Pokud je prut vystaven př́ıčnému posunu v1 a v2, tak na konćıch prutu muśı také p̊usobit
śıly F1 a F2, aby nastala rovnováha, jak je ukázáno na obr. 2.5.

Z momentové podmı́nky rovnováhy tedy plat́ı:

F1 =
P

L
(v1 − v2) (2.11)

Ve vertikálńım směru plat́ı rovnováha:

F2 = −F1 (2.12)

Kombinaćı vztah̊u 2.11 a 2.12 můžeme śıly F1 a F2 vyjádřit maticovou rovnićı:{
F1

F2

}
=
P

L

[
1 −1

−1 1

]{
v1

v2

}
kde

P

L

[
1 −1

−1 1

]
= [Kσ] (2.13)

Obrázek 2.5: Śıly p̊usob́ıćı na př́ıhradový prut

Celková matice tuhosti [K] je poté daná součtem materiálové [KM ] a geometrické matice
tuhosti [Kσ]:

[K] = [KM ] + [Kσ] (2.14)

Pro ohýbaný prut ve 2D, viz obr. 2.6, plat́ı geometrická matice tuhosti, viz [2]:

[Kσ] =
P

30L


36 3L −36 3L

3L 4L2 −3L −L2

−36 −3L 36 −3L

3L −L2 −3L 4L2

 d =


v1

Φz1

v2

Φz2

 (2.15)

Obrázek 2.6: Ohýbaný prut a jeho stupně volnosti

Běžně neznáme, jaké normálové śıly p̊usob́ı na konstrukci. Je tedy zapotřeb́ı výpočet provést
ve dvou kroćıch. Nejprve lineárńı analýzou spoč́ıtáme vnitřńı śıly, abychom mohli sestavit geo-
metrickou matici a následně spoč́ıtáme součinitel kritického zat́ıžeńı a př́ıslušný vektor vybočeńı.

2.3.2 Problém vlastńıch č́ısel

Jak bylo naznačeno ve vztahu (2.10) výpočet kritického zat́ıžeńı je z matematického hlediska
výpočet vlastńıch č́ısel soustavy, viz [7]:

([KM ] + λ[Kσ]){u} = 0, (2.16)

14



STABILITA

kde [KM ] je materiálová matice tuhosti, [Kσ] je geometrická matice tuhosti, λ je vlastńı č́ıslo,
tedy součinitel kritického zat́ıžeńı a {u} je vlastńı vektor, tedy vektor tvaru ztráty stability.

Netriviálńı řešeńı má tato soustava tehdy, když je matice ([K]+λ[Kσ]) singulárńı, tzn. když

det|[KM ] + λ[Kσ]| = 0 (2.17)

Po źıskáńı λ následně vypočteme př́ıslušný vlastńı vektor {u} zpětným dosazeńım do (2.16).
Je d̊uležité si uvědomit, že řešeńı vyhovuje jakýkoliv vektor, který je násobkem vypoč́ıtaného
vlastńıho vektoru {u}, jedná se tedy pouze o tvar, který následně vhodným zp̊usobem norma-
lizujeme.

Rovnice (2.16) představuje řešeńı polygonu n-tého řádu, kde n je řád matic [K] a [Kσ].
Existuje tedy n řešeńı, u stabilitńıch úloh má zpravidla největš́ı význam to nejmenš́ı vlastńı
č́ıslo, ale jsou samozřejmě př́ıpady, kdy nás zaj́ımaj́ı i vyšš́ı vlastńı č́ısla, např. když vyšetřujeme
globálńı stabilitu složitěǰśı konstrukce, ale při nejmenš́ım kritickém zat́ıžeńı vybočuje pouze
jeden lokálńı prut.

Jedna z možnost́ı, jak vyřešit rovnici (2.16) je tedy naj́ıt kořeny polygonu n-tého řádu.
Tato metoda však neńı velmi efektivńı a proto se využ́ıvaj́ı rychleǰśı a spolehlivěǰśı iteračńı
metody jako je např. mocninná metoda, iterace podprostoru, či Lanczosova metoda, viz [2].
Pomoćı těchto metod lze vypoč́ıtat požadovaný počet nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel a vektor̊u i na
soustavách s velkým počtem rovnic.
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Kapitola 3

Program

V kapitole 2 jsme si ukázali, jak se vypoč́ıtá stabilita prutové konstrukce. Nyńı přejdeme k vy-
tvořeńı programu, který nám metodou konečných prvk̊u spoč́ıtá kritické zat́ıžeńı konstrukce a
tvar ztráty stability. Ukážeme si tedy některé kroky a metody, které jsou stěžejńı pro výpočet.

3.1 Využit́ı jazyka C#

Program je vytvořen v programovaćım jazyce C#, viz [5]. Je to moderńı vysokoúrovňový objek-
tově orientovaný programovaćı jazyk vyvinutý firmou Microsoft a jeho prvńı verze byla vydána
v roce 2002. C# lze využ́ıt k tvorbě databázových programů, webových aplikaćı a stránek,
webových služeb, formulářových aplikaćı ve Windows atd.

Jazyk C# je tedy, jako většina moderńıch programovaćıch jazyk̊u, objektově orientovaný.
To znamená, že program je poskládán z jednotlivých objekt̊u, d́ıky kterým je zdrojový kód
přehledněǰśı a jednodušš́ı na údržbu.

3.2 Model

Nejprve si definujeme veškeré potřebné parametry pro sestaveńı modelu:

1. Body

// X souradnice ve 2D prostoru [m]

public double X { get; set; }

// Z souradnice ve 2D prostoru [m]

public double Z { get; set; }

// Promenna support , ktera nam rika jestli je bod podepren

// a pokud ano , tak ktere stupne volnosti jsou mu odebrany

public Support2D Support { get; set; }

2. Podpory

// Kazde podpore muze byt odebran kterykoliv stupen volnosti

public SupportType Fx { get; set; }

public SupportType Fz { get; set; }

public SupportType Ry { get; set; }

public enum SupportType

{

Free ,

Rigid

}

3. Material
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// Jmeno

public string Name { get; set; }

// Modul pruznosti [Pa]

public double E { get; set; }

4. Pr̊uřez

// Jmeno

public string Name { get; set; }

// Plocha [m2]

public double A { get; set; }

// Moment setrvacnosti [m4]

public double Iy { get; set; }

// Material

public Material Material { get; set; }

5. Prut

// Pocatecni bod prutu

public Node2D Node1 { get; set; }

// Koncovy bod prutu

public Node2D Node2 { get; set; }

// Prurez prutu

public CrossSection CrossSections { get; set; }

// True pokud je na zacatku prutu kloub

public bool HingeBegin { get; set; }

// True pokud je na konci prutu kloub

public bool HingeEnd { get; set; }

6. Zat́ıžeńı

// Zatizeni muze byt definovano pouze v uzlu jako sila nebo

// moment

// Smer sily/moment

public Direction Direcion { get; set; }

// Velikost sily/momentu

public double Magnitude { get; set; }

// Bod ve kterem pusobi

public Node2D Node2D { get; set; }

public enum Direction

{

X,

Z,

My

}

3.3 Výpočet

Když máme sestaven model, můžeme přej́ıt k výpočtu.
Nejdř́ıve provedeme diskretizaci modelu. Pruty si tedy naděĺıme na jednotlivé konečné prvky

podle požadované velikosti.

3.3.1 Lineárńı analýza

Pro každý konečný prvek si vypoč́ıtáme jeho délku. Jelikož známe jeho počátečńı a koncový
bod A[x1, y1] a B[x2, y2], můžeme si spoč́ıtat souřadnice vektoru −→u :

−→u = B −A = [x2 − x1, y2 − y1] (3.1)

Následně délku L pomoćı Pythagorovy věty:
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L = |−→u | =
√
u21 + u22 (3.2)

A pomoćı goniometrických funkćı si vypoč́ıtáme úhel γ, který nám ř́ıká, jak moc je prut
pootočen od vodorovné polohy viz obr. 3.1.

Obrázek 3.1: Oboustranně monoliticky připojený prut

Nyńı si vypoč́ıtáme globálńı a lokálńı matice tuhosti jednotlivých prvk̊u. Pro oboustranně
monoliticky připojený prut, viz obr. 3.1, plat́ı následuj́ıćı lokálńı matice tuhosti:

[K1,2] =



EA
L 0 0 −EAL 0 0

0 12EI
L3 − 6EI

L2 0 − 12EI
L3 − 6EI

L2

0 − 6EI
L2

4EI
L 0 6EI

L2
2EI
L

−EAL 0 0 EA
L 0 0

0 − 12EI
L3

6EI
L2 0 12EI

L3
6EI
L2

0 − 6EI
L2

2EI
L 0 6EI

L2
4EI
L


(3.3)

Sestav́ıme globálńı matici [K] a globálńı zatěžovaćı vektor {F} a vypoč́ıtáme vektor globálńıch
deformaćı {u} z rovnice:

[K]{u} = {F} (3.4)

Jedná se o nehomogenńı soustavu lineárńıch algebraických rovnic. Dle Frobeniovy věty, viz
[13], plat́ı:

Nehomogenńı soustava lineárńıch algebraických rovnic A−→x =
−→
b má řešeńı pouze v př́ıpadě,

že hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozš́ıřené matice soustavy h(A|
−→
b ). Pokud

je h(A) rovno počtu neznámých, má soustava jedno řešeńı; pokud je h(A) menš́ı než počet
neznámých, je řešeńı nekonečně mnoho (je-li věťśı než počet neznámých, nem̊uže být splněna
předchoźı podmı́nka a soustava tedy nemá řešeńı).

Když sestav́ıme rovnici (3.4), tak má nekonečně mnoho řešeńı, protože d́ıky okrajovým
podmı́nkám v́ıme, že některé posuny, či pootočeńı jsou nulové a tedy hodnost matice h(A)
je menš́ı než počet neznámých. Této situaci předejdeme, když z matice odstrańıme př́ıslušné
nulové řádky a sloupce, poté bude mı́t soustava právě jedno řešeńı.

Existuje mnoho numerických metod, jak vyřešit soustavu lineárńıch algebraických metod
např. Gaussova eliminačńı metoda nebo LU rozklad, viz [13]. Vzhledem k tomu, že matice
tuhosti [K] je symetrická můžeme využ́ıt Choleského rozkladu, viz [9].

Choleského rozklad

Základńım předpokladem pro Choleského rozklad tedy je, že matice [A] je symetrická a poté
plat́ı:

[A] = [L][L]T , (3.5)

kde [L] je trojúhelńıková matice a soustavu [A]{x} = {b} lze vypoč́ıtat vyřešeńım dvou
soustav rovnic:
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[L]{y} = {b}
[L]T {x} = {y}

(3.6)

Prvky matice [L] je možné poč́ıtat po sloupćıch zleva a v každém sloupci odshora dol̊u. Při
rozepsáńı několika člen̊u je vidět opakuj́ıćı se vzor, který lze využ́ıt pro naprogramováńı celého
rozkladu.

Pro prvńı sloupec plat́ı následuj́ıćı:

a11 = l11l11 −→ l11 =
√
a11

a21 = l21l11 −→ l21 = a21/l11

...

an1 = ln1l11 −→ ln1 = an1/l11

(3.7)

Pro druhý sloupec plat́ı:

a22 = l21l21 + l22l22 −→ l22 =
√
a22 − l221

a32 = l31l21 + l32l22 −→ l32 = (a32 − l31l21)/l22

...

an2 = ln1l21 + ln2l22 −→ ln2 = (an2 − ln1l21)/l22,

(3.8)

kde aij jsou prvky matice [A] a lij jsou prvky matice [L]. Celé řešeńı výpočtu deformaćı
zapsané v programovaćım jazyce c# vypadá následovně:

// Staticka metoda do ktere vstupuje glbalni matice tuhosti a globalni

vektor zatizeni

public static double [] Decomposition(double[,] GlobalMatrixCalc ,

double [] GlobalVectorCalc)

{

// Globalni matice tuhosti

double[,] A = GlobalMatrixCalc;

// Globalni zatezovaci vektor

double [] b = GlobalVectorCalc;

// Trojuhelnikova matice , ktera vznikne Choleskeho rozkladem

double[,] chol = new double[GlobalMatrixCalc.GetLength (0),

GlobalMatrixCalc.GetLength (0)];

// Pomocny vektor pro vypocet deformaci

double [] d = new double[GlobalMatrixCalc.GetLength (0)];

// Vektor spocitanych deformaci

double [] resultChol = new double[GlobalMatrixCalc.GetLength (0)];

// pomocna promenna

int xx = 0;

// Choleskeho rozklad

for (int i = 0; i < A.GetLength (0); i++)

{

xx++;

for (int j = 0; j < xx; j++)
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{

double sum = 0;

for (int k = j - 1; k >= 0; k--)

{

sum = sum + chol[i, k] * chol[j, k];

}

if (i == j)

{

chol[i, j] = Math.Sqrt(A[i, j] - sum);

}

else

{

chol[i, j] = (A[i, j] - sum) / chol[j, j];

}

}

}

// Kdyz mame vypocitanou trojuhelnikovou matici double[,] chol , zbyva

vypocitat vysledny vektor deformace double [] resultChol

// primy chod

for (int i = 0; i < A.GetLength (0); i++)

{

double sum = 0;

for (int k = i - 1; k >= 0; k--)

{

sum = sum + chol[i, k] * d[k];

}

d[i] = (b[i] - sum) / chol[i, i];

}

// zpetny chod

for (int i = A.GetLength (0) - 1; i >= 0; i--)

{

double sum = 0;

for (int k = i + 1; k < A.GetLength (0); k++)

{

sum = sum + chol[k, i] * resultChol[k];

}

resultChol[i] = (d[i] - sum) / chol[i, i];

}

// Vratime vysledny vektor

return resultChol;

}

Náročnost výpočtu Choleského rozkladu je úměrná n3, což může trvat relativně dlouhou
dobu při úlohách s velkým počtem stupň̊u volnosti. Velká výhoda ale spoč́ıvá v tom, že když
máme např. mnoho zatěžovaćıch stav̊u, tak nám stač́ı udělat rozklad pouze jednou a pak pouze
poč́ıtáme vektory deformace s r̊uznými zatěžovaćımi vektory podle vztahu (3.6), náročnost
výpočtu je úměrná n2

Pokud by matice tuhosti nebyla pozitivně definitńı, viz [12], tak dojde v pr̊uběhu výpočtu k
děleńı nulou nebo výpočtu odmocniny ze záporného č́ısla. Ř́ıkáme tedy, že Choleského rozklad
je bezpodmı́nečně zpětně stabilńı. Matice tuhosti jsou zpravidla pozitivně definitńı, takže tuto
podmı́nku splňujeme.

Nyńı, když máme deformace, tak si stač́ı spoč́ıtat jednotlivé vektory deformaćı v lokálńıch
souřadnićıch {u∗i,j}, ty vynásob́ıme s př́ıslušnými lokálńımi maticemi tuhosti [K∗i,j ] a źıskáme
vektory koncových sil {R∗i,j} jednotlivých prut̊u:
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{R∗i,j} = [K∗i,j ]{u∗i,j} (3.9)

3.3.2 Lineárńı stabilita

V kapitole 2.3.2 jsme si ukázali, že výpočet lineárńı stability spoč́ıvá v nalezeńı vlastńıch č́ısel
matice a k tomu odpov́ıdaj́ıćı vlast́ı vektor. Nyńı již také známe vnitřńı śıly, můžeme si tedy
spoč́ıtat geometrickou matici tuhosti viz. kapitola 2.3.1.

Pro výpočet rovnice (2.16) použijeme mocninnou metodu, viz [1] Jedná se o iteračńı metodu,
kterou vypoč́ıtáme nejmenš́ı vlastńı č́ıslo podle následuj́ıćıho předpisu:

• Výpečet pomocné matice [E] = −[K]−1[Kσ]

• Počátečńı odhad vlastńıho vektoru {y}0

• Nastaveńı počátku iterace i = 0

• Výpočet nového vlastńıho vektoru {y}i+1 = [E]{y}i

• Normováńı vlastńıho vektoru {y}i+1 = {y}i+1/max(yi+1)

• Výpočet vlastńıho č́ısla λ = 1/max(yi+1)

• Určeńı chyby λi+1 − λi < ε

• Ukončeńı výpočtu nebo pokračováńı v iteraci

Před samotnou iteraćı si tedy muśıme připravit matici [E]

Inverzńı matice

Inverzńı matice, viz [10], se může poč́ıtat pouze z matice čtvercové, na obdélńıkové matici neńı
inverzńı matice definována. Inverzńı matice k matici [A] (znač́ıme [A]−1) dále existuje jen tehdy,
je-li matice regulárńı (nemá lineárně závislé řádky). Tato matice je pak určena jednoznačně.
Dvě hlavńı vlastnosti inverzńı matice jsou:

([A]−1)−1 = [A] (3.10)

A hlavně nejd̊uležitěǰśı vlastnost inverzńı matice (což je zároveň také definice inverzńı ma-
tice):

[A][A]−1 = [I], (3.11)

kde [I] je jednotková matice
Výpočet inverzńı matice je opět velmi náročný na délku výpočtu. Zase existuje spousta

metod, jak ji źıskat. My využijeme toho, že je matice symetrická a že již máme Choleského
rozklad.

Výpočet inverzńı matice v programovaćım jazyce c# vypadá následovně:

// V tomto pripade je metoda pro vypocet soucasti nestatickeho objektu ,

nema tedy zadne parametry , ani nic nevraci , vsechny potrebne

promenne jsou soucasti celeho objektu

public void InverseCholesky ()

{

// Globalni matice tuhosti - pro jednoduchost oznaceno pouze jako A

double[,] A = matrixFactoryLin.GlobalMatrixCalc;

// Pomocny vektor

double [] d = new double[A.GetLength (0)];

// Vytvoreni jednotkove matice
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double[,] identityMatrix = new double[A.GetLength (0),

A.GetLength (0)];

for (int i = 0; i < identityMatrix.GetLength (0); i++)

{

identityMatrix[i, i] = 1;

}

// chol[i, i] je trojuhelnikova matice z Choleskeho rozkladu

for (int h = 0; h < A.GetLength (0); h++)

{

// primy chod

for (int i = 0; i < A.GetLength (0); i++)

{

double sum = 0;

for (int k = i - 1; k >= 0; k--)

{

sum = sum + chol[i, k] * d[k];

}

d[i] = (identityMatrix[h, i] - sum) / chol[i, i];

}

// zpetny chod

for (int i = A.GetLength (0) - 1; i >= 0; i--)

{

double sum = 0;

for (int k = i + 1; k < A.GetLength (0); k++)

{

sum = sum + chol[k, i] * identityMatrix[h, k];

}

identityMatrix[h, i] = (d[i] - sum) / chol[i, i];

}

}

// Vynasobeni cele matice *-1

for (int i = 0; i < identityMatrix.GetLength (0); i++)

{

for (int j = 0; j < identityMatrix.GetLength (0); j++)

{

identityMatrix[i, j] = identityMatrix[i, j] * -1;

}

}

// Puvodni jednotkovou matici jsme postupne promenili na inverzni ,

takze ji priradime spravne promenne

InverseGlobalMatrixCalc = identityMatrix;

}

Násobeńı matic

Vynásobeńı matic je poměrně jednoduchý algoritmus:

public void multiMatrix ()

{

// Inverzni matice

double[,] A = InverseGlobalMatrixCalc;

// Geometricka maice

double[,] B = GlobalGeomMatrixCalc;

// Nova matice vznikla vynasobenim
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MultiMatrixCalc = new double[A.GetLength (0), A.GetLength (0)];

for (int i = 0; i < MultiMatrixCalc.GetLength (0); i++)

{

for (int j = 0; j < MultiMatrixCalc.GetLength (0); j++)

{

for (int k = 0; k < MultiMatrixCalc.GetLength (0); k++)

{

MultiMatrixCalc[i, j] = MultiMatrixCalc[i, j] + A[i, k]

* B[k, j];

}

}

}

}

Vlastńı č́ısla

Nyńı máme vše přichystané pro výpočet nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla:

// Metoda , ktera ma jako parametr pripravenou matici E a vraci vlastni

cislo a prislusny vlastni vektor

public static double [] PowerMethod(double[,] E, out double

criricalEigenValue)

{

// Lokalni promenne potrebne pro vypocet

double max = 0;

double eigenValue = 0;

double maxLoop;

// Pomocny vektor y

double [] y = new double[E.GetLength (0)];

// Pocatecni odhad valstniho vektoru

for (int i = 0; i < y.Length; i++)

{

y[i] = 1;

}

// Zacatek iteracniho cyklu

while (true)

{

// Vytvoreni noveho vlastniho vektoru

double [] eigenVector = new double[E.GetLength (0)];

// Nastaveni lokalni promenne na 0

maxLoop = 0;

// Vypocitani vlastniho vektoru - vynasobeni vektoru a matice

for (int k = 0; k < eigenVector.Length; k++)

{

for (int l = 0; l < eigenVector.Length; l++)

{

eigenVector[k] = eigenVector[k] + (y[l] * E[k, l]);

}

}

// Nalezeni maximalniho cisla ve vektoru

for (int i = 0; i < eigenVector.Length; i++)

{

if (Math.Abs(eigenVector[i]) > maxLoop)

{

maxLoop = Math.Abs(eigenVector[i]);

max = eigenVector[i];

23



PROGRAM

}

}

// Normovani vlastniho vektoru

for (int m = 0; m < eigenVector.Length; m++)

{

eigenVector[m] = eigenVector[m] / max;

}

// Vypocet clastniho cisla

max = 1 / max;

// Zaokrouhleni vlastnich cisel

double compareMax = Math.Round(max , 4);

double compareEigenValue = Math.Round(eigenValue , 4);

// Porovnani , jestli se vlastni cisla rovnaji

if (compareMax.Equals(compareEigenValue))

{

// Pokud ano , tak vratime vlastni vektor a vlastni cislo

criricalEigenValue = max;

return y;

}

// Pokud ne, tak prenastavime lokalni promenne a pokracujemme v

iteraci

eigenValue = max;

z = eigenVector;

}

}

Nyńı již máme hotové veškeré výpočty. Zbývá tedy sestavit vhodné algoritmy pro zobrazeńı
výsledk̊u.
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Kapitola 4

Konvergenčńı analýza

V následuj́ıćı kapitole se zaměř́ıme na některé vybrané úlohy výpočtu lineárńı stability. Ukážeme
si správnost výsledk̊u v závislosti na počtu konečných prvk̊u, porovnáme je se známými analy-
tickými řešeńımi a s výsledky z jiných aplikaćı.

4.1 Př́ımý prut

Jako prvńı se budeme věnovat př́ımému, prostě uloženému prutu o délce L = 5 m, modulu
pružnosti materiálu E = 210 ·109 Pa, momentu setrvačnosti pr̊uřezu I = 1·10−5 m4 a pr̊uřezové
ploše A = 0.1 m2 viz obr. 4.1, pro který známe exaktńı řešeńı viz. vztah (2.9):

Pcr =
π2EI

L2
=
π2 · 210e9 · 1e−5

52
= 829, 0468kN

Obrázek 4.1: Př́ımý prut

4.1.1 Výsledky

Na obrázćıch 4.2 - 4.9 jsou zobrazeny tvary ztráty stability a kritické śıla pro r̊uzné počty
konečných prvk̊u.
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Obrázek 4.2: 2 prvky - Pcr = 835.2831kN Obrázek 4.3: 3 prvky - Pcr = 830.9578kN

Obrázek 4.4: 4 prvky - Pcr = 829.4714kN Obrázek 4.5: 5 prvk̊u - Pcr = 829.2226kN

Obrázek 4.6: 10 prvk̊u - Pcr = 829.0579kN Obrázek 4.7: 20 prvk̊u - Pcr = 829.0475kN
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Obrázek 4.8: 50 prvk̊u - Pcr = 829.0468kN Obrázek 4.9: 100 prvk̊u - Pcr = 829.0468kN

V tabulce 4.1 jsou uvedeny výsledné kritické śıly a jejich odchylky od analytického řešeńı v
závislosti na jemnosti děleńı modelu. Jak je vidět, tak již při dvou prvćıch dostáváme relativně
přesné řešeńı a při 50 prvćıch je odchylka téměř nulová.

Počet prvk̊u Kritická śıla [kN] Odchylka [%]

2 835.2831 0.752
3 830.3578 0.158
4 829.4714 0.051
5 829.2226 0.021
10 829.0579 0.001
20 829.0475 8.44 · 10−05

50 829.0468 < 1 · 10−05

100 829.0468 < 1 · 10−05

Tabulka 4.1: Vypočtené kritické śıly př́ımého prutu a jejich odchylky od analytického řešeńı v
závislosti na jemnosti děleńı modelu.
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4.2 Rovinný rám

Nyńı uvažme rovinný kloubově podepřený rám viz obr. 4.10. Tvar ztráty stability může být bud’

symetrický nebo nesymetrický, viz [3]. Při analytickém výpočtu můžeme na problém pohĺıžet
tak, že se jedná o sloup, jehož jeden konec má určitou rotačńı tuhost v závislosti na ohybové
tuhosti př́ıčle rámu viz obr. 4.11.

Obrázek 4.10: Kloubově podepřený rám

Obrázek 4.11: Kloubově podepřený rám - Symetrický a nesymetrický tvar ztráty stability

4.2.1 Nesymetrický tvar ztráty stability

Rám o délce a š́ı̌rce L = 5 m, modulu pružnosti materiálu E = 210 · 109 Pa, momentu se-
trvačnosti pr̊uřezu I = 1·10−5 m4 a pr̊uřezové ploše A = 0.1 m2 viz obr. 4.10. Pro tento
nesymetrický tvar plat́ı vztah, viz [3]:

Pcr =
1.349552EI

L2
=

1.349552 · 210e9 · 1e−5

52
= 152.98859kN
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4.2.2 Výsledky

Na obrázćıch 4.12 - 4.18 jsou zobrazeny tvary ztráty stability a kritická śıla pro r̊uzný počet
konečných prvk̊u.

Obrázek 4.12: 3 prvky - Pcr = 153.42066kN Obrázek 4.13: 6 prvk̊u - Pcr = 153.01538kN

Obrázek 4.14: 9 prvk̊u - Pcr = 152.99079kN Obrázek 4.15: 12 prvk̊u - Pcr = 152.98655kN

Obrázek 4.16: 30 prvk̊u - Pcr = 152.98463kN Obrázek 4.17: 60 prvk̊u - Pcr = 152.98457kN
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Obrázek 4.18: 90 prvk̊u - Pcr = 152.98457kN

V tabulce 4.2 jsou uvedeny výsledné kritické śıly a jejich odchylky od analytického řešeńı
v závislosti na jemnosti děleńı modelu. Výpočet opět konverguje velmi rychle, při nejmenš́ım
možném počtu konečných prvk̊u, tedy při třech, máme odchylku pouze 0, 282%. Řešeńı ovšem
konvergovalo k výsledku, který je o 0, 003% rozd́ılný od analytického. Tato odchylka je zp̊usobená
pravděpodobně nedokonalost́ı numerických metod nebo nepřesnost́ı analytického výpočtu.

Počet prvk̊u Kritická śıla [kN] Odchylka [%]

3 153.42066 −0.282
6 153.01538 −0.017
9 152.99079 −0.001
12 152.98655 0.001
30 152.98463 0.003
60 152.98457 0.003
90 152.98457 0.003

Tabulka 4.2: Vypočtené kritické śıly rovinného rámu a jejich odchylky od analytického řešeńı v
závislosti na jemnosti děleńı modelu.
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Scia Engineer

Pro porovnáńı si ještě uvedeme výsledek za softwaru Scia Engineer, viz [8]. Při 30-ti prvćıch
dostáváme výsledek Pcr = 152.98kN , viz obr. 4.19, což se shoduje s našimi výsledky. Ve Scia
Engineer bylo Pcr spoč́ıtáno Laczosovou metodou.

Obrázek 4.19: Scia Engineer - Pcr = 152.98kN

FyDiK

Daľśı aplikace ve které jsme si ověřili správnost výpočtu je FyDiK, viz [14], kde jsme geometricky
nelineárńım výpočtem dospěli k řešeńı Pcr = 150.1kN , při 18-ti prvćıch viz obr. 4.20.

Obrázek 4.20: FyDiK - Pcr = 150.1kN
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4.2.3 Symetrický tvar ztráty stability

Protože dokážeme spoč́ıtat pouze jeden stav ztráty stability, tak pro vyvoláńı tohoto př́ıpadu
přidáme do modelu ještě jednu posuvnou podporu.

Rám o délce a š́ı̌rce L = 5 m, modulu pružnosti materiálu E = 210 · 109 Pa, momentu
setrvačnosti pr̊uřezu I = 1·10−5 m4 a pr̊uřezové ploše A = 0.1 m2 viz obr. 4.10. Pro tento
symetrický tvar plat́ı vztah, viz [3]:

Pcr =
3.590882EI

L2
=

3.590882 · 210e9 · 1e−5

52
= 152.98859kN

4.2.4 Výsledky

Na obrázćıch 4.21 - 4.27 jsou zobrazeny tvary ztráty stability a kritická śıla pro r̊uzný počet
konečných prvk̊u.

Obrázek 4.21: 3 prvky - Pcr = 1417.13603kN Obrázek 4.22: 6 prvk̊u - Pcr = 1093.15239kN

Obrázek 4.23: 9 prvk̊u - Pcr = 1085.42789kN Obrázek 4.24: 12 prvk̊u - Pcr = 1083.89197kN
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Obrázek 4.25: 30 prvk̊u - Pcr = 1083.15136kN Obrázek 4.26: 60 prvk̊u - Pcr = 1083.13218kN

Obrázek 4.27: 90 prvk̊u - Pcr = 1083.13107kN

V tabulce 4.3 jsou uvedeny výsledné kritické śıly a jejich odchylky od analytického řešeńı
v závislosti na jemnosti děleńı modelu. Tento př́ıpad konverguje pomaleji, než úloha s nesy-
metrickým tvarem vybočeńı. Při třech prvćıch dostáváme odchylku 30.836%. Se zvětšuj́ıćım se
děleńım ale opět dostáváme adekvátńı výsledky.

Počet prvk̊u Kritická śıla [kN] Odchylka [%]

3 1417.13603 −30.836
6 1093.15239 −0.925
9 1085.42789 −0.212
12 1083.89197 −0.070
30 1083.15136 −0.002
60 1083.13218 −2 · 10−05

90 1083.13107 7 · 10−05

Tabulka 4.3: Vypočtené kritické śıly rovinného rámu a jejich odchylky od analytického řešeńı v
závislosti na jemnosti děleńı modelu.
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Scia Engineer

Pro porovnáńı si opět uvedeme výsledek za softwaru Scia Engineer, viz [8]. Při 30-ti prvćıch
dostáváme výsledek Pcr = 1083.00kN , viz obr. 4.28, což se shoduje s našimi výsledky. Nyńı
jsme již nemuseli přidávat vodorovnou podporu, protože tento symetrický tvar nastane při
vypoč́ıtáńı druhého nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla (ve Scia Engineer si můžeme nastavit kolik jich
chceme spoč́ıtat).

Obrázek 4.28: Scia Engineer - Pcr = 1083.00kN

FyDiK

Také jsme opět použili FyDiK, viz [14] a výsledná kritická vyšla Pcr = 1044.3kN , což je opět
velmi bĺızko našemu řešeńı viz obr. 4.29.

Obrázek 4.29: FyDiK - Pcr = 1044.3kN
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4.3 Konzola zat́ıžená spojitým zat́ıžeńım

Daľśı zaj́ımavou stabilitńı úlohou je konzola zat́ıžená spojitým zat́ıžeńım. Vztah pro kritické
spojité zat́ıžeńı qcr definoval Stepan Prokopovič Timošenko na začátku 20. stolet́ı, viz [6]:

qcr = 7.837
EI

L3
(4.1)

Mějme konzolu o délce L = 5 m, modulu pružnosti materiálu E = 210 · 109 Pa, momentu
setrvačnosti pr̊uřezu I = 1·10−5 m4 a pr̊uřezové ploše A = 0.1 m2 viz obr. 4.30.

Obrázek 4.30: Konzola zat́ıžená vlastńı t́ıhou

Pro kritickou śılu podle vztahu (4.1) plat́ı:

qcr = 7.837
EI

L3
= 7.837

210e9 · 1e−5

53
= 131.662kN/m

4.3.1 Výsledky

Na obrázćıch 4.31 - 4.37 jsou zobrazeny tvary ztráty stability a kritická śıla pro r̊uzný počet
konečných prvk̊u.

Obrázek 4.31: 2 prvky - qcr = 118.256kN/m Obrázek 4.32: 3 prvky - qcr = 125.669kN/m
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Obrázek 4.33: 4 prvky - qcr = 128.286kN/m Obrázek 4.34: 5 prvk̊u - qcr = 129.501kN/m

Obrázek 4.35: 10 prvk̊u - qcr = 130.829kN/m Obrázek 4.36: 20 prvk̊u - qcr = 131.532kN/m

Obrázek 4.37: 40 prvk̊u - qcr = 131.634kN/m
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V tabulce 4.4 jsou uvedeny výsledné kritické śıly a jejich odchylky od analytického řešeńı v
závislosti na jemnosti děleńı modelu. Opět vid́ıme, že s jemněǰśım děleńım dostáváme přesněǰśı
řešeńı. Poměrně velké odchylky při menš́ım počtu prvk̊u jsou zp̊usobeny rozděleńım śıly do uzl̊u,
polovina zat́ıžeńı jednoho prvku vždy p̊usob́ı př́ımo v podpoře a nevsupuje tedy do výpočtu.

Počet prvk̊u Kritická śıla [kN/m] Odchylka [%]

2 118.256 10.182
3 125.669 4.552
4 128.286 2.564
5 129.501 1.641
10 130.829 0.632
20 131.532 0.099
40 131.634 0.021

Tabulka 4.4: Vypočtené kritické śıly konzoly zat́ıžené spojitým zat́ıžeńım a jejich odchylky od
analytického řešeńı v závislosti na jemnosti děleńı modelu.

37



Kapitola 5

Závěr

Předkládaná diplomová práce se věnovala hledáńı kritického zat́ıžeńı pro ztrátu stability ro-
vinných prutových konstrukćı. V úvodu byl ukázán výpočet pro př́ımý prut a následně byly,
pomoćı energetických princip̊u, odvozeny vztahy pro řešeńı tohoto problému v rámci metody
konečných prvk̊u. Za účelem ověřeńı těchto vztah̊u byla vyvinuta aplikace v programovaćım ja-
zyce c#, která spoč́ıtá kritické zat́ıžeńı na libovolné rovinné prutové konstrukci. Byly popsány
všechny d̊uležité kroky a numerické metody, včetně zdrojového kódu, nezbytné pro výpočet. Na-
konec byla provedena analýza na několika vybraných úlohách. Při této analýze se porovnávala
přesnost výpočtu, při r̊uzném počtu konečných prvk̊u, s analytickým řešeńım a s daľśımi do-
stupnými aplikacemi. Źıskané výsledky dokládaj́ı správnou funkci aplikace.
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Př́ıloha

Na přiloženém kompaktńım disku se nacháźı:

• Vyvinutá aplikace

• Návod na použit́ı aplikace
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