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Abstrakt

Cilem predkladané préce je vytvoreni pocitacové aplikace, kterd spocita kritické zatizeni pro
ztratu stability rovinnych prutovych konstrukei pomoci metody koneénych prvku. Uvod je
vénovan sezndmeni se s problematikou a odvozeni nezbytnych vztahu. Poté jsou popsiny
vSechny dulezité kroky a numerické metody nezbytné pro spravny chod aplikace. Nakonec je
provedena analyza nékolika vybranych tloh a vysledky jsou porovnany se znamymi analytickymi
fesenimi a s dalsimi dostupnymi aplikacemi.

Klicova slova

Linedrni stabilita, vzpér, metoda koneénych prvka, c#, programovéni, vlastni ¢isla

Abstract

The aim of this theses is to create application, which is able to calculate buckling load of
structure made from 1D bar elements, using finite element method. introduction is devoted
to basic principles of buckling and derivation of necessary formulas. Then are described all
operations and numerical methods needed for the application. At the and is in detail analyzed
few structures and results are compared with known solutions or with other applications.
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Kapitola 1
Uvod

Konstrukce navrhujeme tak, aby byly schopné pienést veskeré zatizeni, které na né pusobi.
Pokud dojde k poruse konstrukce, tak to byvé ze dvou divodt. Bud’ kvili poruse materidlu, at
uz se jednd o prekro¢eni meze pevnosti nebo meze kluzu a nebo kvuli ztraté stability. V prvnim
pripadé v konstrukci vznikaji takova napéti, kterda vedou k nenavratnym porucham materidlu.
Zatimco ve druhém pfipadé mohou byt napéti v pripustnych hodnotéich, ale konstrukce neni
schopna setrvat v rovnovazném stavu, dojde ke ztraté stability a tedy ke kolapsu konstrukce.

1.1 Stabilita konstrukce

Ztrata stability nejcastéji nastava pri namahani tlakem, ohybem nebo krutem. S tlohami ztraty
stability se setkdvdme u §tihlych konstrukei, tenkosténnych nosnikii nebo u otevienych, ¢i
uzavienych profilu.

1.2 Cile prace

V nésledujici praci se zaméfime na hledani kritického zatizeni pro ztratu stability rovinnych
prutovych konstrukei, ke které typicky dochazi pti vzpérném namahani. Pro tento i¢el mé byt
vyvinuta poc¢itacova aplikace, kterd bude fesit tento problém pomoci metody koneénych prvku
v ramci malych deformaci s vyuzitim teorie druhého fadu. Vysledky feseni budou porovnany se
znamymi analytickymi vyrazy, popiipadé s vysledky vypoc¢tu pomoci jiné metody ¢i aplikace.
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Kapitola 2

Stabilita

2.1 Vzpér Prutu

Nejbéznéjsi inzenyrskou ulohou se ztratou stability je vzpér prutu. Jeho feSeni v ramci teorie
druhého tadu s uvazovanim malych deformaci spociva v hledéni tlakového zatizeni, pii kterém
puvodni tvar prutu pozbyva stabilitu a vyslednou deformaci nelze z podminek rovnovéhy urcit.
Pii tomto zatiZeni P, které se nazyva kritické, téleso setrvavd bud'to v pivodnim pifimém nebo
deformovaném stavu. Pokud je tedy téleso zatizeno kritickym zatizenim P,, existuji soucasné
dvé rovnovazné konfigurace. Tento stav se nazyva bifurkace.

Jako prvni odvodil vztah pro kritickou silu kloubové ulozeného prutu s konstantnim prufezem
Svycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler v roce 1757, viz [11]. Tento velmi dobfe zndmy
vztah ma podobu:

w?El
L2’
kde E je modul pruznosti materidlu prutu, I je moment setrvacnosti prufezu a L je délka
prutu. Existuje nékolik zpusobu, jak k tomuto vztahu dojit. Napiiklad pomoci energetického
principu, ze kterého jde nésledné odvodit vypocet pomoci metody kone¢nych prvka, viz [2].

P = (2.1)

2.2 Energeticky princip

7 hlediska energetického principu muZzeme na problematiku pohlizet tak, ze ke vzpéru dojde,
kdyz téleso preméni osovou deformaé¢ni energii na ohybovou beze zmény pusobiciho zatiZeni.
Bézné stavebni konstrukce maji osovou tuhost daleko vétsi nez ohybovou, velkd deformaéni
energie tedy muze byt akumulovdna i pfi malych deformacich a kdyz dojde ke vzpéru, tak
pomérné velké ohybové deformace jsou potiebné k absorbovani uvolnéné energie.

2.2.1 Odvozeni

Pro ilustraci si odvodime kritickou silu na prostém nosniku pomoci minima potencidlni energie,
viz [2].

Myy

L2 L2

Obrézek 2.1: Prosty nosnik
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STABILITA

Piedstavme si prosty nosnik zatizeny na koncich osovou silou P a pfiénym zatiZzenim ¢, viz
obr. 2.1. Pro mald ptitné deformace v = v(z) muZeme potencidlni energii deformace U} vyjadrit
pomoci vztahu:

L
U, = % /0 B (2))2dx (2.2)

Predstavme si, ze pretvofen{ v = v(x) nastdvd bez jakékoliv osové deformace u, kazdy
diferencialni element délky dz se prodlouzi na délku ds, kde ds > dz. Vyraz pro ds a jeho
aproximace zalozena na prvnich dvou ¢lenech binomického rozvoje jsou uvedeny na obrazku

2.2.
ds
/m Iv'(x )dx
&

ds =+/1+ (v'(x))?%dx

1
ds ~ 1+ 5(1}’(33))2d:c

Obrézek 2.2: Prosty nosnik

Pomérné pretvoreni €, v ose prutu tedy muzeme vyjadiit jako:

_ds—dzx ds

€m = =— -
d:r:1 dz X (2.3)

em (1 S(0(2))) = 1 = 5 (0/(2))?
Pro malé deformace zustava sila P konstantni. Kazdy diferencidlni element dz se prodlouzi

o délku €,,dzx, sila P tedy kona praci a v prutu se akumuluje deformacni energie o velikosti
Pe,,dx. Zménu osové potencidlni energie deformace U, tedy muzeme vyjadfit jako:

L
U,, = / Pe,,dx
0 (2.4)

Kdyz budeme uvazovat, ze pretvoreni v je pulka sinusové viny, tedy v = v, sin(wz/L), kde
v, je pretvoreni uprostied prutu, plati:

m*ET
2
P
U = Z—Lvi (2.6)

Pokud i pfitné zatiZeni je pulka sinusové vlny, tedy ¢ = g.sin(mx/L), pro celkovou po-
tencialn{ energii plati:

L
L

I, =Un+ Uy +Q kde Qz—/ quxz—qz Ve (2.7)

0
Pro rovnovazny stav soustavy plati dII/dv = 0, po zderivovan{ vztahu (2.6) tedy z{skdme:

qcL Tt El 2P

o= =" kg = — 2.8

V= Skt k) M k=g 2L (28)
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STABILITA

Ke vzpéru dojde pii takovém zatizeni P, kdyz v, je nenulové, zatimco g. = 0. Jinak feceno
ohybové tuhost je zredukovand na nulu, kdyz P = P... A tedy z rovnice k + k, = 0 ziskdme
Euleruv vztah pro kritickou silu:

2

e ET
PCT = —7 (29)

Matematicky jsme vypocitali vlastni ¢islo soustavy:
(k4 ko)ve =0 (2.10)

2.2.2 Vliv napjatosti na tuhost

Za povsimnut{ jisté stoji vliv normdlovych sil na pruhyb. Jak muzeme vidét ve vztahu (2.8).
Kdyz je sila P kladnd, tak ndm zmenSuje pruhyb ¢. a zvétsuje tedy ohybovou tuhost prutu.
Pokud je zaporna, tak je tomu presné naopak.

2.2.3 Predpoklady

Metoda vypoctu linearni stability mé ovSem jisté predpoklady a omezeni, které musime dodrzet:
e Elastické chovani materialu prutu - zatézovani probihd v oblasti platnosti Hookova zakona
e Prut je dokonale pfimy a sila pusobi v ose prutu bez jakychkoliv excentricit.

Uvazme obr. 2.3, kriticka sila P., = n2EI/L? je vypoctens pouze pro e = 0. Se zvétsujici se
pocatecni excentricitou e, sila P vyvolava ohybovy moment a dochazi tedy k deformaci prutu,

VVVVVV

MYV P
Bifurkaéni bod
| - - e
— - - - .-f'/ — T
=] L - 5 ~ /
AN Zvétsujici se e
L s

0 Vo

Obrazek 2.3: Prut s pocate¢ni imperfekei a jeji vliv stabilitu

() {
-
X\V

2.3 Implementace linearni stability v ramci MKP

2.3.1 Geometricka matice tuhosti

V kapitole 2.2.2 jsme si naznaéili, ze osovd napjatost muze mit velky vliv na celkovou tuhost
konstrukce. Pfi vypoctech pomoci metody koneénych prvku je tento vliv vyjadfen pomoct
geometrické matice [K,]. Cleny této matice jsou nezavislé na materiglovych vlastnostech a jsou
tedy funkcemi pouze geometrie prvku, pretvofeni a osovych napjatosti.

Pro nazornost si ukdzeme odvozeni geometrické matice tuhosti prihradového prutu viz obr.
2.4.

Tyv
vy Va
A E
1 L 2w Cu

Obréazek 2.4: Pithradovy prut a jeho stupné volnosti
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STABILITA

Pokud je prut vystaven pii¢nému posunu vy a vg, tak na koncich prutu musi také pusobit
sily F1 a Fb, aby nastala rovnovéha, jak je ukdzano na obr. 2.5.
Z momentové podminky rovnovahy tedy plati:

F1 = %(’Ul - ’Uz) (211)

Ve vertikdlnim sméru plati rovnovaha:

F=-F (2.12)

Kombinaci vztaht 2.11 a 2.12 muzeme sily F} a F5 vyjadfit maticovou rovnici:

F P|l1l -1 v Pl1 -1
R ' kde — — = [K,] (2.13)
F2 L -1 1 (%) L -1 1
F1 - .
eformovand pozice F;
p Va .
P 2 vy P
1 L 2

-—

Obrézek 2.5: Sily pusobici na piihradovy prut

Celkova matice tuhosti [K] je poté dand souctem materidlové [K)s] a geometrické matice
tuhosti [K,]:

(K] = K] + [Ko] (2.14)

Pro ohybany prut ve 2D, viz obr. 2.6, plati geometrickd matice tuhosti, viz [2]:

36 3L —36 3L vy
K] p | 3L 412 -31L —IL? ; i (2.15)
77 30L |-36 —-3L 36 —3L ) ’

3L —I%? —3L 412 Py

Pyv

' Va

o e AEl T b
1"-/- L 2 ), Cu

Obrazek 2.6: Ohybany prut a jeho stupné volnosti

Bézné nezname, jaké normélové sily pusobi na konstrukei. Je tedy zapotiebi vypocet provést
ve dvou krocich. Nejprve linearni analyzou spocitdme vnitin{ sily, abychom mohli sestavit geo-
metrickou matici a nasledné spocitame soucinitel kritického zatizeni a piislusny vektor vyboceni.

2.3.2 Problém vlastnich éisel

Jak bylo naznaceno ve vztahu (2.10) vypocet kritického zatiZen{ je z matematického hlediska
vypocet vlastnich ¢isel soustavy, viz [7]:

([Km] + A[Ko]){u} =0, (2.16)

14



STABILITA

kde [K /] je materidlovd matice tuhosti, [K,] je geometrickd matice tuhosti, A je vlastn{ ¢islo,
tedy soucinitel kritického zatizenf a {u} je vlastni vektor, tedy vektor tvaru ztréty stability.
Netrividlni feseni m4 tato soustava tehdy, kdyz je matice ([K]+ A[K,]) singuldrni, tzn. kdyz

det|[Kn] + ANKoy]| =0 (2.17)

Po ziskdni X\ ndsledné vypocteme piislusny vlastni vektor {u} zpétnym dosazenim do (2.16).
Je dulezité si uvédomit, ze feSeni vyhovuje jakykoliv vektor, ktery je ndsobkem vypocitaného
vlastniho vektoru {u}, jednd se tedy pouze o tvar, ktery ndsledné vhodnym zptusobem norma-
lizujeme.

Rovnice (2.16) predstavuje feseni polygonu n-tého fadu, kde n je fdd matic [K] a [K,].
Existuje tedy n feSeni, u stabilitnich iloh ma zpravidla nejvétsi vyznam to nejmensi vlastni
¢islo, ale jsou samoziejmeé pripady, kdy nas zajimaji i vyssi vlastni ¢isla, napt. kdyz vySetfujeme
jeden lokaln{ prut.

Jedna z moznosti, jak vyfesit rovnici (2.16) je tedy najit kofeny polygonu n-tého fadu.
Tato metoda vSak neni velmi efektivni a proto se vyuzivaji rychlejsi a spolehlivéjsi iteracni
metody jako je napf. mocninnd metoda, iterace podprostoru, ¢i Lanczosova metoda, viz [2].
Pomoci téchto metod lze vypoéitat pozadovany pocet nejmensich vlastnich ¢isel a vektort i na
soustavach s velkym poctem rovnic.

15



Kapitola 3

Program

V kapitole 2 jsme si ukazali, jak se vypocitd stabilita prutové konstrukce. Nyni prejdeme k vy-
tvofeni programu, ktery ndm metodou konecnych prvku spocitd kritické zatizeni konstrukce a
tvar ztraty stability. Ukazeme si tedy nékteré kroky a metody, které jsou stézejni pro vypocet.

3.1 Vyuziti jazyka C#

Program je vytvoren v programovacim jazyce C#, viz [5]. Je to moderni vysokouroviiovy objek-
tové orientovany programovaci jazyk vyvinuty firmou Microsoft a jeho prvni verze byla vydana
v roce 2002. C# lze vyuzit k tvorbé databdzovych programu, webovych aplikaci a stranek,
webovych sluzeb, formularovych aplikaci ve Windows atd.

Jazyk C# je tedy, jako vétsina modernich programovacich jazyku, objektové orientovany.
To znamend, Ze program je poskldddn z jednotlivych objektu, diky kterym je zdrojovy kéd
prehlednéjsi a jednodus$si na ddrzbu.

3.2 Model

Nejprve si definujeme veskeré potifebné parametry pro sestaveni modelu:

1. Body

// X souradnice ve 2D prostoru [m]
public double X { get; set; }
// Z souradnice ve 2D prostoru [m]
public double Z { get; set; }

// Promenna support, ktera nam rika jestli je bod podepren
// a pokud ano, tak ktere stupne volnosti jsou mu odebrany
public Support2D Support { get; set; }

2. Podpory

// Kazde podpore muze byt odebran kterykoliv stupen volnosti
public SupportType Fx { get; set; 1}
public SupportType Fz { get; set; 1}
public SupportType Ry { get; set; 1}

public enum SupportType

{
Free,
Rigid
¥
3. Material

16



PROGRAM

// Jmeno

public string Name { get; set; 1}
// Modul pruznosti [Pal]

public double E { get; set; }

4. Prufez

// Jmeno

public string Name { get; set; 1}

// Plocha [m2]

public double A { get; set; }

// Moment setrvacnosti [m4]

public double Iy { get; set; 1}

// Material

public Material Material { get; set; }

5. Prut

// Pocatecni bod prutu

public Node2D Nodel { get; set; 1}

// Koncovy bod prutu

public Node2D Node2 { get; set; }

// Prurez prutu

public CrossSection CrossSections { get; set; }
// True pokud je na zacatku prutu kloub

public bool HingeBegin { get; set; }

// True pokud je na konci prutu kloub

public bool HingeEnd { get; set; }

6. Zatizeni

// Zatizeni muze byt definovano pouze v uzlu jako sila nebo
// moment

// Smer sily/moment

public Direction Direcion { get; set; 1}
// Velikost sily/momentu

public double Magnitude { get; set; 1}
// Bod ve kterem pusobi

public Node2D Node2D { get; set; }

public enum Direction

{
X,
z,
My
}

3.3 Vypocet

Kdyz mame sestaven model, muzeme piejit k vypoctu.

Nejdiive provedeme diskretizaci modelu. Pruty si tedy nadélime na jednotlivé kone¢né prvky
podle pozadované velikosti.
3.3.1 Linearni analyza

Pro kazdy koneény prvek si vypocitame jeho délku. Jelikoz zname jeho pocatecni a koncovy
bod Alz1,11] a Blxs,ys], mizeme si spocitat soufadnice vektoru

U =B—A=[xs—x1,y2 — y1] (3.1)
Nésledné délku L pomoci Pythagorovy véty:

17



PROGRAM

L=|4|=\/u?+u2 (3.2)

A pomoci goniometrickych funkei si vypocitame thel v, ktery ndm Fika, jak moc je prut
pootocen od vodorovné polohy viz obr. 3.1.

Obrazek 3.1: Oboustranné monoliticky pfipojeny prut

Nyni si vypocitdme globalni a lokalni matice tuhosti jednotlivych prvka. Pro oboustranné
monoliticky pfipojeny prut, viz obr. 3.1, plati nasledujici lokalni matice tuhosti:

BA 0 0 B 0 0
0 12FE1 6FE1 0 12FE1 6FE1
L3 T L2 T LB T L2
0 6E1 4E1 0 6FE1 2FE1
K1) = P P (3.3)
LET I _EA 0 EA 0 0 '
L L
0 12FE1 6FE1 0 12FE1 6E1
B L2 L3 L2
0 6E1 2F1 0 6FE1 4FE1
L L2 L L2 L

Sestavime globdlni matici [K] a globdln{ zatézovaci vektor { F'} a vypocitdme vektor globdlnich
deformaci {u} z rovnice:

[K{u} = {F} (3.4)

Jedna se o nehomogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic. Dle Frobeniovy véty, viz
[13], plati:

Nehomogenni soustava linedrnich algebraickiyjch rovnic AT = ? md reSeni pouze v pripadé,
Ze hodnost matice soustavy h(A) je rovna hodnosti rozsirené matice soustavy h(A| b). Pokud
je h(A) rovno poétu nezndmgch, md soustava jedno tesent; pokud je h(A) mensi neZ pocet
nezndmych, je Teseni nekonecné mnoho (je-li vétsi neZ pocet nezndmiych, nemuze byt splnéna
predchozi podminka a soustava tedy nemd resent).

Kdyz sestavime rovnici (3.4), tak m& nekoneéné mnoho feseni, protoze diky okrajovym
podminkdm vime, Ze nékteré posuny, ¢i pootoceni jsou nulové a tedy hodnost matice h(A)
je mensi nez pocet neznamych. Této situaci predejdeme, kdyz z matice odstranime prislusné
nulové fadky a sloupce, poté bude mit soustava pravé jedno feseni.

Existuje mnoho numerickych metod, jak vyfesit soustavu linedarnich algebraickych metod
napf. Gaussova elimina¢ni metoda nebo LU rozklad, viz [13]. Vzhledem k tomu, Ze matice
tuhosti [K] je symetrickd muzeme vyuzit Choleského rozkladu, viz [9].

Choleského rozklad

Zékladnim predpokladem pro Choleského rozklad tedy je, Ze matice [A] je symetrickd a poté
plati:

[A4] = [L][L]" (3.5)

kde [L] je trojihelnikovd matice a soustavu [A]{z} = {b} lze vypocitat vyFesenim dvou
soustav rovnic:
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[L{y} = {b}
(L] {a} = {y}

Prvky matice [L] je mozné poéitat po sloupcich zleva a v kazdém sloupci odshora dolu. Pri
rozepséani nékolika ¢lenu je vidét opakujici se vzor, ktery lze vyuzit pro naprogramovani celého
rozkladu.

Pro prvni sloupec plati néasledujici:

(3.6)

all = 111111 — lll = v a11
a1 = lo1lyy — lo1 = a21/lll

(3.7)
an1 = lpilyn — b1 = Gnl/ln
Pro druhy sloupec plati:
ae = la1la1 + logloy — lo = y/az2 — 13,
ass = l31lo1 + lzalos — l30 = (a2 — l31l21) /122 (3.8)

An2 = Inilor + lnalos — lna = (an2 — lualar) /122,

kde a;; jsou prvky matice [A] a l;; jsou prvky matice [L]. Celé feSeni vypoctu deformaci
zapsané v programovacim jazyce c# vypadd nasledovné:

// Staticka metoda do ktere vstupuje glbalni matice tuhosti a globalni
vektor zatizeni

public static double[] Decomposition(double[,] GlobalMatrixCalc,
double [] GlobalVectorCalc)

{

// Globalni matice tuhosti
double[,] A = GlobalMatrixCalc;

//Globalni zatezovaci vektor
double[] b = GlobalVectorCalc;

// Trojuhelnikova matice, ktera vznikne Choleskeho rozkladem
double[,] chol = new double[GlobalMatrixCalc.GetLength (0),
GlobalMatrixCalc.GetLength(0)1;

// Pomocny vektor pro vypocet deformaci
double[] d = new double[GlobalMatrixCalc.GetLength(0)1;

// Vektor spocitanych deformaci
double [] resultChol = new double[GlobalMatrixCalc.GetLength(0)];

// pomocna promenna
int xx = 0;

// Choleskeho rozklad
for (int 1 = 0; i < A.GetLength(0); i++)
{

XX ++;

for (int j = 0; j < xx; j++)
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{
double sum = 0;
for (int k = j - 1; k >= 0; k--)
{
sum = sum + chol[i, k] * choll[j, kI];
}
if (i == j)
{
chol[i, j] = Math.Sqrt(A[i, jl - sum);
}
else
{
chol[i, j]l = (A[i, jl - sum) / chollj, jl;
}
}

}

// Kdyz mame vypocitanou trojuhelnikovou matici double[,] chol, zbyva
vypocitat vysledny vektor deformace double[] resultChol

// primy chod

for (int i = 0; i < A.GetLength(0); i++)

{

double sum = O0;

for (int k =i - 1; k >= 0; k--)

{

sum = sum + chol[i, k] * d[k];

}

d[i]l = (b[i] - sum) / cholli, il;
}

// zpetny chod
for (int i = A.GetLength(0) - 1; i >= 0; i--)

{
double sum = 0;
for (int k = i + 1; k < A.GetLength(0); k++)
{
sum = sum + chol[k, i] * resultCholl[k];
}
resultChol[i] = (d[i] - sum) / choll[i, il;
}

// Vratime vysledny vektor
return resultChol;

}

Nérocnost vypoétu Choleského rozkladu je timérnd n3, coz miize trvat relativné dlouhou

dobu pfi dlohdch s velkym poétem stupiii volnosti. Velkd vyhoda ale spocivd v tom, ze kdyz
méame napf. mnoho zatézovacich stavi, tak nam staci udélat rozklad pouze jednou a pak pouze
pocitdme vektory deformace s riznymi zatézovacimi vektory podle vztahu (3.6), ndro¢nost
vypocétu je imérnd n?

Pokud by matice tuhosti nebyla pozitivné definitni, viz [12], tak dojde v prubéhu vypoctu k
délenf nulou nebo vypoétu odmocniny ze zdporného ¢isla. Rikdme tedy, ze Choleského rozklad
je bezpodmineéné zpétné stabilni. Matice tuhosti jsou zpravidla pozitivné definitni, takze tuto
podminku spliiujeme.

Nyni, kdyz mame deformace, tak si sta¢i spocitat jednotlivé vektory deformaci v lokalnich
soufadnicich {uj;}, ty vyndsobime s piislusnymi lokdlnimi maticemi tuhosti [K;;] a ziskdme
vektory koncovych sil { R} ;} jednotlivych prutit:
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{Ri;} = [Ki{ui;} (3.9)

3.3.2 Linearni stabilita

V kapitole 2.3.2 jsme si ukazali, ze vypocet linearni stability spoc¢iva v nalezeni vlastnich ¢isel
matice a k tomu odpovidajici vlasti vektor. Nyni jiz také zndme vnitin{ sily, muzeme si tedy
spocitat geometrickou matici tuhosti viz. kapitola 2.3.1.

Pro vypocet rovnice (2.16) pouzijeme mocninnou metodu, viz [1] Jednd se o iteraén{ metodu,
kterou vypocitame nejmensi vlastni ¢islo podle nasledujiciho pfedpisu:

e Vypecet pomocné matice [E] = —[K] [K,]

e Pocitecni odhad vlastniho vektoru {y}°

e Nastaveni pocatku iterace i =0

e Vypocet nového vlastniho vektoru {y}i+! = [E]{y}?

e Normovéni vlastniho vektoru {y}*+! = {y}**1 /maz(y* 1)

e Vypocet vlastniho &isla A = 1/maz(y*+)

e Urcenf chyby M1 — X\ < ¢

e Ukonceni vypoctu nebo pokracovani v iteraci

Pfed samotnou iteraci si tedy musime pfipravit matici [F]

Inverzni matice

Inverzni matice, viz [10], se muZze pocitat pouze z matice ¢tvercové, na obdélnikové matici neni
inverzni matice definovana. Inverzni matice k matici [A] (znaéfme [A]~1) ddle existuje jen tehdy,
je-li matice reguldrni (nem4 linedrné zdvislé fadky). Tato matice je pak urcena jednoznacné.
Dvé hlavni vlastnosti inverzni matice jsou:

(A=)~ =14] (3.10)

tice):

[AJ[A]~ = 11, (3.11)

kde [I] je jednotkova matice

Vypocet inverzni matice je opét velmi naroény na délku vypoctu. Zase existuje spousta
metod, jak ji ziskat. My vyuzijeme toho, Ze je matice symetrickd a ze jiz mame Choleského
rozklad.

Vypocet inverzni matice v programovacim jazyce c# vypada nasledovné:

// V tomto pripade je metoda pro vypocet soucasti nestatickeho objektu,
nema tedy zadne parametry, ani nic nevraci, vsechny potrebne
promenne jsou soucasti celeho objektu

public void InverseCholesky ()

{

// Globalni matice tuhosti - pro jednoduchost oznaceno pouze jako A
double[,] A = matrixFactoryLin.GlobalMatrixCalc;

// Pomocny vektor

double[] d = new double[A.GetLength(0)];

// Vytvoreni jednotkove matice
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double[,] identityMatrix = new double[A.GetLength (0),
A.GetLength (0)];

for (int i1 = 0; i < identityMatrix.GetLength(0); i++)
{

identityMatrix[i, i] = 1;
}

// chol[i, i] je trojuhelnikova matice z Choleskeho rozkladu
for (int h = 0; h < A.GetLength(0); h++)

{
// primy chod
for (int 1 = 0; i < A.GetLength(0); i++)
{
double sum = 0;
for (int k¥ = i - 1; k >= 0; k--)
{
sum = sum + chol[i, k] * d[k];
¥
d[i] = (identityMatrix[h, i] - sum) / chol[i, il;
¥
// zpetny chod
for (int i = A.GetLength(0) - 1; i >= 0; i--)
{
double sum = 0;
for (int k = i + 1; k < A.GetLength(0); k++)
{
sum = sum + choll[k, i] * identityMatrix[h, k];
¥
identityMatrix[h, i] = (d[i] - sum) / chol[i, il;
¥
¥

// Vynasobeni cele matice *-1
for (int i1 = 0; i < identityMatrix.GetLength(0); i++)

{
for (int j = 0; j < identityMatrix.GetLength(0); j++)
{
identityMatrix[i, j] = identityMatrix[i, jl * -1;
}
}

// Puvodni jednotkovou matici jsme postupne promenili na inverzni,
takze ji priradime spravne promenne
InverseGlobalMatrixCalc = identityMatrix;

Nasobeni matic
Vynasobeni matic je pomérné jednoduchy algoritmus:

public void multiMatrix ()
{

// Inverzni matice

double[,] A = InverseGlobalMatrixCalc;
// Geometricka maice

double[,] B = GlobalGeomMatrixCalc;

// Nova matice vznikla vynasobenim
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MultiMatrixCalc = new double[A.GetLength(0), A.GetLength(0)];

for (int i1 = 0; i < MultiMatrixCalc.GetLength(0); i++)

{
for (int j = 0; j < MultiMatrixCalc.GetLength(0); j++)
{
for (int k = 0; k < MultiMatrixCalc.GetLength (0); k++)
{
MultiMatrixCalc[i, j] = MultiMatrixCalc[i, jl + A[i, k]
* Blk, jl;
¥
¥
¥

Vlastni ¢isla

Nyni mame vse pfichystané pro vypocet nejmensiho vlastniho ¢isla:

// Metoda, ktera ma jako parametr pripravenou matici E a vraci vlastni
cislo a prislusny vlastni vektor

public static double[] PowerMethod(double[,] E, out double
criricalEigenValue)

{
// Lokalni promenne potrebne pro vypocet
double max = 0;
double eigenValue = 0;
double maxLoop;

// Pomocny vektor y
double[] y = new double[E.GetLength (0)];
// Pocatecni odhad valstniho vektoru
for (int i = 0; i < y.Length; i++)
{
y[il = 1;
}

// Zacatek iteracniho cyklu
while (true)
{

// Vytvoreni noveho vlastniho vektoru
double[] eigenVector = new double[E.GetLength(0)];

// Nastaveni lokalni promenne na 0

maxLoop = 0;
// Vypocitani vlastniho vektoru - vynasobeni vektoru a matice
for (int k = 0; k < eigenVector.Length; k++)
{
for (int 1 = 0; 1 < eigenVector.Length; 1++)
{
eigenVector [k] = eigenVector[k] + (y[1] * E[k, 11);
}
}
// Nalezeni maximalniho cisla ve vektoru
for (int i1 = 0; i < eigenVector.Length; i++)
{

if (Math.Abs(eigenVector[i]) > maxLoop)

{
maxLoop = Math.Abs(eigenVector[i]);
max = eigenVector[i];
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}
}
// Normovani vlastniho vektoru
for (int m = 0; m < eigenVector.Length; m++)
{
eigenVector [m] = eigenVector[m] / max;
}

// Vypocet clastniho cisla
max = 1 / max;

// Zaokrouhleni vlastnich cisel
double compareMax = Math.Round(max, 4);
double compareEigenValue = Math.Round(eigenValue, 4);

// Porovnani, jestli se vlastni cisla rovnaji
if (compareMax.Equals(compareEigenValue))

{
// Pokud ano, tak vratime vlastni vektor a vlastni cislo
criricalEigenValue = max;
return y;

}

// Pokud ne, tak prenastavime lokalni promenne a pokracujemme v
iteraci

eigenValue = max;

z = eigenVector;

Nyni jiz mame hotové veskeré vypocty. Zbyvé tedy sestavit vhodné algoritmy pro zobrazeni
vysledku.
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Kapitola 4

Konvergencni analyza

V nasledujici kapitole se zamétime na nékteré vybrané tlohy vypoctu linearni stability. Ukazeme
si spravnost vysledka v zdvislosti na po¢tu koneénych prvki, porovname je se zndmymi analy-
tickymi feSenimi a s vysledky z jinych aplikaci.

4.1 Primy prut

Jako prvni se budeme vénovat pfimému, prosté ulozenému prutu o délce L = 5 m, modulu
pruznosti materidlu £ = 210-10° Pa, momentu setrva¢nosti prifezu I = 1-107° m* a priifezové
ploge A = 0.1 m? viz obr. 4.1, pro ktery zndme exaktn{ fesen{ viz. vztah (2.9):

72EI  w%-210e9 - le—5

Per = 2 5 = 829, 0468k N

L
AE I

Obrézek 4.1: Piimy prut

4.1.1 Vysledky

Na obrézcich 4.2 - 4.9 jsou zobrazeny tvary ztraty stability a kritické sila pro rtzné pocty
koneénych prvku.
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Obréazek 4.2: 2 prvky - P.. = 835.2831kN Obréazek 4.3: 3 prvky - P, = 830.9578kN

Obrézek 4.4: 4 prvky _ Pcr = 829.4714k N Obrazek 4.5: 5 pI‘Vklol - Pcr = 829.2226k N

Obrézek 4.6: 10 prvki - P, = 829.0579kN Obrézek 4.7: 20 prvki - P, = 829.0475kN
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& H

Obréazek 4.8: 50 prvki - P., = 829.0468kN Obrazek 4.9: 100 prvka - P, = 829.0468k N

V tabulce 4.1 jsou uvedeny vysledné kritické sily a jejich odchylky od analytického feSeni v
zéavislosti na jemnosti déleni modelu. Jak je vidét, tak jiz pfi dvou prvcich dostavame relativné
presné feSeni a pii 50 prvcich je odchylka téméf nulova.

| Pocet prvku || Kritickd sila [kN] | Odchylka [%] |

2 835.2831 0.752
3 830.3578 0.158
4 829.4714 0.051
) 829.2226 0.021
10 829.0579 0.001
20 829.0475 8.44-107%
50 829.0468 <1-107%
100 829.0468 <1-1079

Tabulka 4.1: Vypoctené kritické sily pfimého prutu a jejich odchylky od analytického feseni v
zavislosti na jemnosti déleni modelu.
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4.2 Rovinny ram

Nynf uvazme rovinny kloubové podepieny ram viz obr. 4.10. Tvar ztraty stability mtze byt bud’
symetricky nebo nesymetricky, viz [3]. Pfi analytickém vypoc¢tu muzeme na problém pohlizet
tak, ze se jedna o sloup, jehoz jeden konec mé urcitou rotaéni tuhost v zavislosti na ohybové
tuhosti pficle ramu viz obr. 4.11.

p P
AEI
ui
~ <
PaN PaN

¥ k=2ENL ¥ k=6EIL

Obrazek 4.11: Kloubové podepieny ram - Symetricky a nesymetricky tvar ztraty stability

4.2.1 Nesymetricky tvar ztraty stability

R4m o délce a sffce L = 5 m, modulu pruznosti materidlu £ = 210 - 10° Pa, momentu se-
trvacénosti prufezu I = 1-107° m? a priifezové plose A = 0.1 m? viz obr. 4.10. Pro tento
nesymetricky tvar plati vztah, viz [3]:

1.349552ET  1.349552 - 210€9 - le—5

Per = 152.98859k N
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4.2.2 Vysledky

Na obrézcich 4.12 - 4.18 jsou zobrazeny tvary ztraty stability a kritickd sila pro ruzny pocet
koneénych prvku.

1

s

Obrézek 4.12: 3 prvky - P, = 153.42066kN  Obrazek 4.13: 6 prvku - P.. = 153.01538kN

T
T

Obrézek 4.14: 9 prvki - P, = 152.99079kN  Obrazek 4.15: 12 prvku - P,.. = 152.98655kN

Yo oo e Y h 4 4

Obrazek 4.16: 30 prvka - P, = 152.98463kN Obrazek 4.17: 60 prvka - P, = 152.98457kN

29



KONVERGENCNI ANALYZA

H

Obréazek 4.18: 90 prvku - P, = 152.98457kN

V tabulce 4.2 jsou uvedeny vysledné kritické sily a jejich odchylky od analytického feSeni
v zavislosti na jemnosti déleni modelu. Vypocet opét konverguje velmi rychle, pii nejmensim
mozném poétu koneénych prvki, tedy pfi tiech, mame odchylku pouze 0,282%. Reseni oviem
konvergovalo k vysledku, ktery je o 0,003% rozdilny od analytického. Tato odchylka je zptisobena
pravdépodobné nedokonalosti numerickych metod nebo nepfesnosti analytického vypoctu.

| Pocet prvki ||

Kritick4 sila [kN]

Odchylka [%] |

3 153.42066 —0.282
6 153.01538 —0.017
9 152.99079 —0.001
12 152.98655 0.001
30 152.98463 0.003
60 152.98457 0.003
90 152.98457 0.003

Tabulka 4.2: Vypoctené kritické sily rovinného ramu a jejich odchylky od analytického feseni v
zavislosti na jemnosti déleni modelu.
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Scia Engineer

Pro porovnén{ si jesté uvedeme vysledek za softwaru Scia Engineer, viz [8]. Pfi 30-ti prvcich
dostavame vysledek P.. = 152.98kN, viz obr. 4.19, coz se shoduje s nasimi vysledky. Ve Scia
Engineer bylo P, spocitdno Laczosovou metodou.

Obrazek 4.19: Scia Engineer - P, = 152.98kN

FyDiK

Dalsi aplikace ve které jsme si ovérili spravnost vypoctu je FyDiK, viz [14], kde jsme geometricky
nelinedrnim vypoctem dospéli k feseni P, = 150.1kN, pii 18-ti prvcich viz obr. 4.20.

]
[ ]
»
]
]

=X FyDiK

Obrazek 4.20: FyDiK - P, = 150.1kN
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4.2.3 Symetricky tvar ztraty stability

Protoze dokazeme spocitat pouze jeden stav ztraty stability, tak pro vyvolani tohoto piipadu
priddme do modelu jesté jednu posuvnou podporu.

R4m o délce a §fice L = 5 m, modulu pruznosti materidlu E = 210 - 10° Pa, momentu
setrva¢nosti prufezu I = 1-107° m? a prifezové plose A = 0.1 m? viz obr. 4.10. Pro tento
symetricky tvar plat{ vztah, viz [3]:

3.59088%E1  3.590882 - 210e9 - le—5
cr = 12 = 52

= 152.98859k N

4.2.4 Vysledky

Na obrézcich 4.21 - 4.27 jsou zobrazeny tvary ztréty stability a kritickd sila pro ruzny pocet
koneénych prvku.

| , _— ¥,

H H ' S

Obrazek 4.21: 3 prvky - Por = 117.13603kN - Obrdzek 4.22: 6 prvkii - P, = 1093.15239kN

- s H

Obrazek 4.23: 9 prvki - P, = 1085.42789kN QObrézek 4.24: 12 prvka - P., = 1083.89197kN
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H

Obrézek 4.25: 30 prvki - P = 1083.15136kN Obrazek 4.26: 60 prvkii - P., = 1083.13218kN

H
Obrézek 4.27: 90 prvku - P, = 1083.13107kN

V tabulce 4.3 jsou uvedeny vysledné kritické sily a jejich odchylky od analytického feseni
v zavislosti na jemnosti déleni modelu. Tento pfipad konverguje pomaleji, nez tloha s nesy-
metrickym tvarem vyboceni. Pfi tfech prvcich dostdvdme odchylku 30.836%. Se zvétsujicim se
délenim ale opét dostdvame adekvatni vysledky.

| Pocet prvki || Kritickd sila [kN] | Odchylka [%] |

3 1417.13603 —30.836
6 1093.15239 —0.925

9 1085.42789 —0.212

12 1083.89197 —0.070
30 1083.15136 —0.002

60 1083.13218 —2-107%
90 1083.13107 7-1079°

Tabulka 4.3: Vypoctené kritické sily rovinného ramu a jejich odchylky od analytického feseni v
zavislosti na jemnosti déleni modelu.
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Scia Engineer

Pro porovnéni si opét uvedeme vysledek za softwaru Scia Engineer, viz [8]. Pfi 30-ti prvcich
dostavame vysledek P.. = 1083.00kN, viz obr. 4.28, coz se shoduje s nasimi vysledky. Nyni
jsme jiz nemuseli pridavat vodorovnou podporu, protoze tento symetricky tvar nastane pii
vypocitdni druhého nejmensiho vlastniho ¢isla (ve Scia Engineer si muzeme nastavit kolik jich
chceme spocitat).

Obrazek 4.28: Scia Engineer - P, = 1083.00k N

FyDiK

Také jsme opét pouzili FyDiK, viz [14] a vysledna kritickd vysla P., = 1044.3kN, coz je opét
velmi blizko nasemu feSeni viz obr. 4.29.

> X FyDik

Obrazek 4.29: FyDiK - P, = 1044.3kN
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4.3 Konzola zatizena spojitym zatizenim

Dalsi zajimavou stabilitni tlohou je konzola zatizena spojitym zatizenim. Vztah pro kritické

spojité zatizeni q., definoval Stepan Prokopovi¢ Timosenko na zacdtku 20. stoleti, viz [6]:
El

Méjme konzolu o délce L = 5 m, modulu pruznosti materidlu £ = 210 - 10° Pa, momentu
setrvaénosti priifezu I = 1-107° m* a priifezové plose A = 0.1 m? viz obr. 4.30.

—

AE I

e = = = = = = = = = = <=

Obrézek 4.30: Konzola zatizend vlastni tithou

Pro kritickou silu podle vztahu (4.1) plati:

210e9 - 1e—5

EI
Ger = 7.837ﬁ = 7.837 =3

= 131.662kN/m

4.3.1 Vysledky

Na obrézcich 4.31 - 4.37 jsou zobrazeny tvary ztraty stability a kritickd sila pro ruzny pocet
koneénych prvku.

Obrazek 4.31: 2 prvky - e = 118.256kN/m  Obragzek 4.32: 3 prvky - ger = 125.669kN/m

35



KONVERGENCNI ANALYZA

o

o

Obrédzek 4.33: 4 prvky - ger = 128.286kN/m  Obrazek 4.34: 5 prvkii - gep = 129.501kN/m

Obrazek 4.35: 10 prvkit - ger = 130.8295N/m Oprdzek 4.36: 20 prvkii - gor = 131.532kN/m

Obrézek 4.37: 40 prvku - g = 131.634kN/m
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V tabulce 4.4 jsou uvedeny vysledné kritické sily a jejich odchylky od analytického feseni v
zavislosti na jemnosti déleni modelu. Opét vidime, ze s jemnéjsim délenim dostavame presnéjsi
reSeni. Pomérné velké odchylky pii mensim poctu prvku jsou zpusobeny rozdélenim sily do uzlu,
polovina zatizeni jednoho prvku vzdy pusobi piimo v podpofe a nevsupuje tedy do vypoctu.

| Pocet prvki | Kritickd sila [kN/m] [ Odchylka [%] |

2 118.256 10.182
3 125.669 4.552
4 128.286 2.564
) 129.501 1.641
10 130.829 0.632
20 131.532 0.099
40 131.634 0.021

Tabulka 4.4: Vypoctené kritické sily konzoly zatizené spojitym zatizenim a jejich odchylky od
analytického feSeni v zavislosti na jemnosti déleni modelu.
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Kapitola 5
Zaveér

Predkladand diplomova prace se vénovala hledani kritického zatizeni pro ztratu stability ro-
vinnych prutovych konstrukci. V ivodu byl ukdzan vypocet pro pfimy prut a nasledné byly,
pomoci energetickych principu, odvozeny vztahy pro feSeni tohoto problému v ramci metody
koneénych prvku. Za déelem ovéfeni téchto vztahu byla vyvinuta aplikace v programovacim ja-
zyce c#, kterd spocita kritické zatizeni na libovolné rovinné prutové konstrukci. Byly popsany
vSechny dulezité kroky a numerické metody, véetné zdrojového kédu, nezbytné pro vypocet. Na-
konec byla provedena analyza na nékolika vybranych dlohach. Pti této analyze se porovnavala
piesnost vypoc¢tu, pii ruzném pocétu koneénych prvku, s analytickym fesenim a s dals§imi do-
stupnymi aplikacemi. Ziskané vysledky doklddaji spravnou funkci aplikace.
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Priloha

Na piilozeném kompaktnim disku se nachazi:

e Vyvinutd aplikace

e Navod na pouziti aplikace
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