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Abstrakt

Prace se zabyva srovnanim testti nulovosti korelacniho koeficientu dvou normalnich na-
hodnych veli¢in pomoci T statistiky, Fisherovy transformace, Hotellingovy transformace a
Haddad-Provostovy statistiky. Obsahuje odvozeni testti a jejich silofunkci, které nasledné
porovnava vzajemné mezi sebou a s hodnotami ziskanymi z nasimulovanych nahodnych
vybéra v programu MATLAB. Na zavér prace jsou vysvétleny a popsany vysledky. Ne-
chybi zde také teoreticky tvod k dané problematice.

Summary

This thesis deals with the comparison of the tests of the correlation coefficient of two
normal random variables using T statistics, Fisher’s transformation, Hotelling transfor-
mation and Haddad-Provost’s statistics. It contains the derivation of the tests and their
power function, which then compares each other and with the values obtained from the
simulated random samples in program MATLAB. Finally the thesis depicts and describe
the results. There is also the theoretical introduction to the topic.
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1. Uvod

Korela¢ni koeficient vyjadiuje linedrni zavislost dvou veli¢in. Jeho nulovost respektive
nulovost linearni slozky regresniho modelu miizeme testovat pomoci T statistiky tak, ze
zkoumame, zda 7' patii do néjakého kritického oboru Studentova rozdéleni. Pro testo-
vani pravdépodobnosti i jinych hodnot korela¢niho koeficientu navrhl Sir Ronald Aylmer
Fisher takzvanou Z-transformaci. Tato ale bohuzel ztraci funkéni silu pro mensi hodnoty
rozsahu nahodného vybéru ze dvou normalnich ndhodnych velicin, Harold Hotelling proto
vytvoril tpravu Fisherovy transformace, ktera tento nezadany efekt minimalizuje. Dalsi
metodu, diky které se da testovat nulovost korela¢niho koeficientu, objevili John N. Had-
dad a Serge B. Provost, pracovné ji proto nazyvejme Haddan-Provostova statistika F'.
Cilem mé préce je porovnani téchto ¢tyt testovacich metod.

Bakalarska prace se déli na tii kapitoly.

V prvni kapitole uvadim definice nékterych zakladnich pojmu, které je tfeba pro zkou-
mani této problematiky znat, jako naptiklad ¢iselné charakteristiky nahodnych velic¢in,
nahodnych vybért a zaklady teorie k testovani hypotéz.

Druha kapitola nabizi odvozeni jednotlivych testii a jejich silofunkci.

Ve tfeti kapitole se nachéazi prakticka ¢ast prace, ve které uvadim srovnani silofunkeci testi
s hodnotami relativniho poc¢tu zamitnuti nulové hypotézy. Data ke srovnani jsem ziskal
aplikaci testovacich procedur na nasimulované vybéry. K simulaci jsem pouzival software
MATLAB R2015a.



2. ZAVEDENI POTREBNYCH POJMU

2. Zavedeni potirebnych pojmu

V nésledujici kapitole budeme pracovat s pojmy uvedenymi v [1].

2.1. Ciselné charakteristiky dvou nahodnych veli¢in

Definice 2.1.1. Bud ndhodny vektor X = (Xj,...,X,)" se stfedni hodnotou EX =
(EXy,...,EX,). Jestlize EX}? < oo pro k=1,...,n, pak fikame, Ze X m4 kone¢né druhé
momenty a definujeme kovarianci cov(X;, X;) vztahem

cov(X;, X;) = E(X; — EX;)(X; — EXj).
Snadnou tpravou pak dostaneme vzorec
cov(X;, X;) = EX;X; — EX;EXj,
ktery byva vhodnéjsi pro praktické vypocty.
Definice 2.1.2. Nechf X a Y jsou néhodné veli¢iny s kladnymi rozptyly a koneénymi

druhymi momenty. Linearni zavislost téchto dvou veli¢in na sobé miizeme interpretovat
pomoci korelaéniho koeficientu

cov(X,Y)

var(X)var(Y)

Nékdy znacime p jako pxy, abychom vyznacili, o které dvé veli¢iny se jedna. Je zfejmé
Ze Pxy = Py,X-
Véta 2.1.1. Korelacni koeficient nabyvd hodnot —1 < p < 1. Rovnost pxy = 1 nastdvd

pravé tehdy, kdyz Y = a + bX s pravdépodobnosti 1, pricemz b > 0. Analogicky plati
rovnost pxy = —1 prdvé tehdy, kdyzY = a + bX s pravdépodobnosti 1, pricemz b < 0.

Duikaz. Dikaz plyne ze Schwarzovy nerovnosti

|E(X — EX)(Y — EY)| < VE(X — EX2E(Y — EY)?

dle naseho znaceni
cov(X,Y)| < VDX)D(Y)

Plati li X — EX = 0 a nebo Y — EFY = 0 skoro jisté, pak ve Schwarzové nerovnosti
nastava rovnost, tento pfipad jsme ale vylouéili podminkou D(X) > 0 a D(Y) > 0 z
2.1.2. Rovnost nastava také v pfipadé, kdy skoro jisté plati Y — FY = b(X — EX) pro
b # 0.

2.2. Nahodny vybér a vybérové statistiky

Definice 2.2.1. Necht (2, A, Py) je pravdépodobnostni prostor, Xy, ..., X,, jsou nezavislé
k-rozmérné nahodné vektory na (2, 4, Py) s distribuéni funkei Fy z t¥idy distribucnich
funkci { Fy, 0 € ©}. Pak Xy, ..., X,, je ndhodny vybér rozsahu n z k-rozmérného rozdéleni
s distribucéni funkei Fy.



2.3. TESTOVANI HYPOTEZ

Definice 2.2.2. Polozme

1 _
My = =) (X;—X)?
n
i=1
P i(}(—){)2
n—1 !

i=1

Veli¢ina X se nazyvad vybérovy primér a velicinu M, budeme nazjvat momentovy
rozptyl. Hodnoté& /M, budeme fikat vybérova smérodatni odchylka. Veli¢ina S? je
definovéna jen pro n > 2 a ¢asto se pouziva misto M,. Mnozi autofi pravé S? nazyvaji

vybérovy rozptyl. Déle zavedme

1 _
My = —)» (X;—X)*,
ni:l
1< _
M, = — (X; — X)%,
ni:l
M.
A3 = —337
\/M2
M,
A, =
4 M22

Veli¢ina Aj se nazyva vybérova sikmost a veli¢ina A, vybérova Spicatost.
Definice 2.2.3. Méjme nahodny vybér
(Xb Y1>/7 sy (Xn7 Yn>/

z néjakého dvojrozmérného rozdéleni. Oznacme X a S2% charakteristiky vibéru X, ...

a podobné Y a S% charakteristiky vybéru Yy, ..., Y,.
Daéle definujeme vybérovou kovarianci

n

1 _ _
Sxy = ——7 2 (Xi = X)(Y;-Y)

Definice 2.2.4. Korela¢ni koeficient r definujeme vzorcem

SXY
VSRSY

za podminky, ze 5% > 0 a SZ > 0. N&kdy se misto r piSe rxy-.

2.3. Testovani hypotéz

7Xn

Definice 2.3.1. Nechf néjaky ndhodny vektor X = (X7, ..., X,)" ma rozdéleni, které
zavisi na paramentu § = (64, ..., 0;)'. Tento parametr patii do mnoziny O, kterd se nazyva

parametricky prostor. Predpoklddejme, Ze tento prostor ma alespon dva prvky.

4
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2. ZAVEDENI POTREBNYCH POJMU

Definice 2.3.2. Tvrzeni, ze 0 patii do néjaké neprazdné vlastni podmnoziny w paramet-
rického prostoru © nazyvame nulova hypotéza. Struéné oznacujeme nulovou hypotézu
jako Hy : 0 € w.

Definice 2.3.3. H; : 6 ¢ w se nazyva alternativni hypotéza.

Definice 2.3.4. Zvolime vhodnou mnozinu W € B,,, které budeme fikat kriticky obor.
Daéle mé&jme testovou statistiku 7' = T'( Xy, ..., X,,). Jestlize T' € W hypotézu zamitame.
Doplnék W v R,, nazvéme V. Kdyz T" € V' hypotézu nezamitame.

Definice 2.3.5. Pfi testovani hypotéz se muzeme dopoustét dvou riznych chyb. Chyba
I. druhu spociva v zamitnuti hypotézy, ktera je ve skutecnosti platna. Pravdépodobnost
chyby tohoto druhu nazyvame hladina vyznamnosti a znac¢ime

o= P(T S W|H0)

Definice 2.3.6. Chyba II. druhu znamena nezamitnuti hypotézy, ktera ve skutecnosti
neni pravdiva. Pravdépodobnost chyby II. druhu znacime

f =P ¢W|H).

Poznamka. Znézornéni chyb L. a II. druhu mizeme vidét v tabulce 2.1.
Tabulka 2.1: Chyby testovani

Rozhodnuti
Skutecnost | HO nezamitame | HO zamitdme
HO plati spravné Chyba 1. druhu
HO neplati | Chyba 2. druhu spravné

Definice 2.3.7. Cisloy(6y) = 1—43, 0y € O se nazjva sila testu a udava pravdépodobnost
zamitnuti hypotézy v pripadé, ze tato hypotéza ve skutecnosti neplati, tedy

Y(86) = P(T € W6y).

Definice 2.3.8. Funkce vyjadiujici zavislost sily testu pfi riiznych hodnotach parametru
, dané hladiné vyznamnosti o a daném rozsahu vybéru n se nazyva silofunkce a znaci

se y(0),6 € ©.



3. Testy nulovosti korelacniho koeficientu

Méme néhodny vektor s dvourozmérnym normélnim rozdélenim N(p, ), kde

5 _ 0%  poxoy (3.0.1)
pPOXOy 032/ e

je jeho varian¢ni matice.

Mame k dispozici ndhodny vybér z rozdéleni o rozsahu n, na jehoz zakladé testujeme
hypotézu Hy : p = 0 oproti oboustranné alternativé H; : p €< —1,1 > —{0}.

Nasledné se zabyvame srovnanim vice riznych testi. Testovat nulovost korela¢niho koefi-
cientu budeme ¢tyimi riznymi testy zalozenymi na:

1. T statistice viz [1], str. 94

2. Fisherové transformaci viz [1], str. 95

3. Hotellingové transformaci viz [1], str. 97
4. Haddad-Provostové statistice viz [3]

V nasledujicim textu uvadim odvozeni jednotlivych testl a jejich silofunkci.

3.1. Odvozeni testu zalozeného na T statistice

Definice 3.1.1. Mé&jme nahodné veli¢iny Y7, ..., Y,, a matici ¢isel X = (z;;) typu n x k,
kde k < n, takzvanou matici planu. Predpokladejme, Ze sloupce matice planu jsou
linearné nezavislé, takze hodnost matice je k. Pfedpokladejme také, ze pro ndhodny vektor
Y = (Y1,...,Y,) plati

Y = X3 +e,

kde B8 = (b1, ..., Bk)’ je vektor nezndmych parametri a e = (ey, ..., e,)" je ndhodny vektor
spliujici podminky
Ee=0 a vare = o°1.

Pfitom 02 > 0 je rovnéz neznamy parametr. Tento model budeme nazyvat regresni

model. Mizeme hovotit o linedrnim regresnim modelu, protoze Y zavisi na 3 linearné.
Je tfeba si uvédomit, ze vektor X3 je nenahodny a proto plati

EFY =X3 a varY = o1
V nasem pfipadé budeme pouzivat model, kde £k =2 a
Y; :Bo+ﬁll’i+€i,i: 1,...,71. (311)
!/

Matice planu X je typu n x 2 a je tvofena sloupcem jednicek a sloupcem (xy, ..., z,)".

Definice 3.1.2. Parametry (1, ..., Ox se odhaduji metodou nejmensich ¢tvercu tak, ze
vyraz (Y —X3)' (Y —X3) minimalizujeme podle 3. Ozna¢me tyto odhady b = (by, ..., bg)".

Véta 3.1.1. Odhady metodou nejmensich ctverci jsou b= (X' X)"H(X'Y).



3. TESTY NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU

Véta 3.1.2. Rezidualni soucet c¢tvercu je minimum kritéria metody nejmensich ¢tverci
a lze vyjadrit vzorcem

=YY-bVXY
Véta 3.1.3. V linedrnim regresnim modelu je

2 Se
n—2

nestranny odhad o>.

Plati Eb= 3, var b = 0*(X'X)™ a b~ Nu(B,0%(X' X)™'). Ddle plati 25 ~ x*(n — k).
Potom vektor b a velicina s* jsou nezdvislé. Necht T; = (b; — B;)/v/s%vi, kde vy je i-ty
prvek matice (X' X) ™! na diagondle. Pak pro kazdé i =1,...,k plati T ~ t,, .

Dikaz. Protoze Y mé normélni rozdéleni a b vznika z Y linedrni transformaci, vektor b
maé rovnéz normalni rozdéleni.
Déle z véty 3.1.3 plyne, ze \b/i ~ N(0,1). Protoze 5 ~ y?*(n—k) a protoze b a s? jsou

o2 Vig

nezavislé, ma veli¢ina
bi—B;

vV 02v; bz - Mi
vn —k = b =T
/S_S vV SQUZ‘Z‘
Studentovo rozdéleni t,,_y.

Dalsi ¢asti dikazu véty 3.1.3 jsou uvedeny viz [1] str. 81, 82, 83.

OJ

Dusledek 3.1.1 Z véty o odhadech [1], str. 87 vyplyvé, Ze odhady by, b; z metody nejme-
nsich ¢tverct jsou dany vzorci

Y () (Y, —Y)
bl - — ) bO
> (z —7)?
Drsledek 3.1.2 V modelu 3.1.1 m4 s? tvar

2 _ ZYQ—bozY—blzl’Y

n—2

=Y — hZ.

S

coz je -
2 T-VP bY@ -)(i-Y)
n—2 ’

kde by, by jsou odhady nejmensich c¢tvercu.

Poznamka. Déle budeme znacit Z = (X', Y') ~ No(p, X), kde p je vektor stfednich
hodnot a ¥ varian¢ni matice

p | Hx 2:[ ok oxoyp
Ky oxoyp 0%



3.2. ODVOZENI TESTU ZALOZENEHO NA FISHEROVE TRANSFORMACI

Véta 3.1.4. Necht Z md requldrni rozdéleni No(u,X). Pak podminéné rozdéleni X pri
danem Y =y je regquldrni

NQ(MX + E)(Yz;%/(y — uy), EXX — Z]XYE;iEYX). (312)
Dtikaz. [1], str. 67

Véta 3.1.5. Necht Z,, ..., Z, je ndhodny viybér z dvojrozmérného normdlniho rozdélent,
ktery ma kladné rozptyly, korelacni koeficient p =0 a rozsah n > 3. Potom

Dukaz. Ozna¢me stiedni hodnoty Z; = (X;,Y;) px a py a rozptyly X a 'Y jako ag(, 032/.

Korelaéni koeficient mezi X; a Y; je p € (—1,1), pak z véty 3.1.4 vyplyva, Ze podminéné
rozdéleni Y;, pti danych X; = x4, ..., X,, = x,, je normalni

o :
N(MY‘FPJ—Y(I}—MX)»U)Q/O_PQ)) i=1,..,n
X

Polozme nyni
Oy
p— = B, py — Bipx = Po.
0x
Za predpokladu p = 0 lze podminéné rozdeéleni velic¢in Y7, ..., Y,, popsat modelem
Y, = B+ Bz + € pro i=1,...,n,

kde 81 = 0 a eq, ..., €, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0,0%). Rovnice je
tedy modelem linearni regrese.
Upravou vzorct odhad nejmensich ¢tverct z disledku 3.1.1 dostavame

> (Y —Y)? o1 Z(Y;_j/)?_

S

S(xi —x)%’ n—2

blz?”

Proto
b

1 _ T
T=— x;— 1) = ——vVn—2.
SV (@i = =
Podle véty 3.1.3 plati, ze T' ~ t(n — 2). Jelikoz toto rozdéleni nezévisi na podmince
Xy =uzq,...,X,, = x,, je totozné s obycejnym nepodminénym rozdélenim veli¢iny T.

OJ

3.2. Odvozeni testu zalozeného na Fisherové transfor-
maci

Véta 3.2.1. Necht Z, ..., Z,, je ndhodny vybér z dvojrozmérného normdlniho rozdélent,
ktery ma kladné rozptyly a rozsah n > 3. Pro Fisherovu z-transformaci tvaru

1.1
Z—-lm—"F
2 1—-p

as 1.1 1
728N (zm—" .
2 1—p'n-3

plati




3. TESTY NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU
Duikaz. [2]

Poznamka. V praxi se tato aproximace vyuziva uz pfi rozsahu n > 10 neni-li p blizké
-1 nebo 1. Fisherovu Z-transformaci lze uzit pro test Hy: p = po € (—1,1).

Véta 3.2.2. Uvazujme nahodnou velicinu X jejiz, rozdéleni zavisi na néjakém parametru
0. Predpokladejme, Ze stredni hodnotou X je prave 6. Jelikoz na 0 zdvisi véetsinou i rozptyl,
budeme psdt var X = o%(0). Pak transformace stabilizujici rozptyl je

g(0) = c/ %. (3.2.1)

Konstanta ¢ se voli tak, aby funkce g vypoctend podle vzorce 3.2.1 méla vhodny tvar. Pro

takovou transformaci dostaneme velicinu g(X) s rozptylem var g(X) = 2.

Dikaz. Hledejme funkci g, kterd se nerovna konstanté, tak aby veli¢ina Y = g(X) méla
rozptyl nezavisly na 6. Takovou funkci je obtizné analyticky stanovit, takze se pokusime
alespon o aproximaci. Je-li funkce g dostatecné hladka, pak z Taylorova polynomu

9(X) = g(8) + (X = 0)g'(0).
Proto
Bg(X) =g(0),  warg(X) = [g(0)P*(9). (3.2.2)
Plati-li rovnice
g (0)o(0) =c,
kde c je konstanta, vyraz [¢'(6)]20%(f) nebude zaviset na 6.

OJ

Véta 3.2.3. Pro Vybérovy korelacni koeficient r, pocitany z ndhodného vybéru o rozsahu
n z requldarniho dvojrozmerného normdlniho rozdéleni s korelacnim koeficientem p, plati
2\2

Er =p, Uarr:—(l_p>.

n
Dusledek 3.2.1 Nechf Zi, ..., Z, je ndhodny vybér z dvojrozmérného normalniho roz-
déleni, ktery ma kladné rozptyly a rozsah n > 3. Pak transformace stabilizujici rozptyl r
je tvaru

1 147
=-1 .
9(r) = 5In—
Dukaz. Jelikoz o(p) = (1 — p?)//n, mame
1. 1+
g(p) = c\/ﬁ§ In T L.
Polozme
c=1//n,
pak

9(p) = arctgh p,
coz je tabelovana funkce. Kdyz dosadime do vzorce 3.2.2, tak dostaneme

1 1
-l-p? var Z = —.
1—0p n

EZ = 1ln
2



3.3. ODVOZENI TESTU ZALOZENEHO NA HOTELLINGOVE TRANSFORMACI
UJ

Véta 3.2.4. Necht Z, ..., Z,, je ndhodny vijbér z dvojrozmérného normdlniho rozdélent.
Pak sikmost a spicatost Z z véty 3.2.3 je
o° 2 4 +2p* — 3p*

=_F -3
@ (n—1)3 i +n—1 * (n—1)2

Dusledek 3.2.2 S rostoucim rozsahem n se Sikmost Z blizi nule a $pic¢atost trojce. Proto
je vedlejsim efektem Fisherovy Z transformace normalita. Viz téz [2].

Disledek 3.2.3 Polozme 2y = 1ln oo kde po = 0, takie zg = 1In(1) = 0. Pak za

1—po?
platnosti Hy : p = 0 mé veli¢ina Z piiblizné rozdéleni N (0, —15). Tudiz

Y n—

U= (Z)Vn—-3% N(0,1).

Tedy, plati-li [U] € W = (=00, —t1_q/2) U (¥1_q/2,00), zamitneme hypotézu na hladiné,
vyznamnosti «.

3.3. Odvozeni testu zaloZeného na Hotellingové trans-
formaci

Definice 3.3.1. Test pomoci Fisherovy transformace mé pro rozsahy n < 25 malou silu.
Pro tyto vybéry nékteii autori doporucuji pouzit radéji Hotellingovu transformaci.

37 +tghZ et —e *
——— kd tghr = ———
An—1) " T e

7 =7 —
je hyperbolicky tangens.
Véta 3.3.1. Statistika Z* md rozdéleni

3 14p
as 1.1 sln=t + 1
zen (it 20,0 .
2 1-p 4n—1) 'n—1

Véta 3.3.2. Hotellingovu statistiku lze napsat ve tvaru

. 3Z+r
Ir=g 22T
4(n—1)
Dukaz.
17, 1+ 17, 1+ 4r _ _1
=lns*r —2ln3*Ll 1— 1+ 14r
ch—eZ Ir —e 271=r r 1/1_:_—1_T 1_2_7’_
g T 1l lEr _lppler T = 14r 1 - 9 =T
€2 1—r + e 2 1—r 1+r + 1 ﬁ +
1—7r 1+7r

10



3. TESTY NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU

3.4. Odvozeni testu zalozeného na Haddad-Provostové
statistice

Véta 3.4.1. Necht Z = (X',Y') ~ Nyo(u,X), kde p je vektor stiednich hodnot a X
variancéni matice, pricemz

0 o po?
=[] == 7] e
Pak Haddad-Provostova statistika md rozdélend
Z?:1(Xi+yi)2
_ _2°(4p) |
F = ST v F(n,n).
202(1—p)

Dukaz.
D(X; +Y;) = DX; + DY; +2C(X;,Y;) = 20% + 2pa® = 20%(1 + p)
D(X; —Y;) = DX, + DY; — 20(X;,Y;) = 20% — 2p0® = 20%(1 — p).
Z toho plyne
Xi+Yi~ N(0,20%(1+p)),  X;—Y;~ N(0,20%(1 - p))

Z?:l(Xi + Y;>2 ~ 2(71) Z?:l(XZ — }/;>2
202(1 + p) AN 202(1 — p)

Navic plati , ze nahodné veliciny X; + Y; a X; — Y, pro i=1,...,n jsou nezavislé, protoze

~ x*(n).

]

Odkud plyne
Dusledek 3.1.1 Pii hypotéze Hy : p = 0 plati

Z?:l(Xi + Y;)z
Z?:l(Xi - y;)z

coz lze pouzit pri testovani nulovosti korela¢niho koeficientu v mé bakalarské praci.

F =

~ F(n,n),

3.5. Odvozeni asymptotickeé silofunkce testu zalozeného
na Fisherové transformaci

Véta 3.5.1. Asypmtoticka silofunkce testu zaloZeného na Fisherové transformaci je tvaru

Y(po) =2 = @(u1_a2 — A(p)) — P(us a2 + A(p)),

kde ® je distibucni funkce normdlniho rozdéleni a

11



3.6. ODVOZENI AS.SILOFUNKCE TESTU ZAL. NA HOTELLINGOVE TRANSFORMACI

Dikaz. Silofunkce testu Hy : pg = 0 proti oboustranné alternativé H; : p # 0.

Y(po) = P(Z € Wlp=po)
= 1=-P(Z ¢ W|p=py) =
= 1—-P (—’U,l_a/g < Zyvn—3< ’U,l_a/g)
Kdyz oznacime
1. 1
Zo = =In ﬂ7
2 1—=po
lze psat

Y(po) =1 = P (~ui_ap < (Z = Zo)Vn — 3 + (Zo)Vn — 3 < ti_a2) -
Dle dutisledku 3.2.1 je U = (Z — Zy)vn — 3 ~ N(0,1), pak lze

1. 1+
’)/(po) = 1-P <—’U,1_a/2 <U+ 5111 1 ZO vn—3< ul—a/2) =
— FO

= 1—-P (—ul_a/z < U+ XMpo) < ul_a/z) =

1= P (—t1_aj2 — Mpo) < U < u1-as2 — Apo)) =
L= ®(up—a2 — A(po)) + @(—u1-a/2 — A(po)) =

= 1= ®(ur-a2 — A(po)) +1 = P(u1-a/2 + A(po)) =
= 2= Q(ui—a2 — A(po)) — P(t1-as2 + Alpo))

OJ

3.6. Odvozeni asymptotické silofunkce testu zaloZeného
na Hotellingové transformaci

Véta 3.6.1. Asypmtoticka silofunkce testu zaloZeného na Hotellingové transformaci je
tvaru

V(o) =2 = P(ur-a2 — A(p)) — B(ur-as2 + Alp)),
kde ® je distibucni funkce normdlniho rozdeéleni a

3 1+po

1 1 2 n £C
)\(Po):<—hl A el S po)\/n—l.

2 1—po 4(n—1)

Dikaz. Silofunkce testu Hy : pg = 0 proti oboustranné alternativé H; : py # 0.

Y(po) = P(Z" € Wlp= po)
= 1=P(Z" ¢ Wlp=po) =
= 1-P (_ul—a/Q <Z'vVn—1< ’U,l_a/g)

Kdyz oznacime
L lep FIER 4o
T2 11— py An—1)

12



3. TESTY NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU
lze psat
Y(po) =1—P (—Ul—a/z <(Z* = Z)VWn—1+ (Zy)vVn —1< Ul—a/2) )
Dle diisledku 3.2.3 je U = (Z — Z0)v/n — 3 ~ N(0,1), pak lze

3 1+po
1. 1+ S In 7752 + po
V(PO) = - P <—U1 —ay2 < U+ ( In fo_2 Lw ) vn—1 <U1—a/2) =

2 1—po 4(n—1)
= P( U—a/2 < U+ )\([)0) < Ui_— a/z) =
= P( —Ul—a/2 — po) <U< Ul—a/2 — )\(po)) =

= 1- @(ul_a/z —Xpo)) +1— (I)(Ul a2+ A(po)) =
= 2= ®(u1-ay2 — Apo)) — P(u1-as2 + A(po))

OJ

3.7. Odvozeni silofunkce testu zaloZzeného na Haddad-
-Provostové statistice

Véta 3.7.1. Silofunkce testu zaloZeného na Haddad-Provostove statistice je tvaru

7(p0) = 1= F(fiza2(n,m)A(po)) + F(fas2(n, m)A(p0)),

kde F' je distibucni funkce Fisher-Snedecorova rozdéleni F(n,n) a

Duikaz. Silofunkce testu Hy : pg = 0 proti oboustranné alternativé H; : pg # 0.

Y(po) = P(F € Wlp=p)
= 1-P(F¢Wlp=po) =
= 1-P (fa/Q(n7n> <F< fl—a/Q(n7n>)

Kdyz oznacime

L—p
F=_——" a F—— ~ F(n,n
" 14p L+p (n.n)

lze psat

v(po) = 1—-P (fa/z(n, n)A(po) < Fi;po < fl_a/z(n,n))\(po)) —
Po

= 1= P (fajeln.m)A(p0) < FA(po) < fi-aja(n,m)Mp0) =
= 1= F(fiapa(n.m)A(p0)) + F(fapa(n, m)Mp0))

13



4. Porovnani testu nulovosti korela¢niho
koeficientu pomoci simulaci

Testy nulovosti korela¢niho koeficientu ndhodného vybéru ze dvou normalnich ndhod-
nych veli¢in jsem porovnaval v programu MATLAB. K simulaci vybéru jsem pouzival
ptikaz munrnd(u, X, n), kde p je vektor stfednich hodnot normalnich ndhodnych veli¢in.
V nasem piipadé byly nastaveny hodnoty

«= ]

a X jejich varian¢ni matice, jejiz strukturu muzete vidét ve vzorci 3.0.1 v tvodu tfeti
kapitoly.
V nasem piipadé byly nastaveny hodnoty o3 = 0% = 5, nebo pozdéji 0% = 2 a 0% = 5,

takze /35
5 5p 2 2v/5p
Y= Y=
[5p 5 ] anebo b)) {\/ﬁ\/gp 5
Za p jsem dosazoval postupné hodnoty < —1,1 >. K ziskdni vybérovych priméri a
vybérovych rozptyli vsech rozsahii simulaci a hladin vyznamnosti jsem pouzil funkci
normfit(X).

4.1. Porovnani asymptotickych silofunkci jednotlivych
testu nulovosti korela¢niho koeficientu

Na obr. 4.1 mizeme vidét dva grafy porovnani silofunkci testd oznacenych v legendé
grafu. Osa x je korelacni koeficient veli¢in X a Y. Osa y zobrazuje hodnoty silofunkce pro
dany korela¢ni koeficient (p). Jelikoz vime, ze sila funkce s rostoucim rozsahem roste, z
prvniho grafu odvozujeme, zZe pro hodnoty n > 15 uz budou silofunkce pomoci Fisherovy
a Hotellingovy transformace prakticky totozné. Dale vidime, ze pro hodnoty n = 5,15 je
silofunkce testu pomoci Haddad-Provostovy statistiky nejvyssi a pfedpokladame, ze pro
vsechny ostatni rozsahy taktéz.

14



4. POROVNANI TESTU NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU POMOCI SIMULACI

n=15
"I T T T T T T T ,-’_f-?—_
Fisher
08 Hatelling
Haddad-Provost
06T
=
04r
02r
D 1 L 1 1 1 1 1 L 1

-1 0.8 -06 -04 -02 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Fisher
Hatelling
Haddad-Provost

¥ ()

-1 0.8 -06 -04 -02 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Obrézek 4.1: Porovnani silofunkci jednotlivych test nulovosti korela¢niho koeficientu

4.2. Porovnani silofunkci a k nim nalezitych testi nu-
lovosti korelacniho koeficientu pomoci simulaci

V této kapitole porovnavam kiivky silofunkci danych testti nulovosti korela¢niho koefi-
cientu s jejich aproximacemi pomoci simulaci vybérti. Obrazek 4.2 ukazuje porovnani

simulované 7(p) Fisherovy transformace s jeji aproximaci a obrazek 4.3 Hotellingovy
transformace s jeji aproximaci.

15



4.2. POROVNANI SILOFUNKCI A NAL. TESTU NULOVOSTI K. K. POMOCI SIMULACI

o n=100
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= 0.4r
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S 02
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=~ 1 D08 D06 D4 D2 0 02 04 06 08 1
||’J

[=1 n=15

5
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EO

(4]

M

w06

s
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(=8

= 04T

=

=

o

T oz

&

=z, X X X PRRALL § LA A X X X

= 1 08 06 D4 D2 0 02 04 06 08 1
£

Obrazek 4.2: Porovnani silofunkce testu zalozeného na Fisherové transformaci a jeji apro-
ximaci

-

08y
06
047

Vi

[ L L
04 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

= { p}-Relativni poéet zamitnuti HO

L n=100

08r

067

0.4 1

02y

= { p}-Relativni poéet zamitnuti HO

Obréazek 4.3: Porovnani silofunkce testu zalozeného na Hotellingové transformaci a jeji
aproximaci
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4. POROVNANI TESTU NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU POMOCI SIMULACI

o n=100

T 1f

=

=0
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Obrazek 4.4: Porovnani silofunkce testu zalozeného na Haddad-Provostove statistice a jeji
aproximaci

4.3. Porovnani testu nulovosti korelacniho koeficientu
nahodného vybéru ze dvou normalnich nahod-
nych velié¢in se stejnym rozptylem pomoci simu-
laci

Pro zjednoduseni budu v dalsim textu budu pouzivat nasledujici zkracené vyrazy:

T test namisto test korelacniho koeficientu zalozeny na T statistice,

Z test namisto test korelacniho koeficientu zalozeny na Fisherové transformaci,

Z* test namisto test korelacniho koeficientu zalozeny na Hotellingové transformaci a
I test namisto test korela¢niho koeficientu zalozeny na Haddad-Provostové statistice.

4.3.1. Vykresleni aproximace silofunkce

U kazdého testu jsem provedl tisic opakovani pro dany korelacni koeficient. Nasledné jsem
spocital pocet zamitnuti a podélil celkovym poctem testti. Tim jsem ziskal relativni pocet
zamitnuti hypotézy pii daném rozsahu ndhodného vybéru a daném korela¢nim koeficientu
nahodnych velicin.

Vyse uvedené testovani jsem provadél pomoci programu matlab postupné pro ménici se
p od -1 do 1. Na obrazku 4.5 mizete vidét vysledky T testu vykreslené v grafu zavislosti
relativniho zamitnuti testu nulovosti na korelaénim koeficientu nahodnych veli¢in. Cer-
vené tecky odpovidaji sile testu provedeného pro rozsah ndhodného vybéru n = 3, modré
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4.3. POROVNANI TESTU NULOVOSTIK. K. VYBERU Z NAH. VEL. SE STEJNYM ROZPTYLEM

pro n = 10 a zelené pro n = 50. Modra c¢ara dole vyjadiuje spodni hranici relativniho
zamitnuti pfi hladiné vyznamnosti o = 0, 05.

4.3.2. Barevné rozliSeni

V dalsich grafech budu oznacovat testy barevné podle schematu 4.3.2.
¢erna Test zalozeny na T statistice
¢ervena Test zalozeny na Fisherové transformaci
zelena Test zalozeny na Hotellingové transformaci

modra Test zalozeny na Haddad-Provostové statistice
4.3.3. Porovnani testi zalozenych na T statistice pfi raznych roz-
sazich vybéru

Piimou zavislost sily testu na rozsahu simulovaného nadhodného vybéru pozorujeme v
grafu 4.5, na kterém jsou tfi aproximace silofunkci testu zalozeného na T statistice po-
stupné pro rozsahy n = 5 - ¢ervend, n = 30 - modré, n = 100 - zelena.

18



4. POROVNANI TESTU NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU POMOCI SIMULACI

0.9t
0.8 . g
0.7
0.6}
0.5F -

0.4 | : g . -

relativni pocet zamitnuti HO

- o -
- g N e ]
0.3 . i . . :
:

Obrazek 4.5: Relativni zamitnuti testu nulovosti pii proménlivém korela¢nim koeficientu

4.3.4. Porovnani testi zaloZzenych na T statistice a Fisherové
transformaci

Na grafech 4.6,4.7,4.8 pozorujeme, ze Z test ma vétsi silu pro hodnoty okolo n =5 a T
test pro hodnoty okolo n = 10, potom se uz rozdily smazavaji.
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4.3. POROVNANI TESTU NULOVOSTIK. K. VYBERU Z NAH. VEL. SE STEJNYM ROZPTYLEM

Relativni pocet zamitnuti HO
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Obréazek 4.6: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce Z testu pfi

rozsahu n = 30
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Obréazek 4.7: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce Z testu pfi

rozsahu n = 10
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4. POROVNANI TESTU NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU POMOCI SIMULACI

n=5 Detail
1
2 1 +
+ z +
0.9 f + T|F 0.35 +
='=
o 08 i 1 o +
I or ¥ + I +
= 0 1 = 03
g |* |l 2 +
E 064 1 E +
roF £ 3 +
@05 -qj_L-r +1 gozs +
g t]8 +
204 % % = +
5osl ¥ Fls ¥
Sosf % 12 02 F
@ + § o
02t # g +F
;i +
+F
0.15 +
w4t
+
0
1 05 0 05 1 04 05 06 07 08

Obrazek 4.8: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce Z testu pri
rozsahu n = 10

4.3.5. Porovnani testti zaloZzenych na T statistice a Hotellingové
transformaci

Na grafech 4.9,4.10,4.11 vidime, ze Z* test ma pro vSechna n vétsi silu nez T test.

n=30 Detail
1 'ﬁ il 0.4 4
ZR
-.h-_
0.8 + +
o o 0.35
T 1 + T
= 0.7 + = -+
E 06 + + E
N * N +
T 0.5 ) o]
L&) L&)
=] + =]
S04 N =
r + T ‘T 0.25
E= + E= +
® 03 =
; PN ;
U T
0.2 + + 0.2
* i
01 + 1
%2 +
0
1 05 0 05 1 0 01 02 03 04

~ ~

Obrazek 4.9: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce Z* testu pri
rozsahu n = 30
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4.3. POROVNANI TESTU NULOVOSTIK. K. VYBERU Z NAH. VEL. SE STEJNYM ROZPTYLEM

n=10 Detail
e
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Obréazek 4.10: Porovnani simulace silofunkce 7" testu a simulace silofunkce Z* testu pfi
rozsahu n = 10

n= Detail
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Obréazek 4.11: Porovnani simulace silofunkce 7" testu a simulace silofunkce Z* testu pfi
rozsahu n =5

4.3.6. Porovnani testii zaloZzenych na T statistice a Haddad-Pro-
vostové statistice

Grafy 4.12,4.13,4.14 zobrazuji vétsi silu F' testu nez T test pro vsechna n.
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4. POROVNANI TESTU NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU POMOCI SIMULACI

n=30 Detail
1
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Obrazek 4.12: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce F' testu pri
rozsahu n = 30

n=10 Detail
1
*%i + F
o 0BT F o o +
T 4 f T
§ o7 ¥ ?F =
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EO0BF 4 i £ 0.35 .
3 | & |8 +
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Obréazek 4.13: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce F' testu pri
rozsahu n = 10
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Obréazek 4.14: Porovnani simulace silofunkce 7' testu a simulace silofunkce F' testu pfi
rozsahu n =5

4.3.7. Porovnani testii zaloZenych na Fisherové transformaci a
Hotellingové transformaci

Na grafech 4.15,4.16,4.17 je mozné sledovat vyssi silu Z* testu pro rozsahy nadhodného
vybéru n < 25, coz byl ucel vzniku Hotellingovy transformace.
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Obrazek 4.15: Porovnani simulace silofunkce Z testu a simulace silofunkce Z* testu pfi
rozsahu n = 30
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Obrazek 4.16: Porovnani simulace silofunkce Z testu a simulace silofunkce Z* testu pri
rozsahu n = 10
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Obréazek 4.17: Porovnani simulace silofunkce Z testu a simulace silofunkce Z* testu pri
rozsahun =5

4.3.8. Porovnani testii zaloZzenych na Fisherové transformaci a
Haddad-Provostové statistice

Na grafech 4.18,4.19,4.20 pozorujeme vyrazné vétsi silu F' testu nez Z testu.
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Obréazek 4.18: Porovnani simulace silofunkce Z testu a simulace silofunkce F' testu pfi
rozsahu n = 30
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Obréazek 4.19: Porovnani simulace silofunkce Z testu a simulace silofunkce F' testu pfi
rozsahu n = 10
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Obrazek 4.20: Porovnani simulace silofunkce Z testu a simulace silofunkce F' testu pri

rozsahu n = 5

4.3.9. Porovnani testui zaloZzenych na Hotellingové transformaci

a Haddad-Provostové statistice

Na grafech 4.21,4.22,4.23 vidime rozdil v sile F' testu oproti Z* testu, ktery je ale vyrazné
mensi nez u porovnani F a Z testu.
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Obrazek 4.21: Porovnani simulace silofunkce Z* testu a simulace silofunkce F' testu pri

rozsahu n = 30
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Obrazek 4.22: Porovnani simulace silofunkce Z* testu a simulace silofunkce F' testu pfi
rozsahu n = 10
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Obrazek 4.23: Porovnani simulace silofunkce Z* testu a simulace silofunkce F' testu pfi
rozsahu n =5

28



4. POROVNANI TESTU NULOVOSTI KORELACNIHO KOEFICIENTU POMOCI SIMULACI

4.3.10. Zavislost primérné hodnoty jednotlivych silofunkci na
rozsahu nahodného vybéru

Graf 4.24 vyjadfuje zavislost pramérné hodnoty jednotlivych silofunkci podle p € (—1, 1)
na rozsahu ndhodného vybéru n. Casto se vyskytuje efekt, kdy jedna silofunkce je silngjsi
v mistech blize k p = 0 a jina zase ve mistech p — £1. Hlavni vyznam grafu 4.24 spociva
v tom, Ze naznacuje, pro jaké rozsahy nadhodnych vybért ma jesté smysl srovnavat silo-
funkce a relativni pocet zamitnuti hypotézy H,.

Graf 4.25 vyjadiuje zavislost primérné hodnoty jednotlivych silofunkci na rozsahu nahod-

ného vybéru n pro rizné rozptyly o3 a o2. Ukazalo se, Ze zdvislost priimérné hodnoty

silofunkef na rozsahu n pfi 0% # 0% se chova obdobné jako pfi 0% = o2.
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Obrazek 4.24: Zavislost prumérné hodnoty silofunkci na rozsahu ndhodného vybéru
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Obrazek 4.25: Zavislost primérné hodnoty silofunkci na rozsahu nahodného vybéru z
ndhodnych veli¢in s rtiznymi rozptyly
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5. Zavér

Cilem mé bakalaiské prace bylo porovnat testy nulovosti korela¢niho koeficientu dvou
normalnich ndhodnych veli¢in. Nejprve jsem definoval zptsob provedeni tohoto testu
vCetné nastaveni potfebnych parametrii. Nasledné jsem odvodil vzorec pro T statistiku
a transformaci stabilizujici rozptyl potifebnou k vypoctu Fisherovy transformace. Pomoci
Fisherovy transformace jsem zavedl Z statistiku. Hotellingovou transformaci jsem z ni
odvodil Z* statistiku. Nakonec jsem odvodil F' statistiku a ukéazal, pro¢ ma Fisher-Snede-
corovo rozdéleni. Nasledné jsem odvodil jednotlivé silofunkce testti, mimo silofunkce testu
pomoci T statistiky, nebot ta by pravdépodobné zavisela na daném vybéru.

V praktické ¢asti prace jsem porovnal vysledné hodnoty testi nulovosti korela¢niho ko-
eficientu na nasimulovaném nahodném vybéru s nalezitymi vykreslenymi silofunkcemi, ve
Fisherové a Hotelingové pripadé jejich aproximacemi. Soucasné jsem silofunkce a aproxi-
mace silofunkci porovnal mezi sebou. Ukazal jsem vlastnost piimé zavislosti sily funkce
na rozsahu nahodného vybéru pii daném p a nakonec jsem porovnal vysledné hodnoty
nalezitych testti nulovosti korela¢niho koeficientu na nasimulovaném nahodném vybéru
mezi sebou. Na zavér jsem vypracoval grafy zavislosti primérné hodnoty jednotlivych
silofunkci na rozsahu nadhodného vybéru, z nichz bylo vidét, Zze pro hodnoty n > 30 uz
jsou rozdily testovani nulovosti korelacniho koeficientu riznymi zpiisoby minimalni.
Vysledky potvrdily ptivodni hypotézy, tedy zmensovani sily testu na tikkor multifunkénosti
Fisherovy Z transformace a minimalizace tohoto efektu pri pouziti Hotellingovy transfor-
mace.

Obdobné srovnani jsem provedl i pro vybér veli¢in s rtiznymi rozptyly a stifednimi hod-
notami. Vystupy byly natolik podobné, zZe je nemélo smysl prezentovat samostatné, jsou
ovsem uvedeny v pfiloze.

Vypracovani této prace mé obohatilo o mnoho zkusenosti z oboru statistiky, prace v pro-
gramu MATLAB a v neposledni fadé i v tvorbé v sdzecim programu LaTeX. Pfijemné mé
prekvapila troven pfesnosti, jaké lze dosdhnout uz pfi velmi malych rozsazich ndhodného
vybéru. Naopak mé zarazila ¢asova naroc¢nost vypoctu hodnot jednotlivych grafi.
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6. Seznam pouzitych zkratek a symbola

6. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

smérodatna odchylka

nahodna veli¢ina

nahodny vektor

matice planu

normalni rozdéleni

kvantil norméalniho rozdéleni
Studentovo rozdéleni

kvantil studentova rozdéleni
Fisher-Snedecorovo rozdéleni
kvantil Fisher-snedecorova rozdéleni

Chi-kvadrat rozdéleni
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7. SEZNAM PRILOH

7. Seznam priloh

CD s vloZenym souborem programi softwaru MATLAB

silofunkce
Graf por s sig
Graf por r sig
tabulka, jentak

Silofce aprox

Vykresleni jednotlivych silofunkci

Graf porovnani testovani vybéru z veli¢in se stejnymi rozptyly
Graf porovnani testovani vybéru z veli¢in s rtiznymi rozptyly
Grafy na konci prace.

Porovnani silofunkce a nasimulovanych hodnot daného testu

37



