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Uvod

Téma bakalafské prace jsem si zvolila z divodu prohloubeni znalosti o programu
GeoGebra. S programem jsem se setkala na vysoké Skole, kde mne velice zaujal a povazuji jej
za ptinosny v hodinadch matematiky na skolach.

Cilem je nejen objasnéni dané problematiky afinnich prostori a vzajemnych poloh
podprostorit afinniho prostoru, ale hlavné sezndmeni s programem GeoGebra a nasledné
feSeni konkrétnich ptikladt v programu.

Prace je rozdé€lena na tii hlavni ¢asti. Prvni z nich se zabyva velmi duleZitou kapitolou,
a to afinnim prostorem. Najdeme zde nejen definice, souvisejici pojmy a vlastnosti, ale hlavné
vysvétleni latky vzajemné polohy podprostori afinniho prostoru. Dale se zabyvame
konkrétnimi polohami podprostord, a to bod a pfimka, bod a rovina, dvé piimky, ptimky
a roviny, dvou rovin. Druhy velmi podstatny tsek se vénuje programu Geogebra. Jedna se
o dynamicky matematicky software, ktery je vhodny nejen pro studenty a ucitele vSech skol,
ale i pro vetejnost. Je dostupny pro nekomer¢ni pouziti zcela zdarma. Stahnout si ho miizeme
z webovych stranek www.geogebra.org. Lze jej spustit jak offline, tak online. Program
1 presto, ze obsahuje mnoho funkci a néstroja, je znacné prehledny. Posledni ¢asti prace jsou
feSené priklady vzajemnych poloh afinniho prostoru, na kterych vyuzijeme pravé jiz
zminované piedchozi kapitoly.

Dynamické matematické programy se velmi rychle zacleniuji do vyuky na Skolach
i pro lepsi demonstraci probirané latky. GeoGebra ma nejen vyuziti v geometrii, ale
i v algebie nebo matematické analyze. S programem muiizeme nejen vytvaiet geometrické
konstrukce v roving i v prostoru, ale i fesit rovnice, pracovat s funkcemi, pravdépodobnosti
nebo statistikou.

Prace obsahuje obrazky, které jsou vytvoreny v programu GeoGebra.



1. Afinni prostor

1.1 Definice afinniho prostoru

Definice 1.1

M¢jme dénu neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor V, nad télesem realnych cisel
R a zobrazeni mnoziny A X V, do mnoziny A, které kazdé usporddané dvojici
<M, u> € A X V, jednoznacné¢ piifazuje prvek M + U € A, a ma tyto zakladni vlastnosti:

(AP1) M + 0 = M pro kazdy prvek M € A,

(AP2) M + (u +vVv) = (M + u) + vpro kazdy prvek M € A a pro kazdé dva vektory
u,ve V.

(AP3) Ke kazdym dvéma prvkim M, N € A existuje jediny vektor u € V, tak, ze
M+u=N.

Za téchto podminek nazveme usporddanou dvojici A, = <A, V> (redlnym) afinnim

n-dimenzionalnim prostorem, mnozina A je jeho nositelka a jeji prvky nazveme body. V, je

zaméfenim prostoru A,. Podminka (AP3) definuje zobrazeni A X A — V,, které kazdé
uspotradané dvojici bodii <M, N> jednoznacné ptitazuje vektor u = N — M (popt. u = W).
Bod M nazveme pocate¢nim bodem vektoru u, bod N jeho koncovym bodem.

(Kopecky, Dofkova, 2007, str. 52)

Definice 1.2

M¢jme danu neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor V, dimenze n a zobrazeni f
mnoziny A X A do prostoru V,. Trojici (A, V,, ) nazyvame n-rozmérny afinni prostor,
jestlize plati:

1. Prokazdé X, Y, Z € Ajef(X,Y) +1(Y, Z2) =1(X, 2).

2. Existuje P € A tak, Ze zobrazeni f, mnoziny A do prostoru V,, pfifazujici kazdému
X € A vektor f(P, X), je vzajemné jednoznacné.
Mnozinu A nazyvame nositel afinniho prostoru, vektorovy prostor V, nazyvame jeho
zamereni. Afinni prostor (A, V,, f) oznaCujeme symbolem A,. Prvky mnoziny A nazyvame
body afinniho prostoru. Afinni prostor dimenze 1 nazyvame afinni primka, afinni prostor

dimenze 2 nazyvame afinni rovina. (Sekanina a kol., 1986, str. 19)
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Obr. ¢. 1: afinni prostor

Definice 1.3

Afinni prostor A, dimenze m nad télesem T je trojice (M, Vin(T), +), kde M je
neprazdnd mnozina, jejiz prvky nazveme body, Vim(T) je vektorovy prostor dimenze m nad
télesem T, + je vnéjsi operace pricitani vektoru na M, tj. +: M x Vi, — M, a plati:

1/ Pro kazdé dva body B, C € M existuje pravé jeden vektor ¥ € Vp(T) tak, Ze
B+v=C.

2/ Pro kazdy bod B € M a libovolné vektory u, v € Vmn(T) plati
B+@+v)=(B+u)+v.
Mnozinu M nazyvame nositelem afinniho prostoru An, vektorovy prostor Vi(T) zaméfenim

afinniho prostoru Ap,. (Kadlecek, Trojak, 1986, str. 60)

1.2 Vlastnosti afinniho prostoru

Véta 1.1

Necht’ A, je afinni prostor dimenze n a V, je jeho vektorové zaméteni. Necht’ A, B, C,
D € A, u, Vv € V,. Potom plati:

a)A-A=o0

b)C-A=-(A-C)

)(A+u)+v=A+(u+v)

d(A+u)-B=(A-B)+u



e)B-(A+u)=(B-A)—u

f)(A-B)+(C-D)=(A-D)+(C-B)

g)A+(B-A)=B
Ditikaz.
a) Spravnost rovnosti odvodime, dosadime-liA=B=CdoC-A=(B-A) + (C - B).
b) Sta¢i dosadit A=CdoC—-A=(B-A) +(C-B).

Obr.&.2:C—A=—(A-C)

c) Oznatme B=A+u,C=B+vVv.Ziegmé¢ u=B-A,v=C-B,atedy (B-A)+(C-B) =
u+v. Podle C- A= (B - A) + (C — B) miZzeme posledni rovnost zapsat ve tvaru C — A =

u+v,t.C=A+Uu+v)cCili(A+u)+v=A+(u+v).

Obr.¢.3: (A+u)+v=A+(u+v)



d) Pomoci A + u = C, piSeme u = C — A, mizeme psat C — B = (A — B) + (C — A).
Podle 2. tvrzeni véty je rovno (B —A) + (C—-B) = (C - A).

{A+urB

#/;‘.8

Obr.é. 4:(A+u)-B=(A—B)+u

e) Pomoci A+ u=C, pisSeme u = C — A, mtizeme psat B—C = (B—-A) — (C - A).

Obr. & 5:B—(A+u)=(B—A)—u



f) Pomoci C— A =(B - A) + (C - B), mizeme psat (A-B)+ (C-D)=(A-B)+(B-D) +
(C-B)=(A-D)+(C-B)

-8

Obr. & 6: (A—B) + (C—D)=(A-D) + (C - B)

g) Pomoci B— A = u, mizeme psat B=A+u,tj. A+ (B—A)=B

o,

Obr.&. 7:A+(B-A)=B
(Budinsky, 1983)
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1.3 Podprostory afinniho prostoru

Definice 1.4

Neprazdnou podmnozinu Ay afinniho bodového prostoru A, nazveme podprostorem
prostoru Ay, jestlize je Ax afinnim bodovym prostorem. (Pech, 2004, str. 16)
Definice 1.5

Afinni bodovy podprostor dimenze (n — 1) prostoru A,, nazyvame nadrovinou prostoru

A\. Podprostor dimenze 1 nazveme ptimkou, podprostor dimenze 2 rovinou.
(Pech, 2004, str. 17)

Véta 1.2

Necht A € A, je pevné zvoleny bod, Vi vektorovy podprostor zaméteni V, bodového
prostoru A,. Mnozina bodu X, pro které plati

X=A+X, (1.2)

kde x je libovolny vektor z prostoru Vy, tvoii afinni bodovy podprostor Ay prostoru A,,.

Diikaz:

Dokazeme, ze Ag je afinnim prostorem tj. ovéiime platnost axiomt 1 a 2 z definice
1.2.

1) Necht’ X je libovolny bod z Ax a u libovolny vektor z V. Protoze Ax — A, existuje
podle definice afinniho prostoru A, jediny bod Y € A, takovy, ze Y = X + U. Protoze X € Ay,
jepodle (1.1) X=A+x,kde x € Vx. Tedy Y =A+ x+uaodtud Y € A a vlastnost 2 afinniho
prostoru je dokazéana.

2) Necht' X, Y, Z jsou tfi libovolné body z mnoziny Ax. Potom rovnost

g9(X, Y) +a(Y, 2) = 9(X, 2)
je splnéna automaticky, nebot’ Ax < Ap. (Pech, 2004)

Véta 1.3

Afinni bodovy podprostor Ay prostoru A, je urcen svym zamétenim Vy a libovolnym

ze svych bodu A. Zapisujeme Ax = [A, Vi].
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Diikaz:

Staci dokazat, ze bod miizeme zvolit libovoln€. Necht’ Ay je urCen zaméienim Vi a
bodem A resp. B. Mame dokazat [A, V] = [B, Vi]. Protoze B € A, potom B = A + b, kde
b e ViaodtudA=B-h.

Necht’ X € [A, Vi]. Potom podle véty 1.2 X = A + X pro néjaké X € Vi. Dosazenim za

A z ptedchoziho vztahu dostaneme

X=B-b+x
Protoze b € Vi, X € Vi, potom téz — b + X € Vatedy X e [B, Vi]. (Pech, 2004)
Véta 1.4

Podprostor Ax = [A, VK] lze vyjadtit v parametrickém tvaru

X=A+35, tu,

kde {u1, Uy, ..., uk} je baze zaméteni Vi, A je libovolny bod podprostoru Ay, ti € R. Realna
&isla, ti =1, 2, ..., k nazyvame parametry. Rikame, Ze afinni podprostor Ay je uréen bodem A
a zaméfenim <ug, U, ..., ux>, Zapisujeme

Ak = [A, Uy, Uy, ..., uk].

Z definice 1.5 a véty 1.4 vyplyvaji nasledujici parametricka vyjadieni podprostorti afinniho
prostoru Ay:
-rovnice nadroviny An.1 = [A, U1, Uy, ..., Un1]
X=A+3 t,
-rovnice piimky A; = [A, U]
X=A+1u,
kde u je smérovy vektor ptimky Ay,
-rovnice roviny A; = [A, u, V]
X=A+1uU+ tyv,

kde <u, v> je zaméfeni roviny Ao. (Pech, 2004)
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1.4 Vziajemna poloha podprostorii afinniho prostoru

Véta 1.5

Podprostory A, = [B; Uy, Uy, ..., U], Ax = [C; Vi, Vo, ..., V], h = 1, k = 1, afinniho
prostoru A, maji neprazdny prinik pravé tehdy, kdyz existuji redlna ¢isla B, By, ..., Bp, Cq,
Co, ..., Ck tak, ze plati

B-C=Bju; +Bouy +... + Bhup + Civy + Covp + ... + Cvi. (1.2)

Diikaz:
Nalezi-li bod Q obéma podprostorim, plati
Q=B+tius+tuy+... tthuy, = C +ryvy + Vo + ...+ Ny,
odkud
B-—C=-tius-tUz - ... -thUn + rivy + ravo + ... + Ve
Po zaméné parametrii obdrzime vztah (1.2).
Plati-li obracené (1.2), je
B- Biui-Baus- ... -Bhuph =Q =C + Cyvy + Covy + ... + Crik

a bod Q lezi v obou podprostorech. (Pecina, Ptivratska, 2001)

Z véty 1.5 bezprostiedné plyne
Véta 1.6
Podprostory An = [B; Vi), Ax = [C; Vi], h = 1, k = 1, afinniho prostoru A, maji
neprazdny prinik pravé tehdy, kdyz existuji vektory u, v takové Ze:
B-C=u+v,kdeu e Vy, Vv € Vi

Maji-li podprostory An = [B; Vi], Ak = [C; V] neprazdny prinik, pak pro kazdé dva
body X, Y € An N Ax nalezi vektor X — Y do V, N V. Pranik V, N Vi je ovsem vektorovym
prostorem V, (je podprostorem zaméteni V, afinniho prostoru A,). Vezmeme-li libovolny bod
P z Ann Ay, urcuje spolu se zaméfenim V, podprostor A, = [P; V,] prostoru A,. Jeho

nositelem je ziejm& mnoZina vSech bodli z A N Ay, kterd je podmnozinou nositele prostoru

An.
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Plati tedy:
Véta 1.7

Maji-li dva podprostory afinniho prostoru A, neprazdny prinik, je jejich prinikem
opét podprostor. Jeho zaméfeni je priinik zaméfeni obou podprostord.
Z ptedchozi véty bezprostiedne vyplyva, Ze ozna¢ime-li dimenzi priniku dvou podprostorti p
a dimenzi priniku jejich zaméfeni p’, je v ptipad€é podprostort s neprazdnym prinikem vzdy
p = p’. Vptipadé¢ prazdného priniku dvou podprostori p neni definovéno, p° muze byt

i nenulové. (Pecina, Privratska, 2001)

Spojeni podprostortt Ap = [B; U1, Uy, ..., Un], Ak = [C; Vi, Vo, ..., Vi] afinniho prostoru
A, rozumime nejmens$i podprostor prostoru A,, ktery obsahuje Ay i Ax. Spojeni podprostort
budeme oznacovat An V Ax.
Podprostor Aq = Ap vV Ax musi ziejmé obsahovat vSechny body z A, i Ax a jeho
zaméteni Vq musi byt generovano vektory
B-C,ug Uy, ..., Un V1, Vo, ..., Vi (1.3)
Jeho parametrické vyjadieni je
X=B+tiup +thuy+ ... +thup + rava + rpva + ..+ v + (B — C). (1.4)
Odtud je ziejmé, ze do Ay nalezi vSechny body z An i Ax (pro hy = 0, ¢t = 0 je (1.4)
parametrickym vyjadienim Ay; pro ki = 0, ¢ = -1 je (1.3) parametrickym vyjadienim Ay).
Oznacime q’dimenzi spojeni zaméteni podprostorit Ay, Ay, které je generovano vektory
Uz, Uy, ..., Un, V1, Vo, ..., Vk. (1.5)
Je-li prunik Ap N Ak neprazdny, je podle véty 1.6 vektor B — C linearni kombinaci ostatnich
vektord ze (1.3) a z porovnanim (1.3) a (1.5) plyneq=(q’.
Je-li prinik An N Ag prazdny, neni B — C linearni kombinaci zbyvajicich vektort ze (1.3)
a porovnanim (1.3) a (1.5) obdrzime rovnostq =" + 1.
Pro zamé&feni podprostorti Ap = [B; Vi], Ak = [C; V] plati vztah
h+k=p +q’, (1.6)
kde p” je dimenze priniku a q” dimenze spojeni zaméfeni Vi, a Vi podprostortt Ay a Ax.
V piipadé neprazdného priniku Ay N A=Ay je p=p’, q=Qq" a obdrzime vztah
h+k=p+q.
V ptipad¢ neprazdného priniku A, N Axje q =g  + 1 a obdrzime vztah
h+k=p" +q-1.

14



Plati tedy:
Véta 1.8
Jsou-li An a Ax podprostory afinniho prostoru A, a p dimenze jejich pruniku,
p” dimenze pruniku jejich zaméteni, g dimenze jejich spojeni, pak:
je-li prinik Ap N Ag neprazdny,je h+k=p+q
je-1i prunik A, N A prazdny, je h+k=p +q-1
(Pecina, Privratska, 2001)

Definice 1.6
Rikame, Ze podprostory A, a A jsou incidentni, je-li bud’ A, © Ay, nebo Ax c An.
Rikame, Ze tyto podprostory jsou riiznob&zné, maji-li neprazdny primik a nejsou-li incidentni.
Rikame, Ze tyto podprostory jsou rovnobézné, plati-li bud’ Vi, © Vi, nebo Vi © Vy. Nejsou-li
podprostory A a Ak ani riznobézné, ani rovnobézné, fikame, ze jsou mimobézné.
(Sekanina a kol., 1986)

Véta 1.9
Jsou-li podprostory Ap, a Ax raznobézné, pak jejich prunikem je podprostor

prostoru A, se zamétenim Vi N V.

Diikaz:

Tvrzeni je zfejmé, nebot je-li P, Q € ApN Ay, jeiP—-Q € VyaP —Q €V, a tedy
P-—Q e VN Vi Je-li obracené P € AnnAcau e VNV, jeQ=P+ue A, P+ueA,
atedy Q € ApNnAx (Sekanina a kol., 1986)

Vz4jemna poloha konkrétnich podprostori (bodu a piimky, bodu a roviny, dvou piimek,
ptimky a roviny, dvou rovin):

V nasledujicim textu budeme ptedpokladat, ze An, Ax jsou dva dané podprostory
afinniho prostoru A,. Dale budeme ptedpokladat, ze Vi, resp. Vi je zaméfenim podprostoru
Ay, resp. Ax. Vziajemnou polohu stanovime na zaklad¢ linearni zavislosti a nezavislosti
vektord a vektoru mezi nimi.

Budeme pouzivat nasledujici oznaceni:

p je dimenze pruniku Ap N Ak

15



p’ je dimenze priniku Vi N Vi
q je dimenze spojeni Ap V Ag
q’ je dimenze spojeni Vi V Vi
Dale vime, ze pokud q = q" je v (1.3) vektor B — C linearni kombinaci zbyvajicich
vektord a prunik An N Ay je neprazdny, v ptipadé q = q + 1 plyne uzitim (1.3), (1.5) a véty
1.6, Ze pranik Ap N Ak je prazdny. K dispozici mame i vztah (1.6) h+k=p"+q".
1) Vzajemna poloha dvou bodi
a)g=0,9"=0,jepodle (1.6): 0+0=p"+0, tedy p =0; body B a C jsou totozné

b)g=1,q" =0, jepodle (1.6):0+0=p"+ 0, tedy p = 0; bod B je riizny od bodu C
2) Vzajemna poloha bodu B a pfimky m: X=C + tu

a)q=1,9'=1,pakBem

Obr.¢.8:Bem

b)g=2,q'=1,pak B¢ m

m

Obr.¢.9:Bgm
3) Vzajemna poloha bodu B a roviny a: X = C + s;v; + SV

a)q=2,9 =2,pakBea

16



Obr.¢.10:Be a
b)g=3,9'=2,pak B ¢ a

Obr.¢.11:B ¢ «
4) Vzéajemna poloha dvou pfimek m: X=B +tu,n: X=C + tv

a)g=1,9 =1,jepodle (1.6): 1 +1=p"+1,tedy p =1; m, nsplyvaji

(@ o v )m

Obr. €. 12: m, n splyvaji
b)g=2,q" =1,jepodle (1.6): 1 + 1 =p” + 1, tedy p = 1; m, n jsou rovnob&zné, ruzné

h(¥)=1 h( v ):2

C—-B

17



Obr. ¢. 13: m, n jsou rovnob&zné, rizné

€)g=2,9"'=2,jepodle (1.6): 1 +1=p" +2, tedy p =0; m je ruiznob&Zzna s n

h(*)=2 h( v ):2

C—-B

Obr. €. 14: m je riznobéznd s n
d)q=3,q9 =2,jepodle (1.6): 1 + 1 =p" + 2, tedy p = 0; m je mimob&zna s n

h(*)=2 h< v ):3

C—-B

Obr. €. 15: m je mimobé&zna s n

5) Vzajemna poloha ptimky m: X =B + tu a roviny a: X = C + s1v1 + Spvp

a)g=2,9"=2,jepodle (1.6): 1 +2=p"+2,tedy p =1; mlezi v rovin¢ a

18



Obr. ¢. 16: m lezi v roviné «

b)g=3,q" =2,jepodle (1.6): 1 +2=p" + 2, tedy p = 1; m je rovnob&zné s rovinou a
u

u
h<v1>:2 h 7t )=3
V2
U,

Obr. ¢. 17: m je rovnobézné s rovinou a

c)g=3,9 =3,jepodle (1.6): 1 +2=p"+ 3, tedy p = 0; m protina rovinu «

u
h<v1>:3 hf "' =3
Y]
Y]
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c

Obr. €. 18: m protina rovinu a
d)g=4,9" =3,jepodle (1.6): 1 +2=p" + 3, tedy p = 0; m je mimob¢&zna s rovinou a
(tato situace v A nastat nemuze, protoze dimenze zadného vektorového podprostoru zde
nemuze byt rovna 4)
6) Vzajemna poloha dvou rovin a: X = C + S;v; + SV, 1 X =B + 51U + Spup

a)q=2,9"=2,jepodle (1.6):2+2=p" +2,tedy p=2; a je totozna s §

v
V1 1];
v
hoF2 hl w |=2
1 u
e B_c

Obr. €. 19: a je totoZna s
b)g=3,q =2,jepodle (1.6): 2+2=p" +2,tedy p = 2; & je rovnobézna s §
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Obr. ¢. 20: a je rovnobézna s 8

€)g=3,9"=3,jepodle (1.6):2+2=p"+3,tedy p=1; a je riznobézna s §

U1 ‘Zl
Uy |\_ 2 _
h u =3 h| Uy )—3
1 "
“2 B-C

Obr. €. 21: a je riznobéznd s 8
d)g=4,9 =3,jepodle (1.6):2+2=p" +3,tedy p=1; @ je mimobézna s §
e)q=4,q =4,jepodle (1.6): 2 +2=p" +4,tedy p=0; a je riznobéZna s 8, obé&
roviny protinaji se v jediném bodé
f)g=5,9 =4, jepodle (1.6):2+2=p" +4,tedy p=0; a je mimobézna s 8
(Kopecky, Dofkova, 2007)
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2. Program GeoGebra

GeoGebra je dynamicky matematicky software, ktery obsahuje geometrii, algebru
a matematickou analyzu. VyuZzijeme ho jak pro interaktivni geometrické konstruovani, tak pti
praci s funkcemi, feSeni rovnic, Uupravach vyrazu, v analytické geometrii, nebo
pravdépodobnosti a statistice. V programu lze vytvéret i hry, nebo animované¢ modely. Je
urcen pro studium a vyuku matematiky zcela zdarma, mé rozsahlou a neustéle se rozsifujici
webovou podporu s moznosti ucasti na webovém diskusnim foru. Program se pribézné
aktualizuje, vylepsSuje stavajici verze a opravuje chyby. Aktualni verze programu je GeoGebra
Klasik 6. Zakladatelem programu je Markus Hohenwarter, ktery pracuje na univerzité v Linci
vV Rakousku. Program ziskal fadu ocenéni. GeoGebru vyuzivd mnoho uzivateli ve vSech
zemich svéta.

Program obsahuje mnoho funkci napft. alternativni vyjadieni dynamickych konstrukci
a objekt v geometrické a analytické podob¢, rovnocenné ovladani objekta jak z geometrické
nakresny, tak z algebraického okna, pfipadné z tabulkového zobrazeni. Moznost tvorby
a ukladani vlastnich nastrojii a vlastnich uzivatelskych funkci. Export obsahu nakresny do
vektorovych 1 rastrovych grafickych format. VSechny tyto funkce spolu se Sirokym spektrem
funkci a ptikazii programu a pfijemnymi grafickymi prostiedky ve spojeni s prehlednym
prostiedim a intuitivnim ovladanim ptedurcuji program k béznému vyuzivani ve Skolské
praxi. Program na prvni pohled vypada velice jednoduSe a pfitom disponuje vykonnymi

nastroji a mnoha uzite¢nymi funkcemi.

GeoGebra matematické aplikace e
& Rt
= Y.
°
Tl

Obr. ¢. 22: Program GeoGebra
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Program lze nainstalovat pfimo do svého pocitace, mobilu, nebo spustit online na

webovych strankach programu GeoGebra www.geogebra.org. Pro funkénost programu je

potieba na svém pocitaci podporu Javy. Program je k dispozici v ruznych jazycich vcetné
¢estiny. Na oficidlnich webovych strankach Geogebra najdeme pohodIné vSechny instalacni
soubory a dal$i soubory ke staZeni, ale také navody, manudly, pfistup do diskusniho fora
a nabidku hotovych modelt ¢i dynamickych pracovnich listi a stranek s didaktickym
obsahem. Chcete-1i program instalovat, staci piejit z hlavni stranky pies odkaz Aplikace ke
stazeni na stranku s pottebnymi zdroji a odkazy. Nasledné kliknout na Stahnout a spusti se

privodce instalace.

Obr. ¢. 23: Aplikace ke stazeni
(Gergelitsova, 2011)

2.1 Prostredi programu

Pti otevieni programu se objevi hlavni okno vzhledu (Obr. ¢. 10). Podle instalace je
bud’ v angli¢tiné, nebo rovnou v ¢estiné, piipadné¢ si mizeme v nastaveni zménit jazyk
programu — Hlavni menu V polozce Nastaveni a vybereme jazyk ze seznamu. Prostiedi
programu se skladd z nékolika oken, kterd poskytuji rtizny zplsob pfistupu k objektim
modelu. VSechny tyto casti spolu komunikuji, zména v jednom okné vyvolad odpovidajici
zmény ve vSech souvisejicich. Jakoukoliv ¢ast prostiedi je mozno skryt.

(Gergelitsova, 2011)
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ans { < »

Obr. &. 24: Okno vzhledu GeoGebra

Hlavni okno vzhledu je rozd€leno na jednotlivé casti. V levé horni ¢asti se nachazi
Nastrojova lista a na pravé strané¢ Hlavni menu. Algebraické okno se nachazi spolecné se
vstupnim polem na levé stran¢ a Nakresna vpravo.

V Algebraickém okné jsou zobrazené informace o objektech v textové podobg.
Mizeme vyuzit rychlou zménu pro skryti nebo zobrazeni objektt v Ndkresné, nebo Kk jejich
snaz$imu vybrani.

Objekty se graficky zobrazi vV okné Ndkresna. Zde mizeme s nimi manipulovat,
zobrazovat, skryvat a vkladat textové informace o objektech.

Hlavni menu obsahuje n¢kolik podmenu. Najdeme zde néstroje pro praci se soubory
(ukladani, export souboru do grafickych formati i do dynamické webové stranky, tisk),
moznost nastaveni prostfedi programu a vybér jazykové verze, vybér a spravu ndstroji
programu a pristup k napovede. (Gergelistova, 2011)

V podmenu Zobrazenda okna (pohledy) mame na vybér z n€kolika aplikaci: Grafy,
CAS (pocitatova algebra — slouzi k algebraickym upravdm vyrazl, feSeni rovnic a jejich
soustav), Geometrie (v roving), 3D Grafika (zobrazeni ve 3D prostoru), Tabulka (zpracovani
dat-tabulkovy procesor), Pravdépodobnost a Zkouska. Jednotliva okna (Algebraické okno,
CAS, Naékresna, Nakresna 2, Graficky nahled 3D, Tabulka, Pravdépodobnostni kalkulacka,
Zapis konstrukce, Vstupni pole a navigacni panel) V programu si miiZeme vypnout nebo
zapnout v podmenu polozce Zobrazit. Okna muzeme vzhledové rizné upravovat, podle svych

preferenci, pomoci uchopeni mysi. V polozce Nastaveni najdeme kromé¢ jiz zminéné jazykové
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upravy 1 nastaveni zaokrouhlovani hodnot, popisovani objektl, ¢i velikost pisma. Dale jsou
zde Gpravy pro algebraické popisy (viditelnost definic, popist, ¢i hodnot) a v neposledni fadé
i nastaveni vzhledu Ndkresny (zobrazeni, barvu, styl ¢ar, popis a jednotky soufadnicovych os,
miizky), které najdeme i po kliknuti pravym tlac¢itkem mysi do Nakresny.

Vstupni pole je tadek v horni Casti, ktery slouzi pro vkladani vyrazi a piikaza
Vv textové podobé. Pomoci Vstupniho pole mizeme vycislovat vyrazy, vkladat do konstrukce
nové objekty pomoci ptikazil, nebo vytvaret objekty, které grafickou reprezentaci nemaji,
a také vkladat dalsi piikazy. Seznam vSech vyrazii a matematickych funkci najdeme v panelu
Ndapovéda vstupniho pole. Pfi zapsani prvnich pocateCnich znaki nazvu ptikazii se
automaticky ukaze navrh stejné zacinajicich piikazt pro rtizné typy a poéty jejich parametra.

V ptipad¢ zapsani oteviraci zavorky, se automaticky vlozi parova zavorka.

Konstrukce v programu GeoGebra jsou sloZeny z riznych matematickych objektu.
Tyto objekty mohou byt vytvofeny uZiti nastroji ¢i ptikazl, nebo prostiednictvim tabulky
a Ndkresny.

Objekty lze rozd€lit na geometrické, sestrojené jako vstupni prvky, nebo vysledky
geometrickych konstrukci, a objekty dalsi (Cisla, funkce, logické hodnoty, textové objekty,
obrazky, seznamy). Pomocné objekty jsou grafy. Mezi dalsi dilezit¢ objekty tadime
interaktivni prvky (tlacitka, zaskrtavaci policko atd.).

Dalsi déleni objektli je na volné, zavislé a sestrojené objekty. Volny objekt je objekt,
ktery je sestrojen pfimym nastrojem, nebo piikazem a neni vazan na zadné diive sestrojené
objekty. MiiZzeme s nim volné¢ manipulovat. Zavisly objekt je takovy, ktery je vazan na jiz
existujici objekt. Jeho poloha a dalsi parametry jsou vysledkem provedené konstrukce, proto
S nim nemuzeme volné pohybovat mysi. Posledni objekty jsou objekty sestrojené, které patii
mezi zavislé, ale mizeme s nimi pohybovat mysi (po ¢afe, v oblasti, kde byl definovan).

Kazda vazany objekt ma své predchiidce, naopak volny objekt obvykle slouzi ke
konstrukci objektt dalSich. Pokud smazeme objekt, tak to vede ke smazéani i vSech jeho
naslednikd.

Nastaveni vlastnosti objektli mlUZzeme ménit v okné Nastaveni, které vyvolame
kliknutim pravym tlac¢itkem mysi na objekt, nebo klavesovou zkratkou Ctr + E. Okno se
sklada z nékolika karet. Jako prvni je panel Zdkladni, ve které miZeme upravovat nazev,
popisek, zobrazeni a skryti objektii (skryté objekty v textové podob¢ vidime v Algebraickem

okné, ale v Ndkresné je nevidime), nebo popisu. Mezi dal$i panely patii grafické vlastnosti —
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barva, typ a tloustka ¢ary, druh, parametry a vypln¢ oblasti. Pro rychlé pfedefinovani objektu,
staci klikat my$i na objekt.

2.2 Nastroje
Konstrukéni a zobrazovaci nastroje programu jsou dostupné v nastrojové listé. V 1isté
je zobrazena ikona jednoho z nastroji dané tematické skupiny (sady podobnych nastroju).
Pokud chceme pravé tento nastroj pouzit, klikneme na tuto ikonu mys$i. Pfi vybéru jiného
nastroje dané sady, staci kliknout na nastroj a rozbalené sady vybereme pozadovany nastroj.
Vzhled nastrojové listy mizeme ovlivnit volbou néstroje a v polozce Nastavit panel ndastrojii.
(Gergelitsova, 2011)
Nastrojova lista obsahuje 11 hlavnich tematickych skupin nastroju: Pfemisténi, Bod,
Pfimka, Specialni piimka, Mnohouhelnik, Kruznice a oblouk, Kuzelosecka, Méfeni,

Transformace, Aktivni prvky a VSeobecné nastroje.

(& ] A7 [@ O] &)X =] 4

Obr. €. 25: Nastrojova lista

. .

e A
‘.
Y

Obr. €. 26: Nastroje
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2.2.1 Skupina nastroji pro premisténi
Ukazovatko — pfesun nebo vybér objekt
Objekt od ruky — tazeni mysi nakreslime funkci nebo geometricky objekt

Pero — pro psani nebo kresleni, 1ze ménit barvu na formatovacim panelu

2.2.2 Skupina nastroji pro konstrukci bodi

Novy bod — kliknuti do nakresny nebo ptimky, soufadnice bodu jsou uréeny po
uvolnéni tlacitka mysi

Bod na objektu — vytvofi bod vazany ke konkrétnimu objektu, kliknuti na tlacitko
uvniti objektu nebo na jeho obvodu

Pripojit / Oddé¢lit bod — kliknuti na bod a ptidéleni k objektu. Pro oddéleni bodu, staci
bod oznacit kliknutim a tim se zméni na volny objekt.

Prisecik — vytvoti prusecik po vybéru dvou objektli, nebo oznafeni piimo jejich
priniku

Stfred — kliknuti na jeji krajni body, nebo na tuto usecku, kliknuti na stfedovou
kuzelosecku (kruznici) ziskame jeji stied

Komplexni Cislo — kliknuti na nakresnu grafického nahledu

Extrémy — zvoleni funkce, najdeme jeji extrémy

Kofteny — zvoleni funkce, najdeme jeji kofeny

2.2.3 Skupina nastroji pro konstrukci primek nebo jejich ¢asti
Ptimka — zvoleni dvou bodli nebo mista v ndkresné
Usecka — zvoleni dvou bodti
Usecka s pevnou délkou — zvoleni bodu a délky usecky
Poloptimka — zvoleni dvou bodt
Lomena ¢ara — oznaceni vSech vrcholil a pak klepnuti na prvni vrchol znovu
Vektor — zvoleni dvou bodu (pocateéniho bodu a poté koncového bodu)

Vektor z bodu — zvoleni bodu a vektoru

2.2.4 Skupina nastroji pro konstrukci specidlni primky
Kolmice — oznaceni bodu a ptimky
Rovnobézka — oznaceni bodu a rovnobézky
Osa usecky — zvoleni dvou bodl nebo tsecky

Osa uhlu — zvoleni tfi bodd nebo dvou usecek
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Tecéna z bodu — zvoleni bodu, kruznice, kuZzelosecky nebo funkce

Poléra — zvoleni bodu nebo ptfimky, kruznice nebo kuzelosecCky

Lineérni regrese — Vybérem vice bodti nebo seznam boda

Mnozina bodii — nejprve bod, ktery vytvari mnozinu, pak bod na posuvniku nebo

objektu

2.2.5 Skupina nastroji pro konstrukci mnohotuhelniki
Mnohouhelnik — vybérem vSech vrcholl a pak znovu prvni bod
Pravidelny mnohouhelnik — zvoleni dvou bodi a pocet vrchol
Neménny mnohouhelnik — vybérem vSech vrcholl a pak znovu prvni bod

Vektorovy mnohothelnik — vybérem vrcholll a pak znovu prvni bod

2.2.6 Skupina nastroju pro konstrukci kruznic a oblouku
KruZznice dana stiedem a bodem — zvoleni stiedu a bodu na kruznici
Kruznice dana stfedem a polomérem — vybérem stfedu a zadani poloméru
Kruzitko — vybérem usecky nebo dvou bodi pro velikost poloméru, pak vybrat sfed
KruZznice dana tfemi body — vybérem tii boda na kruznici
Polokruznice nad dvéma body — vybérem dvou bodii
Kruhovy oblouk — vybérem stfedu a dvou bodti na kruznici
Kruhovy oblouk prochézejici tfemi body — vybérem tii bodi na oblouku
Kruhovy vyse¢ — vybérem stiedu a dvou bodii na ramenech

Kruhova vyse¢ k oblouku tfemi body — vybérem tii bodti oblouku

2.2.7 Skupina nastroji pro konstrukci kuzelosecek
Elipsa — zvoleni dvou ohnisek a bodu elipsy
Hyperbola — zvoleni dvou ohnisek a bodu hyperboly
Parabola — vybérem bodu a fidici pfimky

Kuzelosecka dana péti body — zvoleni pét bodi na kuzelosecce

2.2.8 Skupina nastroji pro méreni
Uhel — zvoleni tfi bodi nebo dvou piimek
Uhel dané velikosti — zvoleni bodu na rameni, vrcholu a velikosti uhlu
Vzdalenost — vybérem dvou bodii, usecky nebo kruznice

Obsah — zvoleni mnohothelniku, kruznice nebo kuzelosecky
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Spad — vybérem piimky

Seznam — oznaceni buiiky a vybérem nastroje
Vztah mezi objekty — zvoleni dvou objektt
Kontrola funkce — vybérem funkce

2.2.9 Skupina nastroju pro transformace
Osova soumérnost — vybérem vzoru a pak osy soumérnosti
Stiedova soumérnost — vybérem vzoru a pak stfedu soumérnosti
Kruhova inverze — vybérem bodu-vzoru, a pak kruznici
Otoceni o uhel — vybérem objektu, sttedu otoceni a thlu
Posunuti — vybérem objektu, vektoru

Stejnolehlost — vybérem objektu-vzoru, stfedu stejnolehlosti a koeficientu

2.2.10 Skupina nastroju pro vytvoreni aktivnich prvki
Posuvnik — vybérem pozice
Text — kliknuti na nakresnu nebo bodu se vytvofti text
Obrazek — kliknuti na nakresnu se vytvofti levy dolni roh obrazku
Tlacitko — vybérem pozice
Zaskrtavaci policko — kliknuti na ndkresnu vytvoii zaskrtavaci policko

Textové pole — kliknuti do grafického okna pro vloZeni textového pole

2.2.11 Skupina vSeobecnych nastroju

Pohybovat s nakresnou — posunuti nakresny nebo osy

Zvétsit — kliknuti na ndkresnu (uZziti kolecka mysSi)

Zmensit — kliknuti na nakresnu (uziti koleCka mysi)

Zobrazit / skryt objekt — vybérem objektil, které se maji zobrazit / skryt, pak zménit
nastroj, aby se zmény mohly uplatnit

Zobrazit / skryt popis — vybérem objektu, u kterého je potieba popis zobrazit / skryt

Kopirovat format — vybérem objektu, pak kliknout na ostatni objekty, u kterych
chceme piedat stejny styl

Zrusit — vybér objektu pro smazani
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2.3 Vybér klavesovych zkratek

Ctrl + Shift + A
Ctrl +D

Ctrl+ E

Ctrl +G

Ctrl +J

Ctrl + Shift +J
Ctrl + N

Ctrl + Shift + N
Ctrl + Shift + Alt + N
Ctrl+ O

Ctrl +S

Ctrl + Shift + S
Ctrl+Y
Ctrl+Z

Ctrl + 2
Ctrl+1

Zobrazit/skryt Algebraické okno
Ptepnout hodnotu/definice/ptikaz
Otevfit zobrazeni vlastnosti objektu
Zobrazit/skryt vybrané objekty
Vybrat ptedchiidce

Vybrat nasledniky

Nové okno

Otevtit dalsi okno

Otevtit pfedchozi okno

Otevtit novy soubor

Ulozit

Zobrazit tabulku

Krok vpted

Krok zpét

Zvetsit velikost pisma, tloust’ku Cary a velikost bodu

Standardni velikost pisma, tloustky cary a velikost bodu
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3. Piiklady

Piiklad 3.1

Urcete V A, vzajemnou polohu piimek m = {A, u}, n = {B, v}, je-li dano parametrické

vyjadfeni:

a)

m: X=2-t
y=2+3t

n: X=1+s
y=4+2s

Reseni

Musime zjistit smérové vektory ptimek a souradnice vektoru (B — A):

m:u = (-1, 3),n:v=(1,2). Body A=[2, 2], B=[1, 4] a soufadnice vektoru B — A = (-1, 2)
uy _ (-13 -1 3\ _
h(y) = (7 2) ~ (G 5)=2

u -13 -1 3 -13
(5)- (29 (39)-(39)-
B—-A —-12 0-1 00

Hodnost matic vysla 2 a 2, proto piimky m, n jsou riznobézné.

Najdeme prisecik ptimek m, n.

m=n
2—-t=1+s
2+3t=4+2s

Z prvni rovnice vyjadiime S a dosadime do druhé rovnice.
2+3t=4+2(1-1)
5t=4

t=

ZYES

Dosadime t do parametrického vyjadieni primky m.
-0 2_6_
X=2 cT 3 1,2

y=2+3() == =44
Prisecik ptimek m, n je C = [1.2, 4.4].
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Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Do ptikazového fadku zapiSeme piedpis pro bod A a vektor u. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky m: X = (A) + (u)t. Tim se nam v Ndkresné vytvori piimka m.

2. Do ptikazového fadku zapiSeme ptedpis pro bod B a vektor v. Nasledné¢ parametrické
vyjadieni ptimky n: X = (B) + (v)s. Tim se nam v Ndkresné vytvoii pfimka n.

3.V Ndkresne miizeme vidét, Ze pfimky m, n jsou riiznobézné a protinaji se ndm v bodé¢, ktery
najdeme.

4. Do piikazového tadku zapiSeme piikaz: prusecik (m, n). V Ndkresné se nam zobrazi

prusecik C, ktery ma souradnice (1.2, 4.4).

Obr. ¢. 27: Priklad 3.1 a)

b)

m: X=2+t
y=2+3t

n: X=1+s
y=4+3s

Reseni

Musime zjistit smérové vektory ptimek a soutadnice vektoru (B — A):

m: u = (1, 3),n:v=(1,3). Body A =12, 2], B=[1, 4] a soufadnice vektoru B — A = (-1, 2)

r(@) = (3) ~ (Go) =
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u 1 3 13
h< \'4 >=(13>~(05>=2
B—A —-12 00

Hodnost matic vysla 1 a 2, proto pifimky m, n jsou rovnobézné.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Do ptikazového tadku zapiSeme piedpis pro bod A a vektor u. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky m: X = (A) + (u)t. Tim se ndm v Ndkresné vytvori piimka m.

2. Do piikazového fadku zapiSeme ptedpis pro bod B a vektor v. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky n: X = (B) + (v)s. Tim se nam v Nakresné vytvori piimka n.

3. V Ndkresné muzeme vidét, ze ptimky m, n jsou rovnobézné. Pokud bychom zapsali do

ptikazového tadku piikaz: prusecik (m, n), tak by nam vysel, ze neexistuje.

Obr. ¢. 28 Priklad 3.1 b)

Piiklad 3.2

Urcete v Az vzajemnou polohu piimek m = {A, u}, n = {B, v}, je-li dano parametrické

vyjadfeni:

a)

m: X=1+t
y=1+3t
2=2+2t

n: X=1+s
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y=4-s

z=-1+s
Reseni
Musime zjistit smérové vektory ptimek a soutadnice vektoru (B — A):
mu=(1,3,2),nv=(1-11).Body A=[1,1, 2], B=[1, 4, -1] a soufadnice vektoru B — A
=(0, 3, -3)

h(g): (ﬁ_j_i)~,(b:1ji):z

u 13 2 132 13 2
h( A% >= (1—1 1>~(0—4—1)~<0—4—1>=3
B—-A 0 3-3 0 3-3 0 0-15

Hodnost matic vysla 2 a 3, proto pfimky m, n jsou mimobé&zné.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Pfepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazena okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do ptikazového tadku zapiSeme piedpis pro bod A a vektor u. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky m: X = (A) + (u)t. Tim se ndm v Ndkresné vytvori piimka m.

3. Do piikazového tadku zapiSeme predpis pro bod B a vektor v. Nasledné¢ parametrické
vyjadreni ptimky n: X = (B) + (v)s. Tim se nam v Nakresné vytvori piimka n.

4. V Ndakresne mizeme vidét, ze piimky m, n jsou riznobézné nebo mimobézni. Po zapsani

ptikazu: prusecik (m, n) se nam ukaze, ze neexistuje. Proto jsou pfimky m, n mimobé&zné.

- A . R v
o e 4@ LN e =

@

e

e

Obr. €. 29: Priklad 3.2 a)
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b)

m: Xx=1+t
y=1+3t
2=2+2t

n: X=1+s
y=-3-5
z=1+s

Reseni

Musime zjistit smérové vektory pfimek a soutadnice vektoru (B — A):
mu=(1,3,2),nv=(1-11). Body A=[1,1, 2], B=[1, -3, 1] a soufadnice vektoru B — A
=(0,-4,-1)

(@)= (101D~ (0245 =2

u 132 132 132
h< \Y >= (1—11>~<0—4—1>~(0—4—1)=2
B—-A 0—-4-1 0—-4-1 000

Hodnost matic vysla 2 a 2, proto pfimky m, n jsou riznob&zné.

Najdeme prisecik ptimek m, n.

m=n

1+t=1+s

1+3t=-3-5

2+2t=1+s

Z prvni rovnice vyjadiime t a dosadime do druhé rovnice.
t=s

1+3s=-3-5

s=-1

Dosadime s do parametrického vyjadieni ptimky n.
x=1+(-1)=0

y=-3-(-1)=-2

z=1+(-1)=0

Prisecik piimek m, n je C = [0, -2, 0].

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Ptepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazend okna (pohledy) — 3D Grafika.
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2. Do ptikazového tadku zapiSeme piedpis pro bod A a vektor u. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky m: X = (A) + (u)t. Tim se nam v Ndkresné vytvoii piimka m.

3. Do ptikazového tadku zapiSeme predpis pro bod B a vektor v. Nasledn¢ parametrické
vyjadieni ptimky n: X = (B) + (v)s. Tim se nam v Ndkresné vytvori piimka n.

4. V Ndkresné muzeme vidét, ze ptimky m, n jsou riznobézné nebo mimobézni. Po zapsani

ptikazu: prusecik (m, n) se nam vytvoii prisecik C, proto jsou pfimky m, n riznob&zné.

- A P e .
o e A @ LN = -

®
(&) r
L]
Obr. ¢. 30: Priklad 3.2 b)

c)

m: Xx=-1+3t
y=2+3t
2=-2+2t

n: X=S
y=5-4s
Zz=5s

Reseni

Musime zjistit smérové vektory ptimek a soutadnice vektoru (B — A):
m:u=(3,3,2),n:v=(1-4,5). Body A =[-1, 2,-2], B =0, 5, 0] a soufadnice vektoru B — A
=(1,3,2)

h(g) = (31 —i g) ~ (30 135 —213) =2
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u 3 32 3 3 2 33 2
h( v >=<1—4 5)~<015 —13)~<015—13>:3
B—A4 132 0 -6 —4 00 —46

Hodnost matic vysla 2 a 3, proto ptimky m, n jsou mimobézné.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Pfepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazenda okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do ptikazového tadku zapiSeme piedpis pro bod A a vektor u. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky m: X = (A) + (u)t. Tim se nam v Ndkresné vytvoii piimka m.

3. Do piikazového fadku zapiSeme ptedpis pro bod B a vektor v. Nasledné parametrické
vyjadieni ptimky n: X = (B) + (v)s. Tim se nam v Ndkresné vytvori piimka n.

4. V Ndkresné mizeme vidét, ze piimky m, n jsou riiznobézné nebo mimobézni. Po zapsani

ptikazu: prusecik (m, n) se ndm nevytvoti prusecik, proto jsou pfimky m, n mimob&zné.
L ]

)
Rl S PBe @ LN ™S S cq

-
-

g Ml

ALz}

Obr. ¢. 31: Priklad 3.2 ¢)

Piiklad 3.3

Uréete v Az vzajemnou polohu piimky m = {A, u} a roviny a = {B, v, w}, je-1i dano:
a)

m:A=[2,4,2],u=(1,0,2)

a:B=[1,1,2],v=(1,3,2),w=(2,2,3)

Resdeni

Urc¢ime soufadnice vektoru B — A:
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u=(1,0,2),v=(132),w=(2 2 3),B-A=(1,-3,0)

u 102 10 2 10 2
h<v>=<132>~<03 O>~(03 O>=3
w 223 0-2-1 00-3

u 102 102 102
Wl Vo o1 32)_[030) (030]_,
w 2 2 3 0 0-3 0 0-3
B-4A ~1-30 00 2 000

Hodnost matice vys$la 3 a 3, proto pfimka m a rovina a jsou riznob&zné.

Najdeme prisecik ptimky a roviny.

m=a«a

2+t=1+s+2k

4=1+3s+2k

2+2t=2+2s+3k

Resime soustavu ti rovnic o tiech neznamych.

t-s—2k=-1

-3s -2k =-3

2t—25s—-3k=0
1-1-2|-1 1-1-2

<0—3—2 —3) ~ (0—3—2
2—2-310 00 1

t—-s—2k=-1

-3s -2k =-3

k=2

-1
_3>
2

s=—
3

-8
t_3

x=2+t=2+2=2=
3 3

4,67
y=4
2=2+2=2+2()=2=733

Prasecik pfimky m a roviny « je C = [4.67, 4, 7.33].

Reseni pomoci programu GeoGebra
1. Ptepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazenda okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do piikazového fadku zapiSeme predpis pro bod A a vektor u. Nasledné ptikaz pro piimku:

m: Primka (A, u). Tim se nam v Ndkresné vytvori ptimka m.
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3. Do piikazového fadku zapiSeme piedpis pro bod B a vektor v, w.

4. Vytvorime rovinu a, pomoci piikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod
zvolime bod B a dalsi dva body zvolime vektory v, w.

5. V Ndkresné muzeme vidét, ze pfimka m a roviny a jsou riznob&zné. Piikazem: C =

Prusecik (m, a) se nam vytvofi prusecik C, ktery ma soufadnice (4.67, 4, 4.33).

“ 1 ht 2 o), o
-»e S W a . A8 S

®

Obr. ¢. 32: Priklad 3.3 a)

b)

m:A=[3,1,2],u=(-2,6,2)
a:B=[-4,1,2],v=(2,0,4),w=(2,-4,0)

Reseni

Ur¢ime soutfadnice vektoru B — A:
u=(-2,6,2),v=(20,4),w=(2,-4,0),B-A=(-7,0,0)

u -2 6 2 —26 2 —26 2
h<v>=<2 04>~<066)~<066>:2
w 2 40 0 22 000

u -2 6 2 -2 6 2 —262
pl v\ 204y [0 6 6| _[066]_,
w 2 —40 0 2 2 0 026
B—A ~7.0 0 0 —42-14 000

Hodnost matice vysla 2 a 3, proto ptimka m a rovina a jSou rovnobé&zné.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Piepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazena okna (pohledy) — 3D Grafika.
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2. Do piikazového fadku zapiSeme ptedpis pro bod A a vektor u. Nasledné piikaz pro piimku:
m: Primka (A, u). Tim se nam v Ndkresné vytvoii pfimka m.

3. Do ptikazového tadku zapiSeme ptedpis pro bod B a vektor v, w.

4. Vytvofime rovinu a, pomoci ptikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod
zvolime bod B a dalsi dva body zvolime vektory v, w.

5. V Ndkresné mizeme vidét, ze pfimka m a roviny a jsou rovnobé&zné. Piikazem: C =

Prusecik (m, a) zjistime, Ze prusecik neexistuje.

e » . » o7 o
- P S W L, B S

Obr. ¢. 33: Priklad 3.3 b)

Priklad 3.4

Urcete v Az vzajemnou polohu roviny a = {A, u, v} aroviny g = {B, w, p}, je-li dano:
a)

a:A=[-1,1,2],u=(2,1,4),v=(0,-4,0)

p:B=[0,1,2],w=(3,1,1),p=(2,-2,0)

Reseni

Ur¢ime soufadnice vektoru B — A:
u=(,1,4),v=(0,-4,0,w=(3,1,1),p=(2,-2,0),B-A=(1,0,0)

u 214 21 4 21 4 21 4
plv)_[o-40) _(0-4 0 ) (0—40) [0-40]_,
w 311 0—1-10 0 0 40 0 0 40
p 2-20 03 4 00 16 00 0
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u 214 2 4 21 4 21 4
\4 0—-40 0 0 0—-4 0 0-4 0
Rl w [=]311 —10|~|0 0 40 |0 0 40[=3
\p \220 \034 \0016 \000
B—A 100 0 -1 -4 0 0 6 0 0O
Hodnost matice vysla 3 a 3, proto rovina a a rovina 8 jsou riznob&zné.
Najdeme ptimku spole¢nych bodt, kterou nazyvame priisecnice.
Roviny si vyjadiime pomoci obecné rovnice. Nejdiive uré¢ime normalovy vektor pomoci
vektorového soucinu.
u=(2,1,4),v=(0,-4,0),w=(3,1,1),p=(2,-2,0)
uUuxyvs= (U2V3 — VoUs, U3V1 — VaU1, U1Vo — V1U2)
uxv=(0-(-16),0-0,-8-0) = (16,0, -8)
W X P = (W2P3 — P2Ws, WaP1 — PaWa, WiP2 — P1W2)
wxp=(0-(-2),2-0,-6-2)=(2, 2,-8)
a:16x-8z2+d=0

d=232
a:16x—8z=-32
B:2x+2y-8z+d=0
d=14

B:2x +2y -8z =-14
Resime soustavu dvou rovnic o tfech neznamych.
16x -8z =-32
2x +2y -8z = -14
Zvolime si parametr: X = t.
16t -8z =-32
2t+2y—8z=14
Z prvni rovnice vyjadiime z a dosadime do druhé rovnice.
z2=4+2t
2t+2y—-8(4 +2t)=14
y=9+T7t
Parametr t, je zaroven parametrem v prusecnici m rovin «, .
m: X=t
y=9+T7t
z=4+2t
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Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Piepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazena okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do prikazového tadku zapiSeme predpis pro bod A a vektory u, v.

3. Vytvofime rovinu a, pomoci piikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod
zvolime bod A a dalsi dva body zvolime vektory u, V.

4. Do ptikazového tadku zapiseme piedpis pro bod B a vektory w, p.

5. Vytvotfime rovinu S, pomoci piikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod
zvolime bod B a dalsi dva body zvolime vektory w, p.

6. V Ndakresné se zobrazi obé roviny, pro urceni zda maji spole¢nou piimku, pouzijeme
ptikaz: Prusecik (a, ), ktery nam vyhodnoti, Ze roviny jsou riznobézné a maji spole¢nou

prunikovou ptfimku.

|

Obr. ¢. 34: Priklad 3.4 a)

b)

a:A=1[2,-1,-3l,u=(2,2,0),v=(0,-4,0)
B:B=[4,11],w=(0,20),p=(2-20)

Reseni

Ur¢ime soutadnice vektoru B — A:
u=(2,2,0),v=(0,-4,0),w=(0,20),p=(2-2,0,B-A=(22,4)

u 220 220 220
plV)o[o-40) _(0-40) [0-40]_,
w 020 000 000
p 2-20 0 —40 000
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u 220 220 220
(o) (325) (825 (525
hl w |[=lo2o0|~]loo0oo0]|~]004]=3
\p \2—20 \0—40 \000
B—A 2 2 4 00 4 000

Hodnost matice vysla 2 a 3, proto rovina a a rovina  jsou rovnob&zné.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Pfepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazena okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do ptikazového tadku zapiSeme piedpis pro bod A a vektory u, v.

3. Vytvofime rovinu @, pomoci piikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod
zvolime bod A a dalsi dva body zvolime vektory u, V.

4. Do ptikazového tadku zapiseme piedpis pro bod B a vektory w, p.

5. Vytvotfime rovinu S, pomoci piikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod
zvolime bod B a dal$i dva body zvolime vektory w, p.

6. V Ndakresné se zobrazi obé roviny, pro urceni zda maji spoleCnou ptfimku, pouZzijeme

ptikaz: Prusecik (a, 8 ), ktery neexistuje, proto jsou roviny rovnob&zné.

- A . . - »
o . P
L R S &, . S

- -.<<-_._,.-_-_.__.'*.__-_-,-,_..-->
o

Obr. ¢. 35: Priklad 3.4 b)

Priklad 3.5

Rozhodnéte, zda bod A lezi v roviné a = {B, u, v}, je-li dano:
a)

A=14,5,1]

a:B=[1,2,1,u=(4,2,0),v=(3,1,0)
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Reseni
Urcéime soufadnice vektoru B — A:

u=(4,20)v=(310),B-A=(3,-30)

h()= (510 ~ (6220) =2

u 4 2 0 4 2 0 4 2 0
h< \Y >=(3 1 0>~(0 -2 O>~<O -2 0)=2
B—-A -3 -30 0 -6 0 0 0 O

Hodnost matic vysla 2 a 2, proto bod A lezi v roviné a.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Ptepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazenda okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do ptikazového fadku zapiSeme piedpis pro bod A.

3. Do ptikazového tadku zapiseme piedpis pro bod B a vektory u, v.

4. Vytvoiime rovinu a, pomoci ptikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod

zvolime bod A a dalsi dva body zvolime vektory u, V.

e L@ LN e =

Obr. &. 36: Priklad 3.5 a)

b)

Rozhodnéte, zda bod A lezi v roviné a = {B, u, v}, je-li dano:
A=17,-3,-1]

a:B=10,-1,2],u=(1,1,2),v=(52,2)
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Reseni
Urcéime soufadnice vektoru B — A:

u=(1,1,2),v=(522),B-A= (3,2 3)

V0= (LY~ (L 22

u 11 2 11 2 1 1 2
h< \Y >= (5 2 2) ~ <0 -3 —8) ~ <O -3 —8>=3
B—-A 32 3 0 -1 -3 0 0 1

Hodnost matic vysla 2 a 3, proto bod A nelezi v roviné a.

Reseni pomoci programu GeoGebra

1. Ptepneme aplikaci do 3D Grafika. Hlavni menu — Zobrazena okna (pohledy) — 3D Grafika.
2. Do ptikazového fadku zapiSeme piedpis pro bod A.

3. Do piikazového fadku zapiSeme ptedpis pro bod B a vektory u, v.

4. Vytvofime rovinu a, pomoci piikazu: Rovina (<Bod>, (<Bod>, (<Bod>). Kdy za bod

zvolime bod A a dalsi dva body zvolime vektory u, V.

T e A @ LN - =

Obr. ¢. 37: Priklad 3.5 b)
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Z.avér

Hlavnim cilem bylo vytvofit praci, kterd pojednava o problematice afinnich prostort
a programu GeoGebra. Snazila jsem se vymezit zakladni teorii a uvést jeji uziti na
konkrétnich ptikladech.

V prvni a druhé kapitole jsem se vénovala teoretické Casti a v posledni tieti kapitole
jsem se zaméfila na konkrétni piiklady vzajemné polohy podprostorti afinniho prostoru
a vyuzitim programu GeoGebra. Teoreticka cast byla zamétena na afinni prostor a vzajemnou
polohu podprostorti afinniho prostoru. Vénovali jsme se definicim, vysvétlenim pojmu
a vlastnostem. Velkd cast je vénovédna vzdjemnym poloham, které mohou byt rovnobézné,
splyvajici, riznobézné nebo mimob&zné. V druhé kapitole jsem popsala program GeoGebra.
Program je velice piehledny, nabizi mnoho funkci k vytvareni materialii. Velkou vyhodou pfi
vyuziti programu pii vyuce je nazornost pro leps$i porozuméni daného uciva. Kapitoly byly
doplnény obrazky pro lepSi piedstavivost, které jsem vytvorila v programu GeoGebra.
Teoreticka ¢ast byla potfebna k feSeni konkrétnich ptikladli v posledni ¢asti prace. Ptiklady
jsem ftesila jak pocetné, tak za pomoci programu GeoGebra. Diky programu GeoGebra jsme
ziskali nazornou ptedstavu o poloze bodu a roviny, dvou pifimek, pifimky a roviny a dvou
rovin.

Text prace mize pomoci studentim k seznameni programu GeoGebra a procvicovani

latky vzajemnych poloh podprostort afinniho prostoru.
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