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Uvod

Vyuka matematiky na zdkladni $kole je dlouhodobé¢ spojovana s problematikou motivace
zakl a s obtizemi pii prechodu od konkrétni zkuSenosti k abstraktnimu matematickému mysleni.
Zaci ¢asto vnimaji matematiku jako soubor formalnich postupt bez ziejmé souvislosti s realnymi
podnéty nebo bez prvku objevovani. Didakticka literatura pfitom zdaraziuje vyznam
aktivizacnich metod, prace s problémem a vytvareni situaci, které vedou k formulaci hypotéz,
hledani pravidelnosti a jejich zobecnéni.

Jednou z moznosti, jak podpofit aktivni zapojeni zakd, je vyuziti prvku piekvapeni a
prace s netradicni ulohou. Situace, ktera se na prvni pohled jevi jako ,,kouzelny efekt”, mize byt
nasledné¢ analyzovana a pfevedena do podoby matematického modelu. Takovy postup umoznuje
pfirozeny pfechod od konkrétni manipulativni ¢innosti k formalnimu zapisu vztahti a podporuje
rozvoj schopnosti zobeciiovani. V tomto kontextu piedstavuji principy vyuzivané v karetnich
tricich vhodny didakticky prostfedek, nebot’ jsou cCasto zaloZzeny na jasné¢ definovanych
matematickych zékonitostech.

Cilem této bakalarské prace je navrhnout, metodicky zdivodnit a didakticky analyzovat
soubor pracovnich listi pro vyuku matematiky na zakladni Skole, které vyuzivaji principy
karetnich trikii jako prostfedek k rozvoji matematického mysSleni, porozuméni vztahim a
schopnosti zobectiovani.

Pro naplnéni tohoto cile jsou stanoveny nasledujici dil¢i cile:

e vymezit teoretickd vychodiska motivace ve vyuce matematiky a popsat roli aktiviza¢nich

metod v rozvoji matematického mysleni.
e charakterizovat proces pfechodu od konkrétni okolnosti k matematickému modelu.

e stanovit kritéria vybéru matematickych témat vhodnych pro zpracovani formou

pracovnich listi.

e navrhnout jednotnou metodiku tvorby pracovnich listii.



e vytvofit soubor pracovnich listll pro rizné ro¢niky zakladni Skoly v souladu s pozadavky

ramcového vzdélavaciho programu.

e provést didaktickou analyzu pfinost a limitlh navrZzenych material.

Prace je rozdélena na teoretickou a praktickou cast. Teoreticka Cast se zabyva
problematikou motivace, aktivizatnich metod a modelovani v matematickém vzdélavani.
Praktickd c¢ast predstavuje metodiku tvorby pracovnich listi a jejich konkrétni realizaci pro
vybrana témata zakladni Skoly. Zavér prace shrnuje dosazené vysledky a hodnoti naplnéni

stanovenych cila.



1. TEORETICKA VYCHODISKA

1.1. Motivace ve vyuce matematiky
1.1.1.  VnitFni a vnéjSi motivace

Motivace je v pedagogické psychologii povazovana za vyznamny faktor ovliviujici
proces udeni i zapojeni zaka do vyukovych ¢innosti. Skolni usp&$nost piitom nelze vysvétlovat
pouze kognitivnimi schopnostmi, ale je nutné zohlednit také motivaci, o¢ekavani a postoje zaki
(Mares, 2013).

V odborné literatufe byva nejcasteji rozliSovana motivace vnitini a vnéjsi. Toto ¢lenéni
systematicky rozpracovdva teorie sebedeterminace (Self-Determination Theory), kterou
formulovali Deci a Ryan (2000, s. 54-67). Podle této koncepce je vnitini motivace
charakterizovdna vykonavanim ¢innosti pro samotny zdjem, radost nebo uspokojeni, které z ni
plyne. Vnéjsi motivace je naopak podminéna ocekdvanym disledkem jednani (napt. odménou ¢i
vyhnutim se trestu), miize se vSak postupn¢ internalizovat a stat se osobné vyznamnou.

Prestoze vné€j$i motivace muze vést k plnéni ukold, vyzkumy ukazuji, ze dlouhodobé
stabiln&jsi a kvalitn€j$i uceni je spojeno s motivaci vychézejici z vlastniho zajmu o ¢innost (Deci
a Ryan, 2000, s. 54—67). Takto motivovani zaci vykazuji vyssi miru vytrvalosti, hlubsi kognitivni
zpracovani uciva a vétsi ochotu fesit naro¢né problémy.

Tento typ motivace zaroven podporuje autonomii zaka. Autonomie je chapana jako pocit,
7e jedinec jedna na zakladé vlastniho rozhodnuti a Ze ma kontrolu nad procesem uéeni. Zak,
ktery vnimd, Ze rozumi feSenému problému a dokdze jej samostatné vyftesit, ziskdva zkusenost
kompetence, kterd dale posiluje jeho aktivni zapojeni do vyuky. (Deci a Ryan, 2000)

Postoj zakli k matematice pfitom jejich motivaci vyrazné ovlivituje. Schoenfeld (1985)
upozoriiuje, ze napiiklad pfedstava, Ze matematické ulohy maji vzdy rychlé a jednoznacné
feSeni, vyznamné snizuje ochotu vytrvat pfi feSeni problému. Pokud Zzdk opakované zaziva
neuspech, mize dochazet k postupnému oslabovani jeho vnitini motivace.

Jestlize je vyuka redukovana na reprodukci postupii a mechanické procvicovani
algoritml, muZe dochazet k poklesu zajmu o hlubsi porozuméni. Naopak situace, které podporuji
zvidavost, vyzaduji aktivni hledani feSeni a umoZiuji objevovat pravidelnosti, vytvareji

podminky pro rozvoj motivace zalozené na vlastnim poznavani. V tomto smyslu je dilezité



vytvaret takové vyukové prostfedi, v némz Zaci nejsou pouze pasivnimi piijemci postupil, ale
aktivnimi ucastniky procesu poznavani.
Pokud ma byt prace s prekvapivou matematickou situaci didakticky smysluplnd, musi

podnécovat samostatnou snahu porozumét vzniklé situaci.

1.1.2. Problém motivace v matematickém vzdélavani

Motivace v matematice neni ur¢ovana pouze individualnimi schopnostmi zaki, ale také
jejich zkuSenostmi, emocemi a piedstavami o povaze samotného predmétu. Pravé tyto faktory
Casto rozhoduji o tom, zda zak pii feSeni tlohy vytrva, nebo rezignuje.

Jednim z vyznamnych jevl je matematickd uzkost. Ashcraft a Krause (2007, s. 243-245)
Ji charakterizuji jako stav napéti a obav, ktery se objevuje pfi praci s matematickymi tllohami a
negativné ovliviiuje vykon mimo jiné tim, e zatéZuje pracovni pamét. Uzkost byvé spojena s
opakovanou zkuSenosti neuspéchu a se silnym dirazem na vykonové hodnoceni (Hembree,
1990, s. 33-35). Pokud 74k matematiku dlouhodob¢ spojuje se selhanim, jeho ochota poustét se
do naroc¢néjSich problémi piirozené klesa.

Dalsim faktorem je stereotypni obraz matematiky jako oblasti uréené pouze
Htalentovanym® jedincim. Takové ptesvédceni podporuje fixni pojeti schopnosti, které podle
Dweckové (2006, s. 6-9) vede k vyhybani se obtiznym ulohdm a k obavadm ze ztraty statusu
,schopného zdka*. Schoenfeld (1985, s. 15-18) zaroven upozoriuje, ze pokud je matematika
prezentovana prevazné jako soubor hotovych algoritmi s jedinym spravnym vysledkem, zaci si
osvojuji predstavu, ze cilem je rychlost a bezchybnost, nikoli porozumeéni. V takovém prostiedi
se chyba stava selhdnim, nikoli zdrojem poznani.

Tyto faktory se ve vyuce &asto promitaji do pasivity. Zaci ekaji na postup predlozeny
ucitelem, minimalizuji vlastni iniciativu a soustfedi se predevSim na spravnost vysledku. Z
pohledu teorie sebedeterminace (Ryan a Deci, 2017) tim dochazi k oslabeni pocitu autonomie a
kompetence, tedy dvou podminek rozvoje vnitini motivace. Nizké zapojeni pak muze vést k
hor$im vykontiim, které dale potvrzuji negativni o¢ekavani.

Problém motivace v matematickém vzdélavani proto nelze chépat pouze jako otazku
,hechuti k u€eni. Jde o souhru emoci, presvédceni a zkuSenosti, které se vzajemné posiluji.
Pokud ma byt tento kruh narusen, je tfeba vytvaret podnéty, v nichZ matematika neptisobi jako

test schopnosti, ale jako prostor pro objevovani vztah. V tomto kontextu mize mit vyznam



situace, kterd narusi stereotypni ocekavani a vyvola otazku ,,pro¢ to tak je?*. Pravé tato otdzka

muZze pfedstavovat prvni krok od pasivniho pfijimani postupt k aktivnimu hledani vysvétleni.

1.1.3.  Role piekvapeni a kognitivniho konfliktu

Jednim z faktorfi, které mohou vyrazné ovlivnit zdjem o ucivo, je piekvapeni. K
prekvapeni dochazi tehdy, kdyz se vysledek nebo pribéh urcitého déje lisi od toho, co clovék
ocekava. Prave tento rozpor mezi ocekavanim a skutec¢nosti vede ke zvySené pozornosti a snaze
porozumét tomu, co se stalo.

Z pohledu psychologie je piekvapeni reakci na nesoulad mezi tim, co ptedpoklddame, a
tim, co skutecné nastane. Meyer, Reisenzein a Schiitzwohl (1997, s. 252-255) ukazuji, Ze
podobny moment piirozené pfitahuje pozornost. Ve vyuce muze pierusit stereotypni prabéh
hodiny a aktivovat zaky, ktefi by jinak zGstavali spiSe pasivni.

Hidi a Renninger (2006, s. 112—-114) popisuji, Ze zdjem miZe vzniknout na zakladé
podnétu, ktery je neobvykly nebo vyvolava otazky. Piekvapeni tak mize fungovat jako pocatecni
impuls, ktery vede od kratkodobého zaujeti k hlub§imu zapojeni. Samo o sob¢ vSak nestaci —
rozhodujici je, zda je spojeno s moznosti hledat vysvétleni.

S prekvapenim tzce souvisi pojem kognitivniho konfliktu. Piaget (1970, s. 13—16)
popisuje uceni jako proces, v némz ¢loveék neustale porovnava své dosavadni predstavy s novou
zkuSenosti. Pokud nova zkuSenost do stavajicich predstav nezapadd, vznika napéti, které mize
vést k jejich prehodnoceni. Kognitivni konflikt tedy neznamena pouhé zmateni, ale mtize byt
podnétem ke zméné zpusobu uvazovani.

Aby byl tento proces pfinosny, musi byt podnét pfimefené narocny. Posner a kol. (1982,
s. 211-215) upozornuji, ze piili§ silny rozpor miize vést k frustraci, zatimco pftili§ slaby
nepfinese zadnou zménu. V matematice miize takové napéti vzniknout naptiklad tehdy, kdyz
vysledek ulohy odporuje intuici nebo béZné pouzivanému postupu.

NaruSeni oc¢ekavani Casto vyvolé otdzku ,,proc“. Loewenstein (1994, s. 75-78) vysvétluje
zvédavost jako stav, kdy si ¢lovék uvédomi rozdil mezi tim, co vi, a tim, co by chtél védét.
Ptekvapivy moment tento rozdil zvyrazni a mize podnitit snahu doplnit chybé&jici vysvétleni.

V matematice ma tento moment zvlaStni vyznam. Pokud je 74k konfrontovan s

vysledkem, ktery se zda byt ,,nelogicky* nebo ne¢ekany, mize to vést bud’ k rezignaci, nebo k



hledani hlubsiho principu. Smyslem prace s prekvapenim proto neni efekt sdm o sobé, ale
vytvofeni podnétu vedouciho k systematickému rozboru a pochopeni vztaht.

V tomto pojeti neptedstavuje ptekvapeni pouhé zpestieni vyuky. Mlze byt prostfedkem,
jak narusit stereotypni piedstavu matematiky jako souboru hotovych postupii a oteviit prostor
pro objevovani. Pokud je takovy podnét didakticky promysleny, miize podpofit aktivni zapojeni

zakl a promeénit pocatecni udiv v motivaci hledat vysvétleni.

1.2. Aktivizujici a problémové vyucovani
1.2.1.  Aktivizujici metody ve vyuce matematiky

Soucasna vyuka matematiky se postupné vzdaluje modelu, v némz ucitel predava hotové
poznatky a zak je pouze piijimd. Stale vice se prosazuje pristup, ktery stavi na aktivni roli zaka
pii objevovani a porozuméni matematickym vztahtim. Aktivizujici metody smétuji k tomu, aby
se zak do uceni zapojil vlastni Cinnosti, fesil problémy a premyslel o svém postupu (Manak a
Svec, 2003, s. 23-26).

Zakladnim vychodiskem je ptedpoklad, ze poznani nevznikd pouhym poslechem
vykladu, ale ¢innosti. Skalkova (2007) zduraziiuje, Ze uceni je ucinnéjsi tehdy, kdyz zak chape
smysl toho, co déla. V matematice to znamena vic nezZ jen zopakovat predvedeny postup. Pokud
ma uloha vyzadovat vlastni rozhodovani a hledani cesty k feSeni, vede to k hlubsimu porozuméni

nez mechanické procvicovani algoritmi.

1.2.2. Samostatna ¢innost zaku

Duraz na samostatnou praci neznamena, ze zak ziistava bez podpory. Jde spise o to, aby
m¢l prostor zkouSet rtizné moznosti, formulovat vlastni postup a uvazovat o tom, pro¢ funguje.
Petty (2013, s. 24-27) upozorniuje, ze aktivni zapojeni vede nejen k lepSimu zapamatovani, ale 1
k vétsi schopnosti pouzit poznatky v nové situaci.

V matematice je tento princip obzvlast dilezity. Spravny vysledek totiz jesté neznamena
porozuméni. Zak miize dojit ke spravnému &islu, aniz by rozumél vztahtim, které k nému vedly.
Ptipady, které vyzaduji hledani vlastniho feSeni, podporuji schopnost argumentovat, porovnavat

postupy a uvédomovat si souvislosti.



1.2.3.  Role ucitele

S tim souvisi 1 proména role ucitele. Ucitel jiz nevystupuje pouze jako zdroj spravnych
odpovédi, ale jako ten, kdo vytvaii podminky pro uceni. Jeho tikolem je klast otazky, usmériiovat
diskusi a pomdhat Zakim zpiesiovat jejich mysSlenky. Aktivita zZak vSak neni nahodild —
sméfuje k jasné stanovenému cili (Manak a Svec, 2003, s. 26-28).

V matematice je tato role zvIast’ dilezitd pii praci s lohami, jejichz feSeni neni na prvni
pohled ziejmé. Ucitel zde pomaha zakiim formulovat hypotézy, zkoumat jejich platnost a hledat
souvislosti, misto aby pfedkladal hotové postupy. Takovy pfistup podporuje hlubsi porozuméni a
vede zaky k tomu, aby matematiku nevnimali jen jako sled predem danych krokd.

Aktivizujici metody predstavuji systematicky pfistup, ktery stavi na Cinnosti Zaka a
promyslené podpoie ucitele. Tento ramec vytvaii prostor i pro praci s tlohami, které vyvolava;ji
otazky a vedou k hledani vysvétleni — tedy 1 pro situace, které budou rozpracovany v dalsi ¢asti

prace.

1.2.4.  Problémové vyucovani

Problémové vyucovani stavi na situaci, v niz zdk nema k dispozici pfedem dany postup
feSeni. Nejde pouze o ,t¢z81 priklady*, ale o ulohy, které vyzaduji hledani vlastni cesty,
formulovani ptfedpokladii a jejich ovéfovani. Smyslem neni rychle dospét ke spravnému
vysledku, ale projit procesem uvazovani, ktery vede k porozuméni (Manak a Svec, 2003, s.
74-76).

V matematice je tento pfistup pfirozeny, protoZze samotnid matematika vznikd feSenim
problémt, hledanim vztahi a zdivodinovanim tvrzeni. Pokud je vyuka omezena pouze na
aplikaci hotovych algoritmi, mlze byt spravny vysledek dosaZen bez skute¢ného pochopeni.
Problémova situace naopak nuti zdka analyzovat podminky, zvazovat rGzné strategie a

porovnavat jejich ti¢innost.

1.2.5. Oteviené problémy
Zvlastni vyznam maji oteviené problémy. Ty nemuseji mit jedinou spravnou odpoveéd’ ani
jediny postup feseni. Mohou vést k riznym zavérim nebo k riznym urovnim zobecnéni. Prave
tato otevienost vytvaii prostor pro diskusi a porovnévani ptistupti.
Skalkova (2007) upozoriiuje, ze prace s otevienymi uUlohami podporuje hlubsi

porozuméni, protoze zak neni veden k napodobovani postupu, ale k hledani smyslu feseni. V
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matematice miize mit otevieny problém podobu hledani pravidelnosti, formulace obecného
vztahu nebo analyzy necekaného vysledku. Nejistota, ktera je s takovou situaci spojena, vede k

prabéznému premysleni o spravnosti vlastniho postupu.

1.2.6. Formulace hypotéz
Soucasti feseni problému je vytvareni hypotéz — tedy predbéznych domnének o tom, jak
by mohl byt problém vyfeSen. V matematice se s tim setkdvdme naptiklad pii hledani
pravidelnosti v ¢iselné fad¢ nebo pii zobeciiovani konkrétnich ptipadi. Domnénka zde predchazi
dikazu.
Kalhous a Obst (2009, s. 152—154) zdUraznuji, ze prace s hypotézami rozviji schopnost
argumentace. Zak se uéi nejen tvrzeni vyslovit, ale také je obhajit. Tim se vyuka pfiblizuje

skutecné povaze matematické prace, kde je tvrzeni vzdy tfeba zdivodnit.

1.2.7. Ovérovani FeSeni

Diilezitou soucasti problémového vyucovani je oveérovani vysledkli. To mize mit podobu
kontroly vypoctu, zkousky na konkrétnich ptipadech nebo obecného zdivodnéni. V matematice
ptredstavuje tento krok pfechod od domnénky k prokdzanému tvrzeni.

Proces ovefovani vede zaky k rozliSeni mezi tim, co se ,,zda byt pravdivé®, a tim, co je
skutecné¢ dolozeno. Reflexe vlastniho postupu a diskuse nad rliznymi feSenimi jsou pfitom
klicové pro upevnéni poznatkii (Pricha, Walterova a Mares, 2013).

Problémové vyucovani tak neni pouze metodou, ale zplisobem prace, ktery stavi na
intelektualnim napéti a postupném hledani vysvétleni. V kontextu této prace predstavuje ramec
pro tvorbu pracovnich listli, jejichz cilem neni nabidnout hotovy postup, ale vytvofit situaci,
ktera Zaky vede k formulaci domnének, jejich ovéfovani a porozuméni vztahim mezi
matematickymi pojmy. Navrhované aktivity proto nejsou jen zpestfenim vyuky, ale odpovidaji

principim problémové orientované didaktiky.

1.2.8. Badatelsky pristup
Badatelsky pfistup (inquiry—based learning) vychazi z predpokladu, ze zaci se uci nejlépe
tehdy, kdyz sami kladou otazky, zkoumayji situaci a hledaji vysvétleni. Neznamena to vSak, ze

jsou ponechani bez vedeni. Hmelo—Silver, Duncan a Chinn (2007, s. 100-102) upozoriiuji, Ze



ucinnd badatelsky orientovana vyuka vyzaduje promyslenou podporu ucitele, ktery pomaha
formulovat otazky, zptesnovat domnénky a usmérnovat interpretaci vysledki.

V matematice tento pfistup znamend, ze zaci nejsou seznamovani s hotovymi pravidly,
ale dochéazeji k nim postupné prosttednictvim vlastni ¢innosti. Setkdvaji se s podnétnou situaci,
hledaji vztahy, formuluji predpoklady a ovétuji jejich platnost. Tento postup odpovida tomu, jak

matematické poznani vznika — hledanim struktur a souvislosti.

1.2.9. Objevovani pravidelnosti

Zakladem badatelského pfistupu v matematice je prace s konkrétnimi ptiklady, z nichZ se
postupné vyvozuje obecngj§i pravidlo. Zaci porovnavaji vysledky, hledaji spoleéné znaky a snazi
se formulovat vztah, ktery dané ptipady spojuje.

Takovy postup vede k hlubSimu porozuméni, protoze pravidlo neni pfedlozeno zvenci, ale
vznikéd jako vysledek vlastniho zkoumani. Skalkova (2007) upozoriiuje, ze aktivni utvafeni
poznatkl podporuje jejich trvalejsi osvojeni. V matematice miize mit tento proces podobu prace

s ¢iselnymi fadami, geometrickymi pfiklady nebo kombinatorickymi problémy.

1.2.10. Diskuse a argumentace

Badatelsky pfistup klade diraz nejen na nalezeni feSeni, ale také na jeho zdivodnéni.
Zaci se uéi vysvétlit, pro jejich zavér plati, a porovnavat své postupy s ostatnimi. Tim se vyuka
pfiblizuje skutecné matematické praci, kde je tvrzeni vZdy nutné obhajit.

Kalhous a Obst (2009, s. 155-157) zdGraznuji vyznam diskuse pro rozvoj
argumentacnich dovednosti. Sdileni riznych strategii pomaha zaktim 1épe porozumét problému a

uveédomit si rozdil mezi domnénkou a podlozenym tvrzenim.

1.2.11.  Sdileni FeSeni
Soucasti badatelské vyuky je i1 prezentace vysledkl. Kdyz zdk své feSeni vysvétluje
ostatnim, musi si ujasnit vlastni postup a logiku argumentace. Zaroveii ma moZnost konfrontovat
jej s jinymi pfistupy.
Reflexe a komunikace jsou podle Prichy, Walterové a Marese (2013, s. 211-214) dilezité
pro upevnéni poznatkl. Sdileni feSeni tak neni jen doplitkem vyuky, ale pfirozenou soucasti

procesu ucent.



Badatelsky pfistup proto nepiedstavuje jen metodickou variantu vyuky, ale zpisob prace,
ktery vede zaky k samostatnému hledani vztaht, formulovani domnének a jejich zdlvodiovani.
V ramci této prace tvoti teoreticky zéklad pro tvorbu pracovnich listd, jejichz cilem je vést zaky

k aktivnimu zkouméni matematickych situaci, nikoli pouze k aplikaci pfedem danych postupti.

1.3. Prechod od konkrétni situace k matematickému modelu
1.3.1. Matematicky model

Jednim z dualezitych momentt vyuky matematiky je schopnost piejit od konkrétni situace
k jejimu matematickému vyjadieni. Matematika zde nefunguje jako hra se symboly, ale jako
prostfedek, ktery pomahd situaci usporadat, zjednodusSit a vysvétlit. Pravé tato schopnost je

povazZovana za podstatnou soucast matematické gramotnosti.

1.3.2. Pojem modelovani

Matematické modelovani lze chapat jako pfevod redlné okolnosti do matematické
podoby, jeji feSeni a nasledné vyhodnoceni vysledku ve vztahu k pivodnimu kontextu. Blum a
Leiss (2007, s. 223-225) popisuji modelovani jako proces, v némz se stfidd prace s konkrétni
situaci a s matematickym aparatem. Zak musi situaci nejprve porozumét, vybrat podstatné prvky,
vyjadrit je pomoci matematickych vztahli a nakonec posoudit, zda vysledek davéa smysl.

Modelovani tedy neni jednordzovy krok, ale postupné prechdzeni mezi konkrétnim a
abstraktnim. Tento pohyb je kliCovy pro pochopeni toho, Ze matematika neni oddélena od reality,
ale umoznuje ji popsat a strukturovat.

Hejného (2014) pojeti vyuky zdirazituje pravé tuto vazbu mezi konkrétni zkuSenosti a

abstraktnim myslenim. Pokud zdk chape, odkud matematicky vztah vychazi, je

o 24

1.3.3. ZjednoduSeni reality

vvvvvv

vyjadfeni, proto je nutné vybrat jen ty prvky, které jsou pro dany problém podstatné. Tento vybér
neni samoziejmy — vyZaduje schopnost rozliSit mezi tim, co je pro feSeni dilezité, a tim, co Ize

pominout.
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Blum a Leiss (2007, s. 223-226) upozoriiuji, ze pravé tato schopnost abstrahovat je
jednim z podstatnych krokti modelovani. Zak se ué¢i nahlizet situaci z uréitého hlediska a

uvédomovat si, ze model neni kopii reality, ale nastrojem pro jeji pochopeni.

1.3.4. Symbolizace

Prechod k matematickému modelu vrcholi symbolizaci — tedy vyjadifenim vztahi pomoci
symbold, rovnic nebo grafl. Tim dochazi k pfesunu od konkrétni zkusSenosti k obecné roviné.

Skalkova (2007) upozoriiuje, Ze prace se symboly je jednim ze zakladnich znaku
matematického mysleni. Symbolicky zapis umoziiuje vyjadrit vztahy piesné€ a tsporné. Soucasné
vsak hrozi riziko formélniho uceni, pokud je symbol pouzivan bez porozuméni jeho vyznamu.

Proto je dulezité, aby symbolické vyjadieni bylo vzdy propojeno s konkrétni situaci, z niz
vychazi. Teprve tehdy se mulZze stat prostfedkem skutecného porozuméni, nikoli pouhého
napodobovani postupu.

Schopnost pfechodu od daného ptfipadu k matematickému modelu je pro tuto praci
zésadni. Navrhované pracovni listy vychazeji ze situaci, které jsou konkrétni a prekvapivé.
Smyslem vSak neni efekt samotny, ale jejich pfevod do matematické struktury. Pravé v tomto

pfevodu se odhaluji vztahy, které by jinak ziistaly skryté.

1.3.5. Proces zobecnovani

Zobecnovani je krok, pfi némz se z jednotlivého piipadu stava obecné pravidlo. Pokud
modelovani umoziuje popsat konkrétni situaci, zobecnéni ukazuje, Ze dany vztah neplati jen v
jednom piipadé, ale v celé tfidé situaci. Schopnost tento piechod uskutecnit patii k zékladnim
znakiim matematického mysleni.

Z didaktického hlediska znamena zobecnovani rozpoznani opakujici se struktury a jeji
vyjadieni v obecné podobé. Hejny (2014) zdiraziuje, ze pravé tento krok je dulezity pro
budovani matematickych schémat — tedy takovych mentalnich struktur, které lze pouzit i v

novych situacich.
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1.3.6. Prace s proménnou

Zobecnéni je uzce spojeno s praci s proménnou. Proménnd umoziuje vyjadfit vztah
nezavisle na konkrétnich cislech. Nejde jen o ,,nezndmou®, kterou je tfeba dopocitat, ale o
prostiedek, jak zachytit obecnost.

Napriklad konkrétni rovnost 3 + 5 =5 + 3 lze zobecnit pomoci zapisu:

Takovy zéapis ukazuje, Ze nejde o vlastnost dvou konkrétnich ¢isel, ale o obecny vztah.

74k se zde uéi rozpoznat, Ze pravidlo plati bez ohledu na to, jaké hodnoty proménné zastupuji.

1.3.7. Hledani invariantu

Dalsim krokem zobecitiovani je hledani toho, co se pfi zménach neméni. Invariant
pfedstavuje vlastnost, kterd zistava zachovana i tehdy, kdyZ se ostatni prvky méni.

Polya (2014, s. 103—-106) doporucuje pii feSeni problému sledovat, co se méni a co
zustava stejné. Praveé tato otdzka Casto vede k odhaleni obecného pravidla. Ve vyuce mize mit
prace s invarianty podobu zkouseni riznych variant zadani a porovnavani vysledkt. Postupné se

ukdze, ze urcity vztah zstava zachovan bez ohledu na konkrétni volbu.

1.3.8. Formulace obecného vztahu

Zobeciiovani vrcholi formulaci pravidla. Nejde jen o rozpoznani pravidelnosti, ale o jeji
pfesné vyjadieni — slovné nebo symbolicky. Skalkova (2007, s. 112—114) upozoriuje, ze tento
krok vyzaduje schopnost abstrahovat od jednotlivych ptipadl a spojit je do jednoho celku.

V kontextu této prace ma zobecnéni zdsadni vyznam. Konkrétni ptipad mize byt pro zaka
zajimava nebo piekvapiva, ale teprve ve chvili, kdy je jeji princip vyjadien obecné, dochazi k
plnému matematickému porozumeéni. Bez tohoto kroku by zstala jen izolovanou zkuSenosti.

Zobecnovani tak vytvaii most mezi konkrétni Cinnosti a abstraktnim mysSlenim.

Umoznuje proménit jednotlivy ptipad v pravidlo, které 1ze pouzit i v jinych souvislostech.

1.3.9.  Algebra jako jazyk zobecnéni

Algebra umoznuje vyjadfit obecné vztahy pomoci symboli. Zatimco aritmetika pracuje
ptevazné s konkrétnimi Cisly, algebra davd mozZnost popsat pravidla, které plati pro celé skupiny

situaci. Pravé tato schopnost ¢ini z algebry nastroj zobeciiovani.
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1.3.10. Vyznam symbolického zapisu

Symbolicky zapis umoznuje vyjadfit vztahy mezi veliCinami pfesn€ a bez ohledu na
konkrétni hodnoty. Diky tomu lze zachytit samotnou strukturu problému.

Napiiklad linearni vztah mezi dvéma veli¢inami lze vyjadiit obecné takto:

y=ax+b

Tento zéapis nepopisuje jednu konkrétni moznost, ale vS§echny moznosti, které maji stejny
typ zavislosti. Algebra tak umoziuje oddélit obecny princip od jednotlivych Ciselnych piipadi.

Hejného (2014) pojeti vyuky zdiirazituje, ze prace se symboly ma smysl pouze tehdy,
pokud vyristd z porozuméni vztahim. Pokud je symbolicky zdpis zavadén bez vazby na

konkrétni situaci, vede spise k formalnimu napodobovani postupti nez k pochopeni.

1.3.11.  Vztah konkrétni situace a rovnice

Rovnice je zptisob, jak vyjadfit vztah mezi veli¢inami. Ve vyuce je dulezité, aby ji zaci
nevnimali jen jako piiklad k vyfeseni, ale jako model urcité situace.

Naptiklad zadani ,,Mysli si €islo, pficti 5 a dostane§ 12 1ze prevést do tvaru:

x+5=12

Rovnice zde neni samotcelny zapis, ale formalizace konkrétniho déje. Pti jejim vytvareni
je tfeba urcit, co je neznamé, jaké vztahy mezi velicinami plati a jak je vyjadiit symbolicky.

Skalkova (2007) upozoriiuje, Ze skute€né porozuméni vznikd tehdy, kdyz Zak dokaze
pfechazet mezi situaci a jejim symbolickym vyjadfenim obéma sméry. Rovnice tedy neni cilem
sama o sobg&, ale prostfedkem, jak situaci zpfehlednit a analyzovat.

V ramci této prace ma algebra zasadni roli. Konkrétni, nékdy prekvapivy okamzik mtize
vzbudit z4jem, ale teprve jeji pfevedeni do rovnice umozni vysvétlit, pro¢ dany jev nastava.
Pievod ,.triku* do algebraické podoby tak neni formélnim krokem navic, ale okamzikem, kdy se
odhali obecny princip.

Algebra jako jazyk zobecnéni proto umoznuje vyjadtit pravidlo a také jej systematicky
rozebrat a zdivodnit. Bez symbolického vyjadieni by konkrétni situace zistala izolovanou

zkuSenosti; diky algebfe se stava soucasti Sirsi matematické struktury.
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1.4. Matematické principy vyuzitelné v didaktickych
situacich

Nasledujici kapitola zdmérné pfedchdzi konkrétnim didaktickym aplikacim. Jejim cilem
neni podat uplny ptehled vSech matematickych principti, které mohou vést k jednoznaénému
vysledku, ale vybrat ty, které jsou pro tuto praci podstatné. Smyslem je ukazat, ze prekvapivost
situaci v praktické ¢ésti neni zaloZena na efektu samotném, ale na vlastnostech matematickych
struktur, z nichz vychazeji.

Text se proto soustfedi na nékolik principt aritmetického a algebraického charakteru,
které vytvareji okamziky vyvolavajici otazku ,,pro€ to tak je*“. Piekvapeni zde neni chapano jako
vnéj$i ozvlastnéni, ale jako disledek vztahi, které nejsou na prvni pohled patrné.

Tyto principy zaroven umoziuji prevést konkrétni situaci do obecné matematické podoby.
V tomto smyslu tvofi teoretické vychodisko pro interpretaci pracovnich listi uvedenych v

praktické ¢asti prace.

1.4.1. Linearni zavislosti

V nékterych situacich lze sled operaci vyjadiit linedrnim vztahem tvaru

y=ax+b

kde x predstavuje piivodni hodnotu a y vysledek po provedeni urc¢ité posloupnosti
operaci.

Na prvni pohled muze postup plsobit slozité nebo nahodné, algebraicky rozbor vsak
ukaze, ze vSechny kroky odpovidaji jednoduché transformaci piivodni hodnoty. Tento princip se
Casto objevuje v numerickych postupech, které vedou k ptredvidatelnému vysledku bez ohledu na
pocatecni volbu.

Didakticky mlZe byt tento piistup vyuzit k tomu, aby zaci pirevadéli konkrétni vypocty do

obecného algebraického zapisu a postupné odhalovali skrytou strukturu vypoctu.

1.4.2. Invarianty

V nékterych situacich zistava urCitd vlastnost zachovéna i pfes fadu provedenych
operaci. Takovou neménnou vlastnost oznac¢ujeme jako invariant.
Naptiklad pfi transformaci vyrazu mohou nékteré ¢leny postupné zaniknout

(x+a)—a=x
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a vyslednd hodnota tak nezdvisi na nékterych mezikrocich vypoctu.
Didakticky vyznam prace s invarianty spoc¢iva v tom, Ze vede zaky k systematickému
rozboru postupu a k hledani toho, co se béhem jednotlivych kroki neméni. Piekvapeni zde

nevznikd nahodou, ale z toho, Ze tato stabilni vlastnost neni na prvni pohled patrna.

1.4.3. Ciferny soucet a délitelnost

Zapis piirozené¢ho Cisla v desitkové soustave lze vyjadrit ve tvaru:
-1 1
N=a10"4+a 10" +-4+a10 +a
n n—1 1 0

Tento rozklad umoznuje vysvétlit néktera pravidla délitelnosti. Napiiklad pti zkoumani
délitelnosti deviti 1ze vyuzit vztah
10=1 (mod 9)
Z toho plyne, Ze kazdé Cislo je modulo 9 ekvivalentni souctu svych cifer. Postup, ktery
muze pusobit slozité nebo ndhodné, je tak ve skutecnosti fizen jednoduchym vztahem.
Didakticky vyznam spocivd v propojeni pozi¢niho zapisu Ccisla s algebraickym
uvazovanim. Zaci mohou objevit, Ze pravidla délitelnosti nejsou ,,triky*, ale dtisledkem struktury

desitkové soustavy.

1.4.4. Modularni aritmetika

Modularni aritmetika popisuje vztahy mezi Cisly prostfednictvim zbytkdi po dé€leni.
Zakladni zapis ma tvar
a=Db (modn)
posloupnostech ¢isel. Vysledek pak ¢asto nezdvisi na konkrétni hodnot¢ Cisla, ale pouze na tiidé
zbytku, do které patii.
Z didaktického hlediska je tento princip uZite€ny zejména tehdy, kdyz pomaha vysvétlit

jevy, které by pifi bézném aritmetickém postupu piisobily neintuitivné.

1.4.5.  Strukturalni zdroj prekvapeni
Spoleénym rysem uvedenych principl je jejich vnitini stabilita. Pfi danych podminkach

vedou k jednozna¢nému vysledku, i kdyz postup miize ptisobit oteviené nebo nahodile.
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Ptekvapeni zde nevznikd porusenim matematickych pravidel, ale tim, Ze jejich plsobeni

zustava skryto. Jakmile je struktura odhalena, ptivodni nejistota se méni v porozuméni.

1.5. Kurikularni ukotveni

Navrhované aktivity vychdzeji z matematickych struktur, jejichz vlastnosti vedou k
jednozna¢nému vysledku. Tato kapitola ukazuje, Ze takto pojata prace odpovida cilim
vymezenym v kurikularnich dokumentech ¢eského vzdélavaciho systému a rozviji kompetence,

které jsou v nich zdlraziovany.

1.5.1. Matematicka gramotnost

Ptistup zaloZeny na analyze struktury a hledani diivodu, pro¢ vysledek nastava, podporuje

pfedevsim dvé oblasti matematické gramotnosti.

1.5.2. Kompetence k FeSeni problémi

Navrhované situace nevedou Zaky k pouhé aplikaci zndmého postupu. Vyzaduji hledani
pravidelnosti, formulaci domnénky, jeji ovéfeni a nasledné zdivodnéni. Zak je veden k tomu,
aby vysvétlil, pro¢ dany vysledek plati.

Tento zplsob prace odpovida dirazu kurikula na aktivni feSeni problémovych situaci a na

schopnost argumentace.

1.5.3.  Prace s reprezentacemi
Aktivity predpokladaji ptechod mezi riznymi zpisoby vyjadieni téhoz vztahu — od
konkrétniho ¢iselného ptikladu pies symbolicky zapis az po slovni formulaci pravidla ¢i grafické
znazornéni.
Schopnost mezi témito reprezentacemi piechazet a vzijemné je interpretovat patii k

zakladnim prvkim matematické gramotnosti a je rozvijena napfi¢ stupni vzdélavani.

1.5.4. Zarazeni do RVP ZV a RVP G

V Ramcovém vzdélavacim programu pro zékladni vzdélavani (MSMT, 2023) se
navrhované aktivity opiraji zejména o oblast Cislo a pocCetni operace na prvnim stupni a Cislo a
proménnd na druhém stupni. Prace s vlastnostmi operaci, délitelnosti, vyrazy a rovnicemi vytvari

pfirozeny prostor pro zobeciovani a strukturalni porozumeéni.
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Vyznamné je také zatfazeni do oblasti Zavislosti, vztahy a prace s daty, kde se Zaci
seznamuji s pojmem funkce, linedrni zavislosti a grafickym vyjadfenim vztahd. Pravé zde se
uplatiiuje pechod od konkrétni situace k obecnému modelu.

Okruh Nestandardni aplika¢ni ulohy a problémy navic pfimo piedpoklada tesSeni uloh,
které nejsou zalozeny na rutinnim postupu, ale na odhaleni principu ¢i pravidla. Navrhované
aktivity tak zapadaji do tohoto ramce pfirozenym zplsobem.

Geometrie mize nabizet obdobné ptiklady prace se strukturou a invarianty, v této praci
vSak neptredstavuje hlavni oblast aplikace.

V RVP pro gymnazia (Vyzkumny ustav pedagogicky v Praze, 2007) je obdobny piistup
opien zejména o oblasti Cislo a proménné a Zavislosti a funkéni vztahy, kde je kladen diraz na
obecné vyjadreni vztaht a préaci s rovnicemi riznych typa.

Vyznamna je rovnéz oblast Argumentace a ovéfovani, ktera rozviji schopnost formulovat
tvrzeni a zdivodnovat jejich platnost. Na této urovni se prace s obecnou strukturou stava

védomou souéasti matematického uvazovani.

1.5.5. Shrnuti
Navrhovany pfistup neptinds$i nové tematické okruhy, ale pfedstavuje specificky zpisob
prace s jadrem kurikula. Opird se pfedev§im o oblasti zamétené na Cislo, proménnou a vztahy
mezi veli¢inami. Sméfuje od daného piipadu k obecnému vyjadieni a od intuitivniho pfekvapeni

k racionalnimu vysvétleni.

1.6. Zavér teoretické Casti

Teoreticka cast vymezila matematické principy, na nichZz jsou zalozeny situace
analyzované v praktické ¢asti prace. Ukdazala, Ze jejich piekvapivy charakter nevychazi z efektu
samotného, ale z vlastnosti algebraickych a aritmetickych struktur, které pti povrchovém pohledu
nemusi byt ziejmé.

Byly pfedstaveny souvislosti mezi konkrétni situaci, jejim matematickym modelem a
naslednym zobecnénim prostfednictvim symbolického zéapisu. Dilraz byl kladen na proces
hledani pravidelnosti, formulaci domnének a jejich ovéfovani. Tento postup odpovida ciliim

kurikularnich dokumentt a rozviji klicové slozky matematické gramotnosti.
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V praktické C¢asti bude tento teoreticky ramec vyuzit pii tvorb& pracovnich listi.
Jednotlivé aktivity budou vychdzet z konkrétni situace, povedou k jejimu matematickému
vyjadfeni a vyusti v pojmenovani obecného principu. Smyslem nebude samotné piekvapeni, ale

porozumeéni vztahim, které jej vyvolavaji.
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2. METODIKA TVORBY PRACOVNICH LISTU

Tato kapitola vymezuje zplsob, jakym jsou navrhovény pracovni listy uvedené v
praktické casti prace. Navazuje na teoretickd vychodiska tykajici se motivace, role piekvapeni,
problémového a badatelského vyucovani i procesu zobectiovani. Cilem neni popsat jednotlivé
aktivity, ale stanovit jasna kritéria jejich vybéru a jednotnou strukturu jejich zpracovani. Tim je
zajisténo, Ze pracovni listy nejsou nahodilym souborem uloh, ale systematicky vystavénym

didaktickym celkem.

2.1. Kiritéria vybéru matematickych témat

Vybér témat nebyl veden snahou o efektnost, ale o jejich didaktickou nosnost. Kazdé

zatazené téma spliuje tii zékladni kritéria.

2.1.1. Soulad s kurikulem

Navrhované aktivity vychazeji z obsahovych oblasti vymezenych Ramcovym
vzdélavacim programem pro zékladni vzdélavani (MSMT, 2023). Opiraji se zejména o oblasti
Cislo a proménna a Zavislosti, vztahy a prace s daty. Pravé zde se vytvaii prostor pro praci s
vyrazy, rovnicemi, délitelnosti ¢i linearni zavislosti.

Soucasné jsou aktivity blizké okruhu Nestandardni aplikacni Glohy a problémy, ktery
predpoklada feSeni uloh nevedoucich k pouhé mechanické aplikaci zndmého postupu. Tento
rdmec umoznuje pracovat se situacemi, jejichz vysledek je pevné dan matematickou strukturou,

avSak na prvni pohled nemusi byt ziejmy.

2.1.2. Primérenost véku a naro¢nosti
Druhé kritérium pfedstavuje piiméfenost véku zéki. Ulohy jsou voleny tak, aby
odpovidaly jejich zkuSenosti s pocetnimi operacemi, vyrazy a rovnicemi. Pfechod ke zobecnéni
je postupny a vychazi z konkrétni ¢innosti.
Zohlednéna je také mira abstrakce. Symbolicky zapis je zavadén teprve ve chvili, kdy mu
pfedchazi porozuméni konkrétni situaci. Jak upozoriuje Skalkova (2007), prace se symbolem

bez vyznamu vede k formalnimu uceni bez hlubsiho pochopeni.
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2.1.3. MoZnost zobecnéni
Uloha musi umoznit formulaci pravidla, které piesahuje jednotlivy ptipad. Bez tohoto
kroku by ziistala pouze izolovanou zkusenosti.
Schopnost zobecnovat je jednim ze zdkladnich znakd matematického mysleni (Hejného,

2014). Proto jsou vybirana témata, u nichz lze odhalit invariantni vztah nebo obecnou strukturu

vyjadfitelnou pomoci proménné.

2.14. Struktura pracovniho listu

Kazdy pracovni list je vystavén podle jednotného schématu. Tato struktura vychazi z
principi problémového a badatelského vyucovani (Maiiak a Svec, 2003; Kalhous a Obst, 2009) a

z procesu modelovani a zobecniovani popsaného v teoretické ¢asti.

2.1.5. Motiva¢éni situace
Uvodni ¢ast predstavuje konkrétni situaci, kterd vyvolava zdjem a Casto i1 prekvapeni.
Smyslem neni efekt sam o sob¢, ale naruSeni ocekavani, které mize vést k otazce ,,proc* (Meyer,

Reisenzein a Schiitzwohl, 1997, s. 252-255). Tento moment vytvati podnét k dalSimu zkoumani.

2.1.6. Analyza

Nasleduje rozbor postupu. Zaci sleduji jednotlivé kroky, porovnavaji varianty a hledaji
pravidelnost. Tim dochazi k postupnému zptfesnovani jejich uvazovani a k formulaci prvnich

domnének.

2.1.7. Prevod do matematického modelu

Ve treti fazi je situace prevedena do matematického zapisu. Dochdzi k vyjadieni vztahii
pomoci proménné nebo rovnice. Tento krok odpovidd prechodu od konkrétni zkuSenosti k
modelu, ktery umoznuje dalsi praci (Blum a Leiss, 2007, s. 223-225).

Symbolicky zapis zde neplni roli samoucelného formélniho kroku, ale nastroje ke

zptehlednéni struktury vztaht.
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2.1.8. Zobecnéni

Po vytvoteni modelu je formulovano obecné pravidlo. Zaci si uvédomuji, ze vysledek
nezavisi na konkrétnim cisle, ale na samotné strukture postupu. Tento krok ptedstavuje prechod

od jednotlivého ptikladu k obecné platnému vztahu (Hejného, 2014).

2.1.9. Aplikace

Zobecnény vztah je nasledné ovefen na dalSich pfipadech nebo mirné pozménéném

zadani. Ovérovani pomaha rozlisit mezi domnénkou a dolozenym tvrzenim (Polya, 2014).

2.1.10. Reflexe
ZavéreCna Cast smétfuje k pojmenovani principu, ktery byl odhalen. Reflexe umoziuje
zakim uvédomit si, jakym zplsobem k feSeni dospéli, a upevnit nové ziskané poznatky (Priicha,

Walterova a Mares, 2013).

2.2. Organiza¢ni forma prace

Pracovni listy jsou koncipovany tak, aby bylo mozné jejich vyuziti v riznych
organizacnich forméch vyuky.

Individualni prace podporuje soustiedéné uvazovani a osobni odpovédnost za feSeni.
Skupinovd prace vytvaii prostor pro porovnavani postupli a argumentaci. Diskuse fizena
ucitelem umoznuje zptesiovat formulace a vyjasiiovat nedorozuméni. Role ucitele spociva
pfedevsim v kladeni otazek a usmériovani procesu, nikoli v pfedkladani hotového feseni (Manak

a Svec, 2003).

2.3. Didakticka uskali

Pii praci s problémy zalozenymi na ptrekvapivém vysledku je tfeba pocitat s urcitymi
riziky.

Prvnim je dominance efektu nad matematickym obsahem. Pokud by ziistalo pouze u
samotného ,,triku“, nedoslo by k hlubsimu porozuméni.

Druhym tskalim je formalni prace se symbolem bez porozuméni jeho vyznamu. Proto je

dualezité, aby symbolicky zéapis vzdy vychdzel z ptedchozi analyzy v daném ptipade¢.
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Ttfetim faktorem je Casova naroc¢nost. Diskuse a zobecnéni vyzaduji dostatek prostoru,

2.4. Shrnuti

Metodika tvorby pracovnich listli je zaloZzena na propojeni konkrétni zkuSenosti s
postupnym zobeciiovanim. Kazda uloha je konstruovéana tak, aby vedla od motivujici situace
pies jeji rozbor a matematické vyjadieni k formulaci obecného principu.

Pracovni listy tak nejsou pouhou sbirkou zajimavych uloh, ale prostfedkem k rozvoji
matematického mysleni. Prekvapeni zde slouzi jako podnét k hledani vysvétleni, nikoli jako cil
samo o sob¢. Tento ramec tvoti zéklad pro praktickou ¢ast prace, v niz budou jednotlivé listy

konkrétné piedstaveny a analyzovany.
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3. PRAKTICKA CAST

Praktickd cast prace predstavuje soubor didaktickych aktivit zaloZzenych na
matematickych principech vyuzivanych v nékterych karetnich tricich. Smyslem téchto aktivit
neni pouze predvést zajimavy efekt, ale vyuzit prekvapivou situaci jako podnét k
matematickému uvazovani. Matematicky karetni trik zde slouzi pfedevsim jako motivace, ktera
vyvolava piirozenou zvédavost a vede zaky k otdzce, pro¢ dany postup funguje.

Navrzené aktivity jsou postaveny na jednoduchém principu. Zaci se nejprve setkaji s
konkrétni situaci, ktera na prvni pohled plisobi piekvapivé nebo dokonce nevysvétlitelng.
Nasledné¢ maji moznost postup analyzovat, hledat v ném pravidelnosti a formulovat vlastni
vysvétleni. Teprve poté dochdzi k systematickému matematickému rozboru, ktery ukaze, ze
vysledek je ve skute¢nosti dan pfesnymi aritmetickymi nebo algebraickymi vztahy.

Tento postup odpovida konstruktivisticky orientovanému pojeti vyuky, které zdiraziuje
aktivni roli zakd pfi utvafeni poznani a vyznam vlastni zkuSenosti pfi uéeni (Manak a Svec,
2003; Skalkova, 2007).

Jednotlivé pracovni listy jsou sefazeny tak, aby jejich matematickd naro¢nost postupné
rostla. Prvni aktivita pracuje predevsim s jednoduchymi aritmetickymi vlastnostmi pfirozenych
¢isel. Dalsi tlohy jiz vyZaduji hlubsi analyzu postupl a vyuzivaji algebraicky zapis. Zaveérecna
uloha se zaméiuje na vlastnosti tzv. cyklického cisla 142857, které vznikd jako perioda

desetinného rozvoje zlomku 1/7 a ptedstavuje zajimavy piiklad pravidelnosti v teorii Cisel.

3.1. O'Connor's Four—Ace Trick

Tento trik spo¢iva v postupném nalezeni es v balicku karet. Kouzelnik pozada divaka, aby
si zvolil ¢islo mezi 10 a 20. Nasledné z balicku odpocitad odpovidajici pocet karet a poloZzi je na
stal.

Poté seCte cifry zvoleného ¢isla a z vrchu hroméadky na stole odebere pocet karet
odpovidajici tomuto souctu. Tyto karty polozi zpét na vrch bali€¢ku v ruce. Nésledné¢ vezme
vrchni kartu z hromadky na stole a odlozi ji stranou licem dolt. Zbylé karty z hromadky na stole
vrati zpét na vrch balicku.

Tento postup se opakuje, dokud nejsou postupné vybrany cCtyti karty. Po otoceni téchto

karet se ukdze, Ze se jedna o Ctyii esa (Gardner, 1956, s. 20).
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3.1.1.  Nazev aktivity

Ctyfi esa z balicku

3.1.2. Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy: — Cislo a podetni operace — Cislo a proménna — Nestandardni

aplika¢ni ulohy a problémy (MSMT, 2023)

3.1.3. Doporuceny ro¢nik

5.-7. ro¢nik zakladni Skoly

3.14. Vzdélavaci cile
Zak: provadi vypocty s pifirozenymi Cisly, uruje ciferny soucet c¢isla, rozpoznava

pravidelnosti v ¢iselnych vztazich, vysvétluje princip délitelnosti deviti.

3.1.5. Matematické vysvétleni principu

Princip aktivity vychézi z vlastnosti pfirozenych ¢isel, podle niZ je rozdil mezi ¢islem a
souctem jeho cifer vzdy délitelny deviti.
Uvazujme dvouciferné ¢islo. Kazdé dvouciferné Cislo lze zapsat ve tvaru
10a+b
kde a oznacuje desitky a b jednotky. Soucet cifer tohoto Cisla je
atb
Pokud od ¢isla odecteme soucet jeho cifer, dostaneme
l10a+b—(a+b)=09a
Vysledkem je tedy vzdy ndsobek deviti. Rozdil mezi ¢islem a souctem jeho cifer je proto
vzdy délitelny deviti.
V aktivité je vybér omezen na ¢isla mezi 10 a 19. U téchto Cisel je hodnota a = 1, takze
vysledek vyrazu je vzdy
9a=9
Napriklad pro ¢islo 12 plati
12-(1+2)=9

To znamenad, Ze po odecteni souctu cifer vzdy ziskdme hodnotu 9.
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Predstavme si naptiklad, ze divak zvoli ¢islo 12. Kouzelnik odpocita dvanact karet na
stul. Poté secte cifry zvoleného ¢isla (1 + 2 = 3) a tii karty z bali¢ku vrati zpét na jeho vrch.
Karty je pfitom nutné vykladat i vracet po jedné, aby zlstalo zachovano jejich poradi.

Nésledné se vezme vrchni karta z hromadky na stole a odloZi se stranou. Na pofadi
zbylych karet na stole jiz nezalezi. Po vraceni téchto karet zpét na bali¢ek se piipravena karta
nachdzi na devaté pozici.

Pokud jsou cCtyti esa pfedem umisténa na pozicich 9 az 12 v bali¢ku, budou pti opakovani

tohoto postupu postupné odhalena (Gardner, 1956, s. 20).

3.1.6. Didakticka analyza aktivity

Aktivita vyuziva princip ptekvapeni, ktery mize u 74kl vyvolat kognitivni konflikt mezi
otekavanym a skutednym vysledkem. Zaci ¢asto predpokladaji, Zze vysledek je nahodny nebo
souvisi s manipulaci s kartami. Ve skutecnosti je vSak cely postup zalozen na matematické
vlastnosti dvoucifernych ¢isel.

Didakticky potencial aktivity spociva v pfechodu od konkrétni manipulativni ¢innosti k
matematickému zobecnéni. Zaci nejprve pozoruji konkrétni p¥ipady, zapisuji vysledky a hledaji
spolecné znaky. Naésledné je zaveden matematicky vztah, ktery pozorovanou pravidelnost
vysvétluje.

Aktivita rozviji zejména: — rozpozndvani pravidelnosti, — formulaci hypotéz, — ovétovani
hypotéz, — zobeciiovani matematického vztahu.

Z hlediska vyuky muze byt demonstrace vyuZita jako motivacni uloha pii zavadéni

tématu delitelnosti deviti nebo jako problémova tloha vedouci k matematickému zobecnéni.

3.1.7. Propojeni s metodickymi pokyny pro uditele

Metodické listy doporucuji zacit aktivitu samotnym ptedvedenim triku bez okamzitého
matematického vysvétleni. Zaci tak nejprve pozoruji vysledek a mohou formulovat vlastni
hypotézy o tom, pro¢ postup vede k nalezeni es v balicku.

V dalsi fazi mohou Zaci experiment opakovat s riznymi Cisly mezi 10 a 19 a zapisovat
jednotlivé kroky postupu. V tabulce mohou zaznamenavat zvolené Cislo, soucet jeho cifer a
vyslednou hodnotu ziskanou odectenim souctu cifer od ptivodniho cisla. Na zdklad¢ téchto
pozorovani mohou postupné odhalit pravidelnost, Ze rozdil mezi ¢islem a souc¢tem jeho cifer je

vzdy délitelny deviti.
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Nasledné 1ze ptejit k matematickému zobecnéni. Ucitel miize spole¢né se zaky zapsat
dvouciferné ¢islo ve tvaru
10a+b
a ukazat, ze
(10a+b)—(a+b)=9a
Tim se konkrétni manipulativni situace pfevadi do obecného matematického vztahu.
Aktivita tak podporuje ptrechod od experimentovani s konkrétni situaci k formulaci obecného

matematického pravidla.

3.1.8. MozZné obtize zaku
Nejasné porozuméni cifernému souctu — néktefi Zaci mohou mit potiZze se sprdvnym
uréenim souctu cifer.
Vnimani vysledku jako ndhody — Z&ci mohou ptedpoklédat, ze vysledek je zplsoben
manipulaci s kartami. Pomahé opakovani experimentu s riznymi ¢isly.
Obtize pii zobecnéni — piechod od konkrétnich Cisel k algebraickému zapisu mize byt

pro nekteré zaky narocny.

3.1.9. MozZnosti diferenciace
Jednodussi varianta: Zéaci pracuji pouze s konkrétnimi &isly mezi 10 a 19 a zapisuji
vysledky do tabulky. Spole¢né hledaji spole¢nou vlastnost vysledkd.
10a+b
kde a predstavuje desitky a b jednotky.
Poté plati:
(10a+b)—(a+b)=9a

Z4ci tak mohou vysvétlit, pro¢ je vysledek vzdy nasobkem deviti.

3.1.10. Didakticky prinos aktivity

Aktivita propojuje manipulativni ¢innost s matematickou analyzou. Piekvapivy vysledek

zvysSuje pozornost zaka a vytvaii situaci, kterd vede k formulaci otazky ,,proc*. Tento moment

muze byt vychozim bodem pro hlubsi analyzu matematického principu.
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Uloha podporuje experimentovéani, hledani pravidelnosti a formulaci matematického
vysvétleni. Ptispiva tak k rozvoji matematického mysleni a ptechodu od konkrétni zkuSenosti k

abstraktnimu matematickému modelu.

3.2. Mathematical Finder

Kouzelnik zahdji trik tim, Ze na papir napise predpovéd’ karty, ktera bude na konci triku
odhalena.

Pouzije balicek 52 karet a zaCne obracet karty licem nahoru na stdl. Pfi tom nahlas
odpocitava od deseti k nule. Pokud ¢iselna hodnota otocené karty odpovida pravé vyslovenému
Cislu, prestane na danou hromadku pokladat dalsi karty a zane vytvaiet novou hromadku.

Pokud se béhem odpocitavani Zadna karta neshoduje s vyslovenym ¢islem, polozi se pfi
vysloveni ¢isla nula na hromadku karta rubem vzhtru.

Postup se opakuje, dokud nevzniknou ¢tyti hromadky.

Na zavér se sectou hodnoty karet na vrchu jednotlivych hromadek. Kouzelnik nasledné
odebere z nevyuzité casti balicku pocet karet odpovidajici tomuto souctu. Karta na vrchu
zbyvajiciho balicku je vzdy shodna s kartou uvedenou v predpovédi.

Karty s figurami (J, Q, K) mohou byt pii pocitani ignorovany, mohou mit pfifazenu
hodnotu 10 nebo si divaci mohou pied zacatkem triku zvolit vlastni ¢iselné hodnoty. (Scarne,

2013, s. 55-56)

3.2.1.  Nazev aktivity

Mathematical Finder — karetni pfedpoveéd

3.2.2. Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy: — Cislo a proménna — Zavislosti, vztahy a prace s daty — Nestandardni

aplika¢ni ulohy (MSMT, 2023)

3.2.3. Doporuceny ro¢nik

7.-9. ro¢nik zakladni Skoly
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3.24. Vzdélavaci cile
Z&k: analyzuje vztahy mezi veli¢inami, vyuZiva algebraicky zapis k popisu situace,

vysvétluje matematickou strukturu postupu.

3.2.5. Matematické vysvétleni principu

Princip triku vychdzi ze vztahu mezi poctem karet v jednotlivé hroméadce a hodnotou
karty, kterd se nachézi na jejim vrchu. Pro kazdou hromédku plati vztah

x+y=11

kde x oznacuje pocet karet v hromadce a y oznacuje hodnotu vrchni karty.

Soucet poctu karet v hromadce a hodnoty vrchni karty je tedy vzdy konstantni. Napiiklad
pokud je na vrchu hromédky karta s hodnotou 6, znamena to, ze v hromadce je 5 karet. Pokud je
na vrchu karta s hodnotou 3, obsahuje hromadka 8 karet.

Protoze se pfi triku vytvoii ¢tyfi hromadky, obsahuji dohromady vzdy 4 x 11 = 44 karet.
Pti pouziti standardniho balicku o 52 kartach tak po vytvoreni hromadek zbyva 52 — 44 = §
karet. Po secteni hodnot vrchnich karet hromadek kouzelnik odebere z téchto zbyvajicich karet
odpovidajici pocet karet. Na vrchu balicku tak vzdy zlstane karta, kterd byla na 45. mist¢.

Matematicky princip triku je zaloZzen na zachovani konstantniho souctu x +y = 11, ktery

urcuje celkovy pocet karet pouzitych pii vytvaieni hromadek. (Scarne, 2013).

3.2.6. Didakticka analyza aktivity

Z4ci pozoruji postupné vytvateni hromadek a mohou mit dojem, Ze jejich velikost zavisi
pouze na ndhodném pofadi karet. Ve skutecnosti je vSak pribéh aktivity determinovan
jednoduchym matematickym vztahem.

Didakticky potencidl aktivity spociva v tom, ze umoziuje postupny piechod od konkrétni
manipulace s kartami k abstraktnimu matematickému modelu. Zaci mohou analyzovat jednotlivé
hromadky, zapisovat pocet karet a hodnotu vrchni karty a hledat mezi nimi pravidelnost.

Aktivita podporuje zejména: — rozpoznavani matematickych vztahi mezi veli¢inami, —
formulaci hypotéz na zékladé pozorovanych vysledki, — ovétovani téchto hypotéz na dalSich
piipadech, — vytvofeni algebraického modelu popisujiciho danou situaci.

Z hlediska vyuky miize byt tloha vyuZzita jako motivacni Uloha pii zavadéni prace s

proménnou nebo pii vyuce linearnich vztaht.
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3.2.7. Propojeni s metodickymi pokyny pro ucitele

Metodicke listy doporucuji zacit aktivitu samotnym piedvedenim postupu bez vysvétleni
matematického principu. Zaci tak nejprve pozoruji vysledek a mohou formulovat vlastni
hypotézy o tom, pro¢ aktivita funguje.

Nasledn¢ mohou analyzovat jednotlivé hromadky a zapisovat jejich vlastnosti do tabulky.
Postupné Ize zavést promeénné x (pocet karet v hromadce) a y (hodnota vrchni karty) a spolecné
se tfidou odvodit vztah x + y = 11. Tim se konkrétni manipulativni situace pievadi do
matematického modelu.

Tento postup odpovidd principim badatelsky orientované vyuky, kdy zaci nejprve

experimentuji s konkrétni situaci a teprve ndsledné formuluji obecny matematicky vztah.

3.2.8. Mozné obtize zaku

Z4ci mohou mit potiZe s pochopenim vztahu mezi poétem karet v hromadce a hodnotou
vrchni karty. Na prvni pohled se miize zdat, ze velikost hromadky je nahodna.

Dalsi obtizi miize byt ptechod od konkrétni manipulace s kartami k algebraickému zapisu
vztahu x + y = 11. N¢ktefi zaci mohou tento vztah vnimat pouze jako vysledek vypoctu, nikoli

jako obecné pravidlo popisujici strukturu aktivity.

3.2.9. Moznosti diferenciace

Jednodussi varianta: Zaci pracuji s konkrétnimi hromadkami a zapisuji pocet karet a
hodnotu vrchni karty do tabulky. Spolecn¢ hledaji pravidelnost mezi t€émito hodnotami.

Néroén&jsi varianta: Zaci mohou zkoumat, jak by se postup zménil pfi jiném poéateénim
Cisle, naptiklad pii pocitani od 12 nebo od 8. Mohou také analyzovat, jak by se zménila pozice
pfedpovézené karty pii jiném poctu vytvofenych hromadek nebo navrhnout obdobny trik pro

balicek 32 karet.

3.2.10. Didakticky prinos aktivity

Aktivita propojuje manipulativni ¢innost s matematickou analyzou. Ptekvapivy vysledek
muze zvysit motivaci zakl a vést je k hledani vysvétleni.

Zaci maji moznost pozorovat konkrétni situaci, formulovat hypotézy a nasledné vytvofit
matematicky model popisujici prubéh aktivity. Tento postup podporuje rozvoj algebraického

mysleni a schopnost popisovat vztahy mezi veli¢inami pomoci symbolického zépisu.
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3.3. Twenty Plus

Na zacatku si divak z balicku 52 karet tajné vezme libovolny pocet karet, maximalné
vSak dvacet.

Kouzelnik nasledné zacne z balicku pokladat karty licem vzhiiru na stiil a postupné je
pocita. Divak si pfitom zapamatuje kartu odpovidajici poradi poctu karet, které si na zacatku
vzal. Napftiklad pokud si divak vzal pét karet, zapamatuje si patou kartu, kterou kouzelnik vylozi
na stul.

Jakmile je na stole vyloZzeno dvacet karet, kouzelnik pozada divéka, aby fekl libovolné
Cislo do deseti. Na zakladé tohoto c¢isla pfida na hromadku na stole odpovidajici pocet dalSich
karet z balicku.

Poté kouzelnik vezme hromadku karet na stole a obrati ji rubem nahoru. Zbyvajici karty z
balicku poloZi na tuto hromadku.

Kouzelnik nasledné¢ vezme cely balicek, drzi jej rubem vzhlru a za¢ne jej postupné
prolistovavat. Jakmile narazi na kartu, kterou si divak zapamatoval, oto¢i ji a ukaze divakovi.

(Longe, 2004, s. 62—64)
3.3.1.  Nazev aktivity
Najdi zapamatovanou kartu

3.3.2. Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy: — Cislo a proménnéa — Nestandardni aplikaéni Gilohy

(MSMT, 2023)

3.3.3. Doporuceny ro¢nik

7.-9. ro¢nik zékladni skoly

3.34. Vzdélavaci cile
Z&k: — analyzuje matematickou strukturu postupl, — pouziva algebraicky zapis k

vysvétleni situace.
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3.3.5. Matematické vysvétleni principu

Oznacme x pocet karet, které si divak na zac¢atku odebral z balicku. Karta, kterou si divak
zapamatuje, se nachdzi na x—t¢é pozici mezi dvaceti kartami vylozenymi na stole.
Po vyloZeni dvaceti karet zlistava v balicku
32—-x
karet.
Divak poté zvoli ¢islo y (nejvyse 10) a kouzelnik pfida na hromadku na stole odpovidajici
pocet karet. V balicku mu tedy ziistava
32—-x-y
karet.
Nasledné kouzelnik obrati hromadku karet na stole rubem nahoru a poloZzi na ni zbytek
balicku. Tim se zméni pofadi karet. Zapamatovana karta se nyni nachazi na pozici
32-x+tx-—y
coz se zjednodusi na
32—y
Pozice zapamatované karty tedy nezéavisi na poctu ptivodné odebranych karet x, ale pouze
na Cisle y, které divéak zvolil.
Kouzelnik proto mize jednoduse vypocitat novou pozici karty odectenim ¢isla y od 32.
Pokud napftiklad divak zvoli ¢islo 7, nachazi se zapamatovana karta na pozici
32—-7=25

Kouzelnik poté prolistuje balicek rubem vzhtiru a otoc¢i kartu na této pozici.

3.3.6. Didakticka analyza aktivity

Aktivita vyuziva postup, ktery na prvni pohled ptisobi slozité¢ a ndhodné. Ve skutecnosti
je vsak mozné cely proces popsat jednoduchym algebraickym vztahem. Tento kontrast mezi
zdanlivou slozitosti postupu a jednoduchosti matematického vysvétleni mize u zakli vyvolat
zajem a motivaci hledat princip fungovani.

Didakticky potencial aktivity spo€iva v postupném pievodu konkrétni manipulace s
kartami do matematického modelu. Zaci mohou sledovat jednotlivé kroky postupu, analyzovat
zmény v pofadi karet a hledat vztah mezi provedenymi operacemi a vyslednou pozici

zapamatované karty.
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Aktivita podporuje zejména: — schopnost analyzovat postup krok za krokem, — formulaci
matematického modelu situace, — praci s proménnymi pii popisu vztahti mezi veli¢inami, —
uvédoméni si, ze n¢které veliCiny nemaji na vysledek vliv.

Z hlediska vyuky muize byt Gloha vyuzita pfi zavadéni algebraického modelovani nebo

pii diskusi o tom, jak Ize slozity postup popsat jednoduchym matematickym vztahem.

3.3.7. Propojenis metodickymi pokyny pro ucitele

Metodicky postup doporucuje nejprve aktivitu predvést bez matematického vysvétleni.
Z4ci tak mohou sledovat jednotlivé kroky a pokusit se formulovat vlastni hypotézy o tom, jak by
mohl byt vysledek urcen.

V dalsi fazi mohou Zaci analyzovat jednotlivé kroky postupu a pokusit se urcit, jak se
meéni pozice zapamatované karty. Postupné Ize zavést proménné x (pocet odebranych karet) a y
(zvolené ¢islo) a spolecné se tfidou odvodit vztah urcujici konecnou pozici karty.

Tento postup vede od konkrétni manipulativni zkuSenosti k algebraickému modelu a

odpovida principim badatelsky orientované vyuky.

3.3.8. Mozné obtize zaku

Zaci mohou mit obtize se sledovanim zmén v pofadi karet béhem jednotlivych krokd
postupu. Pro nékteré miize byt naro¢né predstavit si, jak se karta presouva v balicku.

Dalsi obtizi mize byt pochopeni toho, Ze konecnd pozice karty nezavisi na poctu
odebranych karet x. Tento fakt mlze byt pro zdky ptekvapivy a vyzaduje peclivé vysvétleni

pomoci konkrétnich piiklada.

3.3.9. Moznosti diferenciace

Jednodus§i varianta: Zaci mohou trik vyzkouset bez hodnoty y, kdy divak vybira dalsi
¢islo od 1 do 10. Tento prvek mize byt matouci a pokud se vynechd, tak vybrana karta bude
vzdy na 32. pozici.

Néro¢néjsi varianta: Zaci mohou vytvofit vlastni algebraicky model celé situace a ovéfit
jej na konkrétnich piikladech. Mohou také diskutovat, pro¢ kone¢na pozice karty nezavisi na

poctu odebranych karet.
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3.3.10. Didakticky prinos aktivity
Aktivita ukazuje, Ze 1 zdanlivé slozity postup mize byt vysvétlen pomoci jednoduchého
matematického modelu. Zaci maji moznost sledovat konkrétni manipulativni situaci a nasledng ji
pfevést do algebraického zapisu.
Takovy postup podporuje rozvoj algebraického mysleni a schopnost analyzovat
matematickou strukturu postupt. Zaroven vede zaky k uvédomeéni, Zze matematika mize vysvétlit

1 situace, které se na prvni pohled zdaji byt ndhodné nebo ,,kouzelné*.

3.4. Scarne's Miracle Card-Finder

Trik Scarne's Miracle Card—Finder spoc¢iva v tom, ze divak nakonec sam nalezne kartu,
kterou kouzelnik pied zac¢atkem triku tajné urcil a zapsal na papir.

Divak nejprve zamichd balicek karet a vybere z néj libovolny pocet karet, se kterymi
bude trik provadét. Tyto karty jsou oddéleny od zbytku baliCku. Kouzelnik si jednu z nich napise
jako predpoved.

Nasledn¢ divak zacne s vybranymi kartami provadét jednoduchy postup. Postupné bere
karty z vrchu malé hromadky, jednu kartu polozi na stil a nésledujici kartu piesune na spodek
hromadky v ruce.

Tento postup se opakuje, dokud divakovi v ruce neziistane pouze jedna karta.

Na zévér kouzelnik odhali kartu, kterou mél predem napsanou na papife. Ukaze se, ze

tato karta je shodna s kartou, ktera divakovi zlstala v ruce. (Scarne, 2013, s. 237-239)

3.4.1. Nazev aktivity

Najdi pfedpovézenou kartu

3.4.2. Zarazenidle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace

Tematické okruhy: — Cislo a proménnéa — Nestandardni aplikaéni ilohy (MSMT, 2023)

3.4.3. Doporuceny ro¢nik

8.—9. rocnik zakladni Skoly
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3.4.4. Vzdélavaci cile

Z4k: — analyzuje opakujici se postup, — vysvétluje matematickou strukturu algoritmu.

3.4.5. Matematické vysvétleni principu

Postup aktivity odpovida znamému problému postupného vytazovani kazdého druhého
prvku, ktery je v matematice oznaCovan jako Josephiiv problém.

Pii provadéni triku se vZdy jedna karta odloZi na stiil a nésledujici karta se pfesune na
spodek hromadky. Z hlediska potadi karet to znamend, Ze postupné ,,pfezivaji“ pouze karty na
sudych pozicich. Po jednom prichodu tedy ziistane ptiblizn€ polovina ptivodniho poctu karet.

Pokud by byl pocet karet pfesné mocninou dvojky (naptiklad 8, 16 nebo 32), postupnym
vyfazovanim kazdé druhé karty by vzdy nakonec zlstala karta na posledni pozici této mocniny
dvojky.

V praxi vSak pocet karet Casto neni pfesné mocninou dvojky. Oznaéme pocet karet n.

Nejprve ur¢ime nejblizsi nizsi mocninu dvojky

Rozdil

(n-2")

predstavuje pocet ,,nadbyteénych* karet, které presahuji tuto mocninu dvojky. Tyto karty
zpusobuji posunuti potadi pfi postupném vytazovani.

Kazda z téchto nadbyte¢nych karet posune vyslednou pozici o dvé mista, protoze pii
postupu je vzdy jedna karta odlozena a nasledujici karta pfesunuta na spodek balicku. Proto se
tento rozdil nasobi dvéma. V naSem piipad¢ to znamena, Ze posledni z nadbytecnych karet je pii
postupu vyfazena a karta, kterd po ni nasleduje, je pfesunuta na spodek balicku. Tim se ocitne na
pozici, kterd odpovida poslednimu mistu nejblizsi niz§i mocniny cCisla dve.

Pozice vysledné karty je tedy dana vztahem

2(n-2"

Naptiklad pokud divak zvoli n = 23 karet, nejblizsi niz§i mocnina dvojky je

Poté plati
23-16=7
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2x7=14
Karta, ktera na konci zlistane divdkovi v ruce, byla tedy piivodné na ¢trnacté pozici v

balicku

3.4.6. Didakticka analyza aktivity

Aktivita je zaloZena na opakujicim se algoritmickém postupu, pfi némz se systematicky
vytazuje kazdy druhy prvek. Na prvni pohled miize proces ptisobit jako nahodny, avSak ve
skutecnosti ma presné definovanou matematickou strukturu.

Didakticky potencidl aktivity spofiva v analyze opakujicich se krokti a v hledani
pravidelnosti v priibéhu procesu. Zaci mohou sledovat, jak se postupné méni podet karet a ktera
karta zastava v jednotlivych fazich posledni.

Uloha podporuje zejména: — schopnost analyzovat algoritmicky postup, — hledani
pravidelnosti v opakujicich se procesech, — praci s mocninami ¢isla dveé, — vytvafeni
matematického modelu popisujiciho cely proces.

Z hlediska vyuky lze aktivitu vyuzit jako uvod do tématu algoritmického mysleni nebo

jako ptiklad matematického modelovani opakujiciho se procesu.

3.4.7. Propojenis metodickymi pokyny pro uditele

Metodicky postup doporucuje nejprve provést aktivitu prakticky s mensim poctem karet.
Z4ci mohou sledovat pribéh procesu a zapisovat, ktera karta ziistava jako posledni.

V dalsi fazi Ize vysledky jednotlivych pokusti porovnat a hledat pravidelnost. Ucitel mtize
zéky vést k tomu, aby si v§imli souvislosti mezi poctem karet a mocninami Cisla dve.

Teprve poté je mozné zavést obecny matematicky vztah urcujici pozici posledni karty.

Tim se konkrétni manipulativni situace pfevadi do matematického modelu.

3.4.8. Mozné obtize zaku

Z4ci mohou mit obtize se sledovanim jednotlivych krok® procesu, zejména pokud je
pocet karet vétsi. Pro nékteré mize byt narocné predstavit si prub¢h algoritmu bez konkrétni
manipulace s kartami.

Dalsi obtizi mize byt pochopeni vztahu mezi vysledkem a mocninami ¢isla dvé. Tento

vztah je vhodné nejprve ukdzat na konkrétnich ptikladech.
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3.4.9. Moznosti diferenciace

Jednodussi varianta: Zaci mohou karty vylozZit a viimat si po&ti karet, pro které je snadné
urcit vysledek.

Naro¢ngjsi varianta: Zaci mohou zkoumat, zda existuje obecné pravidlo, které umozituje
urcit pozici posledni karty bez provedeni celého postupu. Mohou naptiklad analyzovat vysledky
pro rizné pocty karet a pokusit se formulovat vztah mezi poctem karet a pozici posledni karty.

Dalsi moznosti je navrhnout jiny algoritmus vybéru karet (naptiklad vytazovani kazdé
tieti karty nebo zménu zplsobu piesouvani karet) a zkoumat, jak se pfi téchto zménach méni

vysledna pozice posledni karty.

3.4.10. Didakticky prinos aktivity
Aktivita propojuje manipulativni ¢innost s analyzou algoritmu. Zaci maji moZnost
sledovat konkrétni proces a nasledné jej popsat pomoci matematického modelu.
Takovy postup podporuje rozvoj logického a algoritmického mysleni. Zaroven ukazuje,
7e matematika mize vysvétlit strukturu opakujicich se procesit a umoznuje predpoveédét jejich

vysledek.

3.5. Cyclic Number

Kouzelnik ma Sest ¢ernych karet s hodnotami A, 4, 2, 8, 5, 7. V tomto potadi je vylozi na
stil. Divak si hodi kostkou a dejme tomu, Ze mu padne Cislo 4. Poté dostane papir a tuZzku a ma
za ukol vynasobit Cislo 142857 (A piedstavuje Cislici 1) ¢islem, které mu padlo na kostce. V
uvedeném piikladu tedy pocitd 142857 x 4.

Vysledek vypoctu je

142857 x 4 =571428

Zatimco divak provadi vypocet, kouzelnik vezme Sest Cernych karet, jednou je snimne
(rozdéli balicek a zaméni potadi obou Casti) a polozi je na stiil licem doli.

Po dokonceni vypoctu kouzelnik postupné otoci jednotlivé cerné karty. Ukdze se, ze
vytvareji ¢islo odpovidajici vysledku divakova vypoctu. V uvedeném piikladu karty vytvoii Cislo

571428. Tedy jsou vylozené po jedné ptesné v poradi 5, 7, A, 4, 2 a 8. (Gardner, 1956)
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3.5.1.  Nazev aktivity
Cyklické c¢islo 142857

3.5.2. Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace

Tematické okruhy: — Cislo a proménna — Nestandardni aplikaéni Glohy (MSMT, 2023)

3.5.3. Doporuceny ro¢nik

8.-9. ro¢nik zakladni skoly

3.5.4. Vzdélavaci cile

Z&k: — rozpoznava pravidelnosti v &iselnych strukturdch, — vysvétluje vlastnosti

periodickych desetinnych rozvoju.

3.5.5. Matematické vysvétleni principu

Trik je zaloZen na vlastnostech tzv. cyklického cisla 142857. Toto Cislo vznikéd jako

perioda desetinné¢ho rozvoje zlomku
1/7=0,142857142857...

Perioda tohoto desetinného rozvoje obsahuje Sest &islic. Cislo 142857 ma zvlastni
vlastnost: pii nasobeni &isly od 1 do 6 vznikaji vzdy pouze cyklické posuny jeho cifer. Cislice se
tedy neméni, pouze se posouvaji v poradi.

Naptiklad:

142857 x 1 = 142857
142857 x 2 =285714
142857 x 3 =428571
142857 x 4 =571428
142857 x 5 ="714285
142857 x 6 = 857142

Ve vSech pfipadech vznikd stejné uspotradani cislic, pouze zacinajici na jiném misté v

cyklu.

Tato vlastnost souvisi s periodickym desetinnym rozvojem zlomku —- a s vlastnostmi

cyklickych ¢isel v desitkové soustavé. V karetnim triku jsou jednotlivé Cislice reprezentovany
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kartami. Pfesunutim ¢asti balic¢ku (snimnutim) dojde k cyklickému posunu potadi karet, ktery
odpovida cyklickému posunu ¢islic ve vysledku nasobeni.
Trik tak vyuziva vlastnost cyklickych cisel k vytvoreni zdanlivé prekvapivého vysledku,

ktery je ve skute€nosti ur¢en matematickou strukturou ¢isla 142857

3.5.6. Didakticka analyza aktivity

Aktivita predstavuje piiklad zajimavé cCiselné struktury, kterd mlze u 74kl vyvolat
piekvapeni a motivovat je k hledani vysvétleni. Na prvni pohled se miize zdat, ze vznikajici Cisla
jsou nadhodnad, avSak pfi bliz§im zkoumani je patrné pravidelnost v jejich uspofadani.

Didakticky potencial aktivity spoc¢iva v tom, ze Zaci mohou postupné objevovat cyklicky
charakter vznikajicich ¢isel. Porovnavanim jednotlivych vysledki si mohou vSimnout, Ze
vSechny obsahuji stejné Cislice, pouze v jiném potadi.

Uloha podporuje zejména: — rozpoznavani pravidelnosti v &iselnych strukturach, —
formulaci hypotéz o pfic¢inach pozorovaného jevu, — hleddni matematického vysvétleni
pravidelnosti, — propojeni aritmetiky s prvky teorie Cisel.

Z hlediska vyuky muaze byt demonstrace vyuzita jako motivac¢ni nebo zadvérecna tloha,

kteréd ukazuje, ze 1 v béZnych ¢islech mohou existovat piekvapivé matematické vlastnosti.

3.5.7. Propojenis metodickymi pokyny pro uditele

Metodicky postup doporucuje zacit aktivitu bez ptedchoziho vysvétleni matematického
principu. Zaci nejprve pozoruji vysledek triku a mohou se pokusit formulovat vlastni vysvétleni
toho, pro¢ vysledek nasobeni odpovida poradi karet.

Pokud se zakim nepodafi pravidelnost odhalit, mize ucitel navrhnout systematicté;si
postup. Zaci mohou vypodéitat n&kolik nasobki &isla 142857 a zapisovat vysledky do tabulky.
Nésledné mohou jednotlivé vysledky porovnévat a hledat jejich spole¢né vlastnosti.

V dalsi fazi mtze ucitel diskusi sméfovat k otazce, pro¢ vSechny vysledky obsahuji stejné

T « v . . < . I : 1
Cislice v rlizném pofadi. Aktivitu lze nasledn€ propojit s desetinnym rozvojem zlomku —-a

ukazat, ze ¢islo 142857 tvoti periodu tohoto rozvoje.

Tim se pivodné prekvapivy vysledek postupné vysvétli pomoci matematického principu.
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3.5.8. Mozné obtize zaku

Zaci mohou mit potize s rozpoznanim cyklické struktury vznikajicich €isel. Pro nékteré
muze byt obtizné v§imnout si, Ze se jedna o stejné Cislice pouze v jiném poradi.
Dalsi obtizi miize byt pochopeni souvislosti mezi ¢islem 142857 a desetinnym rozvojem

zlomku 1/7. Tento vztah je vhodné vysvétlit pomoci konkrétnich vypocti.

3.5.9. Moznosti diferenciace

Jednodussi varianta: Zaci pracuji pouze s nasobky &isla 142857 a hledaji pravidelnosti ve
vznikajicich ¢islech.

Naroénéjsi varianta: Zaci mohou zkoumat vlastnosti dalsich periodickych desetinnych
rozvoju a porovnavat jejich strukturu. Mohou naptiklad analyzovat periodu zlomku 1/13 nebo

jinych zlomkd.

3.5.10. Didakticky prinos aktivity

Aktivita ukazuje, ze matematika miize odhalovat zajimavé a piekvapivé vlastnosti Cisel.
Z4ci maji moZnost objevovat pravidelnosti a hledat jejich vysvétleni.

Takovy postup podporuje rozvoj matematické zvidavosti a schopnost analyzovat ¢iselné
struktury. Uloha zaroveii propojuje aritmetiku s hlubsimi matematickymi souvislostmi, které se

objevuji v teorii Cisel.

3.6. Shrnuti praktické casti

Praktickd cast prace predstavila soubor didaktickych aktivit zaloZzenych na
matematickych principech, které se objevuji v nékterych karetnich tricich. Jednotlivé tlohy
ukazuji, ze zdanlivé prekvapivé vysledky jsou ve skutecnosti diisledkem presné definovanych
matematickych vztaht.

Didakticky vyznam téchto aktivit spocivd predev§im v tom, ze vytvareji situace, které
piirozené vedou k matematickému zkoumani. Prekvapivy efekt zde funguje jako motivace k
hledani pravidelnosti a k formulaci matematického vysvétleni pozorovanych jevi.

Navrzené pracovni listy tak pfedstavuji jeden z moznych zpisobi, jak propojit
matematické poznatky s aktivni Cinnosti zakG a podpofit rozvoj matematického mysleni v

souladu s cili sou¢asného matematického vzdélavani (MSMT, 2023).
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Z.aveér

Tato bakalafskd prace se zabyvala moZznostmi vyuziti matematickych principt
objevujicich se v karetnich tricich ve vyuce matematiky na zékladni Skole. Hlavnim cilem prace
bylo navrhnout soubor pracovnich listi a didaktickych aktivit, které vyuzivaji ptekvapivy efekt
karetniho triku jako motivaci k matematickému uvazovani, a zaroven tyto aktivity didakticky
zdvodnit.

V teoretické Casti prace byla nejprve predstavena vychodiska souvisejici s motivaci ve
vyuce matematiky, aktivizujicimi metodami a problémoveé orientovanym vyuc¢ovanim. Pozornost
byla v€novana také procesu piechodu od konkrétni situace k matematickému modelu a vyznamu
zobecnovani pii utvafeni matematického porozumeéni. Tyto teoretické pfistupy vytvareji ramec
pro vyuziti piekvapivych situaci ve vyuce jako podnétu k matematickému zkoumani.

Praktickd ¢éast prace predstavila soubor péti didaktickych aktivit zaloZzenych na
matematickych principech vyuZzivanych v karetnich tricich. Jednotlivé ulohy byly navrzeny tak,
aby umoznovaly postupny pfechod od konkrétni manipulativni situace k matematickému
vysvétleni zalozenému na aritmetickych nebo algebraickych vztazich. Aktivity jsou zpracovany
ve formé& pracovnich listi doplnénych metodickymi poznamkami pro ucitele, didaktickou
analyzou a ndvrhy diferenciace vyuky.

Navrzené aktivity ukazuji, Ze matematické principy mohou byt zakiim piedstavovany
prostiednictvim situaci, které jsou zaroven piekvapivé i didakticky podnétné. Piekvapivy efekt
zde neplni pouze roli motivace, ale vytvafi situaci, kterd ptirozené¢ vede k formulaci otazky po
matematickém vysvétleni daného jevu.

Ptinos prace spociva predevsim v navrhu konkrétnich vyukovych materialt, které mohou
ucitelé vyuzit pfi vyuce matematiky na druhém stupni zékladni Skoly. Tyto materidly ukazuji
jeden z moznych zplsob, jak propojit matematické poznatky s aktivni ¢innosti zakt a podpofit
rozvoj matematického mysleni v souladu s cili soucasného matematického vzdélavani.

Ulohy ptedstavuji pouze jeden z moznych zpisobl vyuziti matematickych principt
karetnich triki ve vyuce. Dalsi rozvoj tohoto piistupu by mohl spocivat naptiklad v jeho
experimentalnim ovéfeni ve Skolni praxi nebo v rozsifeni souboru aktivit o dal§i matematicka

témata.
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PRILOHY — KARETNI AKTIVITY VE VYUCE MATEMATIKY

Tato piiloha obsahuje metodické listy pro ucitele a pracovni listy pro zaky, které vyuzivaji
principy karetni magie k objevovani matematickych pravidelnosti. Aktivity jsou urceny
piedevsim pro vyuku matematiky na druhém stupni zdkladni Skoly a na nizSim stupni gymnézia.

Navrzené aktivity jsou koncipovany jako vyukové situace, které zaky nejprve uvadéji do
pfekvapivé nebo zdéanlivé nahodné situace. Tento moment piekvapeni vytvaii kognitivni
konflikt, jenz podnécuje zaky k formulaci hypotéz, experimentovani s riiznymi piipady a k
hledani vysvétleni pozorovaného jevu.

Aktivity vychdzeji z principi problémové a badatelsky orientované vyuky.
Prostfednictvim prace s konkrétni situaci vedou zaky k postupnému odhalovani matematickych

vztaht a k prechodu od empirického pozorovani k formulaci obecného matematického pravidla.
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Ptiloha A — Metodicky list pro ucitele

Ctyfi esa z balitku

Urceno pro
5.=7. ro¢nik zékladni Skoly

Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy:

« Cislo a podetni operace

+ Cislo a proménné

* Nestandardni aplikacni tlohy a problémy

Matematicka oblast
* soucet cifer

« délitelnost deviti

* rozpoznavani pravidelnosti v ¢islech

Vzdélavaci cile
Z4k:

* urcuje soucet cifer pfirozeného Cisla

* objevuje pravidelnosti v ¢islech

* analyzuje matematicky princip zdanlivé nahodné situace
* formuluje vlastni hypotézy

* vysvétluje matematicky princip pomoci jednoduchého algebraického zapisu

Pomiicky
* balicek 52 karet

* pracovni list pro zaky
* tuzka

Doporuceno: jeden bali¢ek karet pro kazdou dvojici nebo skupinu.
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Priprava aktivity
Pted zahéjenim aktivity ucitel pfipravi bali¢ek karet.

Ctyfi esa musi byt umisténana 9., 10., 11. a 12. pozici od vrchu balicku.
Zbytek balicku mtze byt v libovolném poradi.
Balicek je vhodné pripravit jesté pred hodinou, aby si zaci nev§imli umisténi es.

Postup triku
1. Pozadejte zaka, aby si zvolil libovolné ¢islo mezi 10 a 19.

2. Z balicku odpocitejte odpovidajici pocet karet a polozte je na stl licem dolda.
3. Spocitejte soucet cifer zvoleného Cisla.

4. Z vrchu hromadky na stole odeberte tolik karet, kolik je soucet cifer.

5. Tyto karty po jedné polozte zpét na vrch bali¢ku v ruce.

6. Vezm¢éte vrchni kartu z hromadky na stole a odlozte ji stranou licem dolt.

7. Zbytek karet z hromadky vrat'te zpét na balicek.

8. Postup opakujte Ctyfikrat.

9. Po otoc¢eni odloZenych karet se objevi Ctyfi esa.

Doporuceny postup prace ve tridé
1. Motivace

Utitel nejprve trik predvede bez vysvétleni. Zaci formuluji vlastni hypotézy.

2. Experimentovani
Zaci pracuji ve dvojicich nebo skupinach a postup opakuji s riznymi &isly.

Vysledky zapisuji do tabulky.
3. Hledani pravidelnosti

Zaci zjisti, ze vzdy plati:

¢islo — soucet cifer = 9.
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4. Matematické vysvétleni
Dvouciferné cislo l1ze zapsat ve tvaru:

10a+b

Soucet cifer:

at+b

Rozdil:

(10a+b)—(a+b)=9a

Vysledek je tedy vzdy nasobkem deviti.
U cisel mezi 10 a 19 je a =1, proto je vysledek vzdy 9.

Mozné obtize zaki
* obtize se spravnym urcenim souctu cifer

* vniméani vysledku jako nahody
* obtize pti pfechodu k algebraickému zobecnéni

Moznosti diferenciace
Zjednoduseni:

* pracovat pouze s n¢kolika konkrétnimi Cisly

* zaméfit se pouze na pozorovani vysledki

e 24

* odvodit obecny vztah (10a + b) — (a + b) =9a
* zkoumat dalsi dvouciferna cisla
* propojit aktivitu s pravidlem délitelnosti deviti

Didakticky prinos aktivity

Aktivita propojuje manipulativni ¢innost s matematickou analyzou.
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13

Prekvapivy vysledek vede zaky k otazce ,,proc¢*. Nasledna diskuse podporuje

formulaci hypotéz, jejich ovéfovani a matematické zobecnéni.

Aktivita rozviji:

* experimentovani

* hledani pravidelnosti

* matematickou argumentaci

* prechod od konkrétni situace k abstraktnimu modelu.
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Pracovni list pro zaky

Ctyfi esa z balitku

1. Pozorovani
Ucitel predvede karetni trik.
Po jeho provedeni odpovéz na otazky:

Co se podle tebe stalo?

2. VyzkouSej trik

Pracujte ve dvojicich. Pouzijte balicek karet.
1. Jeden z vas si zvoli ¢islo mezi 10 a 19.

2. Druhy provede postup s kartami.

3. Sledujte, jaky vysledek vyjde.

3. Zapis vysledky
Zvolené cislo Soucet cifer

4. Hledej pravidelnost
Jaké cislo vychazi ve sloupci rozdil?

49
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Plati to pro vSechna cisla mezi 10 a 19?

5. Pokus o vysvétleni
Zkus vlastnimi slovy vysvétlit, pro¢ trik funguje.

6. Vyzva pro zvidavé

Kazdé¢ dvouciferné ¢islo miizeme zapsat ve tvaru 10a + b.
Soucet jeho cifer je a + b.

Co vyjde, kdyz tyto vyrazy odecteme?
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Ptiloha B — Metodicky list pro ucitele

Mathematical Finder — karetni predpovéd’

Urceno pro
7.-9. ro¢nik zakladni Skoly

Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy:

+ Cislo a proménna

* Zavislosti, vztahy a prace s daty

*» Nestandardni aplikacni tlohy a problémy

Matematicka oblast
* linearni vztahy

* algebraické modelovani

* matematicka invarianta

Vzdélavaci cile
Z4k:

* analyzuje matematickou strukturu zdanlivé ndhodné situace
* pouziva proménné k popisu vztahti mezi veli¢inami

* formuluje hypotézy a ovéiuje jejich platnost

* vysvétluje matematicky princip pozorovaného jevu

* pfechazi od konkrétni situace k matematickému modelu

Pomiicky
« standardni bali¢ek 52 karet

* pracovni list pro zéky
* papir a tuzka

Doporuceno: jeden bali¢ek karet pro kazdou dvojici nebo skupinu.
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Priprava aktivity
Pred zahéjenim aktivity ucitel vezme balicek karet a zjisti osmou kartu odspodu balicku.

Tuto kartu zapiSe na papir jako predpoved vysledku a papir polozi viditeln€ na sttl.
Balicek neni nutné nijak michat ani upravovat.

Postup triku
1. Ucitel zacne obracet karty z vrchu balicku na stiil licem nahoru.

2. Pti obraceni karet nahlas pocita od 10 do 0.
3. Pokud se otoc¢ena karta shoduje s praveé vyslovenym cislem, hromadka kon¢i.
4. Ucitel zacne vytvaiet novou hromadku.

5. Pokud se beéhem pocitani zadna karta neshoduje, pii vysloveni ¢isla 0 se polozi posledni karta
hromadky rubem vzhiru.

6. Postup se opakuje, dokud nevzniknou ¢tyti hromadky.

Odhaleni vysledku

1. Ucitel secte hodnoty vrchnich karet vSech hromadek.
2. Ze zbytku balicku odebere odpovidajici pocet karet.
3. Oto¢i nasledujici kartu.

Tato karta se vzdy shoduje s kartou uvedenou v predpovédi.

Matematické vysvétleni principu
Oznaéme:

X — pocet karet v hromadce

y — hodnota vrchni karty

Plati vztah:

x+y=11

Soucet poctu karet v hromadce a hodnoty vrchni karty je tedy vzdy konstantni.

Protoze vzniknou ¢tyfi hromadky:
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4% 11=44

Bali¢ek obsahuje 52 karet, takze zbyva:

52 — 44 = 8 karet

Predpovézena karta je tedy vzdy osma karta odspodu balicku.

Doporuceny postup prace ve tridé
1. Motivace

Ucitel nejprve trik pfedvede bez matematického vysvétleni.

2. Experimentovani

Zaci pracuji ve dvojicich nebo skupinach a postup opakuji.

3. Hledéni pravidelnosti

Zaci analyzuji vztah mezi poétem karet v hromadce a hodnotou vrchni karty.

4. Matematické zobecnéni
Ucitel zavede proménné x a y a spolecné se tfidou odvodi vztah x +y = 11.

MozZné obtize zaku
* velikost hroméadek mtize ptisobit nahodné

* obtize pti prechodu od konkrétni manipulace k algebraickému zapisu
* obtize sledovat prubé¢h pocitani pfi praci s kartami

Moznosti diferenciace
Zjednoduseni:

* pracovat pouze s konkrétnimi hroméadkami

* zapisovat vysledky do tabulky
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Vv

* odvodit vztah x +y =11

* zkoumat po¢itani od jiného ¢isla

* analyzovat jiny pocet hromadek

* navrhnout obdobny trik pro balicek 32 karet

Didakticky prinos aktivity

Aktivita propojuje manipulativni ¢innost s matematickou analyzou.
Zdanlivé nahodna situace vede zaky k formulaci hypotéz a jejich ovérovani.
Zaci postupné piechézeji od konkrétni situace k matematickému modelu,

¢imz se rozviji jejich algebraické mysleni.
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Pracovni list pro zaky

Mathematical Finder — karetni predpovéd’

1. Pozorovani
Ucitel predvede karetni trik.

Po jeho pfedvedeni se pokus odpovédet na otazky:

Co se podle tebe stalo?

2. VyzkousSej trik
Pracujte ve dvojicich nebo malych skupinach.
Jeden z vas bude provadét postup s kartami, druhy bude zapisovat vysledky.

Postup:

1. Vezmi balicek karet.

2. Zalni obracet karty z vrchu bali¢ku na stil.

3. Pfitom nahlas pocitej od 10 do 0.

4. Pokud se otocena karta shoduje s pravé vyslovenym ¢islem, hromadka kong¢i.
5.Pokud ne, tak s vyslovenim 0 poloz na balic¢ek jednu kartu rubem vzhiiru.

6. Zacni vytvafet novou hromadku.

7. Pokracuj, dokud nevzniknou ¢tyii hromadky.

3. Zapis vysledky
Hroméadka Pocet karet Hodnota vrchni karty
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4. Hledej pravidelnost
Hromadka x (pocet karet) y (hodnota karty)

Jaky vysledek vychazi ve sloupci x + y?

5. Pokus o vysvétleni
Zkus vlastnimi slovy vysvétlit, pro¢ trik funguje.

6. Vyzva pro zvidavé
Oznacme:

x — pocet karet v hromadce
y — hodnotu vrchni karty

Jaky vztah mezi nimi plati?

56

Xty



Ptiloha C — Metodicky list pro ucitele

Twenty Plus — Najdi zapamatovanou kartu

Urceno pro
7.-9. ro¢nik zakladni Skoly

Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy:

+ Cislo a proménna

* Zavislosti, vztahy a prace s daty

*» Nestandardni aplikacni tlohy a problémy

Matematicka oblast
* algebraické modelovani

* prace s proménnou

* analyza matematické struktury postupti

Vzdélavaci cile
Z4k:

* pouziva proménné k popisu matematické situace

* analyzuje vztahy mezi veli¢inami

* formuluje matematicky model konkrétni situace

* vysvétlyje, pro¢ zdanliveé ndhodny vysledek neni ndhodny
* pouziva algebraicky zapis pfi feSeni problému

Pomiicky
« standardni bali¢ek 52 karet

* pracovni list pro zéky
* tuzka

Doporuceno: jeden bali¢ek karet pro kazdou dvojici nebo skupinu.
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Priprava aktivity
Balicek karet neni nutné nijak upravovat. Aktivitu 1ze provést s libovolné zamichanym balickem.

Trik je zalozen pouze na matematické struktuie postupu, nikoli na pfedem pfipraveném poradi karet.

Postup triku
1. Z4k si tajné vezme z bali¢ku libovolny pocet karet (maximalné 20).

2. Ucitel zacne z balicku vykladat karty licem nahoru na sttl a pocita do 20.
3. Z4k si zapamatuje kartu, ktera odpovida poétu karet, které si vzal.

4. Jakmile je na stole 20 karet, zak fekne libovolné Cislo od 1 do 10.

5. Ucitel prida na hromadku odpovidajici pocet karet z balicku.

6. Hromadku karet na stole oto¢i rubem nahoru.

7. Zbytek bali¢ku polozi na vrch této hromadky.

8. Ucitel prolistuje bali¢ek rubem nahoru a na vypocitané pozici oto¢i kartu.

Jak najit zapamatovanou kartu
Ucitel vypocita hodnotu:

32—y

kde y je Cislo, které zak fekl.

Naptiklad:
y=7
32-7=25

Zapamatovana karta se nachazi na 25. pozici v balicku.

Matematické vysvétleni principu
Oznaéme:

X — pocet karet, které si zak na zacatku vzal
y — Cislo, které zak fekl
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Zapamatovana karta je na x—té pozici mezi 20 vyloZzenymi kartami.

Po vylozeni 20 karet zGstava v balicku:

52-20-x=32-x

Po ptidéni y karet:

32-x-y

Po otoc¢eni hromadky se zapamatovana karta dostane na pozici:

32-x+x-y

coz se zjednodusi na:

32—y

Konecna pozice tedy nezavisi na hodnoté x.

Doporuceny postup prace ve tridé
1. Ucitel nejprve trik predvede bez vysvétleni.

2. Zaci formuluji vlastni hypotézy.

3. Zaci experimentuji s riznymi hodnotami x a y.

4. Spole¢né analyzuji zmény v pozici karty.

5. Ucitel zavede proménné x a y a spole¢n¢ odvodi vztah 32 —y.
Mozné obtize zaku

* sledovani zmén poradi karet

* pochopeni, Ze proménna x nema vliv na vysledek

* prace s algebraickym zapisem vztahu
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Moznosti diferenciace
Zjednoduseni:

* pracovat pouze s konkrétnimi hodnotami

* sledovat zmény pozice karty pfi riznych hodnotach y

Naro¢néjsi varianta:

* odvodit cely algebraicky vztah
32—-x+x—y=32—-y

* vysvétlit, pro¢ vysledek nezavisi na hodnoté x

Didakticky prinos aktivity
Aktivita propojuje manipulativni praci s kartami s algebraickym modelovanim.

Zaci sleduji konkrétni situaci a postupné ji pievadgji do matematického vztahu.

Tim se rozviji schopnost analyzovat matematickou strukturu postupil a vytvaret matematické modely.
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Pracovni list pro zaky

Twenty Plus — Najdi zapamatovanou kartu

1. Pozorovani
Ucitel predvede karetni trik.

Po jeho pfedvedeni se pokus odpovédet na otazky:

Co se podle tebe stalo?

2. VyzkousSej trik

Pracujte ve dvojicich nebo malych skupinach.

Postup:

1. Jeden z vas si z balicku tajné vezme urcity pocet karet (maximalné 20).
2. Druhy vyklada z balicku karty na stil a pocita do dvaceti.

3. Zapamatuj si kartu, ktera odpovidéa poctu karet, které sis vzal.
Naptiklad pokud sis vzal 5 karet, zapamatuj si 5. vyloZenou kartu.

4. Jakmile je na stole 20 karet, fekni libovolné ¢islo od 1 do 10.

5. Pridej na hromadku odpovidajici pocet karet z balicku.

6. Hromadku oto¢ rubem nahoru a poloz na ni zbytek balic¢ku.

3. Zapis vysledky

Pocet odebranych Zvolené cislo (y) Vypoctena pozice 32 Skute¢na pozice

karet (x) -y karty
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4. Hledej pravidelnost

Porovnej vypoctenou a skute¢nou pozici karty.

Co pozorujes?

5. Pokus o vysvétleni
Oznaéme:

x — pocet karet, které si divak vzal
y — Cislo, které divak ekl

Zkus popsat, jak se méni pozice zapamatované karty béhem jednotlivych krok.

6. Vyzva pro zvidavé
Odvod’ obecny vztah pro pozici zapamatované karty.
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Ptiloha D — Metodicky list pro ucitele

Scarne's Miracle Card-Finder — Najdi predpovézenou kartu

Urceno pro
8.-9. ro¢nik zakladni skoly

Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy:

+ Cislo a proménna

* Nestandardni aplikacni tlohy a problémy

Matematicka oblast
* algoritmické mysleni

* opakujici se procesy
* prace s mocninami ¢isla dveé

» matematické modelovani algoritmu

Vzdélavaci cile
Z4k:

* analyzuje opakujici se algoritmicky postup

* rozpoznava pravidelnosti v pritb¢hu procesu

* vysvétluje matematickou strukturu algoritmu

* hleda vztah mezi poc¢tem prvki a vysledkem procesu
* pouziva matematicky model k ptedpovédi vysledku

Pomiicky
* balicek 52 karet

* papir a tuzka
Doporuceno: jeden balic¢ek karet pro kazdou dvojici nebo skupinu.

Priprava aktivity
Divak zamich4 balicek a vybere z néj libovolny pocet karet.

63



Tyto karty odd¢li od zbytku balicku.

Kouzelnik si jednu z téchto karet tajné zapiSe na papir jako predpovéd’.
Tato karta bude na konci triku kartou, ktera divakovi zlistane v ruce.

Postup triku
1. Divék drzi vybranou hromadku karet v ruce.

2. Postupné provadi nasledujici kroky:

— prvni kartu polozi na stil

— dalsi kartu pfesune na spodek hromadky

3. Postup se stale opakuje:

—jednu kartu odlozit

— dalsi ptesunout dospodu hromadky

4. Postup pokracuje, dokud divakovi v ruce neziistane pouze jedna karta.
5. Kouzelnik poté ukéaze predem napsanou kartu.

Ukaze se, ze je shodna s kartou, ktera divakovi zlstala.

Matematické vysvétleni principu
Postup odpovida znamému matematickému problému nazyvanému Josephustv problém.

Pfi ném se postupné vytazuje kazdy druhy prvek v kruhovém uspotadani.

V naSem ptipadé:
* jedna karta je odloZena

* dalsi karta je pfesunuta na spodek hromadky

Tim se postupné vytazuje kazda druhd karta.

Mocniny ¢isla dvé
Pokud by pocet karet byl pfesné¢ mocninou dvojky (naptiklad 8, 16 nebo 32),

zlstala by nakonec karta na posledni pozici této mocniny.
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Naptiklad:
* pti 8 kartach ziistane 8. karta
* pfi 16 kartach ztstane 16. karta

Obecny vztah

OznaCme:

n — pocet karet

Nejprve ur¢ime nejblizsi niz§i mocninu dvojky:

2"k

Rozdil:

n— 2"k

Vysledna pozice posledni karty je:
2(n —27k)

Priklad
Pokud je pocet karet n = 23:

nejblizsi niz§1 mocnina dvojky je

24 =16

Poté:
23-16=7

2x7=14

Posledni karta byla tedy ptivodné€ na 14. pozici v balicku.
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Doporuceny postup prace ve tridé
1. Ucitel nejprve trik predvede bez vysvétleni.

2. Zaci formuluji vlastni hypotézy.

3. Zaci experimentuji s riznymi poéty karet.

4. Spole¢né zapisuji vysledky.

5. Ucitel vysvétli souvislost s mocninami Cisla dvé a Josephusovym problémem.
MozZné obtize Zakii

* sledovani prabéhu algoritmu pii vétSim poctu karet

* pochopeni souvislosti s mocninami ¢isla dve

* predstavivost pfi sledovani zmén potadi karet

Moznosti diferenciace
Zjednoduseni:

* pracovat s mensim poctem karet

* sledovat pouze prub¢h procesu

N e

* hledat obecné pravidlo pro libovolny pocet karet
* analyzovat Josephustv problém obecn¢

* zkoumat variantu vyfazovani kazd¢ treti karty

Didakticky pFrinos aktivity

Aktivita propojuje manipulativni praci s kartami s analyzou algoritmu.
Zaci sleduji opakujici se proces a hledaji v ném pravidelnosti.
Nasledné prevadéji konkrétni situaci do matematického modelu,

¢imz se rozviji jejich logické a algoritmické mysleni.
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Pracovni list pro zaky

Scarne's Miracle Card-Finder — Najdi predpovézenou kartu

1. Pozorovani
Ucitel predvede karetni trik.

Po jeho pfedvedeni se pokus odpovédet na otazky:

Co se podle tebe béhem triku délo?

2. VyzkousSej trik

Pracujte ve dvojicich nebo malych skupinach.

Postup:

1. Zamichejte balic¢ek karet.

2. Jeden z vas vezme libovolny pocet karet.

3. S témito kartami provadéjte nasledujici postup:

* prvni kartu poloZz na stil

» dalsi kartu ptesuil na spodek hromadky
4. Tento postup stale opakuj:

* jednu kartu odloz

» dalsi presun dospodu

5. Pokracuj, dokud ti v ruce nezistane jen jedna karta.

3. Zapis vysledky
Pocet karet na zacatku kolikata karta z ptivodniho uspotadéani ziistala
jako posledni
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4. Hledej pravidelnost

Porovnej vysledky pro rizné pocty karet.

Vsimnes si néjakého pravidla?

Zkus experiment zopakovat s pocty karet: 8, 10, 16, 20.
Co pozorujes?

5. Pokus o vysvétleni
Zkus popsat, jak postup funguje.

Jak se méni pocet karet behem jednotlivych krokti?

6. Vyzva pro zvidavé
Zkus odhadnout, ktera karta zustane posledni bez provedeni celého postupu.

Existuje podle tebe pravidlo, které urcuje posledni kartu podle poctu karet?
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Ptiloha E — Metodicky list pro ucitele

Cyklické ¢islo 142857

Urceno pro
8.-9. ro¢nik zakladni skoly / niz$i ro¢niky gymnazia

Zarazeni dle RVP ZV

Vzdélavaci oblast: Matematika a jeji aplikace
Tematické okruhy:

+ Cislo a proménna

* Nestandardni aplikacni tlohy a problémy

* Zavislosti, vztahy a prace s daty

Matematicka oblast
* periodické desetinné rozvoje

* cyklicka ¢isla
* nasobeni ptirozenych cisel
* rozpoznavani ¢iselnych struktur

Vzdélavaci cile
Z4k:

* rozpoznava pravidelnosti v nasobeni ¢isel

* analyzuje strukturu cyklického cisla

* vysvétluje vztah mezi zlomkem 1/7 a Cislem 142857

* rozpoznava cyklické vzory v matematickych operacich

» formuluje matematické vysvétleni pozorovaného jevu

Pomiicky

* Sest ¢ernych karet oznacenych Cisly: 1, 4, 2, 8, 5,7
* pét Cervenych karet oznacenych cisly: 2, 3,4, 5, 6

* hraci kostka
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* papir a tuzka pro zaky

Priprava aktivity
Ucitel ptipravi Sest Cernych karet v poradi:

1-4-2-8-5-7

Tyto karty reprezentuji ¢islo 142857.

Karty jsou pfipraveny na stole v tomto potadi.

Postup triku
1. Ucitel vylozi Sest cernych karet v pofadi 1 -4 -2 -8 -5-7.

2. Z4k hodi kostkou (nebo si vybere &islo 2-6).
3. Toto cislo oznacime jako n.

4. 74k dostane papir a vypo¢ita souéin:

142857 xn

Napriklad:

142857 x 4 =571428

5. Zatimco zak provadi vypocet, ucitel vezme Sest karet a jednou je snimne (rozd¢li bali¢ek na dveé ¢asti a
zaméni jejich potadi).

6. Karty polozi na stil licem dolt.
7. Po dokonceni vypoctu ucitel postupné karty otoci.
8. Karty vytvoii ¢islo odpovidajici vysledku nésobeni.

Matematické vysvétleni principu
Cislo 142857 je tzv. cyklické &islo.

Vznika jako perioda desetinného rozvoje zlomku:
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1/7=0,142857142857...

Perioda tohoto desetinného rozvoje obsahuje Sest ¢islic:

142857

Pfi nasobeni ¢isly 1 az 6 vznikaji vzdy ¢isla obsahujici stejné ¢islice,

pouze v jiném poradi — dochazi k cyklickému posunu ¢islic.

142857 x 1 =142857
142857 x 2 =285714
142857 x 3 = 428571
142857 x 4 =571428
142857 x 5 ="714285

142857 x 6 = 857142

Matematicky vyznam
Cyklicka ¢isla souviseji s periodickymi desetinnymi rozvoji zlomki.

V piipadé c¢isla 142857 jde o periodu desetinného rozvoje zlomku 1/7.

Pfi nasobeni ¢isly 1-6 se pouze cyklicky posouva zacatek této periody.

V karetnim triku jsou jednotlivé Cislice reprezentovany kartami.
Snimnutim balicku dojde k cyklickému posunu jejich potadi.

Doporuceny postup prace ve tridé
1. Ucitel nejprve predvede trik bez matematického vysvétleni.

2. Zaci sleduji vysledek a snazi se vysvétlit, jak mohl vzniknout.
3. Zaci vypotitaji nékolik nasobku ¢isla 142857.

4. Vysledky zapisi do tabulky.
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5. Spole¢né hledaji pravidelnost ve vzniklych ¢islech.

6. Ucitel nasledné vysvétli souvislost s desetinnym rozvojem zlomku 1/7.
MozZné obtize zaki

* rozpoznani, Ze vysledky obsahuji stejné Cislice

* pochopeni cyklického posunu ¢islic

* pochopeni vztahu mezi ¢islem 142857 a zlomkem 1/7

Moznosti diferenciace
Jednodussi varianta:

* zaméfit se pouze na vypocty nasobkd Cisla 142857

* hledat podobnosti ve vysledcich

Naro¢néjsi varianta:
* analyzovat dalsi periodické desetinné rozvoje
* porovnat napiiklad zlomek 1/13 nebo jiné zlomky

* zkoumat vlastnosti cyklickych ¢isel obecné

Didakticky prinos aktivity
Aktivita ukazuje zajimavé vlastnosti Ciselnych struktur.

Zaci maji moznost objevovat pravidelnosti a hledat jejich matematické vysvétlen.

Aktivita propojuje aritmetiku s prvky teorie Cisel a podporuje matematickou

zvidavost i schopnost analyzovat Ciselné vzory.
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Pracovni list pro zaky

Cyklické cislo 142857

1. Pozorovani
Ucitel predvede karetni trik s ¢islem vytvofenym z karet:

142857
Pokus se odpovédét na otazky:

Co se podle tebe béhem triku stalo?

2. Vyzkousej vypocty
Vypocitej nékolik nasobku ¢isla 142857.

142857 x 2 =
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3. Hledej pravidelnost
Co maji vSechny vysledky spole¢ného?

4. Pokus o vysvétleni
Zkus vysvétlit, pro€ se Cislice ve vysledcich pouze cyklicky posouvaji.

5. Zajimavé pozorovani
Vypocitej desetinny rozvoj zlomku:

1+7=

6. Vyzva pro zvidavé
Jak souvisi ¢islo 142857 s desetinnym rozvojem zlomku 1/7?
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