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Abstrakt

Tématem této bakalarské préace je teorie fizeni robotického mechanismu, tzv. trident snake
robota. Z pohledu teorie fizeni se jedna o neholonomni sytém, jehoz riditelnost je urcena
vektorovymi poli. V praci jsou ze soustavy neholonomnich rovnic odvozeny vstupni vek-
torova pole. Na tato vektorova pole je aplikovana operace Lieovy zavorky. Na zdkladé
anylyzy vysledku operace Lieovy zavorky je provedeno ovéreni splnéni definice zobecnéné
geometrie cest pro konkrétni modely trident snake robota. Na zavér je v praci vypocitana
Hamiltonova funkce a Christoffelovy symboly potiebné pro sestaveni rovnic geodetik.

Abstract

The subject of this Bachelor’s thesis is control theory of mechanism, the so-called trident
snake robot. From a viewpoint of control theory, it is classified as a nonholonomic system
whose controllability is determined by vector fields. In this thesis, input vector fields
are obtained from the system of nonholonomic equations. The Lie bracket operation is
applied on this vector fields. On the basis of an analysis of the results of the Lie bracket
operation, the fulfillment of the definition of the generalized path geometry is verified
for the particular models of the trident snake robot. Finally, Hamiltonian function and
Christoffel symbols, needed to compile equations of geodesics, are calculated.
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1 Uvod

Tato prace se zabyva zkoumanim robotického mechanismu, tzv. trident snake robota.
Jedna se neholonomni mechanismus, tedy mechanismus, jehoz pocet stupnu volnosti se
nerovna dimenzi konfigura¢niho prostoru. Model trident snake robota ilustruje néasledujici
obrazek.

Yy A

\

Obrazek 1: Obecny model trident snake robota

Robot je tvofen rovnostrannym trojihelnikem s ¢lanky v jeho vrcholech. Na konci
kazdého clanku se nachdzi kolecko. Spojeni trojuhelniku s ¢lanky a c¢lanku s kolecky
je provedeno klouby, ve kterych jsou umistény servomotory. Je tak mozné ménit uhly
natoceni. Dalsimi fiditelnymi parametry jsou délky jednotlivych ¢lankt, jez je mozné
protahovat a zkracovat.

Nejprve se v kapitole 2 seznamime s pojmy z diferencialni geometrie, které, jak pozdéji
uvidime, jsou potfebné pro feseni dané problematiky. Dale budeme definovat pojmy jako
Lieova zavorka a Lieova algebra fiditelnosti. Na konci této kapitoly se seznamime s po-
jmem zobecnéné geometrie cest. S pomoci tohoto teoretického zakladu se budeme ve tieti
kapitole vénovat konkrétnim modeltim trident snake robotu. Pro tyto modely uréime neho-
lonomni soustavy rovnic a z jejich feSenim ziskame vstupni vektorova pole, ktera nasledné
pouzijeme pro vypocet Lieovych zavorek. Vstupnich vektorovych poli a Lieovych zavorek
urcuji Lieovu algebru tiditelnosti, jejiz vlastnosti vyuzijeme k demonstrovani skutecnosti,
ze dané mechanismy splnuji definici zobecnéné geometrie cest a jsou lokalné tiditelné.
Nakonec ptedstavime Hamiltonovu funkci a jeji vlastnosti a vypocitame Christoffelovy
symboly, pomoci nichz je mozné sestavit rovnice normalnich geodetik.
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2 Diferencialni geometrie

V této kapitole definujeme pojmy, se kterymi budeme v dalsim textu pracovat. Kapitolova
vychézi predevsim z [4], [5] a ¢astecné z [2], dopliujici informace tykajici se robotickych
aplikaci 1ze nalézt v [3] a [6].

2.1 Hladka varieta

Topologickd varieta je separabilni méritelny prostor M, ktery je lokalné homeomorfni
s R"™. Pro kazdé x € M tedy existuje néjaky homeomorfismus u : U — w(U) C R", kde
U je oteviené okoli bodu z € M a u(U) je oteviend podmnozina R™. Dvojice (U, u) se
nazyva mapa na M.

Mnozina map (Uy, us)e na M takovych, ze U, tvoii pokryti mnoziny M, se nazyvé
atlas. Funkce

Uap = Uq 0 U " 1 Ug(Ung) = Ua(Unp)

se nazyvaji transformace mapy pro atlas (Us, Ua)a, zapis Usg oznacuje Uyg := U, N Us.
Atlas (U,, uq)o variety M se nazyva C*-atlas, jestlize vechny transformace

Uag : Us(Unp) — ua(Uyp) jsou diferencovatelné tifdy C*. Dva C*-atlasy se nazyvaji C*-

ekvivalentni, kdyz jejich sjednoceni je opét C*-atlas M. Tiida ekvivalence C*-atlasi se

nazyva C*-struktura na M. Jestlize vSechny transformace jsou tifidy C* pro Vk € N, atlas

(Un, Ug)o se nazyva hladky atlas. Dvojice (M, (Uy, ua)a), kde M je topologicka varieta a

(Uqs ta)o je hladky atlas, se nazyva hladkd varieta.

Priklad 2.1. Uvazujme prostor R"™! se standardnim skaldrnim souc¢inem (z, y) = >~ z;1;.
Potom n-sféra S™ je podmnozina {x € R**! : (z,z) = 1}.

Popiseme explicitné atlas pro S", tzv. stereograficky atlas. Vybereme a € S™ (,,jizni
pol“). Necht

Uy :=85"\{a}, uy: U —=R", wuy(z)= %,
U_:=S"\{-a}, u_:U.—>R", u_(z)= ﬂ—xx‘g“

Z obrazku 2 je ptes 0, x, a a vidét, ze u, je klasicka stereograficka projekce. Dostavame

také
w1 2

= a+ roy € {a}*+\ {0
Er 1t e oY {a}=\ {0}

i (y)
aur_(y) = (u_oui')(y) = - Je vidét, Ze uy_ je diferencovatelné tiidy C* pro Vk.

Dalsim piikladem hladké variety je R™, kde atlas tvori jedind mapa, a to identita
id : R® — R". Po slozkach pak muzeme definovat hladky atlas na varieté M = R™ x (S™)*.
Dale uvidime, Ze konfiguraénim prostorem nasich mechanismi je prave M = R™ x (S1)*.
Muzeme jej tedy chapat jako hladkou varietu.

Na ptikladé R™ si demonstrujeme dalsi pojmy. RozlisSujeme vektorovy prostor a jeho
tecny prostor v daném bodé. Tecény prostor k prostoru R” v bodé ¢ € R™ oznacujeme
T,R™. Vektorové pole na R" je hladké zobrazeni, které ptirazuje ke kazdému bodu ¢ € R"
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x—{(x,a)a

Obrazek 2: Sféra

tecny vektor f(q) € T,R™ V lokdlnich soufadnicich reprezentujeme f jako sloupcovy
vektor, jehoz slozky zavisi na g:

fl(Q)
fl=1 :
fn<Q>

Vektorové pole je hladké, pokud je hladkd kazda funkce f;(q) : R® — R.
Jak uvidime, o vektorovém poli muzeme premyslet jako o pravé strané diferencialni
rovnice

q=f(a). (2.1)
Pro reprezentaci feseni diferencidlni rovnice (2.1) definujeme tok vektorového pole.

Specidlné gb{ (q) predstavuje teseni diferencidlni rovnice v ¢ase t s pocatkem v ¢. Tudiz
gb{(q) : R™ — R” spliuje:

Col@)= f6la) qeRr"

Vektorové pole se nazyva kompletni, jestlize je definovano pro vsechna ¢. Podle Picar-
dovi véty o existenci a jednoznac¢nosti feseni obycejnych diferencialnich rovnic, je gb{ pro
kazdé pevné dané t lokalnim difeomorfismem R™ samo na sebe. Déle ¢{ spliuje nasledujici
vlastnost:

o o ¢! = ¢l

pro viechna ¢ a s, o znacf kompozici dvou toki: ¢f o ¢f = ¢! (¢1(q)).

2.2 Lieova zavorka

Méjme dvé vektorova pole g; a g, zobrazeni ¢f' o ¢92 predstavuje kompozici toku go
po s sekund s tokem g; po ¢ sekund. Obecné se tato kompozice lisi od kompozice ¢9' o ¢7?,
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—€92

\

g1 € e

€92

Obrazek 3: Ilustrace operace Lieova zavorka

ktera je kompozici v opacném poradi. Pro malé € muze vyjadrit Tayloruv rozvoj v e jako:
q(e) = ¢7(¢(0))
1
= q(0) + €4(0) + 5¢*4(0) + O(¢”)

1,0 f
= 40+ coa(a0) + 565 (@) + O(E),

zépis O(e*) znacl vyraz fddu €* a parcialni derivace g; je v qo.
Vyjadreno v case 2e,

q(2€) = ¢F 0 7 (q0)

1,0
= 0@ + eg(a0) + 3¢ 0 (a0) + O()

2

1,0 €0
= g0+ c0a(a0) + 5650 (@0) + €02l + e0r(a0)) + 5 52 0nla0) + O(P)

(@0) + 2%—@2gl<qo>> +O@E).

1,0 0
= g0+ elonlan) + 92(a0)) + 56t on (o) + 5 20

Pouzili jsme Tayloriv rozvoj pro ga(go + €91(q0)) = 92(q0) + €52 1(q0) + O(€?).
V dalsim kroku dostéavame:

q(3€) = ¢ 9 0 ¢% 0 ¢7 (qo)
092 992 g1

1
= t0 -+ 02(a0) + 55 0n(00) + 275201 (a0) = 25 - 2a0)) + O,

A konecné:
q(4e) = ¢ 0 ¢ 9" 0 9% 0 ¢? (qo)

992 0 (a0) + 2% gu(0)) + O(€).

_ 2

Toto je motivaci pro definici Lieovy zavorky:
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Definice 2.2. Lieovu zavorku dvou vektorovych poli g; a go definujeme jako

1 d2 (992

91:92)(0) = 5 53040) = 2201(0) — ).

Lieova zavorka je tedy vektorové pole generované dvéma vektorovymi poli g; a gs.
Jestlize [g1, g2] = 0, fekneme, Ze g; a go komutuji.

Piiklad 2.3. Uvazujme dvé linedrni vektorovd pole f(q) = Aq a g(¢) = Bq. Potom
Lieova zavorka dvou linearnich vektorovych poli je linearni vektorové pole

[f,9l(q) = (BA— AB)q,

tzn. komutator dvou matic A, B.
7 definice Lieovy zavorky vektorovych poli plynou nasledujici vlastnosti:

Tvrzeni 1. Méjme vektorovd pole gy, ga, g3 na R™, potom Lieova zdvorka splniuje ndsledugjici
vlastnosti:
1. Antisymetrie:

[91792] = —[92791]
2. Jacobiho identita:

91, (92, g3)] + 93 [g1, g2)] + 92, [g3, 1]] = 0.

2.3 Distribuce

Distribuce na hladké varieté M je zobecnéni vektorovych poli, tj. zobrazeni, které pritazuje
hladkou funkci podprostor te¢ného prostoru ke kazdému bodu v M. Specidlni piipad je
distribuce definovand mnozinou hladkych vektorovych poli gi,...,g,. V tomto piipadé
definujeme distribuci jako

A = span{gi,...,gm} C TM,

tj. jako obal mnoziny hladkych vektorovych poli v M. Pro libovolny bod M distribuce
definuje linedrni podprostor teéného prostoru

Aq = span{gi(q), ..., gm(q)} C T,M.

Rekneme, ze distribuce je requldrni, jestlize se dimenze podprostoru A, neméni pro rizna
g. Distribuce je involutivni, jestlize je uzaviend vuci Lieové zavorce, tzn.

A je involutivni <= [f,g] € A Vf,g € A.

Involutivni uzdvér distribuce, znaceny A, je uzdvérem A vzhledem k operaci Lieovy
zavorky; tzn., A je nejmensi distribuce obsahujici A takova, ze kdyz f,g € A, pak
[f,9] € A.

Definice 2.4. Vektorovy prostor V' (nad R) je Lieova algebra, jestlize existuje bilinedrn{
operace V x V' — V| znacena [-, -], splnujici (i) antisymetrii a (ii) Jacobiho identitu.
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Mnozina hladkych vektorovych poli na R" s Lieovou zavorkou tvoii Lieovu algebru,
znacime X(R™). Necht gy, ..., ¢, je mnozina hladkych vektorovych poli; A je distribuce
definovand gy, ..., gm a A je involutivni uzévér A. Pak A je Lieova algebra (nejmensi Lie-
ova algebra obsahujici ¢1, . . ., g,,). Nazyva se Lieova algebra generovana gy, . . ., g,, a casto
se znacl £{g1,...,9m}- Prvky £{g1,..., gm} jsou tvoreny vSemi linedrnimi kombinacemi
prvku g1,..., gm, jejich Lieovych zavorek, linedrnimi kombinacemi téchto zavorek a tak
dal. Hodnost £{gi,...,gm} v bodé ¢ € R" definujeme jako dimenzi distribuce A,.

fi(q)
Necht f(q) = : je vektorové pole na hladké variete M a x(t) : R — M je
fala)
hladké kiivka. Pak x(t) je integralni kiivka f, pokud je Fesenim nésledujictho systému
obycejnych diferencidlnich rovnic

Ox(t)
) fat).

Obecnéji, distribuce A konstantni dimenze k na M se nazyva integrovatelnd, jestlize pro
kazdy bod ¢ € M existuje podvarieta N C M, jejiz tecny prostor lezi v A,. Jestlize
uvazujeme integralni varietu jako hladky povrch v R" pak se distribuce rovna te¢nému
prostoru tohoto povrchu v bodé gq.

Integralni variety spojuje s involutivni distribuci nasledujici véta. Jeji dikaz muze byt
nalezen v [5].

Véta 2.5. Frobeniova véta. Regularni distribuce je integrovatelna prdavée tehdy, kdyz je
1muvolutivni.

Spolu s tecnym prostorem 7, R" miZzeme pracovat s dudlnim tecnym prostorem T;R",
tj. mnozinou linearnich funkei na 7;R™ s hodnotou v R. Stejné jako jsme definovali vek-
torové pole na R", definujeme I-formu jako zobrazeni, kterd pfitrazuje kazdému bodu
q € R" takzvany kovektor w(q) € T;R". V lokalnich soutadnicich reprezentujeme hladkou
1-formu jako

w(q) = (wi(q) walq) ... wala))

1-forma vyjadifena na vektorovém poli dava hodnotu v R, kterou muzeme zapsat v
lokalnich soutadnicich predpisem

w-f= szfz

Pro planovani pohybu neholonomnich systému nejdiive prevedeme specificka omezeni
dand jako 1-formy na ekvivalentni tidici systém. Problém konstrukce cesty ¢(t) € R" mezi
danymi ¢ a ¢f pfevedeme na omezeni

wi(q)g=0, i=1,... k. (2.2)

w; jsou linearni funkce v te¢ném prostoru R”, tzn. 1-formy. Predpokladame, ze w; jsou
hladké a linearné nezavislé nad mnozinou hladkych funkeci.
Alternativné se tidici systém zapisuje ve tvaru:

X ¢—g(@Quit -+ gm(@Qum g ER"ue U CR™, (2.3)
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kde g¢;(q) jsou feSeni rovnice (2.2). Tento systém se nazyva drift-free, to znamend, ze
pii fizeni nastaveném na nulu se systém nepohybuje. Piedpokladdme, ze g; jsou hladka,
linearné nezavisld vektorova pole na R™ a ze jejich tok je definovan pro vSechny casy
(gj jsou kompletni). Chceme ur¢it podminky, za kterych muzeme fidit z ¢o € R" do
libovolného ¢y € R™ vhodnou volbou u(-).

Systém ¥ je fiditelny, jestlize pro libovolné g, 5 € R" existuje T’ > 0aw: [0,T7] = U
takové, ze X splituje ¢(0) = qo a ¢(T") = ¢y.

Necht £(g1,...,9m) je Lieova algebra generovand gi, ..., gm, 0 niz hovoifme jako o
Lieova algebra tiditelnosti. Z konstrukce zahrnuté u definice Lieovy zavorky v predchézejici
casti vidime, ze pouzitim vstupni sekvence

U =+1 us =0 pro0<t<e

U =0 us =41 proe<t < 2e
Uy = —1 uy =0 pro2e <1t < 3e
up =0 wus =—1 pro3e <t <A4e,

dostdvame pohyb ve sméru Lieovy zavorky [g1, go]. Kdybychom v této sekvenci pokracovali,
mélo by byt mozné generovat pohyb podél smért danych vSemi ostatnimi Lieovymi
souciny spojenymi s g;. Je tedy mozné tidit systém podél vSech smért reprezentovanych
v £(g1,...,9m). Toto upfesiuje nésledujici véta, dukaz viz. [5].

Véta 2.6. Chow-Rashevského véta. Control system (2.3) je lokdlné riditelny v q¢ € R™,
jestlize Ay = T,R™.

Tento vysledek podminuje, ze drift-free system ¥ je tiditelny, jestlize hodnost Lieovy
algebry tiditelnosti je n.

Na zaveér definujeme specialni piipad hladké variety vybavené distribuci. Hladké va-
rieta s takovou distribuci se oznacuje zobecnéna geometrie cest a dédle budeme ukazovat,
ze konfiguraéni prostory nasich mechanismu jsou pravé tyto geometrie.

Definice 2.7. Necht M je hladkd varieta dimenze 2n + 1 > 5. Pak zobecnénd geometrie
cest na M je ddna dvéma distribucemi £,V C T'M dimenze 1 a n takovymi, ze plati:
1. ENV =0.
2. Lieova zavorka dvou vektorovych poli z V' je vektorové pole v E @ V.
3. Pokud{ e I'(E) an e I'(V) abod z € M, pak [¢,n](z) € E,®V, implikuje {(x) = 0
nebo n(z) = 0.
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3 Zobecnény trident snake

3.1 Popis trident snake robota

Na obréazku 4 je zobrazen obecny model trident snake robota, jimz se zabyva tato prace.
Robot je tvoren rovnostrannym trojihelnikem a tfemi nohami - ¢lanky - ve vrcholech
trojihelniku. V této praci budeme uvazovat, ze kazdd noha mé pravé jeden clanek, v
obecném piipadé jich muze mit i vice. Na konci kazdé nohy se nachazi kolecko. Spo-
jeni trojuhelniku s ¢lanky a ¢lanku s kolecky je provedeno klouby. Klouby robota je
mozné natacet, nohy robota je mozné protahovat a zkracovat. Robot se nachézi v ro-

jednotlivych kolecek je vyjadiena souradnicemi [z;, y;]. Celkovy tihel natoc¢eni robota vici
soufadnému systému je oznacen 6, thel natoc¢eni jednotlivych nohou vuci téznicim téla
robota je oznacen jako ¢;, natoc¢eni kolecka vuci odpovidajicimu ¢lanku je ;. Délky nohou
robota jsou znaceny ;. Uhly mezi téznicemi téla jsou konstantni, rovny 2?” Pro jedno-

Obrazek 4: Model trident snake robota

V dalsich podkapitoldch se budeme postupné zabyvat jednotlivymi konfiguracemi ro-
bota. Kazdy robot bude mit 4 proménné parametry, které muzeme tidit. Na obréazcich
budou oznaceny pouze ty ihly natoc¢eni a délky nohou, které je mozné na daném robotovi
ovladat. Clanky, které nemuzeme protahovat a zkracovat, zvolime pro zjednodugeni délky
jedna.

Zamérime se na modely trident snake robotu, jejichz algebra fiditelnosti splnuje definici
zobecnéné geometrie cest. Ukazeme, ze nami zadefinované mechanismy maji tu vlastnost,
ze pro jejich algebru fiditelnosti plati A = E®V, kde [V, V] = 0. To znamena ze vektorova
pole, ktera generuji podprostor V' komutuji. Z pohledu vlastniho fizeni, je to splnéno v
pripadé, kdy pohyb nejdiive podle vektorového pole X a poté podle pole Y déava stejny
vysledek jako pohyb podle téchto poli v opacném poradi. Konkrétné je to splnéno pokud
zvolime jako tTi ze ¢tyt proménnych parametru protazeni jednotlivych ¢lanku robota nebo
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natoceni jeho kolecek. Pokud protahneme jeden ¢lanek, zmeéni se souradnice polohy tohoto
kolecka, ale zbytek robota zustane ve stejné poloze. Proto pokud natdhneme nejdiive
napiiklad ¢lanek 1 a poté clanek 2, dostaneme stejny vysledek jako pii natahovani v
opacném poradi. V ptfipadé zmény thlu natoceni kolecek se pii pootoceni kolecka zmeéni
pouze smérovy vektor tohoto kolecka a zbytek robota opét neni ovlivnén. Vysledna poloha
robota pfi natoc¢eni napiiklad kolecka 1 a nasledném natocenim kolecka 2 je proto stejna
jako pri nataceni téchto kolecek v opacném poradi. Takto zvolime tfi parametry, které
generuji podprostor V', ¢tvrty zvoleny parametr bude generovat podprostor E.

3.2 Varianta 1

V pripadé tohoto mechanismu fidime 1hel natoceni druhého ¢lanku a délky vsech jeho
¢lankta. Vypocty byly provedeny v programu Maple 2016, feseni se nachazi v souboru
Variantal mw.

Y A

v

Obréazek 5: Prvni model trident snake robota

Polohu jednotlivych kolecek vyjadiime soustavou rovnic:

1 =x+c0+ ar)+ lc(f+ aq)
y=y+s@+ao)+ s+ )
Ty = &+ ¢(0) + lac(0 + ¢2)
y2 =y + s(0) + las(0 + ¢2)
3 =2+ c(0+ az) + l3¢(0 + as)
ys =y + s(0+ az) + 135(0 + ag)

Derivaci podle casu ziskame vektory rychlosti kolecek:

[i‘l = — 8(9 + Oél)é + ilc(Q + Ozl> - lls(Q + 041)9
1=+ c(0+a1)0+ (0 + ay) + lie(0 + ay)d
o = & — 5(0)0 + lac(0 + 2) — las(0 + p2) (6 + o)
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o = G+ c(0)0 + l2c(0 + p2) + lac(0 + 2) (0 + o)
.7'33 =T — 8(9 + 043)9 + l30(9 + 043) — 138(8 + Oég)@
s = 5+ (0 + a3)0 + [35(0 + as) + lsc(0 + a3)f

Predpokladédme, ze nedochézi ke smykéni kolecek. Tzn., ze vektor rychlosti a normélovy
vektor kolecka jsou vzajemné kolmé, coz vyjadiuje rovnice:

kde n; jsou normalové vektory a v; jsou vektory rychlosti, v; = (&, ¥;).
Smérové vektory kolecek vyjadiime rovnicemi:

s1 = (c(0+ ay1),s(0 + aq)
g = (c(0 + p2), s(0 + p2)
s3 = (c(0 + az), s(0 + az)

Normadlové vektory tedy jsou:

ny = (s(0 + o), —c(0 + 1)
ny = (s(0 + wa), —c(0 + p2)
ns = (s(0 + az), —c(0 + as)

Po dosazeni vektoru rychlosti a norméalovych vektoru kole¢ek do rovnice (3.1) a rozndsobent

0 =is(0 4 ay) — s2(0 + a1)0 + l1e(0 + a1)s(0 + o) — 11530 + a1)0 — §1¢(0 + ay)—
—c(@+ o) — A0+ a1)f — 50+ a1)s(0 + ay) — LA (0 + )b

0 =is(0 4 p2) — 5(0)5(0 + ©2)8 + loc(6 + 02)s(0 + ©2) — la5*(0 + ©2) (8 + po—
— (0 + ©2) — c(0)c(0 + ©2)0 — l2c(0 + ©2)s(0 + p2) — 1o (0 + v2) (0 + p2)

0 =is(f + as) — s2(0 + a3)0 + Isc(6 + as)s(0 + as) — 135%(0 + as)d — ye(6 + as)—
— (04 as) — A0+ a3)0 — Iss(0 + a3)s(0 + ag) — I5¢2(0 + as)f

Rovnice upravime s vyuzitim goniometrickych vzorcu s*(z) + ¢*(x) =1 a
c(x)ely) + (2)s(y) = c(z - y):

@50+ o) —ye(@+ar) — — 1,6 =0
#5(0 + @) — §e(0 + p2) — (c(p2 + 12))0 — lagpa = 0
i5(0 + as) — gc(0 + as) — 0 — 156 = 0

Tuto soustavu muzeme maticové zapsat ve tvaru:

s(0+a1) —cl0+a1) —(1+4L) 0 000\ | 0

5(0 + @2) —c(0 + p2) —(c(p2) +12) =12000]) | Y2 =0 (3.2)
8<9+053) —C(@-'-Oég) —(1—|—l3) 0 000
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Toto je soustava neholonomnich rovnic.

Z pohledu diferencidlni geometrie muzeme o fadcich prvni matice soustavy (3.2)
premyslet jako o koeficientech a; omezent w, pricemz w € Ty M muzeme vyjadrit v lokaln{
bézi {ws, wy, We, Wy, , Wi, , Wiy, Wiy } prostoru T M jako

W = QW + Qowy * * - + 3wy + AW, + aswy, + agwy, + arwy,,

kde w € T*M maé tu vlastnost, ze v lokdlni bazi {0,, 0y, 0, Opy, Oiy, Oy, Oiy } prostoru T'M
plati

) =«
) =«
)=«
w(0,,) = ou, (3.3)
) =«
)=«
) =«

Omezeni w pro prvni fadek prvni matice (3.2) tedy odpovidéd kovektoru
w =50+ ar)w, —c(0+ aq)wy, — (1 + 11)wy + 0wy, + Owy, + Owy,.
Prvek tec¢ného prostoru zapiseme ve tvaru
X = &0, + 90, + 00y + 1,0), + 120y, + I50),.
Nyni s vyuzitim (3.3) vyjadiime w na X :

w(X) =50+ 1)t —c(0+ar)y— (1+1)6.

Dostavame tedy pfesné nasi prvni rovnici ze soustavy (3.2).
Soustava (3.2) je soustava ti{ rovnic o sedmi nezndmych, kterd ma nekoneéné mnoho
feseni zavislych na ¢tyfech parametrech. Parametry zvolime néasledovné:

b=t, la=ty, li=tl3 ¢o="1u
Resen{ soustavy pak vyjadifme jako:

t1g1 + tags + 1393 + taga,

tedy
0 0 0 g1 T
0 0 0 i Y
0 0 0 g3 0
tl O + tg 0 + t3 0 + t4 1 — S?Z y

0 0 1 0 [y
0 1 0 0 5
1 0 0 0 s

kde

gl = —2c(0 + 7/3)l1ly + 25(0 + 7w/6)lals — 2¢(0 + 7/3)lo + 25(0 + 7/6)lo
4

 2e(m)6 4 ©2) + 1av/3 + 235 (p2 + 7/3) + 3¢(1/6 + ©2) + 35(p2 + 7/3)
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—25(0 + 3)lily — 2¢(0 4 7/6)l2ls — 25(0 + 7/3)ly — 2¢(0 + 7/6)l,
201¢(m/6 + p3) + 19v/3 + 235( + 7/3) + 3¢(m/6 + @) + 35(pa + 7/3)
V3
211¢(1/6 4 @2) + 1ov/3 4 2l35(0s + 7/3) + 3¢(7/6 4 ©2) + 35(po + 7/3)

Podle definice 2.2 spo¢teme Lieovy zavorky vektorovych poli [g;, g;], i =1,...,4,
j=1,... 4

9

g5

914 = [91,94] = (9%47 9%47 9?4’ 0,0,0, O)T )
kde
1 s(0 +7/6)l, B
a = 211¢(T/6 + p2) + lov/3 + 235(a + 7/3) + 3c(n/6 4 ©2) + 35(0y + 7/3)
~ (4c(0 4+ 7/3)lils 4 4s(0 + 7/6)lals — (0 + 7/3)lo + 45(0 4+ 7/6)l2)s(p2 + 7/3)
(2l1¢(m /6 + p3) + 1oV/3 + 235(pa + m/3) + 3c(7/6 + ) + 35(0y + 7/3))2
2 = 2c(0 +7/6)l,

_2110(7T/6 + ©3) 4 12V/3 + 2135(p9 + /3) + 3c(n/6 + ©3) + 35(p2 + 7/3) -
- ((—43(9 7 /3) s — Ac(0 + 7/6)ly — 45(0 + 1/3)ly — 4e(0 + 7/6)ls)5(pat
+ 7r/3)> / <2[10(7T/6 4 0o) + 1oV/3 4 2s5(00 + 1/3) + 3¢(1/6 + 2) + (s + 7r/3)>2

9 12V/35(¢09 +7/3)
(201¢(m/6 + ©2) 4 1oV/3 + 2l35(0y + 7/3) + 3¢(m/6 + 3) + 35(pg + 7/3))2

9:134 -
924 = 92, 94) = (9h+ 934 934,0,0,0,0) ",
kde
o - —2¢(0 4+ w/3)l1 4+ 2s(0 + 7/6)13 — 2¢(0 4+ 7/3) + 2s(0 + 7/6) B
201¢(7 /6 + @a) + V312 + 2l35(p9 + 7/3) + 3c(m/6 + @2 + 3s(pg + 7/3)
(—2¢(0 + 7/3) 11y + 25(0 4+ 7/6)lals — 2¢(0 + 7/3)lo + 25(0 + 7/6)15)V/3
- 21¢(m /6 + p3) + V3ly + 2l35(pas + m/3) + 3c(7 /6 + ) + 35(y 4+ 7/3))2
2, = —28(0 +7/3)l1 — 2¢(0 4+ 7/6)l3 — 2s(0 + 7/3) — 2¢(0 + 7/6) B
211¢(m/6 + p3) + /3l + 235(ps + 7/3) + 3c(7/6 4+ ©3) + 35(p2 + 7/3)
(=25(0 + 7/3) 11y — 2¢(0 + 7/6)l5ls — 25(0 + w/3)ly — 2¢(0 + 7/6)12)V/3
(201c(7 /6 + @2) + V/3ly + 2l35(9 + 7/3) + 3c(7/6 + @2) + 35(b + 7/3))?
V3
_2110(7r/6 + 2) + V/3ly + 2l35(a + 7/3) 4 3¢(7/6 + p2) + 35(p2 + 7/3) B
3o

B 201¢(7/6 + p3) + V3l + 2l35(s + /3) + 3c(m/6 + ©3) + 35(pg + 7/3))2

3 _
o4 =

T
934 = [937 94] = (9%47 932,47 g§47 Oa 07 07 0) )
kde

6(9 + 7T/3)l2

1
pu— —2 _—
I 21¢(m/6 4+ ©2) + V/3ly + 2ss(ps + 7/3) + 3¢(m/6 + ©2) + 3s(pg + 7/3)
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2(—20(9 +7/3)l1ly + 25(0 + 7/6)laly — 2¢(0 4 7/3)l2 4+ 25(0 + 7/6)ls)c(7/6 + ¢2)
21¢(m /6 + p3) + V/3ly + 2l35(pa + m/3) + 3c(7 /6 + ©3) + 35(y 4+ 7/3))2
s(0+ m/3)ly
2llc(7r/6 + ©3) + V3Bl + 2l35(py + 7/3) + 3¢(1/6 + ©2) + 35(pa + 7r/3)
B 2( 25(0 4+ w/3)l1ly — 2¢(0 + 7/6)lals — 25(0 4+ 7/3)ly — 2¢(0 + 7/6)l2)c(7/6 + ¢2)
(201¢( /6 + ©3) + V/3ly + 235( + 7/3) + 3¢(7/6 4+ @2) + 3s(b + 7/3))?
5 V3lac(1/6 + ©3)
(2L¢(7/6 + ©3) + V3l + 2s8(ws + 7/3) + 3c(1/6 4 p2) + 35(pa + 7/3))2

2 _
934 = —

3 _
934 =

Dimenze algebry tiditelnosti Zq je 7, tedy A = T,M a podle véty 2.6 je systém
lokalné tiditelny. Podle tvrzeni 1 plati, ze g4y = —¢14, Gao = —Ggosa, Gaz3 = —@os. Zbylé
Lieovy zavorky, tedy gi2, 913, g23, g1, 931, 932, 911, 922, 933, Ja4, s€ rovnaji 0. Nenulové
zavorky dostavame vzdy, pokud se v nich vyskytuje vektorové pole g,.

Tento vysledek rozebereme s ohledem na definici 2.7. Hladka varieta
M = (z,y,0,p9,11,l5,13) je dimenze 7, tj. pron =3 7=2-3+1 > 5. Vektorové pole g,
tvori distribuci F dimenze 1, vektorova pole g1, g2, g3 tvori distribuci V' dimenze 3. Ziejmé
plati, ze ENV = 0. Zaroven plati [a1g1 + aag2 + 393, B191 + Boga + B393] =0 € EB V.

3.3 Varianta 2

V piipadé tohoto trident snake robota fidime délky vsech jeho ¢lanku a tihel natoceni
kolecka na ¢lanku 2. Vypocty se nachazi na v souboru Varianta2.mw

Yy A

\J

Obrazek 6: Druhy model trident snake robota

Polohu jednotlivych kolecek vyjadiime soustavou rovnic:

1 =x+c(0+ o)+ Ll + aq)
y1 =y +s(0+ ar) + 1150+ ay)
Ty = x + c(0) + l2c(0)
y2 =y +s(0) + l2s(0)
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x3 = x4 c(0 4+ az) + l3c(0 + a3)
ys =y + 50 + as) +I35(0 + as)

Normalové vektory:

ny = (s(0+ ay), —c(0 + aq)
ny = (8(0 + 72), —c(0 + 72)
ns = (s(0 + asz), —c(0 + as)

Postupujeme obdobné jako v prechozim piipadé a dostavame soustavu rovnic:

135(6 + 041) — yc(@ + Oél) — 0(1 + ll) =0
@s(0 + y2) — ye(0 +72) — c(y2) (1 +12)0 — ?(’72)12_ =0
I‘S(Q + Oég) - yC(Q + 053) —0— lgg =0

Tuto soustavu muzeme maticové zapsat ve tvaru:

s@+ay) —c(0+a;) —(1+0) 00 0 O 0
s(0+72) —c(@+72) —c(12) (1+1) 00s(y) 0 |72 =0
5(9 + 063) —C(Q + 043) —(1 + 13) 00 0 O ll

Opét se jedna o soustavu tii neholonomnich rovnic o sedmi neznamych, ktera ma
nekonecné mnoho teseni zavislych na ¢tyfrech parametrech. Parametry zvolime nasledovné:

ig :tl, ig :tz, il :tg, ’);2 :t4.
Resen{ soustavy opét vyjadifme jako:
tig1 + l2ga + 1393 + 149a,

feSeni ma v tomto ptripadé tvar

0 ga 0 0 T
0 g3 0 0 Y
0 g5 0 0 7
tl 0 + tg 0 + t3 0 —I— t4 1 = ;}/2 ,
0 0 1 0 [y
0 1 0 0 I
1 0 0 0 s

kde

92 =<C(72+9+7T/6)l3+S(7T/3+72+9)ll —sin(—y2 + /34 0)li — (=72 + 0+
+7/6)l3 + c(ya + 0 +7/6) + s(1/3+ 72+ 0) — s(—y2 +7/3+0) — e~y + 0+
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+ 7r/6)> / <2hc(7r/6 )+ e(92) (1 + 1)V/3 + 235(7/3 + 72) + 2¢(/6 + 7o)+
+25(m/3+ 7))

2= (3(72 F O+ 7/6)ls — s(—a + 0+ 1/6)ls + c(—vo + /3 + Oy — Lic(n)3 + o+ 0)
+5(e+0+7/6) —s(—y2+0+7)6)+c(—y2+7/34+0) —c(n/3+ 72+ 9))/

<2llc(7r/6 + 7)) 4+ () (1 + 1)V3 + 25s(7/3 4 72) + 2¢(7 /6 + 7o) + 25(7/3 + ’Vz))

93 _ \/33(72)
2 20e(m/6 + v2) + c(12) (1 + 1) V3 + 2ss(7/3 4 72) + 2c(7/6 4 7o) + 25(7/3 + 72)

Provedeme vypocet Lieovych zdvorek vektorovych poli [g;, g;], i =1,...,4,
j=1,...,4. Zde uvedeme alespon cast vysledku, které jsme ziskali s pomoci Maple.

T
g12 = —g12 = [91792] - (9%279%2,9%2,0,0,07 O) )

kde
T c(yo+0+7/6) —c(—y2+60+7/6) B

12 T 2e(m)6 4 72) + c(12) (1 + )V3 + 2ss(7/3 + ) + 2¢(7/6 + o) + 25(7/3 + 79)
— 2((003(')/2 + 6+ 7T/6)l3 + S<7T/3 + 72 + 9)[1 — S(—’)/z + 7T/3 + 9)[1 — C(—’}/g + 6+
+7/6)l3 + c(y2 + 0+ 7/6) + s(n/3+ 2 +0) — s(=y2 +7/3+0) — c(—y2 + 0+
+7/6))s(m/3 + 72)) / (2[10(7r/6 + 7 + c(12) (1 + 1) V3 + 2l35(7 /3 + 72) + 2¢(m/6+
+v2) + 2s(m/3 + 72))

7 = s(y2e +0+m/6) — s(—2 + 0+ 7/6) B

201¢(m/6 + 72) + c(V2) (1 + 12)V3 4 2ls8(7 /3 4 ¥2) + 2¢(7/6 + 72) + 25(7/3 4 72)
— 2((5(72 +04+7/6)ls —s(—y2 + 0 +7/6)ls + c(—y2 +7/3+0)l; — lLic(n/3 + Yo+
+0)+s(y2+0+7/6) —s(—y2+0+7/6) + cos(—y2 +7/34+0) — (/3 + Yo+

+9))5(7r/3+72))/(2hc(7r/6+72) (1) (1 + )V3 + 2gs(m/3 + )+
206+ 73) + 25(n /3 + m)

g = = 2(V3s(32)s(m/3 + )/ (2e(m/6 4 12) + c(32) (1 + L)V3 + 2gs(m/3 + )+
o+ 26(m/6 -+ 72) + 25(7/3 + 12))%).
Dalsi vypoctena Lieova zavorka je
921 = —Goa = [g2, ga] = (95479347934707()?()’ O)T7

Lieova zavorka ,
923 = —(023 = [927 93] = (9537 9337 9337 07 07 07 0) )
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je posledni nenulovou zavorkou, pro zbylé zavorky plati gi13 = g4 = g31 = 934 = gu1 =
943 = g11 = 922 = 933 = gaa = 0.

Znovu vidime, ze nenulové zavorky dostavame pokud se v nich vyskytuje jedno konkrétni
vstupni vektorové pole g;, v tomto ptripadé go. Toto vektorové pole tvotri podprostor F,
zbyla pole g1, g3, g4 tvori podprostor V. Zaroven plati, ze ENV = 0 a [a191 + aogs +
393, 191 + B2g2 + B393) = 0 € E @ V. Dimenze algebry tiditelnosti Zq je opét 7, tedy
A =T,M a podle véty 2.6 je systém lokalné fiditelny.

3.4 Varianta 3

V ptipadé tohoto robota tidime 1ihel nato¢eni vSech kolec¢ek a natoceni ¢lanku 2, vysledky
ziskané softwarem Maple se nachazi v prilozeném souboru Variantad.mw.

Yy A

Obrazek 7: Druhy model trident snake robota

Polohu jednotlivych kolecek vyjadiuje soustavou rovnic:

r1 = x + 2c¢(0 4+ ay)
v =y+2s(0+ay)
xy = x+c(0) + c(0+ 2)
Y2 =y + s(0) +s(0 + 2
z3 = x + 2¢(0 + a3)
ys =y + 2s(0 + az)

Normalové vektory jsou:

ni=(s(@+ar+m),—c@+ar+7)
ny = (s(0 + w2+ 72), —c(0 + v2 + 72)
ng = (s(0 + az +73), —c(0 + az + 3)
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Postupuje obdobné jako v predchozich piipadech. Derivaci polohy kolecek podle casu
ziskdme vektory rychlosti. Rychlosti a normalové vektory déle dosadime do rovnice (3.1),
roznasobime a upravime.

Ziskame soustavu t¥i neholonomnich rovnic o sedmi neznamych a zvolime 4 parametry
pro jeji vyTeseni. Soustava:

x

Y
s(@ 4+ ar+71) —c(@+ a1 +7) —2c(m) 0 000 0
S(0 4 @2 +72) —c(0+ w2+ 72) —(clp2 +72) +¢(12)) —c(72) 000 | [ | =0
s(0 + az +v3) —c(0 + az +73) —2¢(73) 0 000/ | %

Y2

V3

Volba parametru:
Ys=1t1, Y=t =13 Y2="14.
Resen{ soustavy opét vyjadifme jako
1191 + t2g2 + 1393 + taga,

tedy ve tvaru

0 0 0 gl @

0 0 0 93 y

0 0 0 g 0
tlol+t 0| +ts|O0|+ta|l 1| =1]"],

0 0 1 0 I

0 1 0 0 5

1 0 0 0 I

P1i vypoctu Lieovych zavorek se ukazuje, ze tyto zavorky jsou nenulové, jen pokud je
v nich vektorové pole g4 (nenulové zévorky jsou gy = —¢14, Ga2 = —Gg24, Ja3 = —Go4),
zatimco ostatni (gi12, ¢13, 923, 921, 931, 932, 911, 922, G33, Gasa) S€ rovnaji nule.

Miuzeme tedy fici, ze vektorové pole g4 generuje podprostor E, pole g1, g2, g3 generuji
podprostor V. Zaroven plati, ze ENV = 0 a [a191 + azg2 + a3gs, 5191 + P2g2 + Psg3] = 0 €
E @ V. Dimenze algebry tiditelnosti Zq je opét 7, A = T,M a podle véty 2.6 je systém
lokalné riditelny.

3.5 Varianta 4

U tohoto robota tidime thel natoceni vSech jeho kolec¢ek a délku ¢lanku 2. Vypocty pro-
vedené softwarem Maple se nachazi v souboru Variantad.mw.
Postup je stejny diive, polohu kolecek vyjadiime soustavou rovnic:

x1 =x+2c(0+ ay)
y1 =y +2s(0 + ay)
z + c(0) + loc(9)
y +s(0) + l2s(6)

X2

Y2
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Obrazek 8: Ctvrty model trident snake robota

r3 = T+ 2¢(0 + as)
ys =y + 2s(0 + as)
Normalové vektory jsou:
ny = (s(0+ar+m),—c(@+ar+mn)

ng = (s(0 4+ 2), —c(0 + 72)
nsg = (s(0+ as + v3), —c(0 + az + 73)

Ziskame soustavu

s(0+ a1 +7) —c(@+ar+7) —2c(n) 0 000 4
s(0 + 72) —c(04+72)  —c(r2)(1+12)s(72) 000 [ [ =0,
s(0+az+73) —c(0+as+7v3)  —2c(y3) 0 000/ [

parametry volime '
Y3 =11, Yo=1l2, N1 =13, =14

a dostavame ¢tyti vstupni vektorova pole

0 0 0 gi
0 0 0 g2
0 0 0 g
=0, =10, 9]0, gau=]1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
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Po vypoctu Lieovych zavor vidime, ze vektorové pole g, generuje podprostor E a Lie-
ovy zavorky s jeho pomoci ziskané jsou nenulové. Zbyla pole g1, g2, g3 generuji podprostor
V. Plati ENV =0 a [a191 +aaga +asgs, Big1 + Paga+ Bags] = 0 € EDV. Dimenze algebry

fiditelnosti A, je opét 7, tedy A =T, M a podle véty 2.6 je systém lokdlné fiditelny.

3.6 Zobecnéna planarni geometrie cest

Vysledky této kapitoly nés vedou k definovéni specidlni podtiidy zobecnéné geometrije
cest, a to zobecnéné planarni geometrie cest.

Definice 3.1. Nechf M je hladké varieta dimenze 2n + 1 > 5. Pak plandrni geometrie
cest na M je dana dvéma distribucemi E,V C T'M dimenze 1 a n takovymi, ze plati:
1. ENnV =0.
2. Lieova zavorka dvou vektorovych poli z V' se rovna 0.
3. Pokud{ e I'(E)an e I'(V) abod x € M, pak [£,n](z) € E,®V, implikuje £(x) =0
nebo n(z) = 0.

Modely trident snake robotu uvedené v této kapitole splnuji definici plandrni geometrie
cest.
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4 Hamiltonova geometrie

V této kapitole predstavime Hamiltonovu funkci a jeji vlastnosti, déle popiseme geode-
tiky z pohledu Hamiltonianu. Geodetiky ziskané timto postupem se nazyvaji normdaind.
Ukazeme, ze geodetiky definované Hamiltonovkym formalismem jsou vzdy lokalné ho-
rizontalni kiivky minimélni délky. Vypocty v této kapitole budou provedeny pro prvni
variantu trident snake robota z kapitoly 3. Tato kapitola ¢erpd z [1].

4.1 Hamiltonova funkce

Necht A = span{Xy, ..., X} je distribuce dimenze k, k < n, na n-rozmérné varieté M.
Pak Hamiltonova funkce H : T*M — R je definovana jako

[\DI»—t

k
Z P2 xzeM, peTiM.

Hamiltonova funkce muze byt také zapsana ve tvaru

n

1 .
H(z,p) = 3 > 9 (x)pip;,

ij=1
kde h'(z) jsou hladké funkce.
Dikaz. viz. [1]. O

Déle uvedeme piedpis pro vypocet koeficientit h%¥ Hamiltonovy funkce horizontalnich
vektorovych poli X1,..., X}, kterd generuji distribuci A. Necht

X, = Z Oy J=1,...,k,

je reprezentace vektorovych poli X;. Protoze vektorova pole X, jsou linedrné nezavisld,

hodnost matice (a’(x)) je rovna k, Vo € M.

Koeficienty kvadratické formy, ktera definuje Hamiltonovu funkci H, jsou dany jako

k
hoP = Z a?‘af. (4.1)
j=1

Dikaz. Hamiltonova funkce muze byt napsana jako
k k
1
> X)) =5

j=1 7j=1 =1

DN | —

H(x,p) =

]
Q
(SN
Yo
N———

Protoze H(x,p) = %Z” hijpz‘pjy koeficienty jsou

0*H

k n 9
Opadps 2 8pa8p5 ( 2 ( Z “Jpl> >

haﬁ _
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Podle vzorce (4.1) spocitame koeficienty

hll h12 . hl?
- h21 h22 .. h27
() = Lo

Hamiltonovy funkce. Nase vektorova pole jsou tvaru

=0l;
=0l,
=0l
—2¢(0 + 7/3)l1ly + 25(0 + 7/6)lols — 2¢(0 + 7/3)l2 + 25(6 + 7/6)ls
2 c(m)6 4 ©3) + 1oV/3 + 2Uss(py + 7/3) + 3¢(n/6 + ©3) + 35(pg +7/3)
—25(0 + 3)lily — 2c(0 + 7/6)l2ls — 25(0 + 7/3)ly — 2¢(0 + 7/6)l,
(/6 + ©3) + IoV/3 + 2l35(0 + 7/3) + 3¢(7/6 + @) + 35(py + 7/3)
N V3
201¢( )6 + ©3) 4 1oV/3 + 2l35(py + m/3) + 3c(n/6 + ©3) + 35(p2 + 7/3)
+ Oy, -

g4 =

Y

Op+

Vysledna matice koeficientt je

hll h12 h13 h14 000
h21 h22 h23 ]7,24 000
h31 h32 h33 h34 000
(h9)= | hh2 %2 1 000 |,
0 0 0 0100

00 0 0010
0 00 0001
kde
Pl it 2l5((Is+1)s(0 4+ 7/6) — (I1 + 1)c(0 + 7/3))
a (201 + 3)c(m/6 4 ©2) + (23 + 3)s(02 + 7/3) + 12V/3
pon _ pae __ —2((l+ 1)s(0 +7/3) + (Is + (6 + 7/6))
a (2l + 3)e(m/6 + p2) + (2Us + 3)s(p2 + 7/3) + V3
B3 — s — \/312

20,c(m/6 + ) + 12V/3 + 2l35(0 + 7/3) + 3c(7/6 + ) + 3s(p + 7/6)

Pokud spocitdame matici koeficientu pro distribuci V' generovanou vstupnim vekto-
rovym polem g4, dostavame ji ve tvaru:

hll hl? h13 h14000
h21 h22 h23 h24000
h31 h32 h33 h34 000
(h7) = [r*" K2 % 1 000
0 0 0 0O0O0O
0 0 0 0O0O0O
0 0 0 0000
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Matice koeficientu vypocitand pro distribuci F tvorenou poli g1, g2 a g3 je jednotkova
matice tvaru:

0000000
0000000
0000000
(R%)y=10000000
0000100
0000010
0000001

Pro predstavu jsou zde uvedeny pouze nékteré koeficienty h*. Koeficienty byly spocitany
pomoci programu Maple 2016 a vSechny mohou byt nalezeny v ptilozeném souboru Vari-
antal.mw.

Tvrzeni 2. Necht - je distribuce hodnosti k, k < n, na n-rozmérné varieté M. Pak matice
heB(x) koeficientii Hamiltonovy funkce spojend s distribuci D je singuldrni Vx € M.

Diikaz. viz. [1]. O
hll h12 h13 h14
h21 h22 h23 h24
h31 h32 h33 h34
h41 h42 h43 1

V nagem piipadé je k=4 a n=7. Je vidét, Ze det(h"”) = det a rovna

se 0. Vypocet je mozné nalézt v souboru Variantal.mw.

4.2 Geodetiky

Definice 4.1. Normalni geodetika mezi body A a B je feSsenim Hamiltonova systému

i(s) = Z}Z

OH
) =——,1=1,...
pl(s) oxi’ ! ) 1,

s okrajovymi podminkami z(0) = A a z(7) = B.

Déle popiseme rovnice normalnich geodetik jako obycejné diferencialni rovnice druhého
fadu. Vyuzijeme k tomu Christoffelovy symboly

pieb () — %(ahm(x)h”’(x) + afg—x(f)h“(x) - 8]16‘1—;:1:)”%(1:))‘

Pro kazdé dva kovektory p a & oznacime I'(p, &) = Ip,&,. Pouzita je zde Einsteinova
sumacni konvence, tedy z'y; = Y, z'y;.
Diikazy nésledujicich dvou tvrzeni mohou byt nalezeny v [1].

ox"

Tvrzeni 3. Rovnice normdalnich geodetik jsou ddny

i'(s) = T'(2) (p(s).p(s)), i=1,....n,
kde (x(s),p(s)) je resend Hamiltonova systému.

Tvrzeni 4. Podél normadlnich geodetik je Hamiltonova funkce konstantni.
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Pro nas piiklad maji rovnice pro vypocet Christoffelovych symbolu tvar

Fmb(a:) 5 (ahm( )h1b< ) 8hzb( )hla( ) ahab( )hlz( )

Ox Ox Ox
ahay( ) W) + 8h(;by(t) B () - 0h;;( ) B2 (1) +
N ahg;( ) ey + 8h;”0< ) sty — 8h;;< ) siers
n a’gjf >h5b< D+ @’;f () - 3h;jf >h51< O+
O ey 4 2 Wpsn( - P Wy
)y Dy O

3l3 8l3 alS

Uvedeme alespon ptiklad nékterého Christoffelova symbolu, napft.

7 _ s(d+m/6)ly
= +
21c(7/6 4 b) + lov/3 + 2ls5(b + 7/3) + 3¢(/6 + b) + 3s(b+ 7/3)
(—=2c(d + 7/3)lyly + 2s(d + 7/6)lals — 2¢(d + 7/3)ly + 2s(d + 7/6)l2)s(b + 7r/3
(2l1¢(m/6 4 b) + lov/3 + 2l35(b + 7/3) + 3¢(n /6 + b) 4 3s(b + 7/3))?

Vypocty vsech Christoffelovych symbolu byly spoc¢itany v Maple 2016, soubor Vari-
antal.mw. Pomoci téchto symbolu je mozné sestavit rovnice geodetik a tak urcit pohyb
mechanismu, ktery je optimalni.
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5 Zavér

Prvnim cilem této bakalarské prace bylo nastudovani zéakladu diferencidlni geometrie a
neholonomnich systému a osvojeni se pocitani s Lieovou zavorkou. V prvni kapitole jsme
se seznamili s potfebnou teorii, od vektorovych poli, pfes variety az po Lieovu zavorku,
Lieovu algebru tiditelnosti a zobecnénou geometrii cest.

Ve kapitole 2 jsme zkoumali ¢tyti konkrétni modely trident snake robota. Po vyfeseni
neholonomnich soustav rovnic sestavenych pro dané modely a ziskani vstupnich vek-
torovych poli, jsme vypocitali Lieovy zavorky, dopocitali algebru fiditelnosti a pomoci
Chow-Rashevského vety dokéazali, ze mechanismy jsou lokédlné fiditelné. Déle jsme zkou-
mali distribuce dané vstupnimi vektorovymi poli. Teény prostor naseho konfigurac¢niho
prostoru mél ve vsech pripadech dvé distribuce E a V| které mély takové vlatnosti, ze
spliovaly definici zobecnéné geometrie cest. Tim jsme splnili druhy cil této bakalarské
préace a sice nalezeni takového plandrniho mechanismu s filtraci (4,7), ktery odpovida ge-
ometrii cest. Toto vyhodnoceni a fakt, ze pro kazdy mechanismus byla splnéna dodatecna
podminka nulovosti Lieovych zavorek dvou podmnozin z podprostoru V', nés vedlo k
definovani zobecnéné planarni geometrie cest.

V posledni kapitole jsme vypocitali Hamiltonovu funkci, Christoffelovy symboly a
sestavili rovnice normélnich geodetik. Tyto rovnice jsou pro nds zajimavé, nebot jejich
vyTeSenim je mozné ziskat optimalni pohyb daného mechanismu.
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Seznam pouzitych znaku a zkratek

R mnozina realnych ¢isel

c(p) cos ()

s(¢) sin()

T casova derivace x

U-v skalarni souc¢in vektoru u a v

(u,v) skaldrni souc¢in vektoru u a v

[f, gl Lieova zavorka vektorovych poli f a g
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