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Abstrakt

Tématem této bakalářské práce je teorie ř́ızeńı robotického mechanismu, tzv. trident snake
robota. Z pohledu teorie ř́ızeńı se jedná o neholonomńı sytém, jehož ř́ıditelnost je určena
vektorovými poli. V práci jsou ze soustavy neholonomńıch rovnic odvozeny vstupńı vek-
torová pole. Na tato vektorová pole je aplikována operace Lieovy závorky. Na základě
anylýzy výsledk̊u operace Lieovy závorky je provedeno ověřeńı splněńı definice zobecněné
geometrie cest pro konkrétńı modely trident snake robota. Na závěr je v práci vypoč́ıtána
Hamiltonova funkce a Christoffelovy symboly potřebné pro sestaveńı rovnic geodetik.

Abstract

The subject of this Bachelor’s thesis is control theory of mechanism, the so-called trident
snake robot. From a viewpoint of control theory, it is classified as a nonholonomic system
whose controllability is determined by vector fields. In this thesis, input vector fields
are obtained from the system of nonholonomic equations. The Lie bracket operation is
applied on this vector fields. On the basis of an analysis of the results of the Lie bracket
operation, the fulfillment of the definition of the generalized path geometry is verified
for the particular models of the trident snake robot. Finally, Hamiltonian function and
Christoffel symbols, needed to compile equations of geodesics, are calculated.
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1 Úvod

Tato práce se zabývá zkoumáńım robotického mechanismu, tzv. trident snake robota.
Jedná se neholonomńı mechanismus, tedy mechanismus, jehož počet stupň̊u volnosti se
nerovná dimenzi konfiguračńıho prostoru. Model trident snake robota ilustruje následuj́ıćı
obrázek.

Obrázek 1: Obecný model trident snake robota

Robot je tvořen rovnostranným trojúhelńıkem s články v jeho vrcholech. Na konci
každého článku se nacháźı kolečko. Spojeńı trojúhelńıku s články a článk̊u s kolečky
je provedeno klouby, ve kterých jsou umı́stěny servomotory. Je tak možné měnit úhly
natočeńı. Daľśımi ř́ıditelnými parametry jsou délky jednotlivých článk̊u, jež je možné
protahovat a zkracovat.

Nejprve se v kapitole 2 seznámı́me s pojmy z diferenciálńı geometrie, které, jak později
uvid́ıme, jsou potřebné pro řešeńı dané problematiky. Dále budeme definovat pojmy jako
Lieova závorka a Lieova algebra ř́ıditelnosti. Na konci této kapitoly se seznámı́me s po-
jmem zobecněné geometrie cest. S pomoćı tohoto teoretického základu se budeme ve třet́ı
kapitole věnovat konkrétńım model̊um trident snake robot̊u. Pro tyto modely urč́ıme neho-
lonomńı soustavy rovnic a z jejich řešeńım źıskame vstupńı vektorová pole, která následně
použijeme pro výpočet Lieových závorek. Vstupńıch vektorových poĺı a Lieových závorek
určuj́ı Lieovu algebru ř́ıditelnosti, jej́ıž vlastnosti využijeme k demonstrováńı skutečnosti,
že dané mechanismy splňuj́ı definici zobecněné geometrie cest a jsou lokálně ř́ıditelné.
Nakonec představ́ıme Hamiltonovu funkci a jej́ı vlastnosti a vypoč́ıtáme Christoffelovy
symboly, pomoćı nichž je možné sestavit rovnice normálńıch geodetik.
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2 Diferenciálńı geometrie

V této kapitole definujeme pojmy, se kterými budeme v daľśım textu pracovat. Kapitolova
vycháźı předevš́ım z [4], [5] a částečně z [2], doplňuj́ıćı informace týkaj́ıćı se robotických
aplikaćı lze nalézt v [3] a [6].

2.1 Hladká varieta

Topologická varieta je separabilńı měřitelný prostor M , který je lokálně homeomorfńı
s Rn. Pro každé x ∈ M tedy existuje nějaký homeomorfismus u : U → u(U) ⊆ Rn, kde
U je otevřené okoĺı bodu x ∈ M a u(U) je otevřená podmnožina Rn. Dvojice (U, u) se
nazývá mapa na M.

Množina map (Uα, uα)α na M takových, že Uα tvoř́ı pokryt́ı množiny M , se nazývá
atlas. Funkce

uαβ := uα ◦ uβ
−1 : uβ(Uαβ) → uα(Uαβ)

se nazývaj́ı transformace mapy pro atlas (Uα, uα)α, zápis Uαβ označuje Uαβ := Uα ∩ Uβ.

Atlas (Uα, uα)α variety M se nazývá Ck-atlas, jestliže všechny transformace
uαβ : uβ(Uαβ) → uα(Uαβ) jsou diferencovatelné tř́ıdy Ck. Dva Ck-atlasy se nazývaj́ı Ck-
ekvivalentńı, když jejich sjednoceńı je opět Ck-atlas M . Tř́ıda ekvivalence Ck-atlas̊u se
nazývá Ck-struktura na M . Jestliže všechny transformace jsou tř́ıdy Ck pro ∀k ∈ N, atlas
(Uα, uα)α se nazývá hladký atlas. Dvojice (M, (Uα, uα)α), kde M je topologická varieta a
(Uα, uα)α je hladký atlas, se nazývá hladká varieta.

Př́ıklad 2.1. Uvažujme prostor Rn+1 se standardńım skalárńım součinem ⟨x, y⟩ =
∑

xiyi.
Potom n-sféra Sn je podmnožina {x ∈ Rn+1 : ⟨x, x⟩ = 1}.

Poṕı̌seme explicitně atlas pro Sn, tzv. stereografický atlas. Vybereme a ∈ Sn (
”
jižńı

pól“). Necht’

U+ := Sn \ {a}, u+ : U+ → Rn, u+(x) =
x− ⟨x, a⟩a
1− ⟨x, a⟩

,

U− := Sn \ {−a}, u− : U− → Rn, u−(x) =
x− ⟨x, a⟩a
1 + ⟨x, a⟩

.

Z obrázku 2 je přes 0, x, a a vidět, že u+ je klasická stereografická projekce. Dostáváme
také

u−1
+ (y) =

|y|2 − 1

|y|2 + 1
a+

2

|y|2 + 1
y pro y ∈ {a}⊥ \ {0}

a u+−(y) = (u− ◦ u−1
+ )(y) = y

|y|2 . Je vidět, že u+− je diferencovatelné tř́ıdy Ck pro ∀k.

Daľśım př́ıkladem hladké variety je Rn, kde atlas tvoř́ı jediná mapa, a to identita
id : Rn → Rn. Po složkách pak můžeme definovat hladký atlas na varietěM = Rn×(Sm)k.
Dále uvid́ıme, že konfiguračńım prostorem našich mechanismů je právě M = Rn × (S1)k.
Můžeme jej tedy chápat jako hladkou varietu.

Na př́ıkladě Rn si demonstrujeme daľśı pojmy. Rozlǐsujeme vektorový prostor a jeho
tečný prostor v daném bodě. Tečný prostor k prostoru Rn v bodě q ∈ Rn označujeme
TqRn. Vektorové pole na Rn je hladké zobrazeńı, které přǐrazuje ke každému bodu q ∈ Rn
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Obrázek 2: Sféra

tečný vektor f(q) ∈ TqRn. V lokálńıch souřadnićıch reprezentujeme f jako sloupcový
vektor, jehož složky záviśı na q:

f(q) =

f1(q)
...

fn(q)

 .

Vektorové pole je hladké, pokud je hladká každá funkce fi(q) : Rn → R.
Jak uvid́ıme, o vektorovém poli můžeme přemýšlet jako o pravé straně diferenciálńı

rovnice
q̇ = f(q). (2.1)

Pro reprezentaci řešeńı diferenciálńı rovnice (2.1) definujeme tok vektorového pole.
Speciálně ϕf

t (q) představuje řešeńı diferenciálńı rovnice v čase t s počátkem v q. Tud́ıž
ϕf
t (q) : Rn → Rn splňuje:

d

dt
ϕf
t (q) = f(ϕf

t (q)) q ∈ Rn.

Vektorové pole se nazývá kompletńı, jestliže je definováno pro všechna t. Podle Picar-
dovi věty o existenci a jednoznačnosti řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic, je ϕf

t pro
každé pevně dané t lokálńım difeomorfismem Rn samo na sebe. Dále ϕf

t splňuje následuj́ıćı
vlastnost:

ϕf
t ◦ ϕf

s = ϕf
t+s,

pro všechna t a s, ◦ znač́ı kompozici dvou tok̊u: ϕf
t ◦ ϕf

s = ϕf
t (ϕ

f
s (q)).

2.2 Lieova závorka

Mějme dvě vektorová pole g1 a g2, zobrazeńı ϕ
g1
t ◦ ϕg2

s představuje kompozici toku g2
po s sekund s tokem g1 po t sekund. Obecně se tato kompozice lǐśı od kompozice ϕg1

s ◦ϕg2
t ,

14



Obrázek 3: Ilustrace operace Lieova závorka

která je kompozićı v opačném pořad́ı. Pro malé ϵ může vyjádřit Taylor̊uv rozvoj v ϵ jako:

q(ϵ) = ϕg1
ϵ (q(0))

= q(0) + ϵq̇(0) +
1

2
ϵ2q̈(0) +O(ϵ3)

= q0 + ϵg1(q0) +
1

2
ϵ2
∂g1
∂q

g1(q0) +O(ϵ3),

zápis O(ϵk) znač́ı výraz řádu ϵk a parciálńı derivace g1 je v q0.
Vyjádřeno v čase 2ϵ,

q(2ϵ) = ϕg2
ϵ ◦ ϕg1

ϵ (q0)

= ϕg2
ϵ (q0 + ϵg1(q0) +

1

2
ϵ2
∂g1
∂q

g1(q0) +O(ϵ3))

= q0 + ϵg1(q0) +
1

2
ϵ2
∂g1
∂q

g1(q0) + ϵg2(q0 + ϵg1(q0)) +
ϵ2

2

∂g2
∂q

g2(q0) +O(ϵ3)

= q0 + ϵ(g1(q0) + g2(q0)) +
1

2
ϵ2(

∂g1
∂q

g1(q0) +
∂g2
∂q

g2(q0) + 2
∂g2
∂q

g1(q0)) +O(ϵ3).

Použili jsme Taylor̊uv rozvoj pro g2(q0 + ϵg1(q0)) = g2(q0) + ϵ∂g2
∂q

g1(q0) +O(ϵ2).
V daľśım kroku dostáváme:

q(3ϵ) = ϕ−g1
ϵ ◦ ϕg2

ϵ ◦ ϕg1
ϵ (q0)

= q0 + ϵg2(q0) +
1

2
ϵ2(

∂g2
∂q

g2(q0) + 2
∂g2
∂q

g1(q0)− 2
∂g1
∂q

g2(q0)) +O(ϵ3).

A konečně:

q(4ϵ) = ϕ−g2
ϵ ◦ ϕ−g1

ϵ ◦ ϕg2
ϵ ◦ ϕg1

ϵ (q0)

= q0 + ϵ2(
∂g2
∂q

g1(q0) +
∂g1
∂q

g2(q0)) +O(ϵ3).

Toto je motivaćı pro definici Lieovy závorky:
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Definice 2.2. Lieovu závorku dvou vektorových poĺı g1 a g2 definujeme jako

[g1, g2](q) =
1

2

d2

dϵ2
q(4ϵ) =

∂g2
∂q

g1(q)−
∂g1
∂q

g2(q).

Lieova závorka je tedy vektorové pole generované dvěma vektorovými poli g1 a g2.
Jestliže [g1, g2] = 0, řekneme, že g1 a g2 komutuj́ı.

Př́ıklad 2.3. Uvažujme dvě lineárńı vektorová pole f(q) = Aq a g(q) = Bq. Potom
Lieova závorka dvou lineárńıch vektorových poĺı je lineárńı vektorové pole

[f, g](q) = (BA− AB)q,

tzn. komutátor dvou matic A, B.

Z definice Lieovy závorky vektorových poĺı plynou následuj́ıćı vlastnosti:

Tvrzeńı 1. Mějme vektorová pole g1, g2, g3 na Rn, potom Lieova závorka splňuje následuj́ıćı
vlastnosti:

1. Antisymetrie:

[g1, g2] = −[g2, g1]

2. Jacobiho identita:

[g1, [g2, g3]] + [g3, [g1, g2]] + [g2, [g3, g1]] = 0.

2.3 Distribuce

Distribuce na hladké varietěM je zobecněńı vektorových poĺı, tj. zobrazeńı, které přǐrazuje
hladkou funkćı podprostor tečného prostoru ke každému bodu v M . Speciálńı př́ıpad je
distribuce definovaná množinou hladkých vektorových poĺı g1, . . . , gm. V tomto př́ıpadě
definujeme distribuci jako

∆ = span{g1, . . . , gm} ⊂ TM,

tj. jako obal množiny hladkých vektorových poĺı v M . Pro libovolný bod M distribuce
definuje lineárńı podprostor tečného prostoru

∆q = span{g1(q), . . . , gm(q)} ⊂ TqM.

Řekneme, že distribuce je regulárńı, jestliže se dimenze podprostoru ∆q neměńı pro r̊uzná
q. Distribuce je involutivńı, jestliže je uzavřená v̊uči Lieově závorce, tzn.

∆ je involutivńı ⇐⇒ [f, g] ∈ ∆ ∀f, g ∈ ∆.

Involutivńı uzávěr distribuce, značený ∆, je uzávěrem ∆ vzhledem k operaci Lieovy
závorky; tzn., ∆ je nejmenš́ı distribuce obsahuj́ıćı ∆ taková, že když f, g ∈ ∆, pak
[f, g] ∈ ∆.

Definice 2.4. Vektorový prostor V (nad R) je Lieova algebra, jestliže existuje bilineárńı
operace V × V → V , značena [·, ·], splňuj́ıćı (i) antisymetrii a (ii) Jacobiho identitu.
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Množina hladkých vektorových poĺı na Rn s Lieovou závorkou tvoř́ı Lieovu algebru,
znač́ıme X(Rn). Necht’ g1, . . . , gm je množina hladkých vektorových poĺı, ∆ je distribuce
definovaná g1, . . . , gm a ∆ je involutivńı uzávěr ∆. Pak ∆ je Lieova algebra (nejmenš́ı Lie-
ova algebra obsahuj́ıćı g1, . . . , gm). Nazývá se Lieova algebra generovaná g1, . . . , gm a často
se znač́ı L{g1, . . . , gm}. Prvky L{g1, . . . , gm} jsou tvořeny všemi lineárńımi kombinacemi
prvk̊u g1, . . . , gm, jejich Lieových závorek, lineárńımi kombinacemi těchto závorek a tak
dál. Hodnost L{g1, . . . , gm} v bodě q ∈ Rn definujeme jako dimenzi distribuce ∆q.

Necht’ f(q) =

f1(q)
...

fn(q)

 je vektorové pole na hladké varietě M a x(t) : R → M je

hladká křivka. Pak x(t) je integrálńı křivka f , pokud je řešeńım následuj́ıćıho systému
obyčejných diferenciálńıch rovnic

∂x(t)

∂t
= f(x(t)).

Obecněji, distribuce ∆ konstantńı dimenze k na M se nazývá integrovatelná, jestliže pro
každý bod q ∈ M existuje podvarieta N ⊂ M , jej́ıž tečný prostor lež́ı v ∆q. Jestliže
uvažujeme integrálńı varietu jako hladký povrch v Rn, pak se distribuce rovná tečnému
prostoru tohoto povrchu v bodě q.

Integrálńı variety spojuje s involutivńı distribućı následuj́ıćı věta. Jej́ı d̊ukaz může být
nalezen v [5].

Věta 2.5. Frobeniova věta. Regulárńı distribuce je integrovatelná právě tehdy, když je
involutivńı.

Spolu s tečným prostorem TqRn můžeme pracovat s duálńım tečným prostorem T ∗
q Rn,

tj. množinou lineárńıch funkćı na TqRn s hodnotou v R. Stejně jako jsme definovali vek-
torové pole na Rn, definujeme 1-formu jako zobrazeńı, která přǐrazuje každému bodu
q ∈ Rn takzvaný kovektor ω(q) ∈ T ∗

q Rn. V lokálńıch souřadnićıch reprezentujeme hladkou
1-formu jako

ω(q) = (ω1(q) ω2(q) . . . ωn(q)).

1-forma vyjádřená na vektorovém poli dává hodnotu v R, kterou můžeme zapsat v
lokálńıch souřadnićıch předpisem

ω · f =
∑
i

ωifi.

Pro plánováńı pohybu neholonomńıch systémů nejdř́ıve převedeme specifická omezeńı
daná jako 1-formy na ekvivalentńı ř́ıdićı systém. Problém konstrukce cesty q(t) ∈ Rn mezi
danými q0 a qf převedeme na omezeńı

ωi(q)q̇ = 0, i = 1, . . . , k. (2.2)

ωi jsou lineárńı funkce v tečném prostoru Rn, tzn. 1-formy. Předpokládáme, že ωi jsou
hladké a lineárně nezávislé nad množinou hladkých funkćı.

Alternativně se ř́ıdićı systém zapisuje ve tvaru:

Σ : q̇ − g1(q)u1 + · · ·+ gm(q)um q ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (2.3)
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kde gi(q) jsou řešeńı rovnice (2.2). Tento systém se nazývá drift-free, to znamená, že
při ř́ızeńı nastaveném na nulu se systém nepohybuje. Předpokládáme, že gj jsou hladká,
lineárně nezávislá vektorová pole na Rn a že jejich tok je definován pro všechny časy
(gj jsou kompletńı). Chceme určit podmı́nky, za kterých můžeme ř́ıdit z q0 ∈ Rn do
libovolného qf ∈ Rn vhodnou volbou u(·).

Systém Σ je ř́ıditelný, jestliže pro libovolné q0, qf ∈ Rn existuje T > 0 a u : [0, T ] → U
takové, že Σ splňuje q(0) = q0 a q(T ) = qf .

Necht’ L(g1, . . . , gm) je Lieova algebra generovaná g1, . . . , gm, o ńıž hovoř́ıme jako o
Lieova algebra ř́ıditelnosti. Z konstrukce zahrnuté u definice Lieovy závorky v předcházej́ıćı
části vid́ıme, že použit́ım vstupńı sekvence

u1 = +1 u2 = 0 pro 0 ≤ t < ϵ

u1 = 0 u2 = +1 pro ϵ ≤ t < 2ϵ

u1 = −1 u2 = 0 pro 2ϵ ≤ t < 3ϵ

u1 = 0 u2 = −1 pro 3ϵ ≤ t < 4ϵ,

dostáváme pohyb ve směru Lieovy závorky [g1, g2]. Kdybychom v této sekvenci pokračovali,
mělo by být možné generovat pohyb podél směr̊u daných všemi ostatńımi Lieovými
součiny spojenými s gi. Je tedy možné ř́ıdit systém podél všech směr̊u reprezentovaných
v L(g1, . . . , gm). Toto upřesňuje následuj́ıćı věta, d̊ukaz viz. [5].

Věta 2.6. Chow-Rashevského věta. Control system (2.3) je lokálně ř́ıditelný v q ∈ Rn,
jestlǐze ∆q = TqRn.

Tento výsledek podmiňuje, že drift-free system Σ je ř́ıditelný, jestliže hodnost Lieovy
algebry ř́ıditelnosti je n.

Na závěr definujeme speciálńı př́ıpad hladké variety vybavené distribućı. Hladká va-
rieta s takovou distribućı se označuje zobecněná geometrie cest a dále budeme ukazovat,
že konfiguračńı prostory našich mechanismů jsou právě tyto geometrie.

Definice 2.7. Necht’ M je hladká varieta dimenze 2n+ 1 ≥ 5. Pak zobecněná geometrie
cest na M je dána dvěma distribucemi E, V ⊂ TM dimenze 1 a n takovými, že plat́ı:

1. E ∩ V = 0.
2. Lieova závorka dvou vektorových poĺı z V je vektorové pole v E ⊕ V .
3. Pokud ξ ∈ Γ(E) a η ∈ Γ(V ) a bod x ∈ M , pak [ξ, η](x) ∈ Ex⊕Vx implikuje ξ(x) = 0

nebo η(x) = 0.
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3 Zobecněný trident snake

3.1 Popis trident snake robota

Na obrázku 4 je zobrazen obecný model trident snake robota, j́ımž se zabývá tato práce.
Robot je tvořen rovnostranným trojúhelńıkem a třemi nohami - články - ve vrcholech
trojúhelńıku. V této práci budeme uvažovat, že každá noha má právě jeden článek, v
obecném př́ıpadě jich může mı́t i v́ıce. Na konci každé nohy se nacháźı kolečko. Spo-
jeńı trojúhelńıku s články a článk̊u s kolečky je provedeno klouby. Klouby robota je
možné natáčet, nohy robota je možné protahovat a zkracovat. Robot se nacháźı v ro-
vině xy. Pozice robota je reprezentována souřadnicemi [x, y] těžǐstě trojúhelńıka. Poloha
jednotlivých koleček je vyjádřena souřadnicemi [xi, yi]. Celkový úhel natočeńı robota v̊uči
souřadnému systému je označen θ, úhel natočeńı jednotlivých nohou v̊uči těžnićım těla
robota je označen jako φi, natočeńı kolečka v̊uči odpov́ıdaj́ıćımu článku je γi. Délky nohou
robota jsou značeny li. Úhly mezi těžnicemi těla jsou konstantńı, rovny 2π

3
. Pro jedno-

duchost budeme uvažovat vzdálenost od těžǐstě trojúhelńıku k vrchol̊um rovnu jedné.

Obrázek 4: Model trident snake robota

V daľśıch podkapitolách se budeme postupně zabývat jednotlivými konfiguracemi ro-
bota. Každý robot bude mı́t 4 proměnné parametry, které můžeme ř́ıdit. Na obrázćıch
budou označeny pouze ty úhly natočeńı a délky nohou, které je možné na daném robotovi
ovládat. Články, které nemůžeme protahovat a zkracovat, zvoĺıme pro zjednodušeńı délky
jedna.

Zaměř́ıme se na modely trident snake robot̊u, jejichž algebra ř́ıditelnosti splňuje definici
zobecněné geometrie cest. Ukážeme, že námi zadefinované mechanismy maj́ı tu vlastnost,
že pro jejich algebru řiditelnosti plat́ı ∆ = E⊕V , kde [V, V ] = 0. To znamená že vektorová
pole, která generuj́ı podprostor V komutuj́ı. Z pohledu vlastńıho ř́ızeńı, je to splněno v
př́ıpadě, kdy pohyb nejdř́ıve podle vektorového pole X a poté podle pole Y dává stejný
výsledek jako pohyb podle těchto poĺı v opačném pořad́ı. Konkrétně je to splněno pokud
zvoĺıme jako tři ze čtyř proměnných parametr̊u protažeńı jednotlivých článk̊u robota nebo
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natočeńı jeho koleček. Pokud protáhneme jeden článek, změńı se souřadnice polohy tohoto
kolečka, ale zbytek robota z̊ustane ve stejné poloze. Proto pokud natáhneme nejdř́ıve
např́ıklad článek 1 a poté článek 2, dostaneme stejný výsledek jako při natahováńı v
opačném pořad́ı. V př́ıpadě změny úhlu natočeńı koleček se při pootočeńı kolečka změńı
pouze směrový vektor tohoto kolečka a zbytek robota opět neńı ovlivněn. Výsledná poloha
robota při natočeńı např́ıklad kolečka 1 a následném natočeńım kolečka 2 je proto stejná
jako při natáčeńı těchto koleček v opačném pořad́ı. Takto zvoĺıme tři parametry, které
generuj́ı podprostor V , čtvrtý zvolený parametr bude generovat podprostor E.

3.2 Varianta 1

V př́ıpadě tohoto mechanismu ř́ıd́ıme úhel natočeńı druhého článku a délky všech jeho
článk̊u. Výpočty byly provedeny v programu Maple 2016, řešeńı se nacháźı v souboru
Varianta1.mw.

Obrázek 5: Prvńı model trident snake robota

Polohu jednotlivých koleček vyjádř́ıme soustavou rovnic:

x1 = x+ c(θ + α1) + l1c(θ + α1)

y1 = y + s(θ + α1) + l1s(θ + α1)

x2 = x+ c(θ) + l2c(θ + φ2)

y2 = y + s(θ) + l2s(θ + φ2)

x3 = x+ c(θ + α3) + l3c(θ + α3)

y3 = y + s(θ + α3) + l3s(θ + α3)

Derivaćı podle času źıskáme vektory rychlost́ı koleček:

ẋ1 = ẋ− s(θ + α1)θ̇ + l̇1c(θ + α1)− l1s(θ + α1)θ̇

ẏ1 = ẏ + c(θ + α1)θ̇ + l̇1s(θ + α1) + l1c(θ + α1)θ̇

ẋ2 = ẋ− s(θ)θ̇ + l̇2c(θ + φ2)− l2s(θ + φ2)(θ̇ + φ̇2)
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ẏ2 = ẏ + c(θ)θ̇ + l̇2c(θ + φ2) + l2c(θ + φ2)(θ̇ + φ̇2)

ẋ3 = ẋ− s(θ + α3)θ̇ + l̇3c(θ + α3)− l3s(θ + α3)θ̇

ẏ3 = ẏ + c(θ + α3)θ̇ + l̇3s(θ + α3) + l3c(θ + α3)θ̇

Předpokládáme, že nedocháźı ke smýkáńı koleček. Tzn., že vektor rychlosti a normálový
vektor kolečka jsou vzájemně kolmé, což vyjadřuje rovnice:

vi · ni = 0, (3.1)

kde ni jsou normálové vektory a vi jsou vektory rychlost́ı, vi = (ẋi, ẏi).
Směrové vektory koleček vyjádř́ıme rovnicemi:

s1 = (c(θ + α1), s(θ + α1)

s2 = (c(θ + φ2), s(θ + φ2)

s3 = (c(θ + α3), s(θ + α3)

Normálové vektory tedy jsou:

n1 = (s(θ + α1),−c(θ + α1)

n2 = (s(θ + φ2),−c(θ + φ2)

n3 = (s(θ + α3),−c(θ + α3)

Po dosazeńı vektor̊u rychlost́ı a normálových vektor̊u koleček do rovnice (3.1) a roznásobeńı:

0 =ẋs(θ + α1)− s2(θ + α1)θ̇ + l̇1c(θ + α1)s(θ + α1)− l1s
2(θ + α1)θ̇ − ẏ1c(θ + α1)−

− c(θ + α1)− c2(θ + α1)θ̇ − l̇1s(θ + α1)s(θ + α1)− l1c
2(θ + α1)θ̇

0 =ẋs(θ + φ2)− s(θ)s(θ + φ2)θ̇ + l̇2c(θ + φ2)s(θ + φ2)− l2s
2(θ + φ2)(θ̇ + φ̇2−

− ẏc(θ + φ2)− c(θ)c(θ + φ2)θ̇ − l̇2c(θ + φ2)s(θ + φ2)− l2c
2(θ + φ2)(θ̇ + φ̇2)

0 =ẋs(θ + α3)− s2(θ + α3)θ̇ + l̇3c(θ + α3)s(θ + α3)− l3s
2(θ + α3)θ̇ − ẏc(θ + α3)−

− c(θ + α3)− c2(θ + α3)θ̇ − l̇3s(θ + α3)s(θ + α3)− l3c
2(θ + α3)θ̇

Rovnice uprav́ıme s využit́ım goniometrických vzorc̊u s2(x) + c2(x) = 1 a
c(x)c(y) + (x)s(y) = c(x− y):

ẋs(θ + α1)− ẏc(θ + α1)− θ̇ − l1θ̇ = 0

ẋs(θ + φ2)− ẏc(θ + φ2)− (c(φ2 + l2))θ̇ − l2φ̇2 = 0

ẋs(θ + α3)− ẏc(θ + α3)− θ̇ − l3θ̇ = 0

Tuto soustavu můžeme maticově zapsat ve tvaru:

s(θ + α1) −c(θ + α1) −(1 + l1) 0 0 0 0
s(θ + φ2) −c(θ + φ2) −(c(φ2) + l2) −l2 0 0 0
s(θ + α3) −c(θ + α3) −(1 + l3) 0 0 0 0




ẋ
ẏ

θ̇
φ̇2

l̇1
l̇2
l̇3


= 0 (3.2)
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Toto je soustava neholonomńıch rovnic.
Z pohledu diferenciálńı geometrie můžeme o řádćıch prvńı matice soustavy (3.2)

přemýšlet jako o koeficientech αi omezeńı ω, přičemž ω ∈ T ∗
q M můžeme vyjádřit v lokálńı

bázi {ωx, ωy, ωθ, ωφ2 , ωl1 , ωl2 , ωl3} prostoru T ∗M jako

ω = α1ωx + α2ωy · · ·+ α3ωθ + α4ωφ2 + α5ωl1 + α6ωl2 + α7ωl3 ,

kde ω ∈ T ∗M má tu vlastnost, že v lokálńı bázi {∂x, ∂y, ∂θ, ∂φ2 , ∂l1 , ∂l2 , ∂l3} prostoru TM
plat́ı

ω(∂x) = α1,
ω(∂y) = α2,
ω(∂θ) = α3,
ω(∂φ2) = α4,
ω(∂l1) = α5,
ω(∂l2) = α6,
ω(∂l3) = α7.

(3.3)

Omezeńı ω pro prvńı řádek prvńı matice (3.2) tedy odpov́ıdá kovektoru

ω = s(θ + α1)ωx − c(θ + α1)ωy − (1 + l1)ωθ + 0ωl1 + 0ωl2 + 0ωl3 .

Prvek tečného prostoru zaṕı̌seme ve tvaru

X = ẋ∂x + ẏ∂y + θ̇∂θ + l̇1∂l1 + l̇2∂l2 + l̇3∂l3 .

Nyńı s využit́ım (3.3) vyjádř́ıme ω na X :

ω(X) = s(θ + α1)ẋ− c(θ + α1)ẏ − (1 + l1)θ̇.

Dostáváme tedy přesně naši prvńı rovnici ze soustavy (3.2).
Soustava (3.2) je soustava tř́ı rovnic o sedmi neznámých, která má nekonečně mnoho

řešeńı závislých na čtyřech parametrech. Parametry zvoĺıme následovně:

l̇3 = t1, l̇2 = t2, l̇1 = t3, φ̇2 = t4.

Řešeńı soustavy pak vyjádř́ıme jako:

t1g1 + t2g2 + t3g3 + t4g4,

tedy

t1



0
0
0
0
0
0
1


+ t2



0
0
0
0
0
1
0


+ t3



0
0
0
0
1
0
0


+ t4



g14
g24
g34
1
0
0
0


=



ẋ
ẏ

θ̇
φ̇2

l̇1
l̇2
l̇3


,

kde

g14 =
−2c(θ + π/3)l1l2 + 2s(θ + π/6)l2l3 − 2c(θ + π/3)l2 + 2s(θ + π/6)l2

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)
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g24 =
−2s(θ + π

3
)l1l2 − 2c(θ + π/6)l2l3 − 2s(θ + π/3)l2 − 2c(θ + π/6)l2

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ+ π/3) + 3c(π/6 + φ) + 3s(φ2 + π/3)

g34 =
l2
√
3

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

.

Podle definice 2.2 spočteme Lieovy závorky vektorových poĺı [gi, gj], i = 1, . . . , 4,
j = 1, . . . , 4.

g14 = [g1, g4] =
(
g114, g

2
14, g

3
14, 0, 0, 0, 0

)T
,

kde

g114 =
s(θ + π/6)l2

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

−

− (4c(θ + π/3)l1l2 + 4s(θ + π/6)l2l3 − 4c(θ + π/3)l2 + 4s(θ + π/6)l2)s(φ2 + π/3)

(2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3))2

g214 = − 2c(θ + π/6)l2

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

−

−
(
(−4s(θ + π/3)l1l2 − 4c(θ + π/6)l3 − 4s(θ + π/3)l2 − 4c(θ + π/6)l2)s(φ2+

+ π/3)
)
/
(
2l1c(π/6 + φ2) + l2

√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

)2
g314 = 2

l2
√
3s(φ2 + π/3)

(2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3))2

.

g24 = [g2, g4] =
(
g124, g

2
24, g

3
24, 0, 0, 0, 0

)T
,

kde

g124 =
−2c(θ + π/3)l1 + 2s(θ + π/6)l3− 2c(θ + π/3) + 2s(θ + π/6)

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2 + 3s(φ2 + π/3)

−

− (−2c(θ + π/3)l1l2 + 2s(θ + π/6)l2l3 − 2c(θ + π/3)l2 + 2s(θ + π/6)l2)
√
3

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3))2

g224 =
−2s(θ + π/3)l1 − 2c(θ + π/6)l3 − 2s(θ + π/3)− 2c(θ + π/6)

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

−

− (−2s(θ + π/3)l1l2 − 2c(θ + π/6)l2l3 − 2s(θ + π/3)l2 − 2c(θ + π/6)l2)
√
3

(2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(b+ π/3))2

g324 = −
√
3

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

−

− 3l2

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3))2

.

g34 = [g3, g4] =
(
g134, g

2
34, g

3
34, 0, 0, 0, 0

)T
,

kde

g134 = −2
c(θ + π/3)l2

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

−
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− 2
(−2c(θ + π/3)l1l2 + 2s(θ + π/6)l2l3 − 2c(θ + π/3)l2 + 2s(θ + π/6)l2)c(π/6 + φ2)

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3))2

g234 = −2
s(θ + π/3)l2

2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

−

− 2
(−2s(θ + π/3)l1l2 − 2c(θ + π/6)l2l3 − 2s(θ + π/3)l2 − 2c(θ + π/6)l2)c(π/6 + φ2)

(2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(b+ π/3))2

g334 = 2

√
3l2c(π/6 + φ2)

(2l1c(π/6 + φ2) +
√
3l2 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3))2

.

Dimenze algebry ř́ıditelnosti ∆q je 7, tedy ∆ = TqM a podle věty 2.6 je systém
lokálně ř́ıditelný. Podle tvrzeńı 1 plat́ı, že g41 = −g14, g42 = −g24, g43 = −g24. Zbylé
Lieovy závorky, tedy g12, g13, g23, g21, g31, g32, g11, g22, g33, g44, se rovnaj́ı 0. Nenulové
závorky dostáváme vždy, pokud se v nich vyskytuje vektorové pole g4.

Tento výsledek rozebereme s ohledem na definici 2.7. Hladká varieta
M = (x, y, θ, φ2, l1, l2, l3) je dimenze 7, tj. pro n = 3 7 = 2 · 3 + 1 ≥ 5. Vektorové pole g4
tvoř́ı distribuci E dimenze 1, vektorová pole g1, g2, g3 tvoř́ı distribuci V dimenze 3. Zřejmě
plat́ı, že E ∩ V = 0. Zároveň plat́ı [α1g1 + α2g2 + α3g3, β1g1 + β2g2 + β3g3] = 0 ∈ E ⊕ V .

3.3 Varianta 2

V př́ıpadě tohoto trident snake robota ř́ıd́ıme délky všech jeho článk̊u a úhel natočeńı
kolečka na článku 2. Výpočty se nacháźı na v souboru Varianta2.mw

Obrázek 6: Druhý model trident snake robota

Polohu jednotlivých koleček vyjádř́ıme soustavou rovnic:

x1 = x+ c(θ + α1) + l1c(θ + α1)

y1 = y + s(θ + α1) + l1s(θ + α1)

x2 = x+ c(θ) + l2c(θ)

y2 = y + s(θ) + l2s(θ)
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x3 = x+ c(θ + α3) + l3c(θ + α3)

y3 = y + s(θ + α3) + l3s(θ + α3)

Normálové vektory:

n1 = (s(θ + α1),−c(θ + α1)

n2 = (s(θ + γ2),−c(θ + γ2)

n3 = (s(θ + α3),−c(θ + α3)

Postupujeme obdobně jako v přechoźım př́ıpadě a dostáváme soustavu rovnic:

ẋs(θ + α1)− ẏc(θ + α1)− θ̇(1 + l1) = 0

ẋs(θ + γ2)− ẏc(θ + γ2)− c(γ2)(1 + l2)θ̇ − s(γ2)l̇2 = 0

ẋs(θ + α3)− ẏc(θ + α3)− θ̇ − l3θ̇ = 0

Tuto soustavu můžeme maticově zapsat ve tvaru:

s(θ + α1) −c(θ + α1) −(1 + l1) 0 0 0 0
s(θ + γ2) −c(θ + γ2) −c(γ2) · (1 + l2) 0 0 s(γ2) 0
s(θ + α3) −c(θ + α3) −(1 + l3) 0 0 0 0




ẋ
ẏ

θ̇
γ̇2
l̇1
l̇2
l̇3


= 0

Opět se jedná o soustavu tř́ı neholonomńıch rovnic o sedmi neznámých, která má
nekonečně mnoho řešeńı závislých na čtyřech parametrech. Parametry zvoĺıme následovně:

l̇3 = t1, l̇2 = t2, l̇1 = t3, γ̇2 = t4.

Řešeńı soustavy opět vyjádř́ıme jako:

t1g1 + t2g2 + t3g3 + t4g4,

řešeńı má v tomto př́ıpadě tvar

t1



0
0
0
0
0
0
1


+ t2



g12
g22
g32
0
0
1
0


+ t3



0
0
0
0
1
0
0


+ t4



0
0
0
1
0
0
0


=



ẋ
ẏ

θ̇
γ̇2
l̇1
l̇2
l̇3


,

kde

g12 =
(
c(γ2 + θ + π/6)l3 + s(π/3 + γ2 + θ)l1 − sin(−γ2 + π/3 + θ)l1 − c(−γ2 + θ+

+ π/6)l3 + c(γ2 + θ + π/6) + s(π/3 + γ2 + θ)− s(−γ2 + π/3 + θ)− c(−γ2 + θ+
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+ π/6)
)
/
(
2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)

√
3 + 2l3s(π/3 + γ2) + 2c(π/6 + γ2)+

+ 2s(π/3 + γ2)
)

g22 =
(
s(γ2 + θ + π/6)l3 − s(−γ2 + θ + π/6)l3 + c(−γ2 + π/3 + θ)l1 − l1c(π/3 + γ2 + θ)

+ s(γ2 + θ + π/6)− s(−γ2 + θ + π/6) + c(−γ2 + π/3 + θ)− c(π/3 + γ2 + θ)
)
/(

2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)
√
3 + 2l3s(π/3 + γ2) + 2c(π/6 + γ2) + 2s(π/3 + γ2)

)
g32 =

√
3s(γ2)

2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)
√
3 + 2l3s(π/3 + γ2) + 2c(π/6 + γ2) + 2s(π/3 + γ2)

.

Provedeme výpočet Lieových závorek vektorových poĺı [gi, gj], i = 1, . . . , 4,
j = 1, . . . , 4. Zde uvedeme alespoň část výsledk̊u, které jsme źıskali s pomoćı Maple.

g12 = −g12 = [g1, g2] =
(
g112, g

2
12, g

3
12, 0, 0, 0, 0

)T
,

kde

g112 =
c(γ2 + θ + π/6)− c(−γ2 + θ + π/6)

2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)
√
3 + 2l3s(π/3 + γ2) + 2c(π/6 + γ2) + 2s(π/3 + γ2)

−

− 2

(
(cos(γ2 + θ + π/6)l3 + s(π/3 + γ2 + θ)l1 − s(−γ2 + π/3 + θ)l1 − c(−γ2 + θ+

+ π/6)l3 + c(γ2 + θ + π/6) + s(π/3 + γ2 + θ)− s(−γ2 + π/3 + θ)− c(−γ2 + θ+

+ π/6))s(π/3 + γ2)

)
/

(
2l1c(π/6 + γ2 + c(γ2)(1 + l2)

√
3 + 2l3s(π/3 + γ2) + 2c(π/6+

+ γ2) + 2s(π/3 + γ2)

)2

g212 =
s(γ2 + θ + π/6)− s(−γ2 + θ + π/6)

2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)
√
3 + 2l3s(π/3 + γ2) + 2c(π/6 + γ2) + 2s(π/3 + γ2)

−

− 2

(
(s(γ2 + θ + π/6)l3 − s(−γ2 + θ + π/6)l3 + c(−γ2 + π/3 + θ)l1 − l1c(π/3 + γ2+

+ θ) + s(γ2 + θ + π/6)− s(−γ2 + θ + π/6) + cos(−γ2 + π/3 + θ)− c(π/3 + γ2+

+ θ))s(π/3 + γ2)

)
/

(
2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)

√
3 + 2l3s(π/3 + γ2)+

+ 2c(π/6 + γ2) + 2s(π/3 + γ2)

)2

g312 =− 2
(√

3s(γ2)s(π/3 + γ2))/
(
2l1c(π/6 + γ2) + c(γ2)(1 + l2)

√
3 + 2l3s(π/3 + γ2)+

+ 2c(π/6 + γ2) + 2s(π/3 + γ2))
2
)
.

Daľśı vypočtená Lieova závorka je

g24 = −g24 = [g2, g4] =
(
g124, g

2
24, g

3
24, 0, 0, 0, 0

)T
,

Lieova závorka
g23 = −g23 = [g2, g3] =

(
g123, g

2
23, g

3
23, 0, 0, 0, 0

)T
,

26



je posledńı nenulovou závorkou, pro zbylé závorky plat́ı g13 = g14 = g31 = g34 = g41 =
g43 = g11 = g22 = g33 = g44 = 0.

Znovu vid́ıme, že nenulové závorky dostáváme pokud se v nich vyskytuje jedno konkrétńı
vstupńı vektorové pole gi, v tomto př́ıpadě g2. Toto vektorové pole tvoř́ı podprostor E,
zbylá pole g1, g3, g4 tvoř́ı podprostor V . Zároveň plat́ı, že E ∩ V = 0 a [α1g1 + α2g2 +
α3g3, β1g1 + β2g2 + β3g3] = 0 ∈ E ⊕ V . Dimenze algebry ř́ıditelnosti ∆q je opět 7, tedy
∆ = TqM a podle věty 2.6 je systém lokálně ř́ıditelný.

3.4 Varianta 3

V př́ıpadě tohoto robota ř́ıd́ıme úhel natočeńı všech koleček a natočeńı článku 2, výsledky
źıskané softwarem Maple se nacháźı v přiloženém souboru Varianta3.mw.

Obrázek 7: Druhý model trident snake robota

Polohu jednotlivých koleček vyjádřuje soustavou rovnic:

x1 = x+ 2c(θ + α1)

y1 = y + 2s(θ + α1)

x2 = x+ c(θ) + c(θ + φ2)

y2 = y + s(θ) + s(θ + φ2)

x3 = x+ 2c(θ + α3)

y3 = y + 2s(θ + α3)

Normálové vektory jsou:

n1 = (s(θ + α1 + γ1),−c(θ + α1 + γ1)

n2 = (s(θ + φ2 + γ2),−c(θ + φ2 + γ2)

n3 = (s(θ + α3 + γ3),−c(θ + α3 + γ3)
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Postupuje obdobně jako v předchoźıch př́ıpadech. Derivaćı polohy koleček podle času
źıskáme vektory rychlost́ı. Rychlosti a normálové vektory dále dosad́ıme do rovnice (3.1),
roznásob́ıme a uprav́ıme.

Źıskáme soustavu tř́ı neholonomńıch rovnic o sedmi neznámých a zvoĺıme 4 parametry
pro jej́ı vyřešeńı. Soustava:

s(θ + α1 + γ1) −c(θ + α1 + γ1) −2c(γ1) 0 0 0 0
s(θ + φ2 + γ2) −c(θ + φ2 + γ2) −(c(φ2 + γ2) + c(γ2)) −c(γ2) 0 0 0
s(θ + α3 + γ3) −c(θ + α3 + γ3) −2c(γ3) 0 0 0 0




ẋ
ẏ

θ̇
φ̇2

γ̇1
γ̇2
γ̇3


= 0

Volba parametr̊u:

γ̇3 = t1, γ̇2 = t2, γ̇1 = t3, φ̇2 = t4.

Řešeńı soustavy opět vyjádř́ıme jako

t1g1 + t2g2 + t3g3 + t4g4,

tedy ve tvaru

t1



0
0
0
0
0
0
1


+ t2



0
0
0
0
0
1
0


+ t3



0
0
0
0
1
0
0


+ t4



g14
g24
g34
1
0
0
0


=



ẋ
ẏ

θ̇
γ̇2
l̇1
l̇2
l̇3


,

Při výpočtu Lieových závorek se ukazuje, že tyto závorky jsou nenulové, jen pokud je
v nich vektorové pole g4 (nenulové závorky jsou g41 = −g14, g42 = −g24, g43 = −g24),
zat́ımco ostatńı (g12, g13, g23, g21, g31, g32, g11, g22, g33, g44) se rovnaj́ı nule.

Můžeme tedy ř́ıci, že vektorové pole g4 generuje podprostor E, pole g1, g2, g3 generuj́ı
podprostor V . Zároveň plat́ı, že E∩V = 0 a [α1g1+α2g2+α3g3, β1g1+β2g2+β3g3] = 0 ∈
E ⊕ V . Dimenze algebry ř́ıditelnosti ∆q je opět 7, ∆ = TqM a podle věty 2.6 je systém
lokálně ř́ıditelný.

3.5 Varianta 4

U tohoto robota ř́ıd́ıme úhel natočeńı všech jeho koleček a délku článku 2. Výpočty pro-
vedené softwarem Maple se nacháźı v souboru Varianta4.mw.

Postup je stejný dř́ıve, polohu koleček vyjádř́ıme soustavou rovnic:

x1 = x+ 2c(θ + α1)

y1 = y + 2s(θ + α1)

x2 = x+ c(θ) + l2c(θ)

y2 = y + s(θ) + l2s(θ)

28



Obrázek 8: Čtvrtý model trident snake robota

x3 = x+ 2c(θ + α3)

y3 = y + 2s(θ + α3)

Normálové vektory jsou:

n1 = (s(θ + α1 + γ1),−c(θ + α1 + γ1)

n2 = (s(θ + γ2),−c(θ + γ2)

n3 = (s(θ + α3 + γ3),−c(θ + α3 + γ3)

Źıskáme soustavu

s(θ + α1 + γ1) −c(θ + α1 + γ1) −2c(γ1) 0 0 0 0
s(θ + γ2) −c(θ + γ2) −c(γ2)(1 + l2) s(γ2) 0 0 0

s(θ + α3 + γ3) −c(θ + α3 + γ3) −2c(γ3) 0 0 0 0




ẋ
ẏ

θ̇

l̇2
γ̇1
γ̇2
γ̇3


= 0,

parametry voĺıme
γ̇3 = t1, γ̇2 = t2, γ̇1 = t3, l̇2 = t4.

a dostáváme čtyři vstupńı vektorová pole

g1 =



0
0
0
0
0
0
1


, g2 =



0
0
0
0
0
1
0


, g3



0
0
0
0
1
0
0


, g4 =



g14
g24
g34
1
0
0
0


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Po výpočtu Lieových závor vid́ıme, že vektorové pole g4 generuje podprostor E a Lie-
ovy závorky s jeho pomoćı źıskané jsou nenulové. Zbylá pole g1, g2, g3 generuj́ı podprostor
V . Plat́ı E∩V = 0 a [α1g1+α2g2+α3g3, β1g1+β2g2+β3g3] = 0 ∈ E⊕V . Dimenze algebry
ř́ıditelnosti ∆q je opět 7, tedy ∆ = TqM a podle věty 2.6 je systém lokálně ř́ıditelný.

3.6 Zobecněná planárńı geometrie cest

Výsledky této kapitoly nás vedou k definováńı speciálńı podtř́ıdy zobecněné geometrije
cest, a to zobecněné planárńı geometrie cest.

Definice 3.1. Necht’ M je hladká varieta dimenze 2n + 1 ≥ 5. Pak planárńı geometrie
cest na M je dána dvěma distribucemi E, V ⊂ TM dimenze 1 a n takovými, že plat́ı:

1. E ∩ V = 0.
2. Lieova závorka dvou vektorových poĺı z V se rovná 0.
3. Pokud ξ ∈ Γ(E) a η ∈ Γ(V ) a bod x ∈ M , pak [ξ, η](x) ∈ Ex⊕Vx implikuje ξ(x) = 0

nebo η(x) = 0.

Modely trident snake robot̊u uvedené v této kapitole splňuj́ı definici planárńı geometrie
cest.
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4 Hamiltonova geometrie

V této kapitole představ́ıme Hamiltonovu funkci a jej́ı vlastnosti, dále poṕı̌seme geode-
tiky z pohledu Hamiltoniánu. Geodetiky źıskané t́ımto postupem se nazývaj́ı normálńı.
Ukážeme, že geodetiky definované Hamiltonovkým formalismem jsou vždy lokálně ho-
rizontálńı křivky minimálńı délky. Výpočty v této kapitole budou provedeny pro prvńı
variantu trident snake robota z kapitoly 3. Tato kapitola čerpá z [1].

4.1 Hamiltonova funkce

Necht’ ∆ = span{X1, . . . , Xk} je distribuce dimenze k, k < n, na n-rozměrné varietě M .
Pak Hamiltonova funkce H : T ∗M → R je definována jako

H(x, p) =
1

2

k∑
j=1

⟨Xj(x), p⟩2, x ∈ M, p ∈ T ∗
xM.

Hamiltonova funkce může být také zapsána ve tvaru

H(x, p) =
1

2

n∑
i,j=1

hij(x)pipj,

kde hij(x) jsou hladké funkce.

D̊ukaz. viz. [1].

Dále uvedeme předpis pro výpočet koeficient̊u hij Hamiltonovy funkce horizontálńıch
vektorových poĺı X1, . . . , Xk, která generuj́ı distribuci ∆. Necht’

Xj =
n∑

i=1

aij(x)∂xi
, j = 1, . . . , k,

je reprezentace vektorových poĺı Xj. Protože vektorová pole Xj jsou lineárně nezávislá,
hodnost matice

(
aij(x)

)
je rovna k, ∀x ∈ M .

Koeficienty kvadratické formy, která definuje Hamiltonovu funkci H, jsou dány jako

hαβ =
k∑

j=1

aαj a
β
j . (4.1)

D̊ukaz. Hamiltonova funkce může být napsána jako

H(x, p) =
1

2

k∑
j=1

⟨Xj(x), p⟩2 =
1

2

k∑
j=1

( n∑
i=1

aij(x)pi

)2
.

Protože H(x, p) = 1
2

∑
i,j h

ijpipj, koeficienty jsou

hαβ =
∂2H

∂pα∂pβ
=

1

2

∂2

∂pα∂pβ

(
k∑

j=1

( n∑
i=1

aijpi

)2)

=
∂

∂pα

(
k∑

j=1

( n∑
i=1

aijpi

)
aβj

)
=

k∑
j=1

aαj a
β
j .
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Podle vzorce (4.1) spoč́ıtáme koeficienty

(hij) =


h11 h12 · · · h17

h21 h22 · · · h27

...
...

. . .
...

h71 h72 · · · h77


Hamiltonovy funkce. Naše vektorová pole jsou tvaru

g1 =∂l3

g2 =∂l2

g3 =∂l1

g4 =
−2c(θ + π/3)l1l2 + 2s(θ + π/6)l2l3 − 2c(θ + π/3)l2 + 2s(θ + π/6)l2

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

∂x+

+
−2s(θ + π

3
)l1l2 − 2c(θ + π/6)l2l3 − 2s(θ + π/3)l2 − 2c(θ + π/6)l2

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ+ π/3) + 3c(π/6 + φ) + 3s(φ2 + π/3)

∂y+

+
l2
√
3

2l1c(π/6 + φ2) + l2
√
3 + 2l3s(φ2 + π/3) + 3c(π/6 + φ2) + 3s(φ2 + π/3)

∂θ+

+ ∂φ2 .

Výsledná matice koeficient̊u je

(hij) =



h11 h12 h13 h14 0 0 0
h21 h22 h23 h24 0 0 0
h31 h32 h33 h34 0 0 0
h41 h42 h43 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


,

kde

h14 = h41 =
2l2((l3 + 1)s(θ + π/6)− (l1 + 1)c(θ + π/3))

(2l1 + 3)c(π/6 + φ2) + (2l3 + 3)s(φ2 + π/3) + l2
√
3

h24 = h42 =
−2l2((l1 + 1)s(θ + π/3) + (l3 + 1)c(θ + π/6))

(2l1 + 3)c(π/6 + φ2) + (2l3 + 3)s(φ2 + π/3) + l2
√
3

h34 = h43 = −
√
3l2

2l1c(π/6 + φ) + l2
√
3 + 2l3s(φ+ π/3) + 3c(π/6 + φ) + 3s(φ+ π/6)

.

Pokud spoč́ıtáme matici koeficient̊u pro distribuci V generovanou vstupńım vekto-
rovým polem g4, dostáváme ji ve tvaru:

(hij) =



h11 h12 h13 h14 0 0 0
h21 h22 h23 h24 0 0 0
h31 h32 h33 h34 0 0 0
h41 h42 h43 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


.
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Matice koeficient̊u vypoč́ıtaná pro distribuci E tvořenou poli g1, g2 a g3 je jednotková
matice tvaru:

(hij) =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1


.

Pro představu jsou zde uvedeny pouze některé koeficienty hij. Koeficienty byly spoč́ıtány
pomoćı programu Maple 2016 a všechny mohou být nalezeny v přiloženém souboru Vari-
anta1.mw.

Tvrzeńı 2. Necht’ · je distribuce hodnosti k, k < n, na n-rozměrné varietě M . Pak matice
hαβ(x) koeficient̊u Hamiltonovy funkce spojená s distribućı D je singulárńı ∀x ∈ M .

D̊ukaz. viz. [1].

V našem př́ıpadě je k=4 a n=7. Je vidět, že det(hij) = det


h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

h31 h32 h33 h34

h41 h42 h43 1

 a rovná

se 0. Výpočet je možné nalézt v souboru Varianta1.mw.

4.2 Geodetiky

Definice 4.1. Normálńı geodetika mezi body A a B je řešeńım Hamiltonova systému

ẋ(s) =
∂H

∂pi

ṗi(s) = −∂H

∂xi
, i = 1, . . . , n,

s okrajovými podmı́nkami x(0) = A a x(τ) = B.

Dále poṕı̌seme rovnice normálńıch geodetik jako obyčejné diferenciálńı rovnice druhého
řádu. Využijeme k tomu Christoffelovy symboly

Γiab(x) =
1

2

(
∂hia(x)

∂xr
hrb(x) +

∂hib(x)

∂xr
hra(x)− ∂hab(x)

∂xr
hri(x)

)
.

Pro každé dva kovektory p a ξ označ́ıme Γi(p, ξ) = Γiabpaξb. Použita je zde Einsteinova
sumačńı konvence, tedy xiyi =

∑
i x

iyi.
Důkazy následuj́ıćıch dvou tvrzeńı mohou být nalezeny v [1].

Tvrzeńı 3. Rovnice normálńıch geodetik jsou dány

ẍi(s) = Γi(x)
(
p(s), p(s)

)
, i = 1, . . . , n,

kde
(
x(s), p(s)

)
je řešeńı Hamiltonova systému.

Tvrzeńı 4. Podél normálńıch geodetik je Hamiltonova funkce konstantńı.

33



Pro náš př́ıklad maj́ı rovnice pro výpočet Christoffelových symbol̊u tvar

Γiab(x) =
1

2

(
∂hia(t)

∂x
h1b(t) +

∂hib(t)

∂x
h1a(t)− ∂hab(t)

∂x
h1i(t)+

+
∂hia(t)

∂y
h2b(t) +

∂hib(t)

∂y
h2a(t)− ∂hab(t)

∂y
h2i(t)+

+
∂hia(t)

∂θ
h3b(t) +

∂hib(t)

∂θ
h3a(t)− ∂hab(t)

∂θ
h3i(t)+

+
∂hia(t)

∂φ2

h4b(t) +
∂hib(t)

∂φ2

h4a(t)− ∂hab(t)

∂φ2

h4i(t)+

+
∂hia(t)

∂l1
h5b(t) +

∂hib(t)

∂l1
h5a(t)− ∂hab(t)

∂l1
h5i(t)+

+
∂hia(t)

∂l2
h6b(t) +

∂hib(t)

∂l2
h6a(t)− ∂hab(t)

∂l2
h6i(t)+

+
∂hia(t)

∂l3
h7b(t) +

∂hib(t)

∂l3
h7a(t)− ∂hab(t)

∂l3
h7i(t)

)
.

Uvedeme alespoň př́ıklad některého Christoffelova symbolu, např.

Γ714 =− s(d+ π/6)l2

2l1c(π/6 + b) + l2
√
3 + 2l3s(b+ π/3) + 3c(π/6 + b) + 3s(b+ π/3)

+

+
(−2c(d+ π/3)l1l2 + 2s(d+ π/6)l2l3 − 2c(d+ π/3)l2 + 2s(d+ π/6)l2)s(b+ π/3

(2l1c(π/6 + b) + l2
√
3 + 2l3s(b+ π/3) + 3c(π/6 + b) + 3s(b+ π/3))2

.

Výpočty všech Christoffelových symbol̊u byly spoč́ıtány v Maple 2016, soubor Vari-
anta1.mw. Pomoćı těchto symbol̊u je možné sestavit rovnice geodetik a tak určit pohyb
mechanismu, který je optimálńı.
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5 Závěr

Prvńım ćılem této bakalářské práce bylo nastudováńı základ̊u diferenciálńı geometrie a
neholonomńıch systémů a osvojeńı se poč́ıtáńı s Lieovou závorkou. V prvńı kapitole jsme
se seznámili s potřebnou teoríı, od vektorových poĺı, přes variety až po Lieovu závorku,
Lieovu algebru ř́ıditelnosti a zobecněnou geometrii cest.

Ve kapitole 2 jsme zkoumali čtyři konkrétńı modely trident snake robota. Po vyřešeńı
neholonomńıch soustav rovnic sestavených pro dané modely a źıskáńı vstupńıch vek-
torových poĺı, jsme vypoč́ıtali Lieovy závorky, dopoč́ıtali algebru ř́ıditelnosti a pomoćı
Chow-Rashevského věty dokázali, že mechanismy jsou lokálně ř́ıditelné. Dále jsme zkou-
mali distribuce dané vstupńımi vektorovými poli. Tečný prostor našeho konfiguračńıho
prostoru měl ve všech př́ıpadech dvě distribuce E a V , které měly takové vlatnosti, že
splňovaly definici zobecněné geometrie cest. T́ım jsme splnili druhý ćıl této bakalářské
práce a sice nalezeńı takového planárńıho mechanismu s filtraćı (4,7), který odpov́ıdá ge-
ometrii cest. Toto vyhodnoceńı a fakt, že pro každý mechanismus byla splněna dodatečná
podmı́nka nulovosti Lieových závorek dvou podmnožin z podprostoru V , nás vedlo k
definováńı zobecněné planárńı geometrie cest.

V posledńı kapitole jsme vypoč́ıtali Hamiltonovu funkci, Christoffelovy symboly a
sestavili rovnice normálńıch geodetik. Tyto rovnice jsou pro nás zaj́ımavé, nebot’ jejich
vyřešeńım je možné źıskat optimálńı pohyb daného mechanismu.
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Seznam použitých znak̊u a zkratek

R množina reálných č́ısel
c(φ) cos(φ)
s(φ) sin(φ)
ẋ časová derivace x
u · v skalárńı součin vektor̊u u a v
⟨u, v⟩ skalárńı součin vektor̊u u a v
[f, g] Lieova závorka vektorových poĺı f a g
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