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Abstrakt

Tématem této bakalarské prace je teorie rizeni robotického mechanismu, tzv. trident snake
robota. Z pohledu teorie fizeni se jedna o neholonomni sytém, jehoz tiditelnost je urcena
vektorovymi poli. V praci jsou ze soustavy neholonomnich rovnic odvozeny vstupni vek-
torova pole. Na tato vektorova pole je aplikovana operace Lieovy zavorky. Na zakladé
anylyzy vysledku operace Lieovy zavorky je provedeno ovéreni splnéni definice zobecnéné
geometrie cest pro konkrétni modely trident snake robota. Na zavér je v praci vypocitana
Hamiltonova funkce a Christoffelovy symboly potiebné pro sestaveni rovnic geodetik.

Abstract

The subject of this Bachelor’s thesis is control theory of mechanism, the so-called trident
snake robot. From a viewpoint of control theory, it is classified as a nonholonomic system
whose controllability is determined by vector fields. In this thesis, input vector fields
are obtained from the system of nonholonomic equations. The Lie bracket operation is
applied on this vector fields. On the basis of an analysis of the results of the Lie bracket
operation, the fulfillment of the definition of the generalized path geometry is verified
for the particular models of the trident snake robot. Finally, Hamiltonian function and
Christoffel symbols, needed to compile equations of geodesics, are calculated.
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1 Uvod

Tato prace se zabyva zkoumanim robotického mechanismu, tzv. trident snake robota.
Jednd se neholonomni mechanismus, tedy mechanismus, jehoZ pocet stupinu volnosti se
nerovna dimenzi konfiguraéniho prostoru. Model trident snake robota ilustruje nasledujici
obrazek.

YA

v

Obréazek 1: Obecny model trident snake robota

Robot je tvoren rovnostrannym trojihelnikem s c¢lanky v jeho vrcholech. Na konci
kazdého clanku se nachazi kolecko. Spojeni trojuhelniku s ¢lanky a c¢lanku s kolecky
je provedeno klouby, ve kterych jsou umistény servomotory. Je tak mozné ménit thly
natoceni. Dalsimi fiditelnymi parametry jsou délky jednotlivych clanku, jez je mozné
protahovat a zkracovat.

Nejprve se v kapitole 2 sezndmime s pojmy z diferencidlni geometrie, které, jak pozdéji
uvidime, jsou potiebné pro feseni dané problematiky. Dale budeme definovat pojmy jako
Lieova zavorka a Lieova algebra fiditelnosti. Na konci této kapitoly se sezndamime s po-
jmem zobecnéné geometrie cest. S pomoci tohoto teoretického zakladu se budeme ve tieti
kapitole vénovat konkrétnim modelum trident snake robotu. Pro tyto modely uré¢ime neho-
lonomni soustavy rovnic a z jejich feSenim ziskame vstupni vektorova pole, ktera nésledné
pouzijeme pro vypocet Lieovych zavorek. Vstupnich vektorovych poli a Lieovych zavorek
urcuji Lieovu algebru riditelnosti, jejiz vlastnosti vyuzijeme k demonstrovani skutecnosti,
ze dané mechanismy splnuji definici zobecnéné geometrie cest a jsou lokéalné riditelné.
Nakonec predstavime Hamiltonovu funkci a jeji vlastnosti a vypocitame Christoffelovy
symboly, pomoci nichz je mozné sestavit rovnice normélnich geodetik.
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2 Diferencialni geometrie

V této kapitole definujeme pojmy, se kterymi budeme v dalsim textu pracovat. Kapitolova
vychézi predevsim z [4], [5] a ¢astecné z [2], dopliujici informace tykajici se robotickych
aplikaci 1ze nalézt v [3] a [6].

2.1 Hladka varieta

Topologickd varieta je separabilni métitelny prostor M, ktery je lokalné homeomorfni
s R™. Pro kazdé = € M tedy existuje néjaky homeomorfismus u : U — u(U) C R", kde
U je oteviené okoli bodu =z € M a u(U) je oteviend podmnozina R"™. Dvojice (U, u) se
nazyva mapa na M.
Mnozina map (U,, ua)e na M takovych, ze U, tvori pokryti mnoziny M, se nazyva
atlas. Funkce
Uap = Uq 0 Ug " ug(Ung) = Ua(Usp)

se nazyvaji transformace mapy pro atlas (Uy, U )a, zapis Usp oznacuje U,p := U, N Up.
Atlas (U,, uq)q variety M se nazyva C*-atlas, jestlize vSechny transformace

U : Us(Unp) = ta(Uyp) jsou diferencovatelné tifdy C*. Dva C*-atlasy se nazyvaji C*-

ekvivalentnt, kdyz jejich sjednoceni je opét C*-atlas M. Tiida ekvivalence C*-atlasi se

nazyvéa C*-struktura na M. Jestlize viechny transformace jsou tiidy C* pro Vk € N, atlas

(Uns Ua)a se nazyva hladky atlas. Dvojice (M, (Uy, Uua)a), kde M je topologicka varieta a

(Uq, tua)o je hladky atlas, se nazyvé hladkd varieta.

Priklad 2.1. Uvazujme prostor R"™! se standardnim skaldrnim soucinem (z,y) = > z;y;.
Potom n-sféra S™ je podmnozina {x € R"*! : (z,z) = 1}.

Popiseme explicitné atlas pro S™, tzv. stereograficky atlas. Vybereme a € S™ (,,jizni
p6l*). Necht

Uy :=5"\{a}, uy:U—=R" wuy(z)= %,
U_:=5"\{—-a}, u_:U-—=R", u_(z)= %.

Z obrazku 2 je ptes 0, x, a a vidét, ze u, je klasicka stereografickd projekce. Dostavame
také
_ P -1 2

= a—+ roy € {a}*\ {0

ui'(y)
aur_(y) = (u_ou")(y) = - Je videt, ze uy_ je diferencovatelné tridy C* pro Vk.

Dalsim piikladem hladké variety je R"™, kde atlas tvoii jedind mapa, a to identita
id : R™ — R". Po slozkéch pak mtizeme definovat hladky atlas na varieté M = R" x (S™)*.
Dale uvidime, 7e konfiguraénfm prostorem nasich mechanismii je pravé M = R"™ x (S1),
Muzeme jej tedy chapat jako hladkou varietu.

Na piikladé R™ si demonstrujeme dalsi pojmy. RozliSujeme vektorovy prostor a jeho
tecny prostor v daném bodé. Tecény prostor k prostoru R” v bodé ¢ € R™ oznacujeme
T,R™. Vektorové pole na R" je hladké zobrazeni, které prifazuje ke kazdému bodu g € R"
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z — (z,a)a

y = u(z)

Obrazek 2: Sféra

tecny vektor f(¢q) € T,R™ V lokdlnich soufadnicich reprezentujeme f jako sloupcovy
vektor, jehoz slozky zavisi na g¢:

fl(Q)
flq) = :
fnl(q)

Vektorové pole je hladké, pokud je hladka kazda funkce f;(q) : R™ — R.
Jak uvidime, o vektorovém poli muzeme premyslet jako o pravé strané diferencialni
rovnice

q=f(q). (2.1)
Pro reprezentaci feseni diferencidlni rovnice (2.1) definujeme tok vektorového pole.

Specialné gb,{ (q) predstavuje feseni diferencialni rovnice v ¢ase t s pocatkem v ¢. Tudiz
gb{(q) : R" — R" spliuje:

Col) = 10l@) qeR"

Vektorové pole se nazyva kompletni, jestlize je definovano pro vsechna t. Podle Picar-
dovi véty o existenci a jednoznacnosti feseni obycejnych diferencialnich rovnic, je gb,{ pro
kazdé pevné dané t lokalnim difeomorfismem R™ samo na sebe. Déle gb{ spliiuje nasledujici
vlastnost:

of 0! = ol

pro viechna t a s, o znacf kompozici dvou toki: ¢! o ¢f = ¢! (¢1(q)).

2.2 Lieova zavorka

Meéjme dvé vektorovd pole g; a go, zobrazeni ¢f* o $% predstavuje kompozici toku g,
po s sekund s tokem g; po ¢ sekund. Obecné se tato kompozice lis{ od kompozice ¢ o ¢,
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— —€g2

g1 €q —€g1

92

€92

Obrazek 3: Ilustrace operace Lieova zavorka

ktera je kompozici v opa¢ném potadi. Pro malé e muze vyjadrit Tayloruv rozvoj v € jako:
q(e) = 7 (q(0))
1
= q(0) + €4(0) + 5€%4(0) + O(¢”)

1,0
= 0+ cor(a) + 565 91 (@) +O(),

zépis O(e*) znaci vyraz fddu € a parcidlni derivace g; je v qo.
Vyjadreno v Case 2,

q(2¢€) = ¢% 0 ¢7 (qo)
891

= 62+ e la0) + 3¢ T (@) + O(E)

2

1,0 €0
= qo + €g1(qo) + 5628%191(%) + €92(qo + €91(q0)) + Eai;gz(qo) + O(€”)

(@) + 2%—%29/1@0)) L o).

1, 91 992
= qo + €(g1(q0) + 92(q0)) + € ( 4 91(qo0) + 9 92
Pouzili jsme Taylortv rozvoj pro ga(qo + €91(q0)) = g2(q0) + 6%—9591(%) + O(€?).
V dalsim kroku dostavame:

q(3e) = o7 0 9% 0 97" (qo)
092

1 0 0
= 10+ eg2(a0) + 55 0nl0) + 275201 (@0) = 275 -92(a0)) + O€),

A konecné:

q(de) = ¢ 7 0 ¢ % 0 ¢P 0 ¢7 (qo)
891

91(qo) + a—qu(%)) +0(&).

992

= qo+ €
dq

Toto je motivaci pro definici Lieovy zavorky:
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Definice 2.2. Lieovu zavorku dvou vektorovych poli g; a g, definujeme jako

91, 92](q) = %%Q(‘le) = %91@) - 8—q92(Q)-

Lieova zavorka je tedy vektorové pole generované dvéma vektorovymi poli g; a go.

Jestlize [g1, g2] = 0, fekneme, ze g1 a go komutuji.

Priklad 2.3. Uvazujme dvé linearni vektorova pole f(q) = Aq a g(q) = Bgq. Potom
Lieova zavorka dvou linearnich vektorovych poli je linearni vektorové pole

[f,9l(q) = (BA - AB)q,

tzn. komutator dvou matic A, B.
Z definice Lieovy zavorky vektorovych poli plynou nasledujici vlastnosti:

Tvrzeni 1. Méjme vektorovd pole gy, g, g3 na R™, potom Lieova zdvorka splniuje ndsledujict
vlastnosti:
1. Antisymetrie:

91, 92) = —[92, 91]
2. Jacobiho identita:

(91, (92, 93]] + (93, [91, g2]] + (92, (93, 91]] = 0.

2.3 Distribuce

Distribuce na hladké varieté M je zobecnéni vektorovych poli, tj. zobrazeni, které pritazuje
hladkou funkei podprostor te¢ného prostoru ke kazdému bodu v M. Specialni piipad je
distribuce definovand mnozinou hladkych vektorovych poli ¢1,...,g,. V tomto ptripadé
definujeme distribuci jako

A = span{gi,...,gm} C TM,

tj. jako obal mnoziny hladkych vektorovych poli v M. Pro libovolny bod M distribuce
definuje linedrni podprostor te¢ného prostoru

A, = span{gi(q), ..., gm(q)} C T,M.

Rekneme, ze distribuce je reguldrni, jestlize se dimenze podprostoru A, nemeéni pro ruzna
g. Distribuce je involutivni, jestlize je uzaviend vuci Lieové zavorce, tzn.

A je involutivni <= [f,g| € A Vf,g € A.

Involutivni wzdvér distribuce, znaceny A, je uzdvérem A vzhledem k operaci Lieovy
zavorky; tzn., A je nejmensi distribuce obsahujici A takovd, ze kdyz f,g € A, pak
[f:9] € A.

Definice 2.4. Vektorovy prostor V' (nad R) je Lieova algebra, jestlize existuje bilinearni
operace V x V' — V' znacena [-, |, splnujici (i) antisymetrii a (ii) Jacobiho identitu.
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Mnozina hladkych vektorovych poli na R™ s Lieovou zavorkou tvoii Lieovu algebru,
znacime X(R™). Necht g1, ..., g, je mnozina hladkych vektorovych poli, A je distribuce
definovand g, ..., gm a A je involutivni uzavér A. Pak A je Lieova algebra (nejmensi Lie-
ova algebra obsahujici g1, ..., g ). Nazyva se Lieova algebra generovand ¢y, . . ., g, a ¢asto
se znacl £{g1,...,9m}- Prvky £{g1,...,9m} jsou tvofeny vSemi linedrnimi kombinacemi
prvka gq, ..., gm, jejich Lieovych zavorek, linedrnimi kombinacemi téchto zavorek a tak
dél. Hodnost £{gi,...,gm} v bodé ¢ € R" definujeme jako dimenzi distribuce A,.

fi(q)
Necht f(q) = : je vektorové pole na hladké varieté M a z(t) : R — M je

fala)
hladka kiivka. Pak z(t) je integralni kiivka f, pokud je feSenim nasledujiciho systému
obycejnych diferencidlnich rovnic

Ox(t)
M fat).

Obecnéji, distribuce A konstantni dimenze k na M se nazyva integrovatelnd, jestlize pro
kazdy bod ¢ € M existuje podvarieta N C M, jejiz tecny prostor lezi v A,. Jestlize
uvazujeme integralni varietu jako hladky povrch v R", pak se distribuce rovna tec¢nému
prostoru tohoto povrchu v bodé gq.

Integralni variety spojuje s involutivni distribuci nasledujici véta. Jeji diukaz muze byt
nalezen v [5].

Veéta 2.5. Frobeniova véta. Requldrni distribuce je integrovatelnd pravé tehdy, kdyz je
involutivny.

Spolu s tecnym prostorem 7;R" muzeme pracovat s dudlnim tecnym prostorem 7T;R",
tj. mnozinou linedrnich funkcf na T;R" s hodnotou v R. Stejné jako jsme definovali vek-
torové pole na R", definujeme I-formu jako zobrazeni, ktera prifazuje kazdému bodu
q € R" takzvany kovektor w(q) € T, s R™. V lokdlnich souradnicich reprezentujeme hladkou
1-formu jako

w(q) = (wilg) walq) - walq))

1-forma vyjadirena na vektorovém poli dava hodnotu v R, kterou muzeme zapsat v
lokalnich soutadnicich predpisem

w-f= Zwifi-

Pro pldanovani pohybu neholonomnich systému nejdiive prevedeme specifickd omezeni
dand jako 1-formy na ekvivalentni fidici systém. Problém konstrukce cesty ¢(t) € R" mezi
danymi ¢ a gy pfevedeme na omezeni

wi(q)g=0, i1=1,... k. (2.2)

w; jsou linearni funkce v tecném prostoru R”, tzn. 1-formy. Predpoklddame, Ze w; jsou
hladké a linedrné nezavislé nad mnozinou hladkych funkei.
Alternativné se fidici systém zapisuje ve tvaru:

Y g—gi(@Qui A+ F gm(@Qun ¢ €R"uec U CR™, (2.3)
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kde g;(q) jsou Teseni rovnice (2.2). Tento systém se nazyva drift-free, to znamend, ze
pii fizeni nastaveném na nulu se systém nepohybuje. Predpokladame, Ze g; jsou hladka,
linedrné nezavisla vektorova pole na R™ a ze jejich tok je definovan pro vSechny casy
(gj jsou kompletni). Chceme ur¢it podminky, za kterych muzeme fidit z ¢o € R™ do
libovolného ¢y € R™ vhodnou volbou u(-).

Systém ¥ je fiditelny, jestlize pro libovolné qq, ¢y € R™ existuje 7' > 0aw: [0,7] = U
takové, ze ¥ spliuje ¢(0) = go a ¢(T') = g.

Necht £(g1,...,9m) je Lieova algebra generovand gi,...,¢gm, 0 niz hovoifme jako o
Lieova algebra riditelnosti. Z konstrukce zahrnuté u definice Lieovy zévorky v predchéazejici
casti vidime, ze pouzitim vstupni sekvence

up =—+1 uy=0 pro0<t<e

up =0 uy=41 proe<t < 2
U = —1 us =0 pro2e<t<3e
up =0 uy=—1 pro3e <t <d4e,

dostdvame pohyb ve sméru Lieovy zavorky [g1, go]. Kdybychom v této sekvenci pokracovali,
meélo by byt mozné generovat pohyb podél sméru danych vSemi ostatnimi Lieovymi
sou¢iny spojenymi s g;. Je tedy mozné tidit systém podél vSsech sméru reprezentovanych
v £(g1, .-, 9m). Toto upfesiuje nasledujici véta, diukaz viz. [5].

Véta 2.6. Chow-Rashevského véta. Control system (2.3) je lokdlné riditelny v ¢ € R™,
jestlize Ay = T,R".

Tento vysledek podminuje, ze drift-free system 3 je fiditelny, jestlize hodnost Lieovy
algebry tiditelnosti je n.

Na zavér definujeme specidlni pripad hladké variety vybavené distribuci. Hladka va-
rieta s takovou distribuci se oznacuje zobecnéna geometrie cest a dale budeme ukazovat,
ze konfiguracni prostory nasich mechanismu jsou prave tyto geometrie.

Definice 2.7. Necht M je hladké varieta dimenze 2n + 1 > 5. Pak zobecnénd geometrie
cest na M je dana dvéma distribucemi E,V C T'M dimenze 1 a n takovymi, ze plati:
1. ENV =0.
2. Lieova zavorka dvou vektorovych poli z V' je vektorové pole v E @ V.
3. Pokud{ e I'(E)an e I'(V)abodx € M, pak [£,n|(z) € E, &V, implikuje {(z) =0
nebo n(z) = 0.
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3 Zobecnény trident snake

3.1 Popis trident snake robota

Na obréazku 4 je zobrazen obecny model trident snake robota, jimz se zabyva tato prace.
Robot je tvoren rovnostrannym trojihelnikem a tfemi nohami - ¢lanky - ve vrcholech
trojuhelniku. V této praci budeme uvazovat, ze kazdad noha ma pravé jeden clanek, v
obecném pripadé jich muze mit i vice. Na konci kazdé nohy se nachazi kolecko. Spo-
jeni trojuhelniku s ¢lanky a ¢lanku s koleéky je provedeno klouby. Klouby robota je
mozné natacet, nohy robota je mozné protahovat a zkracovat. Robot se nachézi v ro-
jednotlivych kolecek je vyjadiena soutadnicemi [z;, y;|. Celkovy tihel natoceni robota vuéci
soufadnému systému je oznacen 6, tithel natoceni jednotlivych nohou vuéi téznicim téla
robota je oznacen jako ¢;, natocent kolecka vuci odpovidajicimu ¢lanku je ;. Délky nohou
21

robota jsou znaceny /;. Uhly mezi téZnicemi téla jsou konstantni, rovny <. Pro jedno-

Y A

Obrazek 4: Model trident snake robota

V dalsich podkapitolach se budeme postupné zabyvat jednotlivymi konfiguracemi ro-
bota. Kazdy robot bude mit 4 proménné parametry, které muzeme fidit. Na obréazcich
budou oznaceny pouze ty ihly natoc¢eni a délky nohou, které je mozné na daném robotovi
ovladat. Clanky, které nemizeme protahovat a zkracovat, zvolime pro zjednoduseni délky
jedna.

Zamérime se na modely trident snake robotu, jejichz algebra fiditelnosti spliuje definici
zobecnéné geometrie cest. Ukazeme, ze nami zadefinované mechanismy maji tu vlastnost,
ze pro jejich algebru fiditelnosti plati A = E@ V', kde [V, V] = 0. To znamena ze vektorova
pole, ktera generuji podprostor V' komutuji. Z pohledu vlastniho fizeni, je to splnéno v
pripadé, kdy pohyb nejdiive podle vektorového pole X a poté podle pole Y dava stejny
vysledek jako pohyb podle téchto poli v opacném poradi. Konkrétné je to splnéno pokud
zvolime jako tfi ze ¢ty proménnych parametru protazeni jednotlivych ¢lanku robota nebo
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natoceni jeho kolecek. Pokud protahneme jeden ¢lanek, zmeéni se souradnice polohy tohoto
kolecka, ale zbytek robota zustane ve stejné poloze. Proto pokud natdhneme nejdrive
napiiklad ¢lanek 1 a poté clanek 2, dostaneme stejny vysledek jako pri natahovani v
opacném poradi. V pripadé zmény tihlu natoceni kolecek se pii pootoceni kolecka zmeéni
pouze smérovy vektor tohoto kolecka a zbytek robota opét neni ovlivnén. Vyslednd poloha
robota pfi natoceni naptiklad kolecka 1 a nédsledném natocenim kolecka 2 je proto stejna
jako pTi nataceni téchto kolecek v opacném poradi. Takto zvolime tii parametry, které
generuji podprostor V', ¢tvrty zvoleny parametr bude generovat podprostor E.

3.2 Varianta 1

V pripadé tohoto mechanismu fidime tihel nato¢eni druhého ¢lanku a délky vsech jeho
¢lanku. Vypocty byly provedeny v programu Maple 2016, feSeni se nachdzi v souboru
Variantal.mw.

Y A

Obrazek 5: Prvni model trident snake robota

Polohu jednotlivych kolecek vyjadiime soustavou rovnic:

1 =x+c(0+ ay) + lic(0 + ay)
N =Y+s 9+Oél)+l1$(9+0é1)
2y = x + c(0) + lac(0 + p2)

9) + lgs(e + QOQ)
0 + Oég) + 136(9 + Oég)
0 + Oég) + lgs(9 + Oég)

Yo =Yy+s
r3 =T +c

Yys =y +s

~ o~ o~~~

Derivaci podle ¢asu ziskame vektory rychlosti kolecek:

iy =& —s(0+ )0+ hie@ + ar) — Lis(0 4+ ar)f
U1 =9+ c(0+ )0+ 1is(0 + ar) + lic( + ar)d
& —5(0)0 + loc(0 + o) — 125(0 + p2)(0 + ¢2)

Ty
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Uo = 3+ c(0)0 + lrc(0 4 @2) + loc(0 + 02) (0 + &)
i’g = — 8(9 + Oég)e + 136(9 + Oég) - 133(9 + Oég)e
U3 = 9+ c(0 + a3)0 + I35(0 + as) + l3c(0 + a3)0

Predpokladame, ze nedochézi ke smykani kolecek. Tzn., ze vektor rychlosti a normalovy
vektor kolecka jsou vzajemné kolmé, coz vyjadiuje rovnice:

kde n; jsou normélové vektory a v; jsou vektory rychlosti, v; = (&, ;).
Smérové vektory kolecek vyjadiime rovnicemi:

s1=(c(0+ ay),s(0 + ay)
sy = (c(0 + p2),5(0 + p2)
s3 = (c(0+ az),s(0 + a3)

Normalové vektory tedy jsou:

ny = (s(0 + aq), —c(0 + ay)
ny = (s(6 + p2), —c(0 + 2)
ns = (s(0 + az), —c(6 + a3)

Po dosazeni vektoru rychlosti a normalovych vektoru kole¢ek do rovnice (3.1) a roznésobeni

0 =is(0 4+ ay) — s2(0 + 1) + Le(0 + 1) s(0 + ay) — 115%(0 + a1)0 — §1¢(0 + ay)—
—c(04ay) — A0+ a1)0 — 150 + a1)s(0 + aq) — 12 (0 + ay)f

0 =&s(0 + ©a) — 5(0)5(0 + ©2)0 + loc(6 + p3)s(0 + ©3) — s> (6 + 02) (6 + po—
— (0 + @3) — c(0)c(B + 02)0 — Irc(0 + ©2)5(0 + ©3) — 122 (6 + 02) (0 + ¢o)

0 =@s(0 + az) — s2(6 + as)f + Isc(0 + as)s(0 + as) — I35*(0 + a3)0 — je(6 + as)—
— (04 as) — A0+ a3)0 — Iss(0 + a3)s(0 + as) — Isc*(0 + as)d

Rovnice upravime s vyuzitim goniometrickych vzorci s?(z) + c(z) =1 a
c(x)e(y) + (2)s(y) = c(z —y):

(0 + a1) — ye(0 + a1) — 0— 1,0 =0
25(0 + 2) = §e(0 + p2) = (c(p2 +12))0 = lypo = 0
i5(0 + as) — yc(0 + ag) — 0 — 136 = 0

Tuto soustavu muzeme maticové zapsat ve tvaru:

s(0+ pa) —c(0+ ¢2) —(c(p2) +13) =15000 Y21 =0 (3.2)

Y
s@+oy) —c(0+a1) —(1+4L) 0 000\ | @
(S(Q + Oég) —6(9 + Oég) —(1 + lg) 0 00 0)

ly
I3
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Toto je soustava neholonomnich rovnic.

Z pohledu diferencidlni geometrie muzeme o fadcich prvni matice soustavy (3.2)
premyslet jako o koeficientech a; omezeni w, pficemz w € Ty M muzeme vyjddrit v lokdlni
bazi {wy, Wy, We, W, , Wi, , Wiy, Wi,  prostoru %M jako

W = Wy + QoWy -+ + Q3w + QuWy, + Q5w + QW + Qrwy,,

kde w € T*M ma tu vlastnost, ze v lokalni bazi {0,, 0y, 0, 0y, , Ol , Oly, O, } prostoru T M
plati

w(0,) = ay,

W(ay) = Qy,

w(9p) = azs,
W(0py) = Oug, (3.3)
w(all) = Qs,

(.U(ab) = Qg,

w(0),) = as.

@
[\

Omezeni w pro prvni fadek prvni matice (3.2) tedy odpovidéd kovektoru
w=38(0+ a1)w; — c(0 + ar)wy — (1 + 11)wy + Owy, + 0wy, + Oy,
Prvek teéného prostoru zapiSeme ve tvaru
X = @0, + 40y + 00y + 110;, + 120, + 130,
Nyni s vyuzitim (3.3) vyjadiime w na X :

W X) =380+ a)i —c(@ + a1)y — (1 +11)6.

Dostavéame tedy presné nasi prvni rovnici ze soustavy (3.2).
Soustava (3.2) je soustava ti{ rovnic o sedmi nezndmych, kterd ma nekoneéné mnoho
feSeni zavislych na ¢tyfech parametrech. Parametry zvolime nasledovné:

23 == tl, 22 == tg, 21 == tg, ng == t4.
Resen{ soustavy pak vyjadifme jako:

t1g1 + t2ga + 1393 + 1494,

tedy
0 0 0 g1 T
0 0 0 g Y
0 0 0 gi 0
t1 0 + t2 0 + tg 0 + t4 1 = @2 5
0 0 1 0 Iy
0 1 0 0 8
1 0 0 0 A
kde
g = —2¢(0 + 7/3)lly + 25(0 + 7/6)lal3 — 2¢(0 4+ 7/3)ls + 25(6 + 7/6)l
L=

201¢(7)6 + ©3) 4 1oV/3 + 2135(a + /3) + 3¢(n/6 + ©a) + 35(p2 + 7/3)
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—25(0 + 3)lily — 2c(0 + 7/6)lals — 25(0 + 7/3)ly — 2¢(0 + 7/6)l>
201¢(m /6 + p3) + 1o2V/3 4 235(p + 7/3) + 3c(7/6 + ) + 35(p2 + 7/3)
V3
21¢(7/6 + ©2) + IaV/3 + 2l35(0a 4 7/3) + 3¢(/6 + ©2) + 35(p2 + 7/3)

Podle definice 2.2 spocteme Lieovy zavorky vektorovych poli [g;, 9], i =1,...,4,
j=1,...,4.

9;

gs

T
g14 = [917 94] = (9%47 9%47 g§47 07 07 07 0) 5
kde

. s(0+7/6)ls B
14 = 201¢(m /6 + p3) + 12V/3 + 2l35(pa + m/3) + 3c(7/6 4 ©3) + 35(pa + 7/3)
(4c(0 + 7/3)l1ly + 4s(0 + 7/6)lsls — 4c(0 + 7/3)lo + 4s(0 + 7/6)l2)s(p2 + 7/3)
(211¢(7 /6 + ©3) + laV/3 + 235(2 + 7/3) + 3c(7/6 + ©2) + 3s(pa 4 7/3))?
B 2¢(0 + 7/6)l, B
2rc(7/6 + ©3) + 1aV/3 + 2l35(00 + 7/3) + 3¢(7/6 + ©2) + 35(ip2 + 7/3)
— ((—43(9 +7/3)l1ly — 4c(0 + 7/6)ls — 4s(0 + 7/3)la — 4c(0 + 7/6)l2)s(p2+

2 _
914 =

+ 7T/3)>/(2116(7r/6 4 0) 4 1oV/3 4 2U55(09 + 7/3) + 316 + 3) + 3s(s + 7r/3)>2

9 lg\/gs(902+7r/3)
(2l1¢(m/6 + p2) + 12V/3 4 2135(pa + 7/3) 4 3¢(7/6 + @2) + 3s(p2 + 7r/3))2'

9%4 =
924 = [g2, ga] = (9§4>9§4,9§’4>0>0>0>0)T>
kde
o = —2¢(0 4+ w/3)ly + 2s(0 + 7/6)13 — 2¢(0 + 7/3) + 2s(0 + 7/6) B
201¢(7)6 + p2) + V312 + 2l35(a + m/3) + 3c(7 /6 + o + 3s(pa + 7/3)
~ (=2e(0+7/3)lls + 25(0 + 7/6)laly — 2¢(0 4 7/3)l2 + 25(6 + 7/6)l5)V/3
201c(1/6 + p3) + V/3ly + 2z5(pa + 7/3) + 3c(m/6 + ©2) + 35(0y + 7/3))2
2, = —25(0 4 7/3)lh — 2¢(0 + 7/6)l5 — 25(0 + 7/3) — 2¢(0 + 7/6) B
201¢(m /6 + p3) + V/3ly 4 235(s + 7/3) + 3c(7 /6 + p3) + 35(0y + 7/3)
(—=25(0 + 7/3) 11y — 2¢(0 + 7/6)lals — 25(0 + 7/3)ly — 2¢(0 + 7/6)15)V/3
(2lye(7/6 4 @2) + V/3ly + 2135(a + 7/3) + 3¢(7/6 + p2) + 3s(b + 7/3))2
] V3
21e(m/6 + 2) + V/3la + 235(02 + 7/3) + 3¢(m/6 + o) + 35(ps + 7/3)
3ly

- 20, c(7/6 4 ©2) + V/3ly + 2l35(ws + 7/3) + 3¢(n/6 + ©2) + 35(p2 + 7/3))2

3 _
G924 =

T
g34 = [937 94] = (9?147 g§47 g??,)47 07 07 07 0) )
kde

gl _ 9 C(e +7T/3)lg _
3 2l1e(m/6 + ¢2) + V3l + 2l35(p2 +7/3) + 3c(m/6 + p2) + 3s(p2 + 7/3)
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(—2¢(0 + 7/3)l1le + 25(0 + 7/6)lals — 2¢(0 + 7/3)la + 25(0 + 7/6)l2)c(7/6 + p2)
201¢(m /6 + p3) 4+ V/3ly + 235(py + m/3) + 3c(m /6 + ) + 35(py + 7/3))2
5 s(0+m/3)ls
201¢(m /6 + p3) + V/3ly 4 235(py + 7/3) + 3c(7/6 + 03) + 35(0y + 7/3)
2(—23(9 +7/3)l1ly — 2¢(0 4+ 7/6)lals — 25(0 + 7/3)la — 2¢(0 + 7/6)l2)c(m /6 + ¢2)
(201¢(T/6 + @a) + V/3ly + 2l35(a + 7/3) + 3¢(n /6 + @2) + 35(b + 7/3))?
V3lae(T/6 + ©3)
(211¢(7 /6 + ©2) + V/3ly + 2l35(s + 7/3) + 3¢(7/6 + p2) + 35(p2 + 7/3))2

2
934 = —

9??,)4:2

Dimenze algebry tiditelnosti Zq je 7, tedy A = T,M a podle véty 2.6 je systém
lokéalné tiditelny. Podle tvrzeni 1 plati, ze gy1 = —¢14, Qa2 = —Go4, Guz3 = —goy. Zbylé
Lieovy zavorky, tedy gi2, 913, g23, Go1, 931, 32, G115 922, 933, Jaa, se rovnaji 0. Nenulové
zavorky dostavame vzdy, pokud se v nich vyskytuje vektorové pole g,.

Tento vysledek rozebereme s ohledem na definici 2.7. Hladka varieta
M = (x,y,0,p2,11,ls,13) je dimenze 7, tj. pron =3 7=2-3+ 1> 5. Vektorové pole g4
tvori distribuci £ dimenze 1, vektorova pole g1, g2, g3 tvori distribuci V' dimenze 3. Ziejmé
plati, ze ENV = 0. Zaroven plati [a191 + asgs + asgs, 5191 + 292 + P393 =0 € ED V.

3.3 Varianta 2

V pripadé tohoto trident snake robota ridime délky vsech jeho ¢lanku a thel natoceni
kolecka na ¢lanku 2. Vypocty se nachazi na v souboru Varianta2. mw

Y A

\

Obréazek 6: Druhy model trident snake robota

Polohu jednotlivych kolecek vyjadiime soustavou rovnic:

rp=x+c(0+aq)+ (0 + ay)
yi =y +s(0+ar)+hLs(0+ o)
Ty =+ c(0) + l2c(0)
y2 =y + s(0) + ls(0)
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3 = x +c(0 + az) + l3¢(0 + a3)
Y3 =y + s(0 + as) + I3s(0 + as)

Normalové vektory:

ny = (s(0 + aq), —c(0 + ay)
ng = (5(0 4+ 2), —c(0 + 72)
ns = (s(0 + az), —c(6 + a3)

Postupujeme obdobné jako v pfechozim piipadé a dostavame soustavu rovnic:

i5(0 + ay) — g0 4+ ar) —0(1+1,) =0
280+ 72) — ye(0 + 1) — c(12)(1 +15)0 — s()la =0
{L’S(Q + Oég) - yc(9 + Oég) —0— 139 =0

Tuto soustavu muzeme maticové zapsat ve tvaru:

s(@+a1) —c(@+a1) —(1+0L) 00 0 0 0
s(0+72) —c(@+72) —c(12) (14+16k)00s(y) 0] |72 =0
8(9 + Oég) —6(9 + Oég) —(1 + lg) 00 0 O ll

Opét se jedna o soustavu tii neholonomnich rovnic o sedmi neznamych, kterd ma
nekonec¢né mnoho feseni zavislych na ¢tytech parametrech. Parametry zvolime nasledovneé:

i=t1, b=ty L=t 7=t
Resen{ soustavy opét vyjadifme jako:

t1g1 + t2g2 + t3g3 + ta9a,

feSeni ma v tomto pripadé tvar

0 gs 0 0 T
0 9 0 0 Y
0 g5 0 0 7
t1 0 + tg 0 + tg 0 + t4 1 = '3/2 5
0 0 1 0 I
0 1 0 0 8
1 0 0 0 I

kde

9 2(6(72 +0+7/6)ls+ s(m/34+ 2+ 0)ly — sin(—ye +7/3 +0)l; — c(—v2 + 0+
+m/6)ls + (e +0+7/6) + s(m/3+72+0) = s(—2 +7/3+0) — (= + 0+
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+7/6))/ (2he(m/6 + 72) + c(32)(1 + )VB + 2Ags(m/3 + 72) + 20(m/6 + 72) +
+25(n/3+ 1)

g3 :(S(’}/g +0+7/6)l3 — s(—va+ 0 +7/6)ls + c(—y2 + 7/3 + 0)ly — lic(7/3 + Yo+ 0)
+5(12 + 0+ 7/6) = 5(=2 + 0+ 7/6) + c(—2 + /3 +6) — c(r/3+ 12+ 6)) /

(21e(m/6+72) + c(2) (1 + L)V + 2y (/3 + 72) + 2e(m/6 + ) + 25(7/3+72))

gd = V3s(72)
2 201¢(7 /6 + 7)) + c(Y2) (1 + l)V3 4 235(7/3 + 72) + 2¢(7/6 4+ 72) + 25(m/3 + 2)
Provedeme vypocet Lieovych zavorek vektorovych poli [g;, g;], i =1,...,4,
j=1,...,4. Zde uvedeme alespon ¢ast vysledku, které jsme ziskali s pomoci Maple.
T
g12 = —Gg12 = [91792] = (9%279%27.9%27 07 07 07 0) )
kde
g = c(yp+0+m/6)—c(—v+0+7/6) B
2 2Le(m )6 + 72) + ¢(v2) (1 4 12)V/3 + 2lss(m/3 + 72) + 2¢(m/6 + 72) + 25(7/3 + 72)
- 2((003(72 +0+7/6)l3+ s(m/3+ 72+ 0)li —s(=v2+7/3+0)li — (=2 + 0+
+7/6)ls +c(v2+04+7/6) +s(m/3+ 7y +0) —s(=y+7/3+0) —c(—, + 0+
+7/6))s(m/3 + 72))/(2116(7r/6 + 79 + c(12) (1 + 1) V3 + 2l35(7 /3 + 72) + 2¢(m/6+
2
+72) + 2s(m/3 + 'yg)>
2 = s(a+60+7/6) —s(—y2+6+7/6)
12~ -

2l1e(m/6 + 72) + c(y2)(1 + lg)\/§ + 2l35(m/3 + 72) + 2¢(7/6 + Y2) + 25(7/3 + 72)
-2 ((3(72 +0+7/6)ls —s(—y2 + 0 +7/6)ls + c(—y2 +7/3+ 0); — lLic(m/3 + Yo+
+0)+s(ye+0+7/6) —s(—y + 0+ 7/6) + cos(—y2 + 7/3+0) — c(7/3 + Yot

T 0))s(n/3 +72))/(2116(7T/6 ) 4 er) (14 IV 2ys(n/3 4 70)

+ 2¢(m/6 + 7o) + 2s(m/3 + 72))

g = — 2(VBs(12)s(m/3 + 7))/ (2he(m/6 +12) + c(12) (1 + B)V3 + 2ss(m/3 + ) +
o+ 26(m /6 + ) + 25(7/3 + 12))?).

Dalsi vypoctena Lieova zavorka je
T
924 = —024 = [927 94] = (9547 9547 9347 07 07 07 0) )
Lieova zavorka .
923 = —023 = [92793] = (9537.9%379%370707070) )

26



je posledni nenulovou zavorkou, pro zbylé zavorky plati ¢g13 = g4 = ¢g31 = ¢34 = gu1 =
943 = g11 = g22 = g33 = gaa = 0.

Znovu vidime, Ze nenulové zavorky dostavame pokud se v nich vyskytuje jedno konkrétni
vstupni vektorové pole g;, v tomto pripadé go. Toto vektorové pole tvoii podprostor E,
zbyla pole g1, g3, g4 tvori podprostor V. Zaroven plati, ze ENV = 0 a [a191 + asgs +
393, f101 + P2g2 + B3g3) = 0 € E @ V. Dimenze algebry tiditelnosti Zq je opét 7, tedy
A=T oM a podle véty 2.6 je systém lokalné riditelny.

3.4 Varianta 3

V ptipadé tohoto robota ridime 1ihel natoc¢eni vsech kolecek a natoceni clanku 2, vysledky
ziskané softwarem Maple se nachazi v prilozeném souboru Variantad.mw.

YA
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Obréazek 7: Druhy model trident snake robota

Polohu jednotlivych kolecek vyjadiuje soustavou rovnic:

x1 = x4 2c¢(0 4 ay)
y1 =y +2s(0+ayq)
o =+ c(0) + (0 + p2)
yo =y + 5(0) + s(0 + ¢2)
x3 = x + 2¢(0 + a3)
ys =y + 2s(0 + ag)

Normalové vektory jsou:

ny = (s(0+ a1 +7),—c(@ + a1 +7)
ng = (5(0 4 w2 +72), —c(0 + w2 +72)
ng = (s(0 + az +v3), —c(0 + az +3)
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Postupuje obdobné jako v predchozich pripadech. Derivaci polohy kole¢ek podle casu
ziskame vektory rychlosti. Rychlosti a normalové vektory déle dosadime do rovnice (3.1),
roznasobime a upravime.

Ziskame soustavu tii neholonomnich rovnic o sedmi neznamych a zvolime 4 parametry
pro jeji vyfeseni. Soustava:

T

Y
s(@+ ar+v) —c(@+ a1 +m) —2c(m) 0 000 0
50+ 02+ 72) —c(0 + @2 +72) —(c(p2 +72) +c(12) —c(12) 000 ] [ | =0
s(0+ as+y3) —c(0@ + az + 73) —2¢(7s3) 0 000 A

Y2

V3

Volba parametru:
Ys=t, Ye=t, N=t3 P2=14
Resen{ soustavy opét vyjadifme jako
1191 + t2ga + 1393 + t4ga,

tedy ve tvaru

0 0 0 gi @

0 0 0 9 Y

0 0 0 g 0
o]+t |0 +ts|Of+ta|l 1| =721,

0 0 1 0 I

0 1 0 0 8

1 0 0 0 ls

Pr1i vypoctu Lieovych zavorek se ukazuje, ze tyto zavorky jsou nenulové, jen pokud je
v nich vektorové pole g, (nenulové zavorky jsou gy = —g14, Ga2 = —Goa, Ga3 = —Gg24),

zatimco ostatni (g12, 13, g23, 921, 931, 932, 11, 922, §33, Gaa) S€ rovnaji nule.

Muzeme tedy fici, Ze vektorové pole g4 generuje podprostor F, pole g1, g2, g3 generuji
podprostor V. Zaroven plati, ze ENV = 0 a [a191 + asg2 + a3gs, S191 + P2g2 + Psg3] = 0 €
E & V. Dimenze algebry fiditelnosti Zq je opét 7, A =T, oM a podle véty 2.6 je systém
lokalné tiditelny.

3.5 Varianta 4

U tohoto robota tidime tihel natoceni vsech jeho kolecek a délku ¢lanku 2. Vypocty pro-
vedené softwarem Maple se nachazi v souboru Variantad.mw.
Postup je stejny diive, polohu kolec¢ek vyjadiime soustavou rovnic:

1 =2+ 2c(0+ ay)
y1 =y +2s(0+ o)
x + c(0) + l2c(0)
y+s(0) + ls(0)

X2

Y2
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Obrazek 8: Ctvrty model trident snake robota

g = 2+ 2¢(0 + ag3)
y3 =y + 2s(0 + as)

Normalové vektory jsou:

ny = (s(0 +ay +v),—c(0 +ay +71)
ng = (5(0 4+ 72), —c(0 + 72)
ns = (s(0 + az +73), —c(0 + az + 73)

Ziskame soustavu

x

Y

s@+ar+7) —c(@+a1+7)  —2¢(m) 0 000 0
s(6 + 72) —c(0+72)  —c(r)(1+1) () 000 [ | =0,

s(0+ as+v3) —c(@+as+v3)  —2c(y3) 0 000 A

gp)

V3

parametry volime .
Y3 =11, Ye=t2, 1=1t3 l2=14.

a dostavame ctyri vstupni vektorova pole

0 0 0 gl
0 0 0 g2
0 0 0 g3
g=101, g2=10], g5|0], ga= 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
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Po vypoctu Lieovych zavor vidime, ze vektorové pole g, generuje podprostor E a Lie-
ovy zavorky s jeho pomoci ziskané jsou nenulové. Zbyla pole g1, g2, g3 generuji podprostor
V. Plati ENV =0 a [ong1 +@age +asgs, f191+ P2g2+ P393) = 0 € E@ V. Dimenze algebry
fiditelnosti A, je opét 7, tedy A = T, M a podle véty 2.6 je systém lokdlné fiditelny.

3.6 Zobecnéna planarni geometrie cest

Vysledky této kapitoly nés vedou k definovani specidlni podtiidy zobecnéné geometrije
cest, a to zobecnéné planarni geometrie cest.

Definice 3.1. Nechf M je hladké varieta dimenze 2n + 1 > 5. Pak plandrni geometrie
cest na M je dana dvéma distribucemi E,V C T'M dimenze 1 a n takovymi, ze plati:
1. ENV =0.
2. Lieova zavorka dvou vektorovych poli z V' se rovna 0.
3. Pokud{ e I'(E)an e I'(V)abodx € M, pak [£,n|(z) € E, &V, implikuje {(z) =0
nebo n(z) = 0.

Modely trident snake robotu uvedené v této kapitole splnuji definici planarni geometrie
cest.
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4 Hamiltonova geometrie

V této kapitole predstavime Hamiltonovu funkci a jeji vlastnosti, dale popiSseme geode-
tiky z pohledu Hamiltonianu. Geodetiky ziskané timto postupem se nazyvaji normdini.
Ukazeme, ze geodetiky definované Hamiltonovkym formalismem jsou vzdy lokalné ho-
rizontalni kiivky minimélni délky. Vypocty v této kapitole budou provedeny pro prvni
variantu trident snake robota z kapitoly 3. Tato kapitola cerpa z [1].

4.1 Hamiltonova funkce

Necht A = span{ Xy, ..., X} je distribuce dimenze k, k < n, na n-rozmérné varieté M.
Pak Hamiltonova funkce H : T*"M — R je definovana jako

H(l’,p): <Xj(x)>p>2> I’EM, pET;M
1

k
J:
Hamiltonova funkce muze byt také zapsana ve tvaru

n

1

H(z,p) =5 Y h¥(z)py,

ij=1
kde h¥(zx) jsou hladké funkce.
Diikaz. viz. [1]. O

Dale uvedeme predpis pro vypocet koeficienti A% Hamiltonovy funkce horizontélnich
vektorovych poli Xi,..., X}, kterd generujf distribuci A. Necht

X; = Zaﬁ(x)@mi, j=1,...,k,
i=1

je reprezentace vektorovych poli X;. Protoze vektorovd pole X; jsou linedrné nezavisld,

hodnost matice (a’(z)) je rovna k, Vo € M.

Koeficienty kvadratické formy, ktera definuje Hamiltonovu funkci H, jsou dany jako

k
he? =" atal. (4.1)
j=1

Diikaz. Hamiltonova funkce muze byt napsana jako

H(xz,p) = %Z(Xj(x),mz = %Z (Zaé(x)piy.

Jj=1 J=

,_.
<.
Il

—

Protoze H(z,p) = 1>,  hp;p;, koeficienty jsou
2 Laiyj J

v PH 1 0 [ \?
h = 0padps 2 Ipadps <Z (Za’pl) )

j=1 =1
8 n ' k

- £<Z (Za;pz-)af) = > aja]
j=1 i=1 j=1
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Podle vzorce (4.1) spocitame koeficienty

hll h12 .. h17

h21 h22 .. h27
=1 "

h.71 h.72 .. h.77

Hamiltonovy funkce. Nase vektorova pole jsou tvaru

=0l3
=0l,
g3 =0l
o =2c(0 +m/3)lily + 25(0 4 7/6)lols — 2¢(0 + 7/3)ls + 25(0 + w/6)l2
201e(m/6 4 ©2) + 123 + 2135 (02 + 7/3) + 3¢(/6 + ©3) + 3s(py + 7/3)
—258(0 + 3)lily — 2¢(0 4 7/6)lols — 25(0 + 7/3)ly — 2¢(0 + 7/6)ly
201¢(m /6 + p3) + 1o2V/3 + 2l35(p + 7/3) + 3c(7 /6 + ) + 35(p2 + 7/3)
N 12V3
201¢(7 /6 + 02) + 1273 + 235(p2 + m/3) + 3c(7/6 4 ©2) + 35(pa + 7/3)
+ Oy

T

Y

Op+

Vyslednd matice koeficientu je

hll h12 h13 h14000
h21 h22 h23 h24000
h31 h32 h33 h34000
(W)= A" h*2h* 1 000 |,
0 0 0 0100
0 0 0 0010
0 0 0 0001

kde
Rl pal _ 2l5((ls + 1)s(0 +7/6) — (L +1)c(0 4+ 7/3))
(201 4 3)c(7/6 + p2) + (203 + 3)s(a + 7/3) + 12V/3
R4 — pa2 —2lo((lh + 1)s(0 + 7/3) + (I3 + 1)c(0 + 7 /6))
(20 +3)e(m/6 + @2) + (213 + 3)s(p2 + 7/3) + V3
B3t — pA3 — \/§l2

201¢(m/6 + @) + o3 + 235(p + 7/3) 4 3¢(n/6 + ) + 3s(p + 7/6)

Pokud spocitdme matici koeficientu pro distribuci V' generovanou vstupnim vekto-
rovym polem g4, dostavame ji ve tvaru:

hll h12 h13 h14000
h21 h22 h23 h24000
h31 h32 h33 h34000
(hY) = | h™" h* A% 1 000
0 0 0 0000
0 0 0 0000
0 0 0 0000
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Matice koeficientu vypocitana pro distribuci £ tvorenou poli g1, g2 a g3 je jednotkova
matice tvaru:

0000000
0000000
0000000
(R)y=10000000
0000100
0000010
0000001

Pro piedstavu jsou zde uvedeny pouze nékteré koeficienty h¥/. Koeficienty byly spoc¢itany
pomoci programu Maple 2016 a vSechny mohou byt nalezeny v ptilozeném souboru Vari-
antal.mw.

Tvrzeni 2. Necht - je distribuce hodnosti k, k < n, na n-rozmérné varieté M. Pak matice
h*B(x) koeficientii Hamiltonovy funkce spojend s distribuci D je singuldrni Vo € M.

Diikaz. viz. [1]. O
hll h12 h13 h14
h21 h22 h23 h24
h31 h32 h33 h34
h41 h42 h43 1

V nagem pifpadé je k=4 a n=7. Je vidét, ze det(h¥) = det a TovVha

se 0. Vypocet je mozné nalézt v souboru Variantal.mw.

4.2 Geodetiky
Definice 4.1. Normalni geodetika mezi body A a B je fesenim Hamiltonova systému

: 0H
i) = 5

) 0H .
pi(s):—%, i=1,...,n,

s okrajovymi podminkami z(0) = A a z(7) = B.

Dale popiseme rovnice normalnich geodetik jako obycejné diferencialni rovnice druhého
fadu. Vyuzijeme k tomu Christoffelovy symboly

Fmb(l’) — 1(8hm($) hrb(x) + on' ({L’) hm(l’) _ on* ({L’) hm(l’))

2 ox" ox" ox"

Pro kazdé dva kovektory p a & oznacime I'(p, &) = I'bp,&,. PouZita je zde Einsteinova
sumacni konvence, tedy z'y; = Y, 2'y;.
Dikazy nasledujicich dvou tvrzeni mohou byt nalezeny v [1].

Tvrzeni 3. Rovnice normdlnich geodetik jsou dany

#'(s) =T'(x) (p(s), p(s)), i=1,....n,
kde (z(s),p(s)) je Feseni Hamiltonova systému.

Tvrzeni 4. Podél normdlnich geodetik je Hamiltonova funkce konstantni.
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Pro néas priklad maji rovnice pro vypocet Christoffelovych symbolu tvar

on*(t)

On™(t)

On™(t)

() =5 (o we) + L Oainge - o niy

8h8y( ) B(0) 1 8h(;;( ) B () 8h8“;() B ()4

+ 8’3; )h3b< )+ 8’1;2 i) 8’”23 )h% 0t

+ 8’glf )h5b< )+ 8’”(?%( i) - 8h§;f )h&( 0t
D)+ 2L Dy - L))

Uvedeme alespon piiklad nékterého Christoffelova symbolu, napf.

74— s(d+m/6)ly .
21¢(7/6 + b) + loy/3 + 2ss(b + 7/3) + 3¢(m/6 + b) + 3s(b+ 7/3)
(—2¢(d + 7/3)l1ly + 2s(d + 7/6)lal3 — 2¢(d + 7/3)ly + 2s(d + 7/6)l3)s(b + 7T/3
(2l1¢(7 /6 + b) + 1ov/3 + 2l35(b 4 7/3) + 3¢(7 /6 + b) + 3s(b + 7/3))?

Vypoéty vSech Christoffelovych symbolu byly spoéitany v Maple 2016, soubor Vari-
antal.mw. Pomoci téchto symbolu je mozné sestavit rovnice geodetik a tak urcit pohyb
mechanismu, ktery je optimélni.
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5 Zavér

Prvnim cilem této bakalaiské prace bylo nastudovani zakladu diferencidlni geometrie a
neholonomnich systému a osvojeni se pocitani s Lieovou zavorkou. V prvni kapitole jsme
se seznamili s potfebnou teorii, od vektorovych poli, ptes variety az po Lieovu zavorku,
Lieovu algebru fiditelnosti a zobecnénou geometrii cest.

Ve kapitole 2 jsme zkoumali ¢tyti konkrétni modely trident snake robota. Po vyfeseni
neholonomnich soustav rovnic sestavenych pro dané modely a ziskani vstupnich vek-
torovych poli, jsme vypocitali Lieovy zavorky, dopocitali algebru fiditelnosti a pomoci
Chow-Rashevského véty dokazali, ze mechanismy jsou lokédlné tiditelné. Dale jsme zkou-
mali distribuce dané vstupnimi vektorovymi poli. Te¢ny prostor naseho konfiguraé¢niho
prostoru mél ve vSech pripadech dvé distribuce E a V', které mély takové vlatnosti, ze
spliiovaly definici zobecnéné geometrie cest. Tim jsme splnili druhy cil této bakalarské
prace a sice nalezeni takového planarniho mechanismu s filtraci (4,7), ktery odpovida ge-
ometrii cest. Toto vyhodnoceni a fakt, ze pro kazdy mechanismus byla splnéna dodatecna
podminka nulovosti Lieovych zavorek dvou podmnozin z podprostoru V', nds vedlo k
definovani zobecnéné planarni geometrie cest.

V posledni kapitole jsme vypocitali Hamiltonovu funkci, Christoffelovy symboly a
sestavili rovnice normalnich geodetik. Tyto rovnice jsou pro nds zajimavé, nebot jejich
vyTeSenim je mozné ziskat optimalni pohyb daného mechanismu.

35



Reference

1]

CALIN, Ovidiu. Sub-Riemannian geometry: general theory and examples., New York:
Cambridge University Press, 2009. Encyclopedia of mathematics and its applications.
ISBN 978-0-521-89730-3.

CAP, Andreas a Jan Slovak. Parabolic geometries., Providence, R.1.: American Mathe-
matical Society, ¢2009. Mathematical surveys and monographs, v. 154. ISBN 978-0-
8218-2681-2.

JEAN, Frédéric. Control of nonholonomic systems: from sub-Riemannian geometry
to motion planning. Cham: Springer, 2014. Briefs in mathematics (Springer). ISBN
978-3-319-08689-7.

MICHOR, Peter W. Topics in differential geometry. Providence, R.I.: American
Mathematical Society, c2008. ISBN 978-0-8218-2003-2.

MURRAY, Richard M., Zexiang LI a Shankar. SASTRY. A mathematical introduction
to robotic manipulation., Boca Raton: CRC Press, ¢1994. ISBN 08-493-7981-4.

SELIG, Jon M. Geometric Fundamentals of Robotics. 2. New York: Springer, 2004.
ISBN 978-0-3-7-27274-0.

36



Seznam pouzitych znaku a zkratek

R mnozina realnych cisel

c(p) cos()

s(¢) sin()

T casova derivace x

u-v skalarni soué¢in vektoru u a v

(u, v) skaldrni soué¢in vektoru u a v

£, q] Lieova zavorka vektorovych poli f a g

37



