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A b s t r a k t 

T é m a t e m t é t o bakalářské práce je teorie řízení robot ického mechanismu, tzv. trident snake 
robota. Z pohledu teorie řízení se j e d n á o neholonomní sytém, jehož ř ídi telnost je u rčena 
vektorovými poli . V práci jsou ze soustavy neholonomních rovnic odvozeny vs tupn í vek
torová pole. N a tato vektorová pole je apl ikována operace Lieovy závorky. N a základě 
anylýzy výsledků operace Lieovy závorky je provedeno ověření splnění definice zobecněné 
geometrie cest pro konkré tn í modely trident snake robota. N a závěr je v práci vypoč í t ána 
Hamiltonova funkce a Christoffelovy symboly po t ř ebné pro sestavení rovnic geodetik. 

A b s t r a c t 

The subject of this Bachelor's thesis is control theory of mechanism, the so-called trident 
snake robot. From a viewpoint of control theory, it is classified as a nonholonomic system 
whose controllability is determined by vector fields. In this thesis, input vector fields 
are obtained from the system of nonholonomic equations. The Lie bracket operation is 
applied on this vector fields. O n the basis of an analysis of the results of the Lie bracket 
operation, the fulfillment of the definition of the generalized path geometry is verified 
for the particular models of the trident snake robot. Finally, Hamiltonian function and 
Christoffel symbols, needed to compile equations of geodesies, are calculated. 
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1 Úvod 
Tato práce se zabývá zkoumán ím robot ického mechanismu, tzv. trident snake robota. 
J e d n á se neholonomní mechanismus, tedy mechanismus, jehož počet s t u p ň ů volnosti se 
nerovná dimenzi konfiguračního prostoru. Model trident snake robota ilustruje následující 
obrázek. 

x 

Obrázek 1: Obecný model trident snake robota 

Robot je tvořen r o v n o s t r a n n ý m t ro júhe ln íkem s č lánky v jeho vrcholech. N a konci 
každého článku se nachází kolečko. Spojení t ro júhe ln íku s články a č lánků s kolečky 
je provedeno klouby, ve k terých jsou umís těny servomotory. Je tak možné měni t úhly 
natočení . Dalšími ř id i te lnými parametry jsou délky jednot l ivých článků, jež je možné 
protahovat a zkracovat. 

Nejprve se v kapitole 2 seznámíme s pojmy z diferenciální geometrie, k teré , jak později 
uvidíme, jsou po t ř ebné pro řešení dané problematiky. Dále budeme definovat pojmy jako 
Lieova závorka a Lieova algebra ř ídi telnost i . N a konci t é to kapitoly se seznámíme s po
jmem zobecněné geometrie cest. S pomocí tohoto teoret ického základu se budeme ve t ře t í 
kapitole věnovat konkré tn ím m o d e l ů m trident snake robo tů . Pro tyto modely určíme neho
lonomní soustavy rovnic a z jejich řešením získame vs tupn í vektorová pole, k t e rá nás ledně 
použijeme pro výpočet Lieových závorek. Vs tupn ích vektorových polí a Lieových závorek 
určují Lieovu algebru ř ídi telnost i , jejíž vlastnosti využijeme k demons t rován í skutečnost i , 
že d a n é mechanismy splňují definici zobecněné geometrie cest a jsou lokálně ř idi telné. 
Nakonec předs tav íme Hamiltonovu funkci a její vlastnosti a vypoč í t áme Christoffelovy 
symboly, pomoc í nichž je možné sestavit rovnice normáln ích geodetik. 
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2 Diferenciální geometrie 
V té to kapitole definujeme pojmy, se k te rými budeme v dalš ím textu pracovat. Kapitolova 
vychází předevš ím z [4], [5] a částečně z [2], doplňující informace týkající se robot ických 
aplikací lze nalézt v [3] a [6]. 

2.1 Hladká varieta 
Topologická varieta je separabi lní měř i te lný prostor M, k te rý je lokálně homeomorfní 
s M n . Pro každé x G M tedy existuje nějaký homeomorfismus u : U —> u(U) C R n , kde 
Č7 je otevřené okolí bodu x G M a u{U) je o tevřená podmnož ina R™. Dvojice (U, u) se 
nazývá mapa na M . 

Množina map (Ua 

i Hel M takových, že Ua tvoř í pokry t í množiny M , se nazývá 
ar/as. Funkce 

uaf3 := « a o uf1 : upiUaf}) ->• ua(Ua/3) 

se nazývaj í transformace mapy pro atlas (ř7a, í í a ) a , zápis ř7ajg označuje C/Q(g := ř7a fl Up. 
Atlas ( ř / Q ) ' l i a )a variety M se nazývá Ck-atlas, jestl iže všechny transformace 

uaj3 '• up(Uap) —> ua(Uap) jsou diferencovatelné t ř ídy Ck. Dva C f c -atlasy se nazývaj í Ck-
ekvivalentní, když jejich sjednocení je opět C f c -atlas M. T ř í d a ekvivalence C f c -a t l a sů se 
nazývá Ck-struktura na M. Jest l iže všechny transformace jsou t ř ídy Ck pro V/c G N , atlas 
(Ua,ua)a se nazývá hladký atlas. Dvojice ( M , (Ua,ua)a), kde M je topologická varieta a 
( ř / Q ) ' l i a )a J e h ladký atlas, se nazývá hladká varieta. 

P ř í k l a d 2 .1 . Uvažujme prostor M n + 1 se s t a n d a r d n í m skalárním součinem (x, y) = ^ÍVÍ-
Potom n-sféra Sn je p o d m n o ž i n a {x G M.n+1 : (x,x) = 1}. 

Popíšeme explici tně atlas pro Sn, tzv. stereografický atlas. Vybereme a G Sn („jižní 
pól") . Nechť 

U+ := Sn \ {a}, u + : U + ^ Rn, u+(x) - X ~ ^' ^° 

[/_ := 5™ \ { -a} , M _ : f / _ ^ M n , 

1 — (x, a) 
x — {x, a)a 
1 + {x, a) 

Z obrázku 2 je přes 0, x, a a vidět , že -u + je klasická stereografická projekce. Dos t áváme 
t aké 

\y\2 - 1 2 

M+^y) = i 12 i i a + i 12 i pro y £ {a}x \ {0} 
\y\2 + l \y\2 + l 

a u+-(y) = (u- o M ^ 1 ) ^ / ) = i . Je vidět , že M + _ je diferencovatelné t ř ídy C f c pro V7c. 

Dalš ím př ík ladem hladké variety je M.n, kde atlas tvoř í j ed iná mapa, a to identita 
id : M n —> M n . Po složkách pak můžeme definovat h ladký atlas na varietě M = M™ x (Sm)k. 
Dále uvidíme, že konfiguračním prostorem našich mechan i smů je právě M = 1 " x (S' 1) f c . 
Můžeme jej tedy chápa t jako hladkou varietu. 

N a př íkladě M.n si demonstrujeme další pojmy. Rozlišujeme vektorový prostor a jeho 
tečný prostor v d a n é m bodě . Tečný prostor k prostoru M™ v bodě g G S™ označujeme 
TgW1. Vektorové pole na M.n je h ladké zobrazení , k teré přiřazuje ke každému bodu g e R " 

13 



a 

Obrázek 2: Sféra 

t ečný vektor f(q) G TgW1. V lokálních souřadnicích reprezentujeme / jako sloupcový 
vektor, jehož složky závisí na q: 

/ (? ) 
\fn(q)J 

Vektorové pole je h ladké , pokud je h l adká každá funkce fi(q) : Rn —>• R . 
Jak uvidíme, o vektorovém poli můžeme přemýšle t jako o pravé s t raně diferenciální 

rovnice 

? = / (?)• (2-1) 

Pro reprezentaci řešení diferenciální rovnice (2.1) definujeme tok vektorového pole. 
Speciálně 4>{(q) p ředs tavuje řešení diferenciální rovnice v čase t s počá tkem v q. Tudíž 

splňuje: 
d_ 

4{q) = f{4{q)) ? e 

Vektorové pole se nazývá kompletní, jestliže je definováno pro všechna t. Podle Picar-
dovi věty o existenci a jednoznačnos t i řešení obyčejných diferenciálních rovnic, je <f>{ pro 
každé pevně dané t lokálním difeomorfismem M™ samo na sebe. Dále 4>{ splňuje následující 
vlastnost: 

<t>{ ° ¥s = tá+si 

pro všechna t a s, o značí kompozici dvou toků: 4>{ ° 4>í = <vt 

2.2 Lieova závorka 
Mějme dvě vektorová pole g\ a g2, zobrazení (ftf1 o <f>9

s

2 p ředs tavuje kompozici toku g2 

po s sekund s tokem g1 po t sekund. Obecně se tato kompozice liší od kompozice 0 f 1 o <fi9

t

2. 
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Obrázek 3: Ilustrace operace Lieova závorka 

k te rá je kompozicí v opačném pořadí . Pro malé e může vyjádři t Taylorův rozvoj v e jako: 

q(e) = 0 f ( g ( O ) ) 

= g(0) + eg(0) + ^e 2g(0) + O(e 3 ) 

= Qo + £0i (íb) + ^ ^ " " ^ t e o ) + 0(e3), 

zápis 0(e f c) značí výraz ř á d u ek a parciá lní derivace g\ je v go-
Vyjádřeno v čase 2e, 

?(2e) = 0 f o e ( í o ) 

= 0 f (íb + ^ i (go) + ^ 2 ^ i ( ? o ) + 0(e 3 ) ) 

= Qo + e(gi(q0) + g2(q0)) + ^ ( ^ i f a o ) + ^ ^ ( 9 o ) + 2^9l(q0)) + 0 (e 3 ) . 

Použili jsme Taylorův rozvoj pro g2(q0 + egi(q0)) = g2(q0) + ^9i{qo) + 0{e2). 
V dalš ím kroku dos táváme: 

g(3e) = 0 7 ^ o 0 f o 0 f ( g o ) 

= % + e02(go) + ^ ( ^ í f e ( f t ) + 2 ^ i ( ? o ) - 2 ^ 2 ( ? o ) ) + 0 (e 3 ) . 

A konečně: 

g(4e) = 0 7 í ? 2 o 0 e - 3 i o ^ 2 o ^ i ( g o ) 

= + e 2 ( ^ i ( ? o ) + + 0(e 3 ) 

Toto je mot ivací pro definici Lieovy závorky: 
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D e f i n i c e 2.2. Lieovu závorku dvou vektorových polí g\ a g-i definujeme jako 

Lieova závorka je tedy vektorové pole generované dvěma vektorovými poli g\ a g-i. 
Jestl iže [51,52] = 0, řekneme, že g\ a g<i komutuj í . 

P ř í k l a d 2.3. Uvažujme dvě l ineární vektorová pole f(q) = Aq a g(q) = Bq. Potom 
Lieova závorka dvou lineárních vektorových polí je l ineární vektorové pole 

[f,g](q) = (BA-AB)q, 

tzn. komutá to r dvou matic A, B. 

Z definice Lieovy závorky vektorových polí plynou následující vlastnosti: 

T v r z e n í 1. Mějme vektorová pole g\, #2, <73 na M.n, potom Lieova závorka splňuje následující 
vlastnosti: 

1. Antisymetrie: 

[5-1,5-2] = -[52,51] 

2. Jacobiho identita: 

[51, [52,53]] + [53, [51,52]] + [52, [53,5i]] = 0. 

2.3 Distribuce 
Distribuce na h ladké varietě M je zobecnění vektorových polí, tj. zobrazení , k te ré přiřazuje 
hladkou funkcí podprostor tečného prostoru ke každému bodu v M. Speciální p ř ípad je 
distribuce definovaná množinou h ladkých vektorových polí 51,... ,gm. V tomto př ípadě 
definujeme distribuci jako 

A = span{gi,gm} C TM, 

tj. jako obal množiny h ladkých vektorových polí v M. Pro libovolný bod M distribuce 
definuje l ineární podprostor tečného prostoru 

Aq = spanig^q), ...,gm(q)}c TqM. 

Řekneme, že distribuce je regulární, jestl iže se dimenze podprostoru Aq nemění pro různá 
q. Distribuce je involutivní, jestl iže je uzavřená vůči Lieově závorce, tzn. 

A je involutivní •<=>- [f,g] G A V / , g G A . 

Involutivní uzávěr distribuce, značený A , je uzávěrem A vzhledem k operaci Lieovy 
závorky; tzn., A je nejmenší distribuce obsahující A taková, že když f,g G A , pak 
[/,<?] e Ä . 

D e f i n i c e 2.4. Vektorový prostor V (nad M) je Lieova algebra, jestl iže existuje bi l ineární 
operace V x V —> V, značena [•,•], splňující (i) antisymetrii a (ii) Jacobiho identitu. 
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Množina h ladkých vektorových polí na M.n s Lieovou závorkou tvoř í Lieovu algebru, 
značíme X ( M n ) . Nechť gi,... ,gm je množ ina h ladkých vektorových polí, A je distribuce 
definovaná gi,..., gm a A je involut ivní uzávěr A . Pak A je Lieova algebra (nejmenší Lie-
ova algebra obsahující gi, • • •, gm)- Nazývá se Lieova algebra generovaná gi,..., gm a často 
se značí £{<7 i , . . . , gm}- P r v k y £{<7i , . . . ,gm} jsou tvořeny všemi l ineárními kombinacemi 
p rvků <7i,... ,gm, jejich Lieových závorek, l ineárními kombinacemi těchto závorek a tak 
dál. Hodnost £{<7i , . . . ,gm} v b o d ě q G W1 definujeme jako dimenzi distribuce Aq. 

Nechť f(q)— • je vektorové pole na h ladké varietě M a x(t) : M. —> M je 

\fn(q)J 
hladká křivka. Pak x(t) je integrální kř ivka / , pokud je řešením následujícího sys tému 
obyčejných diferenciálních rovnic 

^ = / ( * « ) • 

Obecněji , distribuce A kons tan tn í dimenze k na M se nazývá integrovatelná, jestliže pro 
každý bod q E M existuje podvarieta TV C M, jejíž tečný prostor leží v Aq. Jestl iže 
uvažujeme integrální varietu jako h ladký povrch v M.n, pak se distribuce rovná t ečnému 
prostoru tohoto povrchu v b o d ě q. 

Integrální variety spojuje s involutivní dis t r ibucí následující vě ta . Její důkaz může bý t 
nalezen v [5]. 

V ě t a 2.5. Frobeniova věta. Regulárni distribuce je integrovatelná právě tehdy, když je 
involutivní. 

Spolu s t e č n ý m prostorem TqM.n můžeme pracovat s duá ln ím t e č n ý m prostorem T * M n , 
tj. množinou l ineárních funkcí na TgW1 s hodnotou v M . Stejně jako jsme definovali vek
torové pole na M n , definujeme 1-formu jako zobrazení , k t e rá přiřazuje každému bodu 
q G W1 t akzvaný kovektor oo{q) G T^W1. V lokálních souřadnicích reprezentujeme hladkou 
1-formu jako 

u(q) = (wi(g) u2{q) . . . w n ( g ) ) . 

1-forma vyjádřená na vektorovém poli d á v á hodnotu v M , kterou můžeme zapsat v 
lokálních souřadnicích předpisem 

W • / = J ^ W i / i . 

i 

Pro p lánování pohybu neholonomních sys témů nejdříve převedeme specifická omezení 
d a n á jako 1-formy na ekvivalentní řídicí systém. P rob l ém konstrukce cesty q(t) G M n mezi 
danými q$ a q f p řevedeme na omezení 

Ui(q)q = 0, i = l,...,k. (2.2) 

Ui jsou l ineární funkce v t ečném prostoru M.n, tzn. 1-formy. P ředpok l ádáme , že Ui jsou 
hladké a l ineárně nezávislé nad množinou h ladkých funkcí. 

Al te rna t ivně se řídicí sys tém zapisuje ve tvaru: 

E : q - g i ( q ) U l + • • • + gm(q)um q G W1, u E U C W71, (2.3) 
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kde Qi(q) jsou řešení rovnice (2.2). Tento sys tém se nazývá drift-free, to znamená , že 
při řízení nas t aveném na nulu se sys tém nepohybuje. P ř edpok l ádáme , že Qj jsou h ladká , 
l ineárně nezávislá vektorová pole na R n a že jejich tok je definován pro všechny časy 
(gj jsou komple tn í ) . Chceme určit podmínky , za k te rých můžeme řídit z q$ G W1 do 
libovolného qf G W1 vhodnou volbou u(-). 

Systém E je ř idi telný, jestl iže pro libovolné q0, qf G W1 existuje T > 0 a u : [0,T] —> U 
takové, že E splňuje q(0) = q0 a q(T) = qf. 

Nechť £ (<7i , . . . ,g m ) je Lieova algebra generovaná gi,... ,gm, o níž hovoříme jako o 
Lieova algebra řiditelnosti. Z konstrukce zah rnu té u definice Lieovy závorky v předcházející 
části vidíme, že použ i t ím vs tupn í sekvence 

u\ — +1 «2 = 0 pro 0 < t < e 

Ui = 0 U2 = +1 pro e < í < 2e 

Ui = —1 «2 = 0 pro 2e < t < 3e 

u i = 0 U2 = — 1 pro 3e < í < 4e, 

dos t áváme pohyb ve směru Lieovy závorky [gi, g2]. Kdybychom v t é t o sekvenci pokračovali , 
mělo by bý t možné generovat pohyb podél směrů daných všemi os ta tn ími Lieovými 
součiny spojenými s gi. Je tedy možné řídit sys tém podél všech směrů reprezentovaných 
v £ ( < 7 i , . . . , gm). Toto upřesňuje následující vě ta , důkaz viz. [5]. 

V ě t a 2.6. Chow-Rashevského věta. Control systém (2.3) je lokálně řiditelný v q E M.n, 
jestliže Äq = TqRn. 

Tento výsledek podmiňuje , že drift-free sys tém E je ř idi telný, jestliže hodnost Lieovy 
algebry ř idi telnost i je n. 

N a závěr definujeme speciální p ř ípad h ladké variety vybavené distr ibucí . H ladká va
rieta s takovou dis t r ibucí se označuje zobecněná geometrie cest a dále budeme ukazovat, 
že konfigurační prostory našich mechan i smů jsou p rávě tyto geometrie. 

D e f i n i c e 2.7. Nechť M je h ladká varieta dimenze 2n + 1 > 5. Pak zobecněná geometrie 
cest na M je d á n a dvěma distribucemi E, V C TM dimenze l a n takovými , že plat í : 

1. Env = o. 
2. Lieova závorka dvou vektorových polí z V je vektorové pole v E © V. 
3. Pokud £ G T (E) a r? G r (V) a bod x e M, pak [£, 77] (x) G EX@VX implikuje £(x) = 0 

nebo r)(x) = 0. 
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3 Zobecněný trident snake 

3.1 Popis trident snake robota 
N a obrázku 4 je zobrazen obecný model trident snake robota, j ímž se zabývá tato práce. 
Robot je tvořen r o v n o s t r a n n ý m t ro júhe ln íkem a t ř emi nohami - č lánky - ve vrcholech 
t ro júheln íku. V t é t o práci budeme uvažovat , že každá noha m á právě jeden článek, v 
obecném př ípadě j ich může mí t i více. N a konci každé nohy se nachází kolečko. Spo
jení t ro júheln íku s články a článků s kolečky je provedeno klouby. Klouby robota je 
možné na táče t , nohy robota je možné protahovat a zkracovat. Robot se nachází v ro
vině xy. Pozice robota je reprezen tována souřadnicemi [x, y] těžiště t rojúhelníka. Poloha 
jednot l ivých koleček je vyjádřena souřadnicemi [ X J , T / , ] . Celkový úhel na točen í robota vůči 
souřadnému sys tému je označen 9, úhel na točen í jednot l ivých nohou vůči těžnicím tě la 
robota je označen jako ipi, na točen í kolečka vůči odpovídaj íc ímu článku je 7 J . Délky nohou 
robota jsou značeny /j . Uh ly mezi těžnicemi tě la jsou kons tan tn í , rovny Pro jedno
duchost budeme uvažovat vzdálenost od těžiště t ro júheln íku k vrcholům rovnu jedné . 

X 

Obrázek 4: Model trident snake robota 

V dalších podkapi to lách se budeme pos tupně zabývat jednot l ivými konfiguracemi ro
bota. Každý robot bude mí t 4 p roměnné parametry, k te ré můžeme řídit . N a obrázcích 
budou označeny pouze ty úhly na točen í a délky nohou, k teré je možné na d a n é m robotovi 
ovládat . Články, k teré nemůžeme protahovat a zkracovat, zvolíme pro z jednodušení délky 
jedna. 

Zaměř íme se na modely trident snake robo tů , jejichž algebra ř ídi telnost i splňuje definici 
zobecněné geometrie cest. Ukážeme, že námi zadefinované mechanismy maj í tu vlastnost, 
že pro jejich algebru ř ídi telnost i p la t í A = E®V, kde [V, V] = 0. To z n a m e n á že vektorová 
pole, k t e r á generují podprostor V komutuj í . Z pohledu v las tn ího řízení, je to splněno v 
př ípadě , kdy pohyb nejdříve podle vektorového pole X a po t é podle pole Y dává s tejný 
výsledek jako pohyb podle těch to polí v opačném pořadí . Konkré tně je to splněno pokud 
zvolíme jako t ř i ze čtyř p roměnných p a r a m e t r ů p ro tažen í jednot l ivých článků robota nebo 
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natočení jeho koleček. Pokud p r o t á h n e m e jeden článek, změní se souřadnice polohy tohoto 
kolečka, ale zbytek robota zůs tane ve stejné poloze. Proto pokud n a t á h n e m e nejdříve 
např ík lad článek 1 a po t é článek 2, dostaneme stejný výsledek jako při na t ahován í v 
opačném pořadí . V př ípadě změny úh lu na točení koleček se př i pootočení kolečka změní 
pouze směrový vektor tohoto kolečka a zbytek robota opět není ovlivněn. Výs ledná poloha 
robota při na točen í např ík lad kolečka 1 a nás ledném na točen ím kolečka 2 je proto stejná 
jako př i na t áčen í těch to koleček v opačném pořadí . Takto zvolíme t ř i parametry, k teré 
generují podprostor V, č tv r tý zvolený parametr bude generovat podprostor E. 

3.2 Varianta 1 
V př ípadě tohoto mechanismu ř ídíme úhel na točen í d ruhého článku a délky všech jeho 
článků. Výpoč ty byly provedeny v programu Maple 2016, řešení se nachází v souboru 
Variantal .mw. 

Obrázek 5: P r v n í model trident snake robota 

Polohu jednot l ivých koleček vyjádř íme soustavou rovnic: 

X\ = x + c{9 + O J I ) + lic{6 + O J I ) 

yi = y + s(9 + O J I ) + l1s(9 + cti) 

x2 = x + c(9) + l2c{9 + (p2) 

y2=y + s{6) + l2s{9 + ip2) 

x 3 = x + c(9 + 0:3) + hc(9 + 0:3) 

2/3 = y + s(9 + a3) + l3s(9 + a3) 

Derivací podle času získáme vektory rychlost í koleček: 

x i = x - s(9 + ai)9 + hc(9 + a{) - hs(9 + a^Š 

y i = ý + c{9 + ai)ě + hs{9 + Q!i) + hc{9 + an)8 

x2 = x - s(9)9 + Í2c(9 + (p2) - l2s(9 + <p2)(9 + <p2) 
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m = y + c(6)6 + l2c{9 + <p2) + l2c{9 + ip2){9 + <p2) 

x3 = x - s(9 + a3)9 + Í3c(9 + a3) - l3s(0 + a3)9 

ý3 = y + c(9 + a3)9 + Í3s(9 + a3) + l3c{6 + a3)9 

Předpok l ádáme , že nedochází ke smýkán í koleček. Tzn . , že vektor rychlosti a normálový 
vektor kolečka jsou vzájemně kolmé, což vyjadřuje rovnice: 

Vi • m 0. 

Normálové vektory tedy jsou: 

nx --

n2 = 

n3 ~-

(c(0 + « i ) , s ( 0 + a i ) 

(c{0 + V2),s{6 + V2) 

(c(9 + a3),s(9 + a3) 

(s(0 + « i ) , - c ( 0 + a i ) 

(s{0 + V2),-c{6 + V2) 

(s(9 + a3),-c(9 + a3) 

(3.1) 

kde rii jsou normálové vektory a v i jsou vektory rychlostí , Vj 
Směrové vektory koleček vyjádř íme rovnicemi: 

Po dosazení vektorů rychlost í a normálových vektorů koleček do rovnice (3.1) a roznásobení : 

0 =xs{9 + au) - s2{9 + ai)9 + hc{9 + a1)s(9 + cm) - /is 2(# + a i )0 - yxc{9 + cm)-

- C{6 + Q!i) - C 2(0 + Q!i)ě - Z'iS(0 + O!i)s(0 + Q!i) - / lC 2 (0 + Q!i)á 

0 =xs(# + <p2) - s(9)s(9 + y92)# + kc(9 + <p2)s(9 + <p2) - l2s2(9 + <p2)(9 + <p2-

- yc(9 + ip2) - c{9)c{9 + ^2)9 - Í2c(9 + ^2)s{9 + ip2) - l2c2(9 + <p2)(9 + tp2) 

0 -xs[ + a3) + a3)9 + Í3c(9 + a3)s(9 + a3) - l3s2(9 + a3)9 - yc(9 + a3)-

- c(9 + a3) - c2(9 + a3)9 - Í3s(9 + a3)s(9 + a3) - l3c2(9 + a3)9 

Rovnice uprav íme s využ i t ím goniometr ických vzorců s2(x) + c2(x) 
c(x)c(y) + (x)s(y) = c(x - y): 

xs{9 + Q!i) - yc(9 + an)-ě-hě = Q 

xs(9 + <p2) - yc(9 + <p2) - (c(<p2 + l2))9 - l2<p2 = 0 

xs{9 + a3) - yc(9 + a3) - 9 - l39 = 0 

Tuto soustavu můžeme mat icově zapsat ve tvaru: 

f x \ 

y 
9 

h 
h 

1 a 

s{9 + al) - c ( 0 + c*i) —(1 + Zi) 0 0 0 0N 

s{9 + ip2) -c{9 + ip2) -(c(<p2) + l2) -l2 0 0 0 
.s(9 + a3) -c(9 + a3) - ( 1 + Z3) 0 0 0 0, 

(3.2) 
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Toto je soustava neholonomních rovnic. 
Z pohledu diferenciální geometrie můžeme o řádcích p rvn í matice soustavy (3.2) 

přemýšlet jako o koeficientech a j omezení OJ, př ičemž u G T* M můžeme vyjádři t v lokální 
bázi {ux, ojy, oje, OJV2 , 0 0 ^ , 0 0 ^ , ui3} prostoru T* M j ako 

u = d\UJx + a 2 u y • • • + «3̂ 6» + « 4 ^ 2 + ci^h + ct§ui2 + ajUJi3, 

kde u G T*M m á tu vlastnost, že v lokální bázi {dx, dy, de, 3^,8^, di2,di3} prostom TM 
pla t í 

u(dx) 
U>(dy) = a2 

= "3 

u(dV2) = «4 

= «5 

= a6 

= 0:7 

(3.3) 

Omezení u pro prvn í ř ádek p rvn í matice (3.2) tedy odpovídá kovektoru 

uj = s(9 + OÍI)UX - c(9 + oii)uy - (1 + h)u}0 + 0uh + 0uÍ2 + Oui3. 

Prvek tečného prostoru zapíšeme ve tvaru 

X = xdx + ydy + 9de + hdh + Í2dh + hdh. 

Nyní s využ i t ím (3.3) vyjádř íme w n a l : 

u(X) = s(6 + ax)x - c{9 + ax)y - (1 + h)6. 

Dos táváme tedy přesně naši p rvn í rovnici ze soustavy (3.2). 
Soustava (3.2) je soustava t ř í rovnic o sedmi neznámých , k t e rá m á nekonečně mnoho 

řešení závislých na čtyřech parametrech. Parametry zvolíme následovně: 

3̂ — t\, l2 = t2, h = Í3, 02 — ti-

Řešení soustavy pak vyjádř íme jako: 

hgi + t2g2 + t3g3 + tAgA, 

tedy 

M M M Í9l\ 
9Í 

( x \ 
0 0 0 

Í9l\ 
9Í y 

0 0 0 gl é 
0 + t2 0 + t3 

0 1 = = 02 
0 0 1 0 k 
0 1 0 0 h 

V V W w W U / 

kde 

-2c (0 + 7r/3)/i / 2 + 2s(6 + 7r/6)/ 2 / 3 - 2c(6 + n/3)l2 + 2s(6 + n/6)l2 

2/ l C(7r/6 + (p2) + l2VŠ + 2l3s{ip2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(^2 + T T / 3 ) 

22 



2 _ -2s(9 + l)hl2 - 2c(9 + 7r/6)/ 2 / 3 - 2s(9 + 7r/3)/ 2 - 2c(9 + T T / 6 ) / 2 

04 
2/ l C(7r/6 + <p2) + l2y/3 + 2l3s(ip + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) 

3 /2 \ /3 
94 -

2/ l C(7r/6 + (p2) + l2VŠ + 2l3s{^2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(<p2 + T T / 3 ) ' 

Podle definice 2.2 spoč teme Lieovy závorky vektorových polí gj], i = 1,... ,4. 

j 1 1-

914 = [5-1,5-4] = ( g í 4 , 9u> 914, o, o, o, ° ) T , 

kde 

9u 
s(9 + ir/6)l2 

2/ l C(7r/6 + </?2) + hVŠ + 2l3s((p2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) 

_ (4c(fl + T T / 3 ) Z 1 Z 2 + 4g(0 + T T / 6 ) / 2 / 3 - 4c{9 + T T / 3 ) / 2 + 4s{9 + 7r/6)/ 2 )s(y 2 + T T / 3 ) 

( 2 / i C ( T T / 6 + </?2) + Z 2 \ /3 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) ) 2 

2 2c{9 + T T / 6 ) / 2  

9 m ~ 2/ l C(7r/6 + <p2) + / 2 \ /3 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) 

- ( ( -4 s (0 + 7r/3)/i / 2 - Ac{9 + T T / 6 ) / 3 - 4s(0 + T T / 3 ) / 2 - Ac{9 + 7i/6)l2)s^2+ 

+ T T / 3 ) ) / (2/ l C (7r/6 + <p2) + / 2 \ /3 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ip2) + 3s(<p2 + T T / 3 ) 

3 _ ^ l2\/3s((p2 + ir/3)  

(2/ l C(7r/6 + <p2) + l2VŠ + 2l3s(<p2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3 s (^ 2 + T T / 3 ) ) 2 ' 

924 = [92, 94] = (924, 024, 024) °, ° , ° , ° ) T , 

014 

kde 

1 _ -2c(9 + T T / 3 ) / I + 2s(9 + T T / 6 ) / 3 - 2c(9 + T T / 3 ) + 2s(# + T T / 6 ) 

^ 2 4 ~ 2/ l C(7r/6 + </?2) + \/3/2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ^ 2 + 3s (^ 2 + T T / 3 ) 

_ (-2c(fl + T T / 3 ) Z 1 Z 2 + 2g(0 + T T / 6 ) / 2 / 3 - 2c(9 + T T / 3 ) / 2 + 2s(9 + T T / 6 ) / 2 ) \ / 3 

2Z l C(7r/6 + </?2) + \ / 3 / 2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) ) 2 

2 _ - 2 s ( 0 + T T / 3 ) / I - 2c(# + T T / 6 ) / 3 - 2s(# + T T / 3 ) - 2c{9 + TT/6) 
9 m ~ 2/ l C(7r/6 + <p2) + VŠl2 + 2l3s(<p2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3 s (^ 2 + T T / 3 ) 

_ ( -2s(0 + 7r/3)/i / 2 - 2c(9 + T T / 6 ) / 2 / 3 - 2s(9 + 7r/3)/ 2 - 2c(9 + 7r/6)Z 2)y /3 

(2/ l C(7r/6 + </?2) + \ / 3 / 2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ip2) + 3s(b + TT/3))2 

9 u ~ 2/ l C(7r/6 + <p2) + V3l2 + 2l3s(<p2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ip2) + 3s(<p2 + T T / 3 ) 
3k 

2 Z I C ( T T / 6 + <p2) + \ / 3 / 2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) ) 2 ' 

034 = [03, 04] = (0 3 4 , 034, 034, ° , ° , ° , ° ) T , 

kde 

C(9 + TT/3)12 

034 = - 2 
2/ l C(7r/6 + (p2) + V3l2 + 2l3s{^2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(<p2 + T T / 3 ) 
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(-2c(fl + T T / 3 ) / I / 2 + 2s(6 + T T / 6 ) / 2 / 3 - 2c(6 + T T / 3 ) / 2 + 2s(6 + 7r/6)/2)c(7r/6 + y?2) 

2/ l C(7r/6 + </?2) + \ / 3 / 2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + </?2) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) ) 2 

2 = _ 2 * ( f l+7r /3 )ž 2  

3 4 2 / i C ( T T / 6 + </?2) + \ / 3 / 2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(<p2 + T T / 3 ) 

(-2s(6 + T T / 3 ) / I / 2 - 2c(6 + T T / 6 ) / 2 / 3 - 2s(6 + T T / 3 ) / 2 - 2c(fl + 7r/6)/2)c(7r/6 + y?2) 

(2/ l C(7r/6 + ip2) + V 3 / 2 + 2 / 3 s (^ 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ip2) + 3s(b + T T / 3 ) ) 2 

3 _ 2 VŠkcjn/G + <p2)  
9 u ~ (2/ l C(7r/6 + <p2) + VŠl2 + 2hs(ip2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(ip2 + T T / 3 ) ) 2 ' 

Dimenze algebry ř ídi telnost i Aq je 7, tedy A = TqM a podle věty 2.6 je systém 
lokálně ř idi telný. Podle tvrzení 1 pla t í , že g±\ = —gu, 9A2 = —Í724, #43 = ~92A- Zbylé 
Lieovy závorky, tedy 5-12, 5-13, g23, g21, gsl, gS2, g n , g22, #33, gM, se rovnaj í 0. Nenulové 
závorky dos t áváme vždy, pokud se v nich vyskytuje vektorové pole #4. 

Tento výsledek rozebereme s ohledem na definici 2.7. Hladká varieta 
M = (x, y, 9, ip2, h,l2,13) je dimenze 7, tj. pro n = 3 7 = 2- 3 + l > 5 . Vektorové pole g± 
tvoř í distribuci E dimenze 1, vektorová pole gi, g2, gs tvoř í distribuci V dimenze 3. Zřejmě 
plat í , že E H V = 0. Zároveň p la t í [aipi + a2g2 + a3g3, $\g\ + (32g2 + (33g3] = 0 G E © V. 

3.3 Varianta 2 
V př ípadě tohoto trident snake robota ř ídíme délky všech jeho článků a úhel na točení 
kolečka na článku 2. Výpoč ty se nachází na v souboru Varianta2.mw 

- V 

Obrázek 6: D r u h ý model trident snake robota 

Polohu jednot l ivých koleček vyjádř íme soustavou rovnic: 

X\ = x + c{6 + oti) + lic{6 + oti) 

yi = y + s(9 + au) + hs(9 + cti) 

x2 = x + c(0) + l2c(9) 

y2=y + s(0) + l2s{9) 
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x3 = x + c(6 + a3) + l3c(9 + a3) 

2/3 = y + s(9 + a3) + l3s(9 + a3) 

Normálové vektory: 

ni = (s(9 + cti), —c{6 + cti) 

n2 = (s(# + 7 2 ) , - c (# + 7 2) 

n3 = (s(9 + a 3 ) , - c ( 0 + a 3 ) 

Postupujeme obdobně jako v přechozím př ípadě a dos t áváme soustavu rovnic: 

xs(9 + cti) - yc{9 + cti) - 0(1 + h) = 0 
xs{0 + 72) - 2/c(0 + 72) - c ( 7 2 ) ( l + / 2)0 - s ( 7 2 ) / 2 = 0 

xs(0 + ct3) - yc(0 + a 3 ) - 0 - / 3 0 = 0 

Tuto soustavu můžeme mat icově zapsat ve tvaru: 

f x \ 

y 
s(0 + a i ) - c ( 0 + « i ) - ( l + / i) 0 0 0 0N 

s(B + 72) - c ( 0 + 72) - c ( 7 2 ) • (1 + /2) 0 0 s ( 7 2 ) 0 

l S ( 0 + a 3 ) - c ( 0 + a 3 ) - ( I + /3) 0 0 0 0 ; 

72 

h 
h 

Opět se j edná o soustavu t ř í neholonomních rovnic o sedmi neznámých , k t e r á m á 
nekonečně mnoho řešení závislých na čtyřech parametrech. Parametry zvolíme následovně: 

3̂ — 1̂) h — t2, h — t3, 72 

Řešení soustavy opět vyjádř íme jako: 

hgi + t2g2 + t3g3 + í45 ,4, 

řešení m á v tomto př ípadě tvar 

M (gl\ 
9Í 

(o\ /x\ 

0 
(gl\ 

9Í 0 0 y 
0 á 0 0 š 
0 + t2 0 + t3 0 1 = 7 2 

0 0 1 0 k 
0 1 0 0 h 

v) W W V/3/ 

kde 

g\ = ( c ( 7 2 + 0 + 7r/6)/ 3 + S ( T T / 3 + 7 2 + 9)h - s m ( - 7 2 + T T / 3 + 9)h - c ( - 7 2 + 9+ 

+ 7r/6)/ 3 + c ( 7 2 + 9 + T T / 6 ) + S ( T T / 3 + 7 2 + 9) - s ( - 7 2 + T T / 3 + 9) - c ( - 7 2 + 0+ 
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92 

+ 7r /6)) / (2/ l C (7r /6 + 7 2 ) + c(7 2 ) ( l + / 2 ) \ /3 + 2/ 3s(7r/3 + 7 2 ) + 2 C ( T T / 6 + 7 2 ) + 

+ 2 S ( T T / 3 + 7 2 ) ) 

9Í = (s(72 + O + 7r/6)/ 3 - s ( - 7 2 + 0 + T T / 6 ) / 3 + c ( - 7 2 + 7 T / 3 + 0)/i - / L C ( 7 T / 3 + 72 + 9) 

+ s( 72 + 9 + T T / 6 ) - s ( - 7 2 + 0 + T T / 6 ) + c(-72 + T T / 3 + 0) - C ( T T / 3 + 72 + 0)) / 

2 / i C ( T T / 6 + 7 2 ) + c ( 7 2 ) ( l + l2)VŽ + 2 / 3 S ( T T / 3 + 72) + 2 C ( T T / 6 + 72) + 2 S ( T T / 3 + 72) 

:-! = V /3g(7 2)  

2 / i C ( T T / 6 + 72) + c ( 7 2 ) ( l + l2)VŠ + 2 / 3 S ( T T / 3 + 7 2 ) + 2 C ( T T / 6 + 7 2 ) + 2 S ( T T / 3 + 7 2 ) ' 

Provedeme výpočet Lieových závorek vektorových polí gj], i = 1,... ,4. 
j = 1 , . . . , 4. Zde uvedeme alespoň část výsledků, k te ré jsme získali s pomoc í Maple. 

5-12 = -5-12 = [#1,5-2] = (g\2, 9?2> 012 > °> °> °> ° ) T • 

kde 

x = c ( 7 2 + 9 + TT/6) - c ( - 7 2 + 9 + TT/6)  

9 1 2 ~2 / l C (7r /6 + 72) + c ( 7 2 ) ( l + l2)VŠ + 2 / 3 S ( T T / 3 + 72) + 2c(7r/6 + 72) + 2 S ( T T / 3 + 72) 

- 2 ̂ ( c o s ( 7 2 + 9 + T T / 6 ) / 3 + S ( T T / 3 + 7 2 + 0)h - s(--y2 + n/3 + 0)h - c ( - 7 2 + 9+ 

+ T T / 6 ) / 3 + c ( 7 2 + 9 + TT/6) + S ( T T / 3 + 7 2 + 9) - s ( - 7 2 + T T / 3 + 9) - c ( - 7 2 + 0+ 

+ 7r/6))s(7r/3 + 72) J / f 2 Z I C ( T T / 6 + 7 2 + 0(72)(1 + Z 2 ) \ / 3 + 2 / 3 S ( T T / 3 + 72) + 2 C ( T T / 6 + 

+ 72) + 2 S ( T T / 3 + 72)̂ ) 

2 5(72 + 9 + TT/6) - g ( - 7 2 + 9 + TT/6)  

9 x 2 ~2 / l C (7r /6 + 72) + c ( 7 2 ) ( l + l2)VŠ + 2 / 3 S ( T T / 3 + 72) + 2c(7r/6 + 72) + 2 S ( T T / 3 + 72) 

- 2 ( % ( 7 2 + 9 + T T / 6 ) / 3 - s ( - 7 2 + 9 + T T / 6 ) / 3 + c ( - 7 2 + T T / 3 + 0)/! - / I C ( T T / 3 + 7 2 + 

+ 9) + s(7 2 + 0 + T T / 6 ) - s ( - 7 2 + 9 + T T / 6 ) + c o s ( - 7 2 + T T / 3 + 0) - C ( T T / 3 + 72+ 

+ 0 ) ) S ( T T / 3 + 72)) / ^2/ l C (7r/6 + 72) + c ( 7 2 ) ( l + l2)VŠ + 2l3s(n/3 + 72) + 

+ 2c(7r/6 + 7 2 ) + 2 S ( T T / 3 + 7 2 ) ^ 

g\2 = - 2( \ /3s( 7 2 ) s (7r /3 + 72))/ ( 2 Z I C ( T T / 6 + 7 2 ) + c ( 7 2 ) ( l + l2)VŠ + 2l3s{n/3 + 72) + 

+ 2 C ( T T / 6 + 7 2 ) + 2 S ( T T / 3 + 7 2 ) ) 2 ) . 

Další vypoč tená Lieova závorka je 

024 = -# 24 = [02, 04] = ( # 2 4 ; # 2 4 ; # 2 4 > ° > ° > ° > ° ) T ) 

Lieova závorka 

923 = -923 = [92, 9s] = ( # 2 3 , 9%3> # 2 3 > ° > ° > ° > ° ) > 
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je poslední nenulovou závorkou, pro zbylé závorky p la t í gí3 = gu = g3í = g 3 4 = g±i = 
#43 = 911 = #22 = #33 = #44 = 0. 

Znovu vidíme, že nenulové závorky dos t áváme pokud se v nich vyskytuje jedno konkré tn í 
v s tupn í vektorové pole gi, v tomto př ípadě g<i- Toto vektorové pole tvoř í podprostor E. 
zbylá pole gi, g3, g± tvoř í podprostor V. Zároveň plat í , že E fl V = 0 a [aii#i + a2#2 + 
a393,Pi9i + P292 + Pz9z] = 0 G E ® V. Dimenze algebry ř ídi telnost i Aq je opět 7, tedy 
A = TqM a podle věty 2.6 je sys tém lokálně ř idi telný. 

3.4 Varianta 3 
V př ípadě tohoto robota ř ídíme úhel na točení všech koleček a na točen í č lánku 2, výsledky 
získané softwarem Maple se nachází v př i loženém souboru Varianta3.mw. 

y i 71 , 

7:! 

X 
Obrázek 7: D r u h ý model trident snake robota 

Polohu jednot l ivých koleček vyjadřuje soustavou rovnic: 

Xi = x + 2c(9 + en) 

ÍJl = y + 2s(0 + a1] 

= x + c{6) + c(6 + ^2) 

ÍJ2 = y + s(6) + s(e + ^2) 

X3 
= x + 2c(9 + a3) 

2/3 = y + 2s(9 + a3) 

Normálové vektory jsou: 

ni = (s(9 + a i + 71), —c(9 + a i + 71) 

n 2 = (s(9 + (f2 + 72), -c{9 + (p2 + 72) 

n3 = (s(9 + a 3 + 73), ~c{9 + a3 + 73) 
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Postupuje obdobně jako v předchozích př ípadech. Derivací polohy koleček podle času 
získáme vektory rychlostí . Rychlosti a normálové vektory dále dosadíme do rovnice (3.1). 
roznásobíme a uprav íme. 

Získáme soustavu t ř í neholonomních rovnic o sedmi neznámých a zvolíme 4 parametry 
pro její vyřešení. Soustava: 

's(0 + c * i + 7 i ) - c ( 0 + c* i+7i) 

s[9 + (f2 + 72) -c(9 + (f2 + 72) 

,s(6 + a 3 + 73) -c(# + a 3 + 7 3) 

-2c(7i) 0 0 0 0N 

(c (^ 2 + 7 2) + c(72)) - c ( 7 2 ) 0 0 0 
- 2 c ( 7 3 ) 0 0 0 0, 

02 

71 

72 

V 7 3 / 

Volba p a r a m e t r ů : 

7 3 = ČI, 72 = 2̂, Íl=h, 02=^4-

Řešení soustavy opět vyjádř íme jako 

hgi + t2g2 + tsgs + t4g4; 

tedy ve tvaru 

M M Í9l\ 
9l 

( x \ 

0 0 0 
Í9l\ 

9l v 
0 0 0 9Í é 
0 + t2 0 + t3 

0 1 = = 72 

0 0 1 0 k 
0 1 0 0 h 

V v w w w V i s / 

P ř i výpoč tu Lieových závorek se ukazuje, že tyto závorky jsou nenulové, jen pokud je 
v nich vektorové pole g 4 (nenulové závorky jsou g 4 i = —«714, g±2 = —024, 043 = —024), 

zat ímco os t a tn í (5(12, #13, #23, 02i, 03i, 032, 0 n , 022, 033 , 044) se rovnaj í nule. 
Můžeme tedy říci, že vektorové pole g 4 generuje podprostor E, pole gi, g2, #3 generují 

podprostor V. Zároveň pla t í , že E fl V = 0 a [aipi + «202 + «3(73, /3i<7i + (32g2 + f33g3] = 0 e 
E © V. Dimenze algebry ř ídi telnost i Aq je opět 7, A = TqM a podle věty 2.6 je systém 
lokálně ř idi telný. 

3.5 Varianta 4 
U tohoto robota ř ídíme úhel na točen í všech jeho koleček a délku článku 2. Výpoč ty pro
vedené softwarem Maple se nachází v souboru Varianta4.mw. 

Postup je stejný dříve, polohu koleček vyjádř íme soustavou rovnic: 

X\ = x + 2c{6 + cti) 

yi = y + 2s(6 + ai) 

x2 = x + c(0) + l2c{6) 

y2 = y + s(0) + l2s{0) 
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Normálové vektory jsou: 

r i i 

ri2 

n 3 

x3 = x + 2c(6 + a3) 

y3 = y + 2s(6 + a3) 

(s(0 + a i + 7 i ) , - c ( 0 + a i + 7i) 

vS(# + 72) ,-c(# + 7 2) 

[s(9 + a3 + 73), -c(9 + a3 + 73) 

Získáme soustavu 

ŕs{9 + a i + 71) -c{9 + c*i + 71) - 2 c ( 7 i ) 0 0 0 0N 

s(^ + 72) -c(ŕ^ + 7 2 ) - c ( 7 2 ) ( l + /2) s ( 7 2 ) 0 0 0 
. s(9 + a3 + 73) - c ( 0 + a3 + 73) - 2 c ( 7 3 ) 0 0 0 0, 

parametry volíme 
73 = h, 72 = t2, 7l = Í3, k = *4-

a dos t áváme čtyři v s tupn í vektorová pole 

y 
é 

h 
71 

72 

w 

í/1 

M (gl\ 
9l 0 0 0 

(gl\ 
9l 

0 0 0 9Í 
0 0 , 93 0 , 9i = 1 
0 0 1 0 
0 1 0 0 

v ) w w W 
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Po výpoč tu Lieových závor vidíme, že vektorové pole g 4 generuje podprostor E a Lie-
ovy závorky s jeho pomocí získané jsou nenulové. Zbylá pole gi, g2, #3 generují podprostor 
V. P l a t í E n V = 0 a [a1g1+a2g2 + a3g3, /31g1 +/32g2 +P^gs] = 0 6 £ © ľ . Dimenze algebry 
řídi telnost i Aq je opět 7, tedy A = TqM a podle věty 2.6 je sys tém lokálně ř idi telný. 

3.6 Zobecněná p lanárn í geometrie cest 
Výsledky t é t o kapitoly nás vedou k definování speciální p o d t ř í d y zobecněné geometrije 
cest, a to zobecněné p laná rn í geometrie cest. 

D e f i n i c e 3 .1 . Nechť M je h l adká varieta dimenze 2n + 1 > 5. Pak planární geometrie 
cest na M je d á n a dvěma distribucemi E, V C TM dimenze l a n takovými , že plat í : 

1. Env = o. 
2. Lieova závorka dvou vektorových polí z V se rovná 0. 
3. Pokud £ G T (E) a r] e T (V) a bod x e M, pak [£, 77] (x) e implikuje £(x) = 0 

nebo r](x) = 0. 

Modely trident snake robo tů uvedené v t é t o kapitole splňují definici p l aná rn í geometrie 
cest. 
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4 Hamiltonova geometrie 
V t é t o kapitole p ředs tav íme Hamiltonovu funkci a její vlastnosti, dále popíšeme geode
t iky z pohledu Hami l ton iánu . Geodetiky získané t í m t o postupem se nazývaj í normální 
Ukážeme, že geodetiky definované Hami l tonovkým formalismem jsou vždy lokálně ho
r izontální kř ivky min imáln í délky. Výpoč ty v t é t o kapitole budou provedeny pro p rvn í 
variantu trident snake robota z kapitoly 3. Tato kapitola čerpá z [1]. 

4.1 Hamiltonova funkce 
Nechť A = span{Xi,..., X^} je distribuce dimenze k, k < n, na n-rozměrné varietě M. 
Pak Hamiltonova funkce H : T*M —> M. je definována jako 

H(x,P) = \ ^{Xjix^p)2, xeM, p e T;.\I. 
3=1 

Hamiltonova funkce může bý t t aké zapsána ve tvaru 

1 n 

H{x,p) = - hl]{x)pipj.i 2 

kde h%i(x) jsou h ladké funkce. 

Důkaz. viz. [1]. • 

Dále uvedeme předpis pro výpočet koeficientů Hamiltonovy funkce horizontálních 
vektorových polí X1:..., Xk, k t e r á generují distribuci A . Nechť 

Xi = E a%Áx)d*i> 3 = !> • • •> fc> 
i=l 

je reprezentace vektorových polí Xj. P ro tože vektorová pole Xj jsou l ineárně nezávislá, 
hodnost matice (a*(x)) je rovna k, Vx G M. 

Koeficienty kvadrat ické formy, k t e rá definuje Hamiltonovu funkci H, jsou dány jako 

k 

Důkaz. Hamiltonova funkce může být n a p s á n a jako 

H(x,p) = \j2(XÁx),P)2 = \Í2 ( í > } ( ^ 
j=i j=i í=i 

P ro tože H(x,p) = \ ^ . h^piPj, koeficienty jsou 

d2H i d2 / A / A .- \ 2 ' 
dpadp/3 2 dpadp/3 i ^—' ^ ^—' ' i = l i=l 

k n \ k 

J=l i=l / i = l 

a /3 

• 
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Podle vzorce (4.1) spoč í táme koeficienty 

fh11 h12 ••• h 1 7 \ 
h21 h22 ••• h27 

\ h n h72 ••• h77J 

Hamiltonovy funkce. Naše vektorová pole jsou tvaru 

91 =dl3 

92 =dl2 

9s =dh 

9+ 
-2c (0 + T T / 3 ) Z I Z 2 + 2s(6 + 7r/6)/ 2 / 3 - 2c(6 + T T / 3 ) / 2 + 2s(6 + 7r/6)/ 2 

2 / i C ( T T / 6 + (p2) + kVŠ + 2hs{ip2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(^2 + T T / 3 ) 

- 2 s ( 0 + f ) / i / 2 - 2c(# + 7r/6)/ 2 / 3 - 2s{6 + T T / 3 ) / 2 - 2c(# + T T / 6 ) / 2 

+ 9 „ + 
2 / i C ( T T / 6 + </?2) + / 2 V /3 + 2ks(if + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ^) + 3s (^ 2 + T T / 3 ) " 

kVš 

2/ l C(7r/6 + (p2) + l2VŠ + 2/ 3 s(v? 2 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + <p2) + 3s(^2 + T T / 3 ) 

+ dV2. 

+ 

Výsledná matice koeficientů je 

fh11 h12 h13 h14 0 0 0 \ 
h21 h22 h23 h2A o o o 
h31 h32 h33 h u o o o 
h41 h42 h43 

0 0 0 
o 
o 

o 
V o 

o 
o 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1/ 

kde 

,24 

h 11 

12 

31 h 13 

2/ 2 (( / 3 + ]>(g + T T / 6 ) - (/i + l)c(fl + T T / 3 ) ) 

(2ZI + 3 ) C ( T T / 6 + </?2) + (2/ 3 + 3)s (^ 2 + T T / 3 ) + l2VŠ 

- 2 f 2 ( ( / i + l ) f (g + T T / 3 ) + (/3 + l)c(fl + T T / 6 ) ) 

(2ZI + 3 ) C ( T T / 6 + </?2) + (2/ 3 + 3)s (^ 2 + T T / 3 ) + l2VŠ 

Všk  

2/ l C(7r/6 + v?) + kVŠ + 2l3s(<p + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + ^) + 3s(^ + vr/6)' 

Pokud spočí táme matici koeficientů pro distribuci V generovanou v s t u p n í m vekto
rovým polem g 4 , dos t áváme j i ve tvaru: 

fh11 h12 h13 hM 0 0 0 \ 
^ 2 1 ^ 2 2 ^ 2 3 / , 2 4 Q Q Q 

^ 3 1 ^ 3 2 ^ 3 3 / , 3 4 g Q Q 

hAl hA2 hA3 j 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

V o 0 0 0 0 0 0 / 

(hij) 
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Matice koeficientů vypoč í t aná pro distribuci E tvořenou poli gi, g2 a g3 je j edno tková 
matice tvaru: 

/O 0 0 0 0 0 0 \ 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

(hij) = 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 

\0 0 0 0 0 0 1/ 

Pro p ředs tavu jsou zde uvedeny pouze některé koeficienty hlK Koeficienty byly spočí tány 
pomocí programu Maple 2016 a všechny mohou bý t nalezeny v př i loženém souboru Var i -
antal .mw. 

T v r z e n í 2. Nechť • je distribuce hodnosti k, k < n, na n-rozměrné varietě M. Pak matice 
ha/3(x) koeficientů Hamiltonovy funkce spojená s distribuci V je singulární Vx G M. 

Důkaz. viz. [1]. 

V na šem př ípadě je k=4 a n=7. Je vidět , že det(/i l J) -

se 0. Výpoče t je možné nalézt v souboru Variantal .mw. 

det 

fh11 h12 h13 h M \ 
H21 H22 H23 H2A 

H31 H32 H33 H3A 

\h41 h42 h4S 1 ) 

• 

a rovna 

4.2 Geodetiky 
D e f i n i c e 4 .1 . Normáln í geodetika mezi body A a B je řešením Hamiltonova sys tému 

x{s) = — 
dpi 

Pi{S) 
dH 

dx 
•, i = l,...,n, 

s okrajovými podmínkami x(0) = A a x(r) = B. 

Dále popíšeme rovnice normáln ích geodetik jako obyčejné diferenciální rovnice d ruhého 
řádu . Využi jeme k tomu Christoffelovy symboly 

Tiab(x) - - -hr0(x) H —^h^íx) —^hn(x/ 

2 V dxr w dxr w dxr v ' 

Pro každé dva kovektory p a £ označíme Tl(p, £) = r i a 6 p a ^ . Použ i t a je zde Einsteinova 
sumačn í konvence, tedy xlyi = s^JÍxlyi. 

Důkazy následujících dvou tvrzení mohou bý t nalezeny v [1]. 

T v r z e n í 3. Rovnice normálních geodetik jsou dány 

x\s) =Tl(x)(p(s),p(s)), i = l,...,n, 

kde (x(s),p(s)') je řešení Hamiltonova systému. 

T v r z e n í 4. Podél normálních geodetik je Hamiltonova funkce konstantní. 
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Pro náš př íklad ma j í rovnice pro výpočet Christofřelových symbolů tvar 

i - ( . ) = i ( ^ W + ^ - W - ^ « W + 

+ - v Jh2b(t) + -^-^h2a{ť) -^h2l{t)+ 
oy oy Oy 

+ Ä « m + Ä - w - A « ( ř ) + 
<9<̂ 2 <9<̂ 2 <9<̂ 2 

+ ^ i i ŕ ' w + -jiir(t) - ^ h - ( t ) + 

Uvedeme alespoň př íklad některého Christoffelova symbolu, např . 

,714 = s(cŽ + 7 T / 6 ) / 2  

2 / I C ( T T / 6 + 6) + / 2 \ /3 + 2/ 3s(6 + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + 6) + 3s(6 + T T / 3 ) 

- 2 c ( d + 7r/3)/i / 2 + 2s{d + 7r/6)/ 2 / 3 - 2c(d + T T / 3 ) / 2 + 2s{d + 7r/6)/ 2)s(6 + T T / 3 

( 2 / I C ( T T / 6 + b) + l2VŽ + 2l3s(b + T T / 3 ) + 3 C ( T T / 6 + b) + 3s(b + T T / 3 ) ) 2 
+ 

Výpoč ty všech Christofřelových symbolů byly spočí tány v Maple 2016, soubor Var i -
antal .mw. Pomocí těch to symbolů je možné sestavit rovnice geodetik a tak urč i t pohyb 
mechanismu, k te rý je opt imální . 

34 



5 Závěr 
P r v n í m cílem t é t o bakalářské práce bylo nas tudován í základů diferenciální geometrie a 
neholonomních sys témů a osvojení se poč í tán í s Lieovou závorkou. V prvn í kapitole jsme 
se seznámili s p o t ř e b n o u teorií , od vektorových polí, přes variety až po Lieovu závorku, 
Lieovu algebru ř ídi telnost i a zobecněnou geometrii cest. 

Ve kapitole 2 jsme zkoumali čtyři konkré tn í modely trident snake robota. Po vyřešení 
neholonomních soustav rovnic sestavených pro dané modely a získání vs tupních vek
torových polí, jsme vypočí ta l i Lieovy závorky, dopočí tal i algebru ř ídi telnost i a pomocí 
Chow-Rashevského věty dokázali , že mechanismy jsou lokálně ř idi telné. Dále jsme zkou
mali distribuce dané vs tupn ími vektorovými poli . Tečný prostor našeho konfiguračního 
prostoru měl ve všech př ípadech dvě distribuce E a V, k te ré měly takové vlatnosti, že 
splňovaly definici zobecněné geometrie cest. T í m jsme splnili d ruhý cíl t é to bakalářské 
práce a sice nalezení takového p lanárn ího mechanismu s filtrací (4,7), k t e rý odpov ídá ge
ometrii cest. Toto vyhodnocen í a fakt, že pro každý mechanismus byla splněna doda t ečná 
podmínka nulovosti Lieových závorek dvou podmnož in z podprostoru V, nás vedlo k 
definování zobecněné p laná rn í geometrie cest. 

V poslední kapitole jsme vypočí tal i Hamiltonovu funkci, Christoffelovy symboly a 
sestavili rovnice normáln ích geodetik. Tyto rovnice jsou pro nás zaj ímavé, neboť jejich 
vyřešením je možné získat op t imáln í pohyb daného mechanismu. 
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Seznam použitých znaků a zkratek 
M množ ina reálných čísel 
c(ip) cos(<p) 

s(ip) sin(^) 
x časová derivace x 
u • v skalární součin vektorů u a v 
(u, v) skalární součin vektorů u a v 
[f, g] Lieova závorka vektorových polí / a g 
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