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Abstrakt

Tato práce se zabývá modelováńım toku výrobk̊u skrze úzká mı́sta pomoćı obyčejných di-
ferenciálńıch rovnic. Model vycháźı z hydrodynamické analogie. V práci jsou dále uvedeny
podmı́nky pro udržitelnost systému, tedy požadavky na nepřekročeńı jeho maximálńı ka-
pacity, aby tok výrobk̊u mohl neustále procházet daným mı́stem. Pomoćı modelu jsou v
práci dále spočteny př́ıklady pro r̊uzné systémy.

Abstract

This thesis deals with modelling of the flow of products through systems involving bott-
lenecks using ordinary differential equations. The model is based on a hydrodynamics
analogy. Further, the conditions for the sustainability of a system, that is the require-
ments needed not to exceed the maximal capacity, so that the flow of products can flow
continuously through the given spot. A model is used to solve examples for varying sys-
tems.
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1 Úvod

Modelováńı pomoćı diferenciálńıch rovnic tvoř́ı oblast aplikaćı matematiky na nejr̊uzněǰśı
př́ırodńı, technické, ale i společenskovědńı odvětv́ı. Práce se zabývá popisem systémů s
úzkými mı́sty. Úzké mı́sto je spjato s přet́ıžeńım systému a vzniká v něm tehdy, pokud
jednotka doraźı na určité mı́sto dř́ıve, než ji je systém schopen zpracovat. T́ım je dále
zp̊usobeno, že se začne na tomto mı́stě tvořit fronta a všechny jednotky procházej́ıćı t́ımto
mı́stem budou zpožděny. Problémem takového systému je, že mnohdy nemá potřebnou
kapacitu v úzkém mı́stě na to, aby se t́ımto problémem dokázal vypořádat a nepřehltil se.
Jako konkrétńı př́ıklad si můžeme představit dopravńı tok nebo výrobńı linku, kde úzké
mı́sto představuje např́ıklad zúžená komunikace nebo nedostatečná rychlost zpracováváńı
př́ıstroje na lince.

Popis problému lze řešit z několika úhl̊u pohledu. Makroskopický pohled nahĺıž́ı na
systém spojitě a na rozd́ıl od diskrétńıho mikroskopického se nezabývá chováńım jed-
notlivých jednotek procházej́ıćıch systémem. Existuj́ı i modely mesoskopické, které se
zaměřuj́ı na popis malých skupin jednotek ne tolik detailńımi rovnicemi. Této problema-
tice se v́ıce věnuje kniha [5]. V naš́ı práci se budeme zabývat modelem makroskopickým,
kde uplatňujeme podobnost s hydrodynamickým modelem a zákonem zachováńı.[2]

Ćılem práce je navázat a rozš́ı̌rit práci [1] zobecněńım některých situaćı, které popisuje.
Po částech konstantńı tok výrobk̊u lze zobecnit na obecnou funkci času, která může být
větš́ı, než maximálńı možný výkon pracovǐstě. Dále úzké mı́sto, muśı platit podmı́nky, za
kterých je ještě udržitelné. Pracovǐstě lze zapojit do soustavy, kde vztahy mezi pracovǐsti
mohou být dány pomoćı nekonstantńıch koeficient̊u. Pro všechny tyto př́ıpady je ćılem
vyslovit podmı́nky, pro které bude pracovǐstě ještě plnit svoji funkci a demonstrovat je
na př́ıkladech.
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2 Matematický aparát

V této kapitole si zavedeme základńı pojmy, definice a rovnice, ze kterých budeme v práci
vycházet.

2.1 Obyčejné diferenciálńı rovnice

Abychom mohli s modelem pracovat, muśıme si nejdř́ıve definovat pojmy souvisej́ıćı s
obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi. Na toto téma bylo napsáno mnoho učebńıch text̊u
a jiných publikaćı. Následuj́ıćı definice jsou citovány z [3] a [4].

Definice 2.1. Bud’ G podmnožina Euklidovského prostoru R2 a f reálná funkce, defino-
vaná na G. Rovnice

ẏ =
dy

dt
= f(t, y) (2.1)

se nazývá diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Definice 2.2. Řešeńım rovnice (2.1) se rozumı́ funkce y, která je diferencovatelná v
nějakém intervalu J a splňuje podmı́nky

[t, y(t)] ∈ G a ẏ = f(t, y) ∀t ∈ J. (2.2)

Definice 2.3. Bud’ [t0, y0] libovolný bod v G. Úloha určit řešeńı rovnice (2.1), které
splňuje počátečńı podmı́nku

y(t0) = y0, (2.3)

se nazývá počátečńı úloha (počátečńı problém).

Definice 2.4. Soustavu n diferenciálńıch rovnic

ẏ1 =f1(t1, y1, ..., yn)

ẏ2 =f2(t1, y1, ..., yn)

...

ẏn =fn(t, y1, ..., yn), (2.4)

kde funkce fk = (k = 1, .., n) jsou definovány na (n + 1)-rozměrné oblasti G ⊂ Rn+1,
nazýváme normálńı soustavou diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

Definice 2.5. Řešeńım normálńı soustavy (2.4) nazýváme každou skupinu n funkćı

y1, y2, ..., yn,

které jsou spojitě diferencovatelné na nějakém intervalu J a pro všechny body t ∈ J
vyhovuj́ı dané soustavě (2.4).
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2.2 Hydrodynamický model

2.2.1 Pojmy

Dále v práci budeme použ́ıvat i několik pojmů, vycházej́ıćı z hydrodynamické analogie,
kterou si nyńı poṕı̌seme. Budeme se zabývat modelem výrobńı linky, která je složena z
několika pracovǐst’. Tato pracovǐstě budou zpracovávat výrobky, podobně jako je tomu
v manufaktuře. Každé tedy zpracuje část výrobku a pak ho pošle na jiné pracovǐstě, na
kterém bude zpracována jiná část výrobku. V prvńı části práce se budeme zabývat mo-
delem jednoho pracovǐstě a ve druhé model zobecńıme pro obecnou soustavu.

Představme si pracovǐstě jako nádobu s otvorem, do které přiléváme tekutinu a ta
vlivem svoj́ı t́ıhy z nádoby vytéká. Obecně plat́ı, že se výtoková rychlost měńı s množstv́ım
kapaliny v nádobě. Lze ale odvodit takový tvar nádoby, pro který bude výtoková rychlost
konstantńı (podrobněji v [1]). Nyńı si vysvětĺıme pojmy a značeńı, se kterými budeme v
práci později pracovat.

Veličinu označuj́ıćı př́ıtok kapaliny do dané nádoby označmeQp a budeme předpokládat,
že Qp(t), tedy př́ıtok je proměnný v čase t. Dále definujeme také v čase proměnnou veličinu
Qv(t), která představuje výtok. Aktuálńı množstv́ı kapaliny v čase t, které se v nádobě
nacháźı při jej́ım pr̊uchodu označ́ıme V (t), a jako posledńı dvě veličiny definujeme Q∗ a
V ∗, což jsou maximálńı možný výtok z nádoby a jej́ı celkový objem. Ty jsou na rozd́ıl od
předchoźıch veličin konstantńı. Nádoba se tedy v čase nijak neměńı. Faktory jako vnitřńı
třeńı nebo energetické ztráty při výtoku zanedbáme. Plat́ı zde zákon zachováńı hmoty a
rovnice kontinuity.

Výše zmı́něné veličiny přeformulujeme pro použit́ı v našem modelu. Veličině Qp(t)
budeme ř́ıkat př́ıkon a znač́ı množstv́ı výrobk̊u, které aktuálně přicháźı na pracovǐstě.
Analogicky Qv(t) je jeho výkon a ř́ıká, jaké množstv́ı za jednotku času pracovǐstě aktuálně
zpracovává. Nyńı připust’me, že má také svoje úložǐstě, které má určitou maximálńı ka-
pacitu. Tu označme V ∗. Pokud na pracovǐstě budou přicházet výrobky rychleji, než je
dokáže zpracovávat, budou se na něm hromadit. Je to tedy analogie k celkovému ob-
jemu nádoby. Aktuálńı stav fronty výrobk̊u čekaj́ıćıch na zpracováńı označme V (t). Na-
konec definujeme veličinu Q∗, což je maximálńı možný výkon pracovǐstě. Stejně jako u
nádoby předpokládáme, že se kapacita ani maximálńı výkon v čase neměńı. Dále si také
vyp̊ujč́ıme vlastnost konstantńıho výtoku, tedy výkon pracovǐstě se neměńı v závislosti
na množstv́ı výrobk̊u nacházej́ıćıho se na úložǐsti, a nakonec předpokládáme, že se na
pracovǐsti pr̊uchodem, podobně jako v nádobě, výrobky nijak neztráćı.

V daľśıch kapitolách budeme v některých př́ıpadech použ́ıvat i pojem práce. Tento
pojem je hydrodynamickém modelu ekvivalentńı pojmu kapalina a v našem modelu bude
představovat výrobky, resp. jejich množstv́ı, které se pracovǐstěm zpracovávaj́ı. Veškeré
hodnoty těchto veličin budeme pro naši potřebu považovat za bezrozměrné

2.2.2 Rovnice pro pracovǐstě

Pro celý model uvažujeme, že funkce V (t), Qp(t), Qv(t) jsou omezené periodické funkce,
které jsou definované od nuly s periodou T ∈ R+ a plat́ı, že t ≥ 0.
Pro náš model plat́ı rovnice kontinuity, v diferenciálńım tvaru:

V̇ (t) = Qp(t)−Qv(t). (2.5)
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Je zřejmé, že výkon pracovǐstě je funkce jej́ıž hodnoty jsou závislé na jeho aktuálńım
stavu. Okamžitý výkon pracovǐstě Qv je tedy definován následuj́ıćım zp̊usobem:

Qv(t) =

{
Qp(t) ⇐⇒ V (t) = 0
Q∗i ⇐⇒ V (t) > 0.

(2.6)

Pokud na pracovǐsti neńı žádná nahromaděná práce V , funguje pak na stejný výkon
jaký na něj přicháźı př́ıkon. Jestliže nebude st́ıhat práci zpracovávat, začne se tvořit
fronta a pracovǐstě funguje na plný výkon, dokud se jej́ı velikost opět nebude rovnat
nule. Okamžitý výkon pracovǐstě tedy nemůže být nikdy větš́ı, než maximálńı možný
výkon a ř́ıd́ı se podle toho, zda-li se v daném okamžiku na pracovǐsti nacháźı fronta.
Předpokládejme, že v čase t = 0 se na pracovǐsti nenacháźı žádná počátečńı fronta. Pak
V (t) lze vyjádřit rovnićı:

V (t) = max(0,

∫ t

tj

Qp(τ)−Q∗dτ), t ∈ 〈tj, tj+1〉, j = 0, 1, 2 . . . , (2.7)

kde body tj jsou takové, že:

Qp(tj) = Q∗,

Qp(tj) > 0,∫ tj

tj−1

Qp(τ)−Q∗ < 0, (2.8)

kde t0 = 0. Předpis (2.7) ř́ıká, že fronta na pracovǐsti je bud’to nulová a nebo je
rovna

∫ t

tj
Qp − Q∗dτ přičemž tj jsou takové body, ve kterých zač́ıná fronta od nuly r̊ust.

Z předpisu (refpodminky) je vidět, že jsou tedy definovány rekurźı. Tyto body budeme
v daľśım textu označovat jako hraničńı, protože ohraničuj́ı časové úseky, kde se tvořila
fronta, která se později celá zpracovala.

Nyńı se budeme věnovat popisu chováńı tohoto systému z hlediska dynamiky.

3 Chováńı pracovǐstě

3.1 Podmı́nky udržitelnosti

V této kapitole se budeme zabývat modelem pro jedno pracovǐstě. V prvńı fázi přivedeme
na vstup obecnou funkci Q0(t), vyjadřuj́ıćı př́ıkon Qp(t) a dále budeme pracovǐstě sledovat
z hlediska udržitelnosti, kterou si ihned definujeme. Podmı́nky pro udržitelnost systému s
periodickým, po částech konstantńım zdrojem z [1] se daj́ı zobecnit i pro námi studovaný
př́ıpad. Dostáváme tedy podobnou definici:

Definice 3.1. Systém považujeme za udržitelný, pokud po celou dobu plat́ı podmı́nka:

V (t) ≤ V ∗,∀t ≥ 0. (3.1)

Tedy nahromaděná fronta na pracovǐsti muśı být vždy menš́ı, než je jeho maximálńı
kapacita.
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Je dobré si uvědomit, že se na tuto podmı́nku můžeme d́ıvat z krátkodobého a dlouho-
dobého časového hlediska. V prvńım př́ıpadě nás zaj́ımá pr̊uběh fronty V (t) na intervalu
prvńı a několika následuj́ıćıch n period. Budeme tedy zkoumat, zda-li na tomto intervalu
fronta nepřekroč́ı povolenou hodnotu. Pokud by byla podmı́nka splněna, ještě to ale ne-
znamená, že je systém udržitelný. Když se na něj pod́ıváme z dlouhodobého časového
hlediska, tak požadujeme, aby tato podmı́nka platila pro neomezený počet period. To lze
zaručit jednoduchým zp̊usobem. Pokud má tedy nerovnost (3.1) platit pro všechna t, tak
jej́ım d̊usledkem je, že

V (kT ) ≥ V ((k + 1)T ),∀k ≥ n. (3.2)

Od n-tého cyklu se tedy nesmı́ fronta na konćıch interval̊u periody zvětšovat.

Je otázkou, jakou nejmenš́ı hodnotu může mı́t n, abychom o systému mohl jistě ř́ıci,
že je udržitelný. Odpovědi na tuto otázku se budeme věnovat v následuj́ıćım textu, spolu
s matematickým vyjádřeńım podmı́nky udržitelnosti a to z krátkodobého a dlouhodobého
časového hlediska. Rozděĺıme si tedy tato odvozeńı na dvě části. Platnost rovnice (3.1)
pro prvńıch několik period nazveme v textu jako 1. podmı́nku udržitelnosti a platnost
jej́ıho d̊usledku (3.2) nazveme jako 2. podmı́nku udržitelnosti.

3.2 Odvozeńı podmı́nek

3.2.1 1. podmı́nka udržitelnosti

Prvńı bod definice (3.1) nám ř́ıká, že:

V (t) ≤ V ∗, ∀t ∈ 〈0, T 〉. (3.3)

Funkci fronty V (t) lze vyjádřit rovnićı (2.7). Protože tam byla ale definována na mı́ru (2.6)
pomoćı Q∗ a má poměrně složitý zápis, pro potřebu odvozeńı prvńı podmı́nky si ukážeme
postup vycházej́ıćı z rovnice kontinuity (2.5) pro obecný výtok Qv(t). Integrujeme tedy
(2.5) podle času τ mezi body 0 a t ∈ 〈0, T 〉:

V (t)− V (0) =

∫ t

0

Qp(τ)−Qv(τ)dτ. (3.4)

Počátečńı podmı́nku, tedy velikost fronty na počátku, lze zvolit libovolnou a jej́ımu
vlivu na udržitelnost se budeme věnovat v daľśı části práce. Pro naše odvozeńı polož́ıme
V (0) = 0 a dosad́ıme do (3.3):∫ t

0

Qp(τ)−Qv(τ)dτ ≤ V ∗, ∀t ∈ 〈0, T 〉 (3.5)

Je zřejmé, že to je námi hledané vyjádřeńı definice prvńı podmı́nky udržitelnosti (3.1).
Dále se však můžeme zabývat specifikováńım jednotlivých čas̊u, pro které nás bude tato
podmı́nka zaj́ımat. Lze totiž vyšetřit pr̊uběh funkce fronty V (t) a vybrat jej́ı maximálńı
hodnoty, pro které bude ještě nerovnice 3.5 platit. Nemuśıme tedy procházet všechny body
na periodě.

Označme M množinu všech čas̊u ti, i = 1, 2, 3...N , kde docháźı k lokálńımu maximu
funkce V (t). Pak je zřejmé, že se (3.5) změńı na tvar:

max
ti∈M

∫ ti

0

Qp(τ)−Qv(τ)dτ ≤ V ∗ (3.6)
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Tedy maximálńı integrál přes všechna ti, což je nejvyšš́ı okamžitá hodnota V (t), nesmı́
být větš́ı, než je maximálńı povolená hodnota V ∗. T́ım je definovaná prvńı podmı́nka
udržitelnosti. Pro ilustraci nyńı okomentujeme několik př́ıklad̊u vykreslené v softwaru
Maple. Algoritmus výpočtu budeme podrobněji rozeb́ırat v daľśı kapitole.
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3.2.2 Př́ıklad 1

Na obrázćıch 1 a 3 můžeme vidět vykreslené grafy pro funkci př́ıkonu zadaného následuj́ıćım
zp̊usobem:

Qp(t) =



65t 0 ≤ t ≤ 2

−50t 2 < t ≤ 4

80t− 450 4 < t ≤ 7

−60t+ 230 7 < t ≤ 15
2

32
3
t 15

2
< t ≤ 10.

Tento př́ıkon přivád́ıme na dvě r̊uzná pracovǐstě, která maj́ı stejný maximálńı výkon
Q∗ = 74, ale jiné kapacity úložǐstě. Prvńı pracovǐstě má kapacitu V1 = 80 a V2 = 50.
Pomoćı definice fronty (2.7) jsme sestrojili funkci V (t), která je vykreslena v obrázku 2 a
4.

Pro platnost prvńı podmı́nky muśı být zaručeno, že pro všechna t na intervalu 〈0, T 〉
plat́ı, že je V (t) ≤ V ∗. V př́ıpadě prvńıho pracovǐstě se fronta během prvńı periody
drž́ı po celou dobu pod maximálńı kapacitou svého pracovǐstě. Při vyšetřeńı hodnoty
lokálńıho maxima během periody u toho druhého bychom zjistili, že je podmı́nka porušena
a to hodnotou fronty na v čase T . V grafu ale vid́ıme, že přibližně už v čase t = 2, 6
dojde k prvńımu překročeńı povolené hodnoty. Nerovnice (3.6) tedy určuje platnost prvńı
podmı́nky, avšak vybraný bod ti nemuśı být bodem prvńım, kdy pracovǐstě přestane
být udržitelné. O prvńım pracovǐsti ještě nemůžeme rozhodnout, zda-li tuto vlastnost
udržitelnosti má, protože neńı vyšetřena platnost druhé podmı́nky. Ta prvńı je ale splněna.

Obr.: 1: Funkce Qp(t) a Qv(t) pracovǐstě 1

Obr.: 2: Funkce V (t) a V ∗1 pracovǐstě 1

Obr.: 3: Funkce Qp(t) a Qv(t) pracovǐstě 2

Obr.: 4: Funkce V (t) a V ∗2 pracovǐstě 2

3.2.3 Př́ıklad 2

Na daľśı čtveřici obrázk̊u vid́ıme veličiny dvou pracovǐst’, na která přivád́ıme stejné př́ıkony

Qp(t) = −t6 + 17 · t5 − 95, 75 · t4 + 175, 75 · t3 + 55, 5 · t2 − 234 · t+ 220, t ∈ 〈0, T = 10〉.

Obě pracovǐstě maj́ı stejnou maximálńı kapacitu V ∗ = 300. Lǐśı se ale jejich nejvyšš́ı
možné výkony. Plat́ı, že Q∗1 = 200 a Q∗2 = 240. Druhé pracovǐstě tedy bude přicházej́ıćı
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práci zpracovávat bez problému a k porušeńı podmı́nky nedojde. V obrázku 6 je vidět,
že i relativně malá změna maximálńıho výkonu, o jednu pětinu, velkým zp̊usobem ovlivńı
vlastnosti pracovǐstě. V obrázku 5 a 7 dále můžeme spatřit rozd́ıl ve výkonech obou
pracovǐst’. Téměř celou periodu prvńıho pracovǐstě tvoř́ı výkon Q∗1 zat́ımco z pr̊uběhu
funkce fronty druhého pracovǐstě vid́ıme, že během periody se fronta ještě stihne celá
zpracovat a tedy výkon ještě klesne na hodnotu Qp(t). Intuitivně bychom tedy mohli ř́ıci,
že bude pravděpodobně platit i druhá podmı́nka, protože fronta je na začátku i konci
periody nulová a tedy se určitě nebude zvětšovat.

Obr.: 5: Funkce Qp(t) a Qv(t) pracovǐstě 1

Obr.: 6: Funkce V (t) a V ∗1 pracovǐstě 1

Obr.: 7: Funkce Qp(t) a Qv(t) pracovǐstě 2

Obr.: 8: Funkce V (t) a V ∗2 pracovǐstě 2

Software Maple při vykreslováńı grafu funkce Qv(t) spojuje jednotlivé funkčńı hodnoty
čarou. V bodech, kde docháźı ke změně Qv(t) z Q∗ na Qp(t) je změna skoková a jsou zde
tedy body nespojitosti. Je dobré si uvědomit, že ke skoku docháźı vždy z větš́ıho Q∗ na
menš́ı Qp(t) a nikdy naopak.

Nyńı se budeme zabývat časově dlouhodobým pr̊uběhem jednotlivých funkćı, tedy
druhou podmı́nkou udržitelnosti.

3.2.4 2. podmı́nka udržitelnosti

Prvńı podmı́nka hovoř́ı o tom, že se nikdy v pr̊uběhu periody nesmı́ stát, že se systém
přehlt́ı. Mohlo by se ale stát, že fronta v čase T , která může být menš́ı než V ∗, se během
následuj́ıćıho cyklu nedokáže zpracovat. Z toho plyne, že by se v daľśıch cyklech prvńı
podmı́nka porušila. Chceme tedy zaručit, aby fronta, která by se v dlouhodobém měř́ıtku
vytvářela, nerostla a pokud možno klesala dokud ji pracovǐstě celou nezpracuje. Jako kon-
trolńı body, ve kterých budeme sledovat toto klesáńı zvoĺıme koncové body period.

Na pracovǐstě přivedeme počátečńı frontu a sledujeme ho při práci. Pro splněńı druhé
podmı́nky požadujeme aby platilo:

V (kT ) ≥ V ((k + 1)T ), k = 1, 2, .... (3.7)

Předpokládáme tedy, že pracovǐstě pracovalo po několik cykl̊u a od k-tého cyklu se již
fronta na konćıch nebude zvětšovat. Tuto podmı́nku se pokuśıme přeformulovat pomoćı
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námi známých veličin pro pracovǐstě tedy V (0), Qp(t) a Q∗.

Vyjdeme z rovnice kontinuity (2.5) a jej́ıho tvaru po integrováńı (3.4). Bude platit, že∫ kT

(k−1)T
V̇ dt = V (kT )− V ((k − 1)T ) =

∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt−

∫ kT

(k−1)T
Qv(t)dt (3.8)

Z této rovnice si můžeme vyjádřit člen V (kT ) a dosadit ho do nerovnice (3.7).

V (kT ) =

∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt−

∫ kT

(k−1)T
Qv(t)dt+ V ((k − 1)T )

Obdobným zp̊usobem zintegrujeme rovnici (2.5) pro k o jedničku vyšš́ı a dosad́ıme za
pravou stranu nerovnice.

V ((k + 1)T ) =

∫ (k+1)T

kT

Qp(t)dt−
∫ (k+1)T

kT

Qv(t)dt+ V (kT )

Dostáváme vztah:∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt−

∫ kT

(k−1)T
Qv(t)dt+V ((k−1)T ) ≥

∫ (k+1)T

kT

Qp(t)dt−
∫ (k+1)T

kT

Qv(t)dt+V (kT ).

Obecně se pro náš systém, na rozd́ıl od výkonu, př́ıkon neměńı a pro všechny periody je
stejný, lze tedy členy s př́ıkonem odeč́ıst. Rovnici dále uprav́ıme separaćı front a výkon̊u.∫ (k+1)T

kT

Qv(t)dt−
∫ kT

(k−1)T
Qv(t)dt ≥ V (kT )− V ((k − 1)T )

Pravou stranu můžeme opačným zp̊usobem přepsat jako zintegrovanou rovnici kontinuity
v meźıch od (k − 1)T a kT .∫ (k+1)T

kT

Qv(t)dt−
∫ kT

(k−1)T
Qv(t)dt ≥

∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt−

∫ kT

(k−1)T
Qv(t)dt

Odečteńım stejných člen̊u dostáváme vztah:∫ (k+1)T

kT

Qv(t)dt ≥
∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt

Tuto rovnici bychom mohli interpretovat tak, že výkon v určité periodě muśı být vyšš́ı,
než byl př́ıkon v té předchoźı.

Důsledkem definice př́ıkonu do pracovǐstě (2.6) je, že jeho právě odváděná práce
nemůže být nikdy větš́ı, než jeho maximálńı výkon, bude tedy jistě platit, že:∫ (k+1)T

kT

Q∗dt ≥
∫ (k+1)T

kT

Qv(t)dt ≥
∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt

Maximálńı výkon je konstantńı, můžeme ho tedy zintegrovat v meźıch periody. Pokud
tedy požadujeme, aby od k-tého cyklu fronta v daľśıch cyklech na konci jejich period
nerostla, plat́ı podmı́nka:

Q∗T ≥
∫ kT

(k−1)T
Qp(t)dt (3.9)
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Vlastnost́ı našeho pracovǐstě je to, že př́ıkon je stejný ve všech periodách. Hodnota
integrálu přes prvńı periodu je tedy stejná jako pro všechny daľśı. T́ım dostaneme tvar
druhé podmı́nky udržitelnosti pro systém jednoho pracovǐstě:

Q∗T ≥
∫ T

0

Qp(t)dt. (3.10)

Z podmı́nky jsme dostali vztah, který plat́ı i pro nejmenš́ı k, k = 1. Pokud má tedy fronta
na pracovǐsti klesat, muśı tedy tak činit již ve druhém cyklu, tedy V (T ) ≥ V (2T ).

3.2.5 Př́ıklad 3

Představme si pracovǐstě o maximálńı kapacitě úložǐstě V ∗, které může podávat nejvyšš́ı
možný výkon Q∗. Na něj budeme přivádět př́ıkon Qp(t) a počátečńı frontu zvoĺıme nulo-
vou. Z nerovnosti (3.10) plyne, že mohou nastat tři př́ıpady chováńı pracovǐstě:

1. Ostrá nerovnost. Pokud plat́ı, pak se fronta na konćıch periody bude neustále
zmenšovat do té doby, než se neustáĺı na určité hodnotě.

2. Rovnost. Při ńı se tedy také fronta muśı ustálit na stejné hodnotě, avšak pr̊uběh
V (t) se lǐśı od předchoźıho př́ıpadu, protože potenciálńı množstv́ı práce, které je
systém schopen zpracovávat se sice neměńı, ale množstv́ı práce, které se na pra-
covǐsti na konci periody vyskytne má přesně takovou hodnotu, že ho systém akorát
v jednom okamžiku zpracuje celé a ihned přicháźı množstv́ı nové.

3. Třet́ım př́ıpadem je neplatnost vztahu (3.10). Na pracovǐstě tedy přicháźı ta-
kové množstv́ı práce, že se na konci každé periody postupně bude hromadit jeho
nezpracovaná část.

Důsledkem nerovnice je, že tyto řečené možné vlastnosti systému nejsou závislé na
počátečńı podmı́nce. Je ale d̊uležité si uvědomit, že počátečńı podmı́nka může ovlivnit
platnost prvńı podmı́nky udržitelnosti, pokud zp̊usob́ı, že nechá vzniknout bodu, kde bude
V (t) ≥ V ∗. Ukážeme si nyńı několik př́ıklad̊u pro tyto tři možnosti chováńı systému a pro
r̊uzné počátečńı podmı́nky.

Mějme pracovǐstě, které má Q∗ = 270 a V ∗ = 400. Na něj přivád́ıme př́ıkon

Qp
1(t) = −t6 + 17 · t5 − 95, 75 · t4 + 175, 75 · t3 + 55, 5 · t2 − 234 · t+ 280, t ∈ 〈0, T = 6〉.

Na obrázćıch 9 a 10 jsou vykresleny funkce př́ıkonu, výkonu a fronty pro tuto kombinaci
parametr̊u. Jako počátečńı frontu jsme na pracovǐstě přivedli V1(0) = 50. Z hlediska klasi-
fikace systému se jedná o třet́ı př́ıpad, což snadno zjist́ıme dosazeńım hodnot do nerovnice.
Můžeme tedy pozorovat, že na konci z každého po sobě jdoućıch cykl̊u se fronta zvedne
u stejnou určitou hodnotu. Tvar funkce Qp(t), zp̊usob́ı, že se k této hodnotě nepřičte i
hodnota počátečńı fronty, protože j́ı pracovǐstě v prvńım cyklu ještě celou zpracuje. Ne-
dokáže si však poradit s pozděǰśım př́ıchodem práce. Ve druhé periodě tedy hodnota fronty
přeroste maximálńı povolenou hodnotu. Pro tento př́ıkon pracovǐstě neńı udržitelné.

Ve vedleǰśıch dvou obrázćıch ale můžeme sledovat př́ıkon práce, který už pracovǐstě
velmi dobře dokáže zpracovávat.

Qp
2(t) = −0.5·(−t6+17·t5−95, 75·t4+175, 75·t3+55, 5·t2−234·t)+280, t ∈ 〈0, T = 6〉.

21



Obr.: 9: Funkce Qp
1(t) a Qv

1(t) pracovǐstě 1

Obr.: 10: Funkce V (t) a V ∗ pracovǐstě 1

Obr.: 11: Funkce Qp
2(t) a Qv

2(t) pracovǐstě 2

Obr.: 12: Funkce V (t) a V ∗ pracovǐstě 2

Počátečńı frontu V2(0) = 200, kterou jsme na toto pracovǐstě přivedli, pracovǐstě zpracuje
už během prvńı periody. Jeho potenciál zpracovávat, tedy poměr mezi stranami nerovnice
(3.7), je ale při tomto př́ıkonu značně velký, takže pokud bychom jako počátečńı frontu
zvolili hodnotu bĺızkou maximálńı možné frontě, tak by ji během několika málo period
rychle zpracoval. Pro tento př́ıkon je tedy pracovǐstě udržitelné.

3.2.6 Př́ıklad 4

Na tomto př́ıkladu si ilustrujeme, jak pro pracovǐstě, stejných parametr̊u jako v předchoźım
př́ıpadě, bude mı́t vliv počátečńı fronta. Funkce př́ıkonu pro toto pracovǐstě je:

Qp(t) = −1.5·(−t6+17·t5−95, 75·t4+175, 75·t3+55, 5·t2−265, 5·t)+280, t ∈ 〈0, T = 6〉.

Obr.: 13: Funkce Qp
1(t) a Qv

1(t) pracovǐstě 1

Obr.: 14: Funkce V (t) a V ∗ pracovǐstě 1

Obr.: 15: Funkce Qp
2(t) a Qv

2(t) pracovǐstě 2

Obr.: 16: Funkce V (t) a V ∗ pracovǐstě 2
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V prvńım př́ıpadě na pracovǐstě přivád́ıme frontu V1(0) = 350 a ve druhém necháváme
pracovǐstě v čase nula prázdné. Z hlediska platnosti nerovnosti se jedná o druhý př́ıpad.
Př́ıkon má tedy takový pr̊uběh, že by ho pracovǐstě akorát zvládalo zpracovávat. Ne-
plat́ı však prvńı podmı́nka udržitelnosti, protože již během prvńı periody, i pro nejmenš́ı
možnou počátečńı podmı́nku, fronta na pracovǐsti přesáhne kapacitu úložǐstě.

Pokud bychom se nezaměřili na vliv počátečńı podmı́nky na tento systém, tak můžeme
vidět že v prvńım př́ıpadě je V1(0) tak velká, že k nesplněńı podmı́nky dojde dř́ıve, v tom
druhém. Fronta, která se v prvńım př́ıpadě na konci periody vytvoř́ı je součet fronty, která
by tam se vytvořila, kdyby žádná počátečńı fronta nebyla, a zbylé počátečńı fronty, která
se zpracovat nedokázala. Systém neńı udržitelný.

4 Soustava v́ıce pracovǐst’

V předchoźı kapitole jsme popsali, jak se při chodu pracovǐstě chová. Nyńı tento mo-
del rozš́ı̌ŕıme a vytvoř́ıme systém několika takovýchto pracovǐst’ a budeme se zabývat
podmı́nkami pro udržitelnost systému podle předchoźı kapitoly. Odvozeńı bude vycházet
ze zobecněńı modelu v [1]. Nejprve si uvedeme značeńı, které budeme použ́ıvat.

Rovnice kontinuity, která platila pro jedno pracovǐstě, muśı platit pro každé ze systému
samostatně. Oč́ıslujeme je tedy indexy i, i = 1, 2, .., N , kdeN je počet pracovǐst’ v soustavě,
a rovnici kontinuity, která pro ně plat́ı přeṕı̌seme na tvar:

V̇i(t) = Qp
i (t)−Qv

i (t) (4.1)

T́ımto zp̊usobem označ́ıme i všechny veličiny z předchoźı části, tedy na i-tém pracovǐsti
bude fronta Vi(t), maximálńı výkon, co dokáže zpracovat, bude Q∗ a maximálńı kapacitu
budeme značit V ∗.

Nyńı se budeme zabývat jejich propojeńım. V obecném př́ıpadě se může ze kteréhokoliv
pracovǐstě na jiné přesouvat libovolné množstv́ı práce včetně sebe sama. To, jaká část se
z jednoho j-tého pracovǐstě do druhého i-tého právě přesouvá, budeme značit pomoćı
koeficient̊u αji(t) ∈ 〈0, 1〉. Dále můžeme uvažovat, že umı́stěńı vstupu práce, resp. mı́sta,
kam výrobky poprvé přidáme do soustavy, může být na kterémkoliv pracovǐsti a to do-
konce tak, že na libovolném z nich může být přidávána určitá část a tu můžeme čase
měnit. Označme tedy koeficientem βi(t) poměrné množstv́ı práce, které budeme přivádět
ze zdroje na i-té pracovǐstě. Označme Q0(t) jako vstupńı př́ıkon do soustavy.
Je zřejmé, že pokud bude z j-tého pracovǐstě vycházet výkon Qv

j (t) a bude přecházet na
i-té pracovǐstě, tak plat́ı že Qv

j (t) = Qp
i (t). Např́ıklad pro prvńı pracovǐstě v soustavě pro

N = 3 plat́ı rovnice kontinuity:

V̇1(t) = β1(t) ·Q0(t) + α11(t) ·Qv
1(t) + α21(t) ·Qv

2(t) + α31(t) ·Qv
3(t)−Qv

1(t)

Lze tedy přepsat př́ıkon do pracovǐst’ pomoćı výkon̊u Qv
j (t), tedy výkon̊u pracovǐst’ spo-

jených s i-tými, a pomoćıQ0(t), vstupńıho př́ıkonu. Pak pro i-té pracovǐstě plat́ı následuj́ıćı
rovnice pro velikost fronty, vycházej́ıćı z (4.1):

V̇i(t) = βi(t) ·Q0(t) +
N∑
j=1

αji(t) ·Qv
j (t)−Qv

i (t), i = 1, 2, .., N, (4.2)
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Pokud budou spojena jen některá pracovǐstě a př́ıkon ze zdroje bude vstupovat také
jen na určitých mı́stech, je zřejmé, že odpov́ıdaj́ıćı koeficienty α a β budou nulové. Pro
větš́ı názornost si (4.2) přeṕı̌seme do maticového tvaru:

V̇ = BQ0 + AQ−Q = BQ0 + (A− E)Q, (4.3)

V̇ =


V̇1(t)

V̇2(t)
...

V̇N(t)

 , B =


β1(t)
β2(t)

...
βN(t)

 , Q =


Qv

1(t)
Qv

2(t)
...

Qv
N(t)

 ,

A− E =


α11(t)− 1 α21(t) · · · αN1(t)
α12(t) α22(t)− 1 αN2(t)

...
. . .

...
α1N(t) α2N(t) · · · αNN(t)− 1

 ,

kde A je matice koeficient̊u αji(t), B vektor koeficient̊u βi, vektor výkon̊u pracovǐst’ je Q

a vektor derivaćı front je V̇ .
Popǐsme si nyńı jednotlivé členy. V řádćıch matic vid́ıme, že prvńı dva členy vyjadřuj́ı

aktuálńı př́ıkon do pracovǐstě a třet́ı člen jeho okamžitý výkon. Aby platily zákon za-
chováńı hmoty a rovnice kontinuity je zřejmé, že:

N∑
j=1

αji = 1, i = 1, 2, ...N.

tedy pro všechna pracovǐstě muśı platit, že se na nich práce nesmı́ ztrácet a dále že:

N∑
i=1

βi = 1,

tedy nemůžeme v soustavě mı́t větš́ı ani menš́ı př́ıkon, než je celé Q0(t). Jak už bylo řečeno,
výkony pracovǐst’ jsou závislé na jednotlivých parametrech soustavy Q0(t), αij(t), βi(t), což
jsou periodické funkce. Obecně nemuśı mı́t stejnou periodu, avšak pokud je dosad́ıme do
rovnice (4.2), pak bude mı́t fronta periodu rovnou nejmenš́ımu společnému násobku pe-
riod těchto parametr̊u. Dále jsou tedy výkony závislé i na parametrech pracovǐst’ Q∗i ,
protože tato hodnota spolu s Qp

i ř́ıd́ı velikost Vi(t). Pro daľśı analýzu je tedy potřeba
zjistit pr̊uběhy jednotlivých výkon̊u pracovǐst’. Zp̊usob jejich určeńı se lǐśı v závislosti na
tvaru matice s koeficienty αji(t).

V obecném př́ıpadě jsou αji(t) splňuj́ıćı j > i nenulové. Pak by platilo, že by př́ıkony
do pracovǐstě byly závislé všechny navzájem a popisovala by je soustava integrálńıch rov-
nic, které bychom pro určeńı vektoru Q museli vyřešit. V této práci se touto variantou
zabývat nebudeme a zaměř́ıme se na následuj́ıćı př́ıpad.

Předpokládáme, že pracovǐstě budou umı́stěna pod sebou a nebude docházet k tomu, že
se práce bude ze spodńıho přesouvat do horńıho, takže matice A bude dolńı trojúhelńıková,
protože členy αji(t) = 0, ∀j > i. Koeficienty muśı být také kladné na intervalu periody,
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protože požadujeme tok jenom jedńım směrem. Dı́ky tomu lze výkon i-tého pracovǐstě
vyjádřit přes definici (2.6) pomoćı výkon̊u pracovǐst’ s ńım spojených. Můžeme tedy jed-
noduše spoč́ıtat vektor výkon̊u Q.

Výkon, který určuje diagonálńı člen, lze vyjádřit z rovnice kontinuity toho samého
i-tého pracovǐstě t́ım, že tento diagonálńı člen ho nebudeme v sumě (4.2) sč́ıtat, ale
přičteme ho ke členu výkonu, který následovně můžeme vytknout. Např́ıklad pro př́ımé
spojeńı dvou nádob pod sebou pak bude rovnice vypadat takto:

V̇2(t) = β2(t) ·Q0(t) + α12(t) ·Qv
1(t)− [1− α22(t)] ·Qv

2(t)

Diagonálńı člen tedy zdánlivě zmenšuje výkon pracovǐstě. Nyńı budeme dále analyzovat
soustavu pracovǐst’ z hlediska udržitelnosti.

4.1 1. podmı́nka udržitelnosti

Pro určité vlastnosti jednotlivých pracovǐst’ jako je jejich maximálńı výkon Q∗i nebo
množstv́ı př́ıkonu na ně přicházej́ıćı, což určuj́ı koeficienty Qv

i · αji, by se mohlo stát,
že povolená fronta na některém z nich přesáhne povolenou hranici. Obecně tedy každé
pracovǐstě muśı splňovat podmı́nku (3.2.1). Jej́ı zápis z této kapitoly akorát uprav́ıme pro
soustavu.

Pro i-té pracovǐstě muśı podmı́nka nepřekročeńı fronty nad maximálńı povolenou hod-
notu na intervalu periody:

V ∗i ≥ max
tk∈Mi

∫ tk

0

Qp
i (τ)−Qv

i dτ i = 1, 2...N, (4.4)

kde V ∗i je maximálńı povolená délka fronty i-tého pracovǐstě a tk ∈ Mi znač́ı časy, ve
kterých docháźı k lokálńımu maximu fronty daného pracovǐstě a které patř́ı do jednot-
livých množin nálež́ıćı každému pracovǐsti, obdobně jako v (3.2.1). Po dosazeńı do (4.2)
dostáváme finálńı vztah:

V ∗i ≥ max
tk∈Mi

∫ tk

0

βi(t) ·Q0(t) +
N∑
j=1

αji(t) ·Qv
j (t)−Qv

i (t), i = 1, 2, .., N. (4.5)

Je dobré si uvědomit, že součin koeficient̊u a výkon̊u pracovǐst’ je funkce, která muśı
být integrovatelná. Vzhledem k tomu, že je podmı́nka (3.6) definovaná pro libovolnou
omezenou funkci vstupńıho př́ıkonu Q0(t), tedy Qp

i (t) = f(Q0(t)) a Qv
i (t) = f(Q0(t)), tak

se po vynásobeńı výkon̊u a př́ıkon̊u jednotlivými koeficienty d́ıky tomu podstata problému
nezměńı. Součiny budou stále funkćı vstupńıho př́ıkonu Q0(t).

4.2 2. podmı́nka udržitelnosti

Obdobně jako v předchoźım odstavci, aby byl systém dlouhodobě udržitelný, tedy aby
prvńı podmı́nka platila i po několika daľśıch cyklech, tak muśı být druhá podmı́nka
udržitelnosti 3.2.4 splněna v celé soustavě. Pro i-té pracovǐstě pak tedy plat́ı podmı́nka v
tomto tvaru: ∫ kT

(k−1)T
Qp

i (t)dt ≤ Q∗iT i = 1, 2...N, (4.6)
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kde Qp
i (t) je př́ıkon do i-tého pracovǐstě. Jak již bylo řečeno dř́ıve, pokud je A dolńı

trojúhelńıková, pak lze tyto výkony postupně vyjádřit pomoćı výkon̊u pracovǐst’ s indexem
o jednu nižš́ı. Z hlediska potenciálu zpracovat frontu pro určitý př́ıkon, se bude soustava
chovat stejně jako v (3.2.4).

Věnujme ještě pozornost obecnému zápisu (4.6). V obecném př́ıpadě pro každé pra-
covǐstě jistě muśı existovat takové k, od kterého se, pro splněńı podmı́nky, muśı fronty na
konćıch period zmenšovat, až se ustáĺı na určité hodnotě. Vzhledem k tomu, že dopředu
nev́ıme jaký pr̊uběh budou jednotlivé př́ıkony resp. výkony pracovǐst’ mı́t, nelze ihned
udělat závěr, že toto k bude pro všechny pracovǐstě stejné. Může nastat př́ıpad, kdy koe-
ficienty αji zp̊usob́ı, se na pracovǐsti vytvoř́ı takový pr̊uběh fronty, který začne vykazovat
periodické chováńı až po nějaké době, která může být zcela odlǐsná mezi pracovǐsti. Proto
muśıme definovat druhou podmı́nku v takto obecném tvaru a ne pro interval 〈0, T 〉 tak,
jako ve třet́ı kapitole.

Ukážeme si nyńı na př́ıkladu chováńı soustavy proN = 3, kde A je dolńı trojúhelńıková
matice.

4.3 Př́ıklad

Mějme soustavu pracovǐst’ zadanou těmito parametry:

A =

 t
6

+ 1
4

0 0
−t
4

+ 1
2

0 0
t
12

+ 1
4

1 1

 ,B =

 t
10

+ 1
2

0
−t
10

+ 1
2

 , V ∗ =

8
3
7

 ,Q =

2
5
4

 , Q0(t) = t, t ∈ 〈0, 1〉.

Pomoćı těchto parametr̊u si můžeme vypsat rovnice kontinuity, která plat́ı pro jednot-
livá pracovǐstě.

V̇1 = Q0(t) · β1 − (1− α11)Q
v
1(t)

V̇2 = α12 ·Qv
1(t)−Qv

2(t)

V̇3 = Q0(t) · β3α13 ·Qv
1(t) + α23 ·Qv

2(t)−Qv
3(t)

Postup pro řešeńı výtok̊u soustavy je stejný jako pro výtok jednoho pracovǐstě. Stejným
postupem, jako při výpočtu pro jedno pracovǐstě, vyjádř́ıme pomoćı maximálńıch možných
výkon̊u funkci fronty V1(t). Poté již neńı problém vykreslit graf fronty, výkonu a výtoku
pro prvńı nádobu. T́ımto postupem pokračujeme dále, abychom vyjádřili všechny výkony
všech pracovǐst’. Poté můžeme dosadit do podmı́nek pro udržitelnost systému.

V tomto př́ıpadě však z technických d̊uvod̊u nelze př́ıklad dořešit. Software Maple
totiž nedokáže provádět operace s proměnnými, které se vyskytuj́ı v našem algoritmu a
při poč́ıtáńı hraničńıch bod̊u druhého pracovǐstě se zastav́ı. Výkon prvńıho pracovǐstě se
totiž v Maplu vyjádř́ı jako funkce, která je definovaná po tolika částech, že už ji neńı
možné zintegrovat a zjistit, kdy je tento integrál záporný.

5 Algoritmizace a výpočty pomoćı modelu

V této kapitole se budeme věnovat algoritmům, pomoćı kterých řeš́ıme pr̊uběhy funkćı
výkonu, př́ıkonu a fronty.
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Definováńı V(t) Jak již bylo řečeno v (2.5), pro definováńı V (t) pomoćı maximálńıho
možného výkonu pracovǐstě je potřeba tuto funkci definovat po částech, které budou mezi
hraničńımi body.

Pro hraničńı body plat́ı (2.8). Pokud však budeme cht́ıt vźıt v úvahu V (0) 6= 0, je
potřeba tuto počátečńı frontu ve výpočtu zohlednit.

Pomoćı prvńıch dvou rovnic v (2.8) bychom spočetli takové body, ve kterých fronta
roste, protože se Qp(t) měńı na Q∗. T́ım ale neńı zaručeno, že v nich fronta roste od nuly.
To zaruč́ı právě třet́ı rovnice, protože pokud nastala situace, že fronta dosáhla nuly, tak
od tohoto okamžiku jde integrál

∫ t

tj−1
Qp(τ)−Q∗ do záporu.

Pokud chceme vyšetřit vliv počátečńı podmı́nky na r̊ust fronty mezi t0 a prvńım
hraničńım bodem, zintegrujeme rovnici kontinuity pro Qp(t) = Q∗,

V̄ (t)− V (0) =

∫ t

0

Qp(τ)−Q∗dτ (5.1)

kde t ∈ 〈0, t1〉 a V̄ (t) je funkce, která pro některé speciálńı př́ıpady odpov́ıdá frontě,
avšak obecně nemuśı, znač́ıme ji proto jako s pruhem. Pokud tedy požadujeme zápornost
integrálu, tedy V (t) < 0 pak z (5.1) plyne, že prvńı hraničńı bod najdeme z podmı́nek:

Qp(tj) = Q∗,

Qp(tj) > 0,∫ tj

tj−1

Qp(τ)−Q∗ + V (0) < 0. (5.2)

Počátečńı fronta tedy může zp̊usobit, že bod, který by bez ńı byl prvńı hranič́ı, už
tuto vlastnost mı́t nebude. Je zřejmé, že výpočtem prvńıho hraničńıho bodu s počátečńı
podmı́nkou dojde k tomu, že v tomto bodě už bude veškerá počátečńı fronta zpracovaná.
Daľśı body lze tedy spoč́ıtat již z (2.8).

Nyńı přejdeme k definováńı funkce pomocné funkce V ′(t). Tu definujeme zvlášt’ pro
prvńı úsek mezi body t0 a t1 a zvlášt’ pro všechny následuj́ıćı úseky.

V ′1(t) =

∫
Qp(t)−Q∗dt, t ∈ 〈t0, t1〉, V ′1(t1) = q0

q0 =

∫ t1

t0

Qp(t)−Q∗dt+ V (0)

Okrajovou podmı́nkou vyjadřujeme náš požadavek, že fronta má v hraničńım bodě t1 r̊ust
od nuly a bereme při tom v úvahu i počátečńı frontu. Okrajová podmı́nka nám tedy ř́ıká,
o kolik muśıme V ′(t) na každém úseku posunout tak, aby měla konec v hraničńım bodě.

Pro daľśı úseky bude platit:

V ′i (t) =

∫
Qp(t)−Q∗dt, t ∈ 〈ti−1, ti〉, V ′1(ti) = qi

qi =

∫ ti

ti−1

Qp(t)−Q∗dt.

Nyńı máme téměř vše, co potřebujeme pro definováńı funkce fronty V (t). Je zřejmé, že
funkce V ′(t) obsahuje záporné hodnoty. To neńı žádný problém, protože lze funkci fronty
definovat t́ımto zp̊usobem:

27



V (t) =

{
V ′(t) ∀t ≥ 0 : V ′(t) > 0
0 jinak

(5.3)

Definovali jsme tedy V (t) při uvažováńı nenulové počátečńı fronty a to pomoćı hraničńıch
bod̊u a maximálńıho výkonu Q∗. Na základě tohoto výpočtu lze dále definovat výkon a
zobrazit pr̊uběhy jednotlivých parametr̊u pracovǐstě. V př́ıloze jsou uvedeny skripty, po-
moćı kterých jsou vypočteny jednotlivé př́ıklady, které jsme si v této práci uváděli.
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6 Závěr

Ćılem této práce bylo rozš́ı̌rit model [1] pro širš́ı spektrum možných situaćı. V prvńıch ka-
pitolách jsme uvedli základńı rovnice a pojmy, ze kterých jsme dále čerpali při zobecňováńı
modelu.

Nejdř́ıve jsme se zaměřili na model jednoho pracovǐstě. Připustili jsme proměnný
př́ıkon v čase a vyslovili jsme podmı́nku udržitelnosti, tedy že fronta, která se na pra-
covǐsti během jeho cyklu vytvoř́ı, nesmı́ přesáhnout maximálńı povolenou hodnotu. Dále
jsme tuto podmı́nku zkoumali z krátkodobého a dlouhodobého hlediska.

V prvńı fázi jsme odvodili vztah, který muśı platit, pokud má být podmı́nka zaručena
pro prvńı periodu. Na př́ıkladech jsme si ukázali vliv parametr̊u př́ıkonu a maximálńıho
výkonu na funkci vyjadřuj́ıćı frontu, která se na pracovǐsti tvoř́ı. Porovnali jsme pr̊uběhy
front s maximálńı povolenou kapacitou a vyhodnotili platnost podmı́nky. Ukázali jsme, že
vztah, který ji ověřuje, má pouze informativńı charakter, protože nám neř́ıká nic o času,
kdy k porušeńı dojde nejdř́ıve.

Druhá fáze spoč́ıvala v určováńı podmı́nky pro dlouhodobou platnost podmı́nky udržitelnosti
pracovǐstě. Na základě našeho požadavku, že pro neporušeńı podmı́nky se muśı na konćıch
period zmenšovat nahromaděná fronta až do ustáleného stavu, jsme odvodili vztah. Poté
jsme s jeho pomoćı určili, jaký bude mı́t pracovǐstě charakter, pokud na něj přivád́ıme
r̊uzné funkce př́ıkon̊u, což jsme demonstrovali na př́ıkladech. Vysvětlili jsme také, jaký
význam má počátečńı fronta na chod pracovǐstě.

V daľśı kapitole jsme zobecnili model na soustavu pracovǐst’ a formulovali jsme obec-
nou podmı́nku udržitelnosti. Model soustavy v [1] jsme zobecnili uvažováńım časově
proměnných koeficient̊u αji a β. Prověřili jsme př́ıpad, kdy matice koeficient̊u A bude
dolńı trojúhelńıková, d́ıky čemž jsme mohli zjednodušit vyjádřeńı výkon̊u, které jednot-
livá pracovǐstě podávaj́ı. Pro naši volbu parametr̊u jsme se pokusili vyšetřit udržitelnost
soustavy, avšak z technických d̊uvod̊u jsme neuspěli.

Na tuto práci lze navázat např́ıklad uvažováńım proměnného maximálńıho výkonu či
přidáńım podmı́nky, že se fronta může po určitý čas pohybovat nad maximálńı povole-
nou hodnotou. Daľśım směrem jak práci rozš́ı̌rit, může být vyjádřeńı výkon̊u soustavy
pracovǐst’ pro plný tvar matice koeficient̊u A. Pro všechna tato zobecněńı lze zkoumat
podmı́nky pro udržitelnost systému.
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7 Př́ılohy

Skript pro ověřeńı prvńı podmı́nky:

NULL; \\

restart;

perioda := 6.8;

Qp_t := -(t+1)*t*(t-3/2)*(t-4)*(t-6)*(t-6.5)+220;

Qmax := 240;

Vmax := 300;

plot({Qmax, Qp_t}, t = 0 .. perioda);

Qp_x := subs(t = x, Qp_t);

f := diff(Qp_t, t);

Ti := 0;

T[0] := 0;

for i from 0 to 100 do

rovnice := {f>0,t>Ti,Qp_t=Qmax,t<= perioda,int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t)<0};

Ti := solve(rovnice);

if Ti = NULL then T[i+1] := perioda; maxI := i+1; break else

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do;

for i to maxI do

V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t);

c[i] := int(Qp_t-Qmax, t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i], t = T[i]));

V_help[i] := V_help[i]+c[i] end do;

V := 0;

for i to maxI do

V := piecewise(t >= T[i-1] and t <= T[i], V_help[i], V) end do;

V_graf := piecewise(V >= 0, V, 0);

Qv_t := piecewise(V <= 0, Qp_t, V > 0, Qmax);

plot([Qv_t, Qp_t], t = 0 .. perioda, y = 0 .. 450, legend = ["Qv(t)", "Qp(t)"],

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],

titlefont = ["Times New Roman", 18, bold], linestyle = [solid, solid],

color = [red, blue], thickness = [2, 3], font = [label, "Times New Roman", 18],

size = [1000, 400], tickmarks = [[0 = 0, 2 = 2, 4 = 4,

6 = 6, 8 = 8, perioda = "T"], default]);

plot([V_graf, Vmax], t = 0 .. perioda, y = 0 .. 450,

legend = ["V(t)", "V*"], legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],

linestyle = [solid, longdash],

color = ["Niagara LeafGreen", "Niagara Burgundy"], thickness = [3, 3],

font = [label, "Times New Roman", 18], size = [1000, 400],

tickmarks = [[0 = 0, 2 = 2, 4 = 4, 6 = 6, 8 = 8, perioda = "T"], default])

if maximize(V, t = 0 .. perioda) <= Vmax then

writeline(default, "Fronta neprekroci hranici") else

writeline(default, "Fronta prekroci hranici") end if
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Skript pro ověřeńı druhé podmı́nky

restart;

perioda := 6;

Qp_t := piecewise

(t >= 0 and t <= perioda,

-(.5*(t+1))*t*(t-3/2)*(t-4)*(t-6)*(t-6.5)+220,

t >= perioda and t <= 2*perioda,

-(.5*(t+1-perioda))*(t-perioda)*(t-3/2-perioda)*(t-4-perioda)*

*(t-6-perioda)*(t-6.5-perioda)+220,

t >= 2*perioda and t <= 3*perioda, -(.5*(t+1-2*perioda))*

(t-2*perioda)*(t-3/2-2*perioda)*

*(t-4-2*perioda)*(t-6-2*perioda)*(t-6.5-2*perioda)+220);

Qmax := 270;

V0 := 200;

Vmax := 400;

Qp_x := subs(t = x, Qp_t);

f := diff(Qp_t, t);

Ti := 0;

T[0] := 0;

maxI := 0;

for i from 0 to 0 do

rovnice := {f>0,t>Ti,Qp_t=Qmax,t<=3*perioda,int(Qp_x-Qmax,x=Ti .. t)+V0 <0};

Ti := solve(rovnice);

if Ti = NULL then T[i+1] := 3*perioda; maxI := i+1; break

else Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do;

for i to 10 do rovnice :=

{f > 0, t > Ti, Qp_t = Qmax, t <= 3*perioda,

int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t)< 0};

Ti := solve(rovnice);

"pozn. osetreni chyby programu, jinak bude neustale

pocitat tu samou hodnotu Ti"

if eval(t, Ti[1])=T[i] then Ti := eval(t, Ti[1])+0.1e-1;

i := i-1; next end if;

if Ti = NULL then T[i+1] := 3*perioda;

maxI := i+1; break else

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do;

if maxI = 0 then maxI := i+1; T[i+1] := 3*perioda end if;

for i to 1 do

V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t);

c[i] := int(Qp_t-Qmax,

t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i], t = T[i]));

V_help[i] := V_help[i]+c[i]+V0 end do;

for i from 2 to maxI
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do V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t);

c[i] := int(Qp_t-Qmax, t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i], t = T[i]));

V_help[i] := V_help[i]+c[i] end do;

V := 0;

for i to maxI do

V := piecewise(t >= T[i-1] and t <= T[i], V_help[i], V) end do;

V_graf := piecewise(V >= 0, V, 0);

Qv_t := piecewise(V <= 0, Qp_t, V > 0, Qmax);

K := 0;

plot([Qv_t, Qp_t], t = 0 .. 3*perioda,

y = 0 .. 500, legend = ["Qv(t)", "Qp(t)"],

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],

linestyle = [solid, solid],

color = [red, blue], thickness = [2, 3],

font = [label, "Times New Roman", 10],

font = [axes, "Times New Roman", 18],

size = [1000, 400],

tickmarks =

[[perioda = "T", 2*perioda = "2T", 3*perioda = "3T"], default]);

plot([V_graf, Vmax], t = 0 .. 3*perioda, y = 0 .. 500,

legend = ["V(t)", "V*"],

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],

linestyle = [solid, longdash],

color = ["Niagara LeafGreen", "Niagara Burgundy"],

thickness = [3, 3],

font = [label, "Times New Roman", 10],

font = [axes, "Times New Roman", 18],

size = [1000, 400],

tickmarks = [[perioda = "T", 2*perioda =

"2T", 3*perioda = "3T"], default]);

if evalf(maximize(V, t = 0 .. perioda)) <= Vmax then

writeline(default, "Fronta neprekroci hranici") else K := 1;

writeline(default, "Fronta prekroci hranici") end if;

if Qmax*perioda > int(Qp_t, t = 0 .. perioda) then

writeline(default, "Pocatecni fronta pujde k nule")

else if Qmax*perioda = int(Qp_t, t = 0 .. perioda) then

writeline(default,

"Pocatecni fronta se nikdy nezpracuje ale ani nebude narustat")

else K := 1;

writeline(default, "Fronta se bude neustale hromadit ") end if end if;

if K = 1 then writeline(default, "System neni udrzitelny,

je porusena jedna nebo obe z podminek") else
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writeline(default, "System je udrzitelny") end if;

Skript pro řešeńı fronty soustavy:

restart;

perioda := 5;

beta1 := (1/10)*t+1/2;

Qp_t := -(t+1/2)^2+6*(t+1/2)-1;

Qmax := 4;

Qp_x := subs(t = x, Qp_t);

f := diff(Qp_t, t);

Ti := 0;

T[0] := 0;

V_help := 0;

for i from 0 to 100 do

rovnice := {f > 0, t > Ti, Qp_t = Qmax,

t <= perioda, int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t) < 0};

Ti := solve(rovnice); if Ti = NULL then T[i+1] := perioda;

V_help[i+1] := piecewise(t >= T[i] and t <= T[i+1],

int(Qp_x-Qmax, x = T[i] .. t)); maxI := i+1; break else

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if;

V_help[i+1] := piecewise(t >= T[i] and t <= T[i+1],

int(Qp_x-Qmax, x = T[i] .. t)) end do;

%;

2

V_help := simplify(V_help);

plot({Qmax, Qp_t}, t = 0 .. 6);

for i to maxI do Qvhelp_t[i] :=

‘assuming‘([simplify(piecewise(V_help[i]

<= 0, Qp_t, V_help[i] > 0, Qmax))], [t >= T[i-1] and t <= T[i]]) end do;

Qv_t := 0;

V := 0;

for i to maxI do Qv_t := simplify(piecewise(t >= T[i-1] and

t <= T[i], Qvhelp_t[i], Qv_t)); V := simplify(piecewise(t >= T[i-1]

and t <= T[i], V_help[i], V)) end do;

V := simplify(piecewise(V < 0, 0, V >= 0, V));

plot({Qp_t, Qv_t, V}, t = 0 .. perioda);

NULL;

Qp2_t := Qv_t;

Qmax2 := 9/2;

Qp2_x := subs(t = x, Qp2_t);
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f2 := diff(Qp2_t, t);

Ti2 := 0;

T2[0] := 0;

V_help2 := 0;

for i from 0 to 100 do rovnice2 := {f2 > 0, t > Ti2, Qp2_t = Qmax2,

t <= perioda, int(Qp2_x-Qmax2, x = Ti2 .. t) < 0};

Ti2 := solve(rovnice2); if Ti2 = NULL

then T2[i+1] := perioda;

V_help2[i+1] := piecewise(t >= T2[i] and

t <= T2[i+1], int(Qp2_x-Qmax2,

x = T2[i] .. t)); maxI2 := i+1; break else Ti2 := eval(t, Ti2[1]);

T2[i+1] := Ti2 end if; V_help2[i+1] :=

piecewise(t >= T2[i] and t <= T2[i+1],

int(Qp2_x-Qmax2, x = T2[i] .. t)) end do;

%;

1

V_help2 := simplify(V_help2);

plot(Qp2_t, t = 0 .. 6);

for i to maxI2 do Qvhelp2_t[i] := ‘assuming‘

([simplify(piecewise(V_help2[i]

<= 0, Qp2_t, V_help2[i] > 0, Qmax2))],

[t >= T2[i-1] and t <= T2[i]]) end do;

Qv2_t := 0;

V2 := 0;

for i to maxI2 do Qv2_t :=

simplify(piecewise(t >= T2[i-1] and t <= T2[i],

Qvhelp2_t[i], Qv2_t)); V2 :=

simplify(piecewise(t >= T2[i-1] and t <= T2[i],

V_help2[i], V2)) end do;

V2 := simplify(piecewise(V2 < 0, 0, V2 >= 0, V2));

plot({Qp2_t, Qv2_t, V2}, t = 0 .. perioda);

NULL;

Qp3_t := Qv2_t;

Qmax3 := 5/2;

Qp3_x := subs(t = x, Qp3_t);

f3 := diff(Qp3_t, t);

Ti3 := 0;

T3[0] := 0;

V_help3 := 0;

rovnice3 := {f2 > 0, t > Ti3, Qp3_t = Qmax3,

t <= perioda,

int(Qp3_x-Qmax3, x = Ti3 .. t) < 0};

Ti3 := solve(rovnice3);

T3[i+1] := perioda; V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and

35



t <= T3[i+1], int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)); maxI3 := i+1;

for i from 0 to 100 do rovnice3 := {f2 > 0,

t > Ti3, Qp3_t = Qmax3,

t <= perioda, int(Qp3_x-Qmax3, x = Ti3 .. t)

< 0};

Ti3 := solve(rovnice3); if Ti3 = NULL then

T3[i+1] := perioda;

V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and t <= T3[i+1],

int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)); maxI3 := i+1;

break else Ti3 := eval(t, Ti3[1]); T3[i+1] := Ti3 end if;

V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and t <= T3[i+1],

int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)) end do;

Error, (in int) wrong number (or type) of arguments:

invalid options or option values passed to definite integration.

for i to maxI3 do Qvhelp3_t[i] := ‘assuming‘([simplify

(piecewise(V_help3[i] <= 0,

Qp3_t, V_help3[i] > 0, Qmax3))], [t >= T3[i-1] and t <= T3[i]]) end do;

Qv3_t := 0;

V3 := 0;

for i to maxI3 do Qv3_t :=

simplify(piecewise(t >= T3[i-1] and t <= T3[i],

Qvhelp3_t[i], Qv3_t)); V3 :=

simplify(piecewise(t >= T3[i-1] and t <= T3[i],

V_help3[i], V3)) end do;

V3 := simplify(piecewise(V3 < 0, 0, V3 >= 0, V3));

plot({Qp3_t, Qv3_t, V3}, t = 0 .. perioda);
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