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A b s t r a k t 

Tato práce se zabývá modelován ím toku výrobků skrze úzká mí s t a pomocí obyčejných di
ferenciálních rovnic. Model vychází z hydrodynamické analogie. V práci jsou dále uvedeny 
p o d m í n k y pro udrži te lnost systému, tedy požadavky na nepřekročení jeho max imá ln í ka
pacity, aby tok výrobků mohl neus tá le procházet d a n ý m mís tem. Pomoc í modelu jsou v 
práci dále spočteny př ík lady pro různé systémy. 

A b s t r a c t 

This thesis deals with modelling of the flow of products through systems involving bott
lenecks using ordinary differential equations. The model is based on a hydrodynamics 
analogy. Further, the conditions for the sustainability of a system, that is the require
ments needed not to exceed the maximal capacity, so that the flow of products can flow 
continuously through the given spot. A model is used to solve examples for varying sys
tems. 
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1 Úvod 

Modelování pomocí diferenciálních rovnic tvoř í oblast aplikací matematiky na nejrůznější 
př í rodní , technické, ale i společenskovědní odvětví . P ráce se zabývá popisem sys témů s 
úzkými místy. Úzké mís to je spjato s pře t ížením sys tému a vzniká v n ě m tehdy, pokud 
jednotka dorazí na urči té mís to dříve, než j i je sys tém schopen zpracovat. T í m je dále 
způsobeno, že se začne na tomto mís tě tvoř i t fronta a všechny jednotky procházející t ím to 
mís t em budou zpožděny. P r o b l é m e m takového sys tému je, že mnohdy n e m á po t ř ebnou 
kapacitu v úzkém mís tě na to, aby se t í m t o p rob lémem dokázal v y p o ř á d a t a nepřehl t i l se. 
Jako konkré tn í př íklad si můžeme předs tav i t dopravní tok nebo výrobní l inku, kde úzké 
mís to předs tavuje např ík lad zúžená komunikace nebo nedos t a t ečná rychlost zpracovávání 
př ís t roje na lince. 

Popis prob lému lze řešit z několika úhlů pohledu. Makroskopický pohled nahlíží na 
sys tém spoji tě a na rozdíl od diskrétního mikroskopického se nezabývá chováním jed
notl ivých jednotek procházejících sys témem. Existuj í i modely mesoskopické, k teré se 
zaměřuj í na popis malých skupin jednotek ne tolik detai lními rovnicemi. T é t o problema
tice se více věnuje kniha [5]. V naší práci se budeme zabývat modelem makroskopickým, 
kde up la tňu jeme podobnost s hyd rodynamickým modelem a zákonem zachování . [2] 

Cílem práce je naváza t a rozšířit práci [1] zobecněním některých si tuací , k teré popisuje. 
Po částech kons t an tn í tok výrobků lze zobecnit na obecnou funkci času, k t e rá může bý t 
větší , než max imáln í možný výkon pracoviště . Dále úzké mís to , musí platit podmínky , za 
kterých je ješ tě udrži te lné. Pracoviš tě lze zapojit do soustavy, kde vztahy mezi pracovišt i 
mohou bý t dány pomocí nekons tan tn ích koeficientů. Pro všechny tyto p ř ípady je cílem 
vyslovit podmínky , pro k te ré bude pracoviště ješ tě plnit svoji funkci a demonstrovat je 
na příkladech. 
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2 Matematický aparát 

V té to kapitole si zavedeme základní pojmy, definice a rovnice, ze k te rých budeme v práci 
vycházet . 

2.1 Obyčejné diferenciální rovnice 

Abychom mohli s modelem pracovat, mus íme si nejdříve definovat pojmy související s 
obyčejnými diferenciálními rovnicemi. N a toto t é m a bylo napsáno mnoho učebních t e x t ů 
a j iných publikací. Následující definice jsou ci továny z [3] a [4]. 

D e f i n i c e 2 .1 . B u ď G podmnož ina Eukl idovského prostoru M? a / reá lná funkce, defino
vaná na G. Rovnice 

* = £ = / ( « , V) 

se nazývá diferenciální rovnice 1. řádu. 

D e f i n i c e 2.2. Řešením rovnice (2.1) se rozumí funkce y, k t e r á je diferencovatelná v 
nějakém intervalu J a splňuje p o d m í n k y 

[t,y(t)]eG a y = f(t,y) Ví e J. (2.2) 

D e f i n i c e 2 .3. Buď [rn,2/o] libovolný bod v G. Úloha urči t řešení rovnice (2.1), k teré 
splňuje počá teční p o d m í n k u 

y(to) = Vo, (2.3) 

se nazývá počáteční úloha (počáteční problém). 

D e f i n i c e 2.4. Soustavu n diferenciálních rovnic 

ýi =fi(t1,y1,...,yn) 

V2 =f2(h,y1,...,yn) 

yn=fn(t,yi,...,yn), (2.4) 

kde funkce fk—(k— 1, ..,n) jsou definovány na (n + l ) - rozměrné oblasti G C R n + 1 , 
nazýváme normální soustavou diferenciálních rovnic prvního řádu. 

D e f i n i c e 2.5. Řešením normáln í soustavy (2.4) nazýváme každou skupinu n funkcí 

2/1,2/2, ...,yn, 

které jsou spoji tě diferencovatelné na ně jakém intervalu J a pro všechny body t £ J 
vyhovují dané soustavě (2.4). 
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2.2 Hydrodynamický model 
2.2.1 P o j m y 

Dále v práci budeme používat i několik po jmů , vycházející z hydrodynamické analogie, 
kterou si nyní popíšeme. Budeme se zabývat modelem výrobní linky, k t e rá je složena z 
několika pracovišť. Tato pracoviš tě budou zpracovávat výrobky, podobně jako je tomu 
v manufak tu ře . Každé tedy zpracuje část výrobku a pak ho pošle na j iné pracoviště , na 
k te rém bude zpracována j iná část výrobku. V prvn í části práce se budeme zabývat mo
delem jednoho pracoviš tě a ve d ruhé model zobecníme pro obecnou soustavu. 

P ř e d s t a v m e si pracoviš tě jako n á d o b u s otvorem, do které př i léváme tekutinu a ta 
vlivem svojí t íhy z nádoby vytéká . Obecně plat í , že se výtoková rychlost měn í s množs tv ím 
kapaliny v nádobě . Lze ale odvodit takový tvar nádoby, pro k te rý bude výtoková rychlost 
kons tan tn í (podrobněj i v [1]). Nyní si vysvět l íme pojmy a značení , se k te rými budeme v 
práci později pracovat. 

Veličinu označující př í tok kapaliny do dané nádoby označme Qp a budeme předpok láda t , 
že Qp(t), tedy př í tok je p r o m ě n n ý v čase t. Dále definujeme t aké v čase p r o m ě n n o u veličinu 
Qv(t), k t e rá představuje výtok. Ak tuá ln í množs tv í kapaliny v čase t, k te ré se v nádobě 
nachází při jej ím p růchodu označíme V (ŕ), a jako poslední dvě veličiny definujeme Q* a 
V*, což jsou max imáln í možný vý tok z nádoby a její celkový objem. T y jsou na rozdíl od 
předchozích veličin kons tan tn í . N á d o b a se tedy v čase nijak nemění . Faktory jako vni t řn í 
t řen í nebo energetické z t r á t y při vý toku zanedbáme . P l a t í zde zákon zachování hmoty a 
rovnice kontinuity. 

Výše zmíněné veličiny přeformulujeme pro použi t í v na šem modelu. Veličině Qp(t) 
budeme říkat příkon a značí množs tv í výrobků, k te ré ak tuá lně přichází na pracoviště . 
Analogicky Qv(t) je jeho výkon a ř íká, j aké množs tv í za jednotku času pracoviště ak tuá lně 
zpracovává. Nyní př ipusťme, že m á t aké svoje úložiště, k te ré m á urč i tou max imáln í ka
pacitu. T u označme V*. Pokud na pracoviš tě budou přicházet výrobky rychleji, než je 
dokáže zpracovávat , budou se na n ě m hromadit. Je to tedy analogie k celkovému ob
jemu nádoby. Ak tuá ln í stav fronty vý robků čekajících na zpracování označme V(t). Na
konec definujeme veličinu Q*, což je max imá ln í možný výkon pracoviště . Stejně jako u 
nádoby p ředpok ládáme , že se kapacita ani max imá ln í výkon v čase nemění . Dále si t aké 
vypůjčíme vlastnost kons tan tn ího vý toku , tedy výkon pracoviště se nemění v závislosti 
na množs tv í výrobků nacházejícího se na úložišti , a nakonec p ředpok ládáme , že se na 
pracovišt i p růchodem, podobně jako v nádobě , výrobky nijak neztrácí . 

V dalších kapitolách budeme v některých př ípadech používat i pojem práce. Tento 
pojem je hydrodynamickém modelu ekvivalentní pojmu kapalina a v na šem modelu bude 
představovat výrobky, resp. jejich množstv í , k te ré se pracoviš těm zpracovávají . Veškeré 
hodnoty těchto veličin budeme pro naši p o t ř e b u považovat za bezrozměrné 

2.2.2 R o v n i c e p r o p r a c o v i š t ě 

Pro celý model uvažujeme, že funkce V (i), Qp(t), Qv(t) jsou omezené periodické funkce, 
které jsou definované od nuly s periodou T G M + a plat í , že t > 0. 
Pro náš model p la t í rovnice kontinuity, v diferenciálním tvaru: 

V(t) = Qp(t)-Qv(t). (2.5) 
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Je zřejmé, že výkon pracoviště je funkce jejíž hodnoty jsou závislé na jeho ak tuá ln ím 
stavu. Okamži tý výkon pracoviš tě Qv je tedy definován následujícím způsobem: 

y W \ Q*i V{t) > 0. 

Pokud na pracovišt i není ž ádná n a h r o m a d ě n á práce V, funguje pak na stejný výkon 
j aký na něj přichází příkon. Jestl iže nebude s t íha t práci zpracovávat , začne se tvoř i t 
fronta a pracoviště funguje na p lný výkon, dokud se její velikost opět nebude rovnat 
nule. Okamži tý výkon pracoviště tedy nemůže bý t nikdy větší , než max imáln í možný 
výkon a řídí se podle toho, zda-li se v d a n é m okamžiku na pracovišt i nachází fronta. 
Předpokláde jme , že v čase t = 0 se na pracovišt i nenachází ž ádná počá tečn í fronta. Pak 
V(t) lze vyjádři t rovnicí: 

V ( ŕ ) = m a x ( 0 , í Qp(r)-Q*dr),t E (tj,tj+l),j = 0,1,2..., (2.7) 
J ti 

kde body í,- jsou takové, že: 

Qp{tj)=Q*, 

Qpit3) > o, 

QP(r) - Q* < o, (2.8) 
3-1 

kde to — 0. P ředp i s (2.7) říká, že fronta na pracovišt i je b u ď t o nulová a nebo je 
rovna ft.Qp — Q*dr př ičemž t j jsou takové body, ve k te rých začíná fronta od nuly růs t . 
Z předpisu (refpodminky) je vidět , že jsou tedy definovány rekurzí . Tyto body budeme 
v dalš ím textu označovat jako hraniční, p ro tože ohraničuj í časové úseky, kde se tvořila 
fronta, k t e rá se později celá zpracovala. 

Nyní se budeme věnovat popisu chování tohoto sys tému z hlediska dynamiky. 

3 Chování pracoviště 

3.1 Podmínky udrži telnost i 
V té to kapitole se budeme zabývat modelem pro jedno pracoviště . V prvn í fázi př ivedeme 
na vstup obecnou funkci Qo(t), vyjadřující př íkon Qp(t) a dále budeme pracoviš tě sledovat 
z hlediska udrži te lnost i , kterou si ihned definujeme. P o d m í n k y pro udrži te lnost sys tému s 
per iodickým, po částech kons t an tn ím zdrojem z [1] se daj í zobecnit i pro námi s tudovaný 
př ípad. Dos t áváme tedy podobnou definici: 

D e f i n i c e 3 .1 . Sys tém považujeme za udržitelný, pokud po celou dobu p la t í podmínka : 

V(t) < V*,Vt > 0. (3.1) 

Tedy n a h r o m a d ě n á fronta na pracovišt i musí bý t vždy menší , než je jeho max imáln í 
kapacita. 
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Je dobré si uvědomi t , že se na tuto p o d m í n k u můžeme dívat z k rá tkodobého a dlouho
dobého časového hlediska. V p r v n í m př ípadě nás zaj ímá p r ů b ě h fronty V(t) na intervalu 
první a několika následujících n period. Budeme tedy zkoumat, zda-li na tomto intervalu 
fronta nepřekročí povolenou hodnotu. Pokud by byla podmínka splněna, ješ tě to ale ne
znamená , že je sys tém udrži te lný. Když se na něj pod íváme z d louhodobého časového 
hlediska, tak požadujeme, aby tato podmínka plati la pro neomezený počet period. To lze 
zaručit j e d n o d u c h ý m způsobem. Pokud m á tedy nerovnost (3.1) platit pro všechna t, tak 
jejím důsledkem je, že 

V(kT) > V((k + 1)T), VJfe > n. (3.2) 

O d n - t ého cyklu se tedy nesmí fronta na koncích intervalů periody zvětšovat . 

Je otázkou, jakou nejmenší hodnotu může mí t n, abychom o sys tému mohl j is tě říci, 
že je udrži te lný. Odpovědi na tuto o tázku se budeme věnovat v následujícím textu, spolu 
s m a t e m a t i c k ý m vyjádřením p o d m í n k y udrži te lnost i a to z k rá tkodobého a d louhodobého 
časového hlediska. Rozděl íme si tedy tato odvození na dvě části . Platnost rovnice (3.1) 
pro prvních několik period nazveme v textu jako 1. p o d m í n k u udrži te lnost i a platnost 
jejího důsledku (3.2) nazveme jako 2. p o d m í n k u udrži te lnost i . 

3.2 Odvození podmínek 
3.2.1 1. p o d m í n k a u d r ž i t e l n o s t i 

P r v n í bod definice (3.1) n á m říká, že: 

V(t)<V*, V t e ( 0 , T ) . (3.3) 

Funkci fronty V(t) lze vyjádři t rovnicí (2.7). Pro tože tam byla ale definována na mí ru (2.6) 
pomocí Q* a m á poměrně složitý zápis, pro p o t ř e b u odvození p rvn í p o d m í n k y si ukážeme 
postup vycházející z rovnice kontinuity (2.5) pro obecný vý tok Qv(t). Integrujeme tedy 
(2.5) podle času r mezi body 0 a t G (0,T): 

V(t)-V(0)= f QV{T)-Q\T)dT. (3.4) 
Jo 

Počátečn í podmínku , tedy velikost fronty na počá tku , lze zvolit libovolnou a jej ímu 
v l ivu na udrži te lnost se budeme věnovat v další části práce . Pro naše odvození položíme 
V(0) = 0 a dosadíme do (3.3): 

/ Qp(r)-Qv(r)dr<V*, V í e ( 0 , T ) (3.5) 
Jo 

Je zřejmé, že to je námi h ledané vyjádření definice p rvn í p o d m í n k y udrži te lnost i (3.1). 
Dále se však můžeme zabývat specifikováním jednot l ivých časů, pro k te ré nás bude tato 
podmínka za j ímat . Lze to t iž vyšetř i t p r ů b ě h funkce fronty V(t) a vybrat její max imá ln í 
hodnoty, pro k te ré bude ješ tě nerovnice 3.5 platit. Nemusíme tedy procházet všechny body 
na per iodě. 

Označme M množinu všech časů ti,i = 1,2, 3...TV, kde dochází k lokálnímu maximu 
funkce V(t). Pak je zřejmé, že se (3.5) změní na tvar: 

max í 1 Qp(T) - Qv(r)dT < V* (3.6) 
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Tedy max imáln í integrál přes všechna ti, což je nejvyšší okamži tá hodnota V (ŕ), nesmí 
být větší , než je max imá ln í povolená hodnota V*. T í m je definovaná p rvn í podmínka 
udrži te lnost i . Pro ilustraci nyní okomentujeme několik př ík ladů vykreslené v softwaru 
Maple. Algoritmus výpoč tu budeme podrobněj i rozebírat v další kapitole. 
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3.2.2 P ř í k l a d 1 

N a obrázcích 1 a 3 můžeme vidět vykreslené grafy pro funkci př íkonu zadaného následujícím 
způsobem: 

Qp(t) 

65t 

- 5 0 í 

80í - 450 

-60 t + 230 
32 + 
3 1 

0 < t < 2 

2 < t < 4 

4 < t < 7 
7 < t < f 

f < t < 10. 

Tento příkon př ivád íme na dvě různá pracoviště , k t e rá maj í stejný max imáln í výkon 
Q* = 74, ale j iné kapacity úložiště. P r v n í pracoviš tě m á kapacitu V\ — 80 a Ví — 50. 
Pomoc í definice fronty (2.7) jsme sestrojili funkci V(t), k t e r á je vykreslena v obrázku 2 a 
4. 

Pro platnost p rvn í p o d m í n k y musí bý t zaručeno, že pro všechna t na intervalu (0, T) 
plat í , že je V(t) < V*. V př ípadě p rvn ího pracoviš tě se fronta b ě h e m prvn í periody 
drží po celou dobu pod max imáln í kapacitou svého pracoviště . P ř i vyše t ření hodnoty 
lokálního maxima během periody u toho d ruhého bychom zjistili , že je p o d m í n k a porušena 
a to hodnotou fronty na v čase T . V grafu ale vidíme, že přibližně už v čase t — 2,6 
dojde k p rvn ímu překročení povolené hodnoty. Nerovnice (3.6) tedy určuje platnost p rvn í 
podmínky, avšak v y b r a n ý bod ti nemusí bý t bodem prvn ím, kdy pracoviště p řes tane 
být udrži te lné. O p r v n í m pracovišt i ješ tě nemůžeme rozhodnout, zda-li tuto vlastnost 
udrži te lnost i má , protože není vyše t řena platnost d ruhé podmínky. Ta prvn í je ale splněna. 

— Qv(t) — Qp(, I QvfO Qp(t)| 

Obr.: 1: Funkce Qp(t) a Qv(t) pracoviš tě 1 Obr.: 3: Funkce Qp(t) a Qv(ť) pracoviš tě 2 

V(l) V ' | I—V(t) — V ' l 

Obr.: 2: Funkce V(t) a V{ pracoviště 1 Obr.: 4: Funkce V(t) a V^* pracoviš tě 2 

3.2.3 P ř í k l a d 2 

N a další čtveřici obrázků vidíme veličiny dvou pracovišť, na k te rá p ř ivád íme stejné příkony 

QP(t) = -t6 + 17-ŕ- 95, 75 • ŕ + 175, 75 • ŕ + 55,5 • t2 - 234 • t + 220, t e (0, T = 10). 

Obě pracoviš tě ma j í stejnou max imáln í kapacitu V* = 300. Liší se ale jejich nejvyšší 
možné výkony. P la t í , že Q\ = 200 a Q% = 240. Druhé pracoviš tě tedy bude přicházející 
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práci zpracovávat bez problému a k porušení p o d m í n k y nedojde. V obrázku 6 je vidět , 
že i re la t ivně ma lá změna max imáln ího výkonu, o jednu pět inu, velkým způsobem ovlivní 
vlastnosti pracoviště . V obrázku 5 a 7 dále můžeme spa t ř i t rozdíl ve výkonech obou 
pracovišť. Téměř celou periodu prvního pracoviště tvoř í výkon Q\ za t ímco z p růběhu 
funkce fronty d ruhého pracoviště vidíme, že b ě h e m periody se fronta ješ tě stihne celá 
zpracovat a tedy výkon ješ tě klesne na hodnotu Qp(t). In tu i t ivně bychom tedy mohli říci, 
že bude p ravděpodobně platit i d r u h á podmínka , p ro tože fronta je na začá tku i konci 
periody nulová a tedy se urč i tě nebude zvětšovat . 

I—Qv(t) — Qpffl] I Qvffl — Qrtťil 

Obr.: 5: Funkce Qp(t) a Qv(t) pracoviš tě 1 Obr.: 7: Funkce Qp(t) a Qv(ť) pracoviš tě 2 

V(l) — v«] I V(t) — v*] 

Obr.: 6: Funkce V(t) a V{ pracoviště 1 Obr.: 8: Funkce V(t) a pracoviš tě 2 

Software Maple při vykreslování grafu funkce Qv(t) spojuje jednot l ivé funkční hodnoty 
čarou. V bodech, kde dochází ke změně Qv(ť) z Q* na Qp(t) je změna skoková a jsou zde 
tedy body nespojitosti. Je dobré si uvědomi t , že ke skoku dochází vždy z větš ího Q* na 
menší Qp(t) a nikdy naopak. 

Nyní se budeme zabývat časově d louhodobým p r ů b ě h e m jednot l ivých funkcí, tedy 
druhou podmínkou udrži te lnost i . 

3.2.4 2. p o d m í n k a u d r ž i t e l n o s t i 

P r v n í p o d m í n k a hovoří o tom, že se nikdy v p růběhu periody nesmí s tá t , že se sys tém 
přehl t í . Mohlo by se ale s tá t , že fronta v čase T , k t e r á může bý t menš í než V*, se během 
následujícího cyklu nedokáže zpracovat. Z toho plyne, že by se v dalších cyklech p rvn í 
podmínka porušila. Chceme tedy zaruči t , aby fronta, k t e r á by se v d louhodobém měř í tku 
vytváře la , nerostla a pokud možno klesala dokud j i pracoviš tě celou nezpracuje. Jako kon
t rolní body, ve k terých budeme sledovat toto klesání zvolíme koncové body period. 

N a pracoviš tě př ivedeme počá tečn í frontu a sledujeme ho při práci . Pro splnění d ruhé 
p o d m í n k y požadujeme aby platilo: 

V(kT) > V((k + l)T),k= 1,2,.... (3.7) 

P ř e d p o k l á d á m e tedy, že pracoviš tě pracovalo po několik cyklů a od fc-tého cyklu se již 
fronta na koncích nebude zvětšovat . Tuto p o d m í n k u se pokus íme přeformulovat pomocí 
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námi známých veličin pro pracoviš tě tedy V(0), Qp(t) a Q*. 

Vyjdeme z rovnice kontinuity (2.5) a jejího tvaru po integrování (3.4). Bude platit, že 

rkT rkT rkT 

/ Vdt = V{kT) - V((k - 1)T) = / Qp{t)dt - / Qv(t)dt (3.8) 
J(k-1)T J(k-1)T J(k-1)T 

Z t é to rovnice si můžeme vyjádři t člen V(kT) a dosadit ho do nerovnice (3.7). 

rkT rkT 

V(kT) = / Qp(t)dt - / Qv{t)dt + V((k - 1)T) 
J(k-1)T J(k-1)T 

O b d o b n ý m způsobem zintegrujeme rovnici (2.5) pro k o jedničku vyšší a dosadíme za 
pravou stranu nerovnice. 

r{k+l)T r{k+l)T 

V((k + 1)T)= Qp(t)dt- Qv(t)dt + V(kT) 
JkT JkT 

Dos táváme vztah: 
rkT rkT r(k+l)T r(k+l)T 

/ Qp(t)dt- / Qv(t)dt+V((k-1)T) > / Qp(t)dt- / Qv(t)dt+V(kT). 
J(k-1)T J(k-1)T JkT JkT 

Obecně se pro náš systém, na rozdíl od výkonu, př íkon nemění a pro všechny periody je 
stejný, lze tedy členy s př íkonem odečíst . Rovnici dále uprav íme separací front a výkonů. 

r(k+l)T pkT 

/ Qv{t)dt- Qv{t)dt>V{kT)-V{{k-l)T) 
JkT J(k-1)T 

Pravou stranu můžeme o p a č n ý m způsobem přepsa t jako zintegrovanou rovnici kontinuity 
v mezích od (k — 1)T a kT. 

r(k+l)T rkT rkT rkT 

/ Qv{t)dt- / Qv{t)dt> / Qp{t)dt-
JkT J(k-1)T J(k-1)T J(k-1)T 

Odeč ten ím stejných členů dos t áváme vztah: 

- ( f c + l ) T rkT r(K+í)i rKi 

\ Qv(t)dt> / Qp(t)dt 
JkT J(k-1)T ( f e - l ) T 

Tuto rovnici bychom mohli interpretovat tak, že výkon v urči té per iodě musí bý t vyšší, 
než byl příkon v té předchozí . 

Důsledkem definice př íkonu do pracoviště (2.6) je, že jeho právě o d v á d ě n á práce 
nemůže bý t nikdy větší , než jeho max imá ln í výkon, bude tedy j is tě platit, že: 

r(k+l)T r(k+l)T rkT 

/ Q*dt> / Qv(t)dt> / Qp(t)dt 
JkT JkT J(k-1)T 

Maximáln í výkon je kons tan tn í , můžeme ho tedy zintegrovat v mezích periody. Pokud 
tedy požadujeme, aby od fc-tého cyklu fronta v dalších cyklech na konci jejich period 
nerostla, p la t í podmínka : 

rkT 

Q*T> / Qp(t)dt (3.9) 
J(k-1)T 
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Vlas tnos t í našeho pracoviště je to, že příkon je stejný ve všech per iodách. Hodnota 
integrálu přes p rvn í periodu je tedy s tejná jako pro všechny další. T í m dostaneme tvar 
d ruhé p o d m í n k y udrži te lnost i pro sys tém jednoho pracoviště: 

Q*T> í Qp(t)dt. (3.10) 
Jo 

Z p o d m í n k y jsme dostali vztah, k te rý p la t í i pro nejmenší k, k = 1. Pokud m á tedy fronta 
na pracovišt i klesat, musí tedy tak činit již ve d r u h é m cyklu, tedy V(T) > V(2T). 

3.2.5 P ř í k l a d 3 

P ř e d s t a v m e si pracoviš tě o max imá ln í kapaci tě úložiště V*, k teré může podáva t nej vyšší 
možný výkon Q*. N a něj budeme př ivádět př íkon Qp(t) a počá teční frontu zvolíme nulo
vou. Z nerovnosti (3.10) plyne, že mohou nastat t ř i p ř í pady chování pracoviště: 

1. O s t r á ne rovnos t . Pokud pla t í , pak se fronta na koncích periody bude neus tá le 
zmenšovat do té doby, než se neustá l í na urči té hodno tě . 

2. R o v n o s t . P ř i ní se tedy t aké fronta mus í us tá l i t na stejné hodno tě , avšak p růběh 
V(t) se liší od předchozího p ř ípadu , pro tože potenciá ln í množs tv í práce , k te ré je 
sys tém schopen zpracovávat se sice nemění , ale množs tv í práce, k te ré se na pra
covišti na konci periody vyskytne m á přesně takovou hodnotu, že ho sys tém akorá t 
v jednom okamžiku zpracuje celé a ihned přichází množs tv í nové. 

3. T ř e t í m p ř í p a d e m je n e p l a t n o s t v z t a h u (3.10). N a pracoviš tě tedy přichází ta
kové množs tv í práce , že se na konci každé periody pos tupně bude hromadit jeho 
nezpracovaná část . 

Důsledkem nerovnice je, že tyto řečené možné vlastnosti sys tému nejsou závislé na 
počá teční podmínce . Je ale důležité si uvědomi t , že počá tečn í podmínka může ovlivnit 
platnost p rvn í p o d m í n k y udrži te lnost i , pokud způsobí , že nechá vzniknout bodu, kde bude 
V(t) > V*. Ukážeme si nyní několik př ík ladů pro tyto t ř i možnost i chování sys tému a pro 
různé počá teční podmínky. 

Mějme pracoviště , k teré m á Q* = 270 &V*= 400. N a něj p ř ivád íme příkon 

QP(t) = -t6
 + 17-ŕ- 95, 75 • ŕ + 175, 75 • ŕ + 55, 5 • t2

 - 234 • t + 280, t e (0, T = 6). 

N a obrázcích 9 a 10 jsou vykresleny funkce příkonu, výkonu a fronty pro tuto kombinaci 
p a r a m e t r ů . Jako počá tečn í frontu jsme na pracoviště přivedli Vi(0) = 50. Z hlediska klasi
fikace sys tému se j edná o t ř e t í p ř ípad , což snadno zjistíme dosazením hodnot do nerovnice. 
Můžeme tedy pozorovat, že na konci z každého po sobě jdoucích cyklů se fronta zvedne 
u stejnou urč i tou hodnotu. Tvar funkce Qp(t), způsobí , že se k t é t o hodno tě nepř ič te i 
hodnota počá tečn í fronty, pro tože j í pracoviš tě v p rvn ím cyklu ješ tě celou zpracuje. Ne
dokáže si však poradit s pozdějš ím př íchodem práce. Ve druhé per iodě tedy hodnota fronty 
přeroste max imá ln í povolenou hodnotu. Pro tento příkon pracoviš tě není udrži te lné . 

Ve vedlejších dvou obrázcích ale můžeme sledovat př íkon práce , k t e rý už pracoviš tě 
velmi dobře dokáže zpracovávat . 

QP(í) = _ 0 . 5 - ( - í 6 + 1 7 - í 5 - 9 5 , 7 5 - í 4 + 1 7 5 , 7 5 - í 3 + 5 5 , 5 - í 2 - 2 3 4 - í ) + 280, t e (0 ,T = 6). 
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I— Qv(t) — QP<Ô1 I— Qvffl — Qpffll 

Obr.: 9: Funkce Q\{t) a Q\{t) pracoviš tě 1 Obr.: 11: Funkce Q^{t) a Q^if) pracoviš tě 2 

— v(0—v| |—vm — v| 

Obr.: 10: Funkce V(t) a V* pracoviště 1 Obr.: 12: Funkce V(t) a V* pracoviš tě 2 

Počá tečn í frontu V 2 (0) = 200, kterou jsme na toto pracoviš tě přivedli, pracoviště zpracuje 
už během prvn í periody. Jeho potenciá l zpracovávat , tedy poměr mezi stranami nerovnice 
(3.7), je ale při tomto př íkonu značně velký, t akže pokud bychom jako počá teční frontu 
zvolil i hodnotu blízkou max imáln í možné frontě, tak by j i během několika málo period 
rychle zpracoval. Pro tento příkon je tedy pracoviště udrži te lné. 

3.2.6 P ř í k l a d 4 

N a tomto př ík ladu si ilustrujeme, jak pro pracoviště , s tejných p a r a m e t r ů jako v předchozím 
př ípadě , bude mí t v l iv počá teční fronta. Funkce př íkonu pro toto pracoviš tě je: 

QP(t) = - i . 5 . ( - t 6

 + i 7 . t 5 - 9 5 , 7 5 . t 4

+ i 7 5 , 7 5 . t 3 + 5 5 , 5 . t 2 - 2 6 5 , 5 - í ) + 2 8 0 , í e ( 0 , T = 6). 

I— Qv(D — Qpffll — Qv(t) —Qp(t) 

Obr.: 13: Funkce Q i ( í ) a Q\{ť) pracoviš tě 1 Obr.: 15: Funkce Q^{t) a Q^if) pracoviš tě 2 

-v(D—v| | — V ( t ) — V | 

Obr.: 14: Funkce V(t) a V* pracoviště 1 Obr.: 16: Funkce V(t) a V* pracoviš tě 2 
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V p rvn ím př ípadě na pracoviště p ř ivád íme frontu V\ (0) = 350 a ve d r u h é m necháváme 
pracoviště v čase nula p rázdné . Z hlediska platnosti nerovnosti se j e d n á o d ruhý př ípad . 
Př íkon m á tedy takový p růběh , že by ho pracoviš tě akorá t zvládalo zpracovávat . Ne
plat í však p rvn í p o d m í n k a udrži te lnost i , protože již během prvn í periody, i pro nejmenší 
možnou počá tečn í p o d m í n k u , fronta na pracovišt i p řesáhne kapacitu úložiště. 

Pokud bychom se nezaměřil i na vl iv počá tečn í p o d m í n k y na tento systém, tak můžeme 
vidět že v p rvn ím př ípadě je Vi(0) tak velká, že k nesplnění p o d m í n k y dojde dříve, v tom 
druhém. Fronta, k t e rá se v p rvn ím př ípadě na konci periody vytvoř í je součet fronty, k te rá 
by tam se vytvoři la , kdyby žádná počá tečn í fronta nebyla, a zbylé počá teční fronty, k te rá 
se zpracovat nedokázala . Sys tém není udrži te lný. 

4 Soustava více pracovišť 

V předchozí kapitole jsme popsali, jak se př i chodu pracoviště chová. Nyní tento mo
del rozšíříme a vytvoř íme sys tém několika takovýchto pracovišť a budeme se zabývat 
podmínkami pro udrži te lnost sys tému podle předchozí kapitoly. Odvození bude vycházet 
ze zobecnění modelu v [1]. Nejprve si uvedeme značení , k teré budeme používat . 

Rovnice kontinuity, k t e rá plat i la pro jedno pracoviš tě , musí platit pro každé ze sys tému 
samos ta tně . Očíslujeme je tedy indexy i, i = 1, 2,. . , N, kde N je počet pracovišť v soustavě, 
a rovnici kontinuity, k t e rá pro ně p la t í přepíšeme na tvar: 

V5(*) = g?(*) - QW) (4.i) 

T í m t o způsobem označíme i všechny veličiny z předchozí části , tedy na i - tém pracovišt i 
bude fronta Vi(t), max imá ln í výkon, co dokáže zpracovat, bude Q* a max imáln í kapacitu 
budeme znači t V*. 

Nyní se budeme zabývat jejich propojením. V obecném př ípadě se může ze kteréhokoliv 
pracoviště na j iné přesouvat libovolné množs tv í práce včetně sebe sama. To, j a k á část se 
z jednoho j - t é h o pracoviš tě do druhého z-tého právě přesouvá, budeme znači t pomocí 
koeficientů (Xji(ť) G (0,1). Dále můžeme uvažovat , že umís těn í vstupu práce , resp. mís ta , 
kam výrobky poprvé p ř idáme do soustavy, může být na kterémkol iv pracovišt i a to do
konce tak, že na libovolném z nich může být p ř i dávána urč i tá část a tu můžeme čase 
měni t . Označme tedy koeficientem (3i(t) poměrné množs tv í práce, k te ré budeme př ivádě t 
ze zdroje na i-té pracoviště . Označme Qo(t) jako vs tupn í př íkon do soustavy. 
Je zřejmé, že pokud bude z j - t é h o pracoviš tě vycházet výkon Qj(ť) a bude přecházet na 
i-té pracoviště , tak pla t í že Qj(ť) = QP(t). Např ík lad pro prvn í pracoviš tě v soustavě pro 
N = 3 p la t í rovnice kontinuity: 

Mt) = • Qo(t) + a n ( í ) • Ql(t) + a2l(t) • Qv

2(t) + « 3 i ( í ) • Ql(t) - Q\{ť) 

Lze tedy přepsa t př íkon do pracovišť pomocí výkonů Qj(ť), tedy výkonů pracovišť spo
jených s i - tými, a pomocí Qo(ť), v s tupn ího příkonu. Pak pro i-té pracoviš tě p la t í následující 
rovnice pro velikost fronty, vycházející z (4.1): 

N 
Vi(t) = &(*) • Q0(t) + • QjV) ~ Qi(t), i = 1, 2,. . , N, (4.2) 

23 



Pokud budou spojena jen něk te rá pracoviš tě a příkon ze zdroje bude vstupovat t aké 
jen na urči tých místech, je zřejmé, že odpovídaj ící koeficienty a a. (3 budou nulové. Pro 
větší názornost si (4.2) přepíšeme do mat icového tvaru: 

V = BQo + AQ - Q = BQo + (A - E)Q, (4.3) 

V 

(Vi(t)\ ÍQvi(t)\ 
v2(t) 

, B = 
fa(t) 

, Q = 
Qm 

— , B = 
fa(t) 

, Q = 
Qm 

\vN(t)) \QN(t)) 
( Ctil ( t ) - i «21 (0 aN1(t) ^ 

- E — 
«12(0 «22(0 - 1 aN2(ť) 

V OLm{t) af2jv(č) ••• aNN(t)-lJ 

kde A je matice koeficientů (Xji(ť), B vektor koeficientů fa, vektor výkonů pracovišť je Q 
a vektor derivací front je V . 

Popišme si nyní jednot l ivé členy. V řádcích matic vidíme, že prvn í dva členy vyjadřují 
ak tuá ln í př íkon do pracoviště a t ř e t í člen jeho okamži tý výkon. A b y plati ly zákon za
chování hmoty a rovnice kontinuity je zřejmé, že: 

N 
^ a j i = l, i = 1,2, ...TV. 

tedy pro všechna pracoviště mus í platit, že se na nich práce nesmí z t rácet a dále že: 

N 
J > = 1, 
i=l 

tedy nemůžeme v soustavě mí t větší ani menš í příkon, než je celé Qo(t). Jak už bylo řečeno, 
výkony pracovišť jsou závislé na jednot l ivých parametrech soustavy Qo(ť), (Xij(ť), fa(t), což 
jsou periodické funkce. Obecně nemusí mí t stejnou periodu, avšak pokud je dosad íme do 
rovnice (4.2), pak bude mí t fronta periodu rovnou ne jmenš ímu společnému násobku pe
riod těch to p a r a m e t r ů . Dále jsou tedy výkony závislé i na parametrech pracovišť Q*, 
protože tato hodnota spolu s Q\ ř ídí velikost Vi(t). P ro další ana lýzu je tedy po t ř eba 
zjistit p růběhy jednot l ivých výkonů pracovišť. Způsob jejich určení se liší v závislosti na 
tvaru matice s koeficienty (Xji(ť). 

V obecném př ípadě jsou (Xji(ť) splňující j > i nenulové. Pak by platilo, že by příkony 
do pracoviš tě byly závislé všechny navzájem a popisovala by je soustava integrálních rov
nic, k teré bychom pro určení vektoru Q museli vyřeši t . V t é t o práci se touto variantou 
zabývat nebudeme a zaměř íme se na následující p ř ípad . 

P ř edpok l ádáme , že pracoviště budou umís t ěna pod sebou a nebude docházet k tomu, že 
se práce bude ze spodního přesouvat do horního, t akže matice A bude dolní t rojúhelníková, 
protože členy (Xji(ť) = 0 ,V j > i. Koeficienty musí bý t t aké k ladné na intervalu periody, 
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protože požadujeme tok jenom jedn ím směrem. Díky tomu lze výkon ž-tého pracoviště 
vyjádři t přes definici (2.6) pomocí výkonů pracovišť s n ím spojených. Můžeme tedy jed
noduše spočí ta t vektor výkonů Q . 

Výkon, k te rý určuje diagonální člen, lze vyjádři t z rovnice kontinuity toho samého 
ž-tého pracoviš tě t ím, že tento diagonální člen ho nebudeme v sumě (4.2) sčí tat , ale 
př ič teme ho ke členu výkonu, k te rý následovně můžeme vytknout. Např ík lad pro př ímé 
spojení dvou n á d o b pod sebou pak bude rovnice vypadat takto: 

V2(t) = &(*) • Qo(t) + «12(í) • Ql(t) - [1 - a 2 2 ( í ) ] • Qv

2{ť) 

Diagonální člen tedy zdánlivě zmenšuje výkon pracoviště . Nyní budeme dále analyzovat 
soustavu pracovišť z hlediska udrži te lnost i . 

4.1 1. podmínka udrži telnost i 
Pro urči té vlastnosti jednot l ivých pracovišť jako je jejich max imá ln í výkon Q* nebo 
množs tv í př íkonu na ně přicházející, což určují koeficienty Q\ • a JÍ, by se mohlo s tá t , 
že povolená fronta na něk te rém z nich přesáhne povolenou hranici. Obecně tedy každé 
pracoviště mus í splňovat p o d m í n k u (3.2.1). Její zápis z t é t o kapitoly akorá t up rav íme pro 
soustavu. 

Pro ž-té pracoviště musí podmínka nepřekročení fronty nad max imá ln í povolenou hod
notu na intervalu periody: 

V* > max T Q?(r) - Q\dr % = 1,2...N, (4.4) 

kde V* je max imá ln í povolená délka fronty ž-tého pracoviš tě a 4 6 M j značí časy, ve 
kterých dochází k lokálnímu maximu fronty daného pracoviště a k teré pa t ř í do jednot
livých množin náležící každému pracovišt i , obdobně jako v (3.2.1). Po dosazení do (4.2) 
dos t áváme finální vztah: 

y ; > m a x / [3t(t)-Q0(t) + y2aJt(t)-Q](t)-Q"(t), t = l,2,..,N. (4.5) 

Je dobré si uvědomi t , že součin koeficientů a výkonů pracovišť je funkce, k t e rá musí 
být integrovatelná. Vzhledem k tomu, že je p o d m í n k a (3.6) definovaná pro libovolnou 
omezenou funkci v s tupn ího př íkonu Qo(t), tedy QP (ŕ) = f (Q o (t)) a Q\{t) = f (Q o (t)), tak 
se po vynásobení výkonů a př íkonů jednot l ivými koeficienty díky tomu podstata problému 
nezmění . Součiny budou stále funkcí v s tupn ího př íkonu Qo(t). 

4.2 2. podmínka udrži telnost i 
O b d o b n ě jako v předchozím odstavci, aby byl sys tém dlouhodobě udrži te lný, tedy aby 
první podmínka plati la i po několika dalších cyklech, tak musí bý t d r u h á podmínka 
udrži te lnost i 3.2.4 splněna v celé soustavě. Pro z-té pracoviště pak tedy p la t í podmínka v 
tomto tvaru: 

r-kT 

/ QPi{t)dt < Q*T Ž = 1,2..JV, (4.6) 
J{k-1)T 
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kde QP(t) je příkon do z-tého pracoviště . Jak již bylo řečeno dříve, pokud je A dolní 
t rojúhelníková, pak lze tyto výkony pos tupně vyjádři t pomoc í výkonů pracovišť s indexem 
o jednu nižší. Z hlediska potenc iá lu zpracovat frontu pro urč i tý příkon, se bude soustava 
chovat stejně jako v (3.2.4). 

Věnujme ješ tě pozornost obecnému zápisu (4.6). V obecném př ípadě pro každé pra
coviště j is tě musí existovat takové k, od k te rého se, pro splnění podmínky , musí fronty na 
koncích period zmenšovat , až se us tá l í na urč i té hodno tě . Vzhledem k tomu, že dopředu 
nevíme j aký p růběh budou jednot l ivé př íkony resp. výkony pracovišť mí t , nelze ihned 
uděla t závěr, že toto k bude pro všechny pracoviš tě stejné. Může nastat př ípad , kdy koe
ficienty otji způsobí , se na pracovišt i vytvoř í takový p r ůběh fronty, k t e rý začne vykazovat 
periodické chování až po nějaké době, k t e rá může bý t zcela odl išná mezi pracovišt i . Proto 
musíme definovat druhou p o d m í n k u v takto obecném tvaru a ne pro interval (0, T ) tak, 
jako ve t ř e t í kapitole. 

Ukážeme si nyní na př ík ladu chování soustavy pro N = 3, kde A je dolní t ro júhelníková 
matice. 

4.3 Př ík lad 
Mějme soustavu pracovišť zadanou t ěmi to parametry: 

A = f + ? ° ° ' B =

 t°i)' y* =( 3) ' Q =( 5) Mt) = t,t e (0,1). 
V12 + 4 1 V V 10 + 2/ V / V V 

Pomocí těchto p a r a m e t r ů si můžeme vypsat rovnice kontinuity, k t e rá p la t í pro jednot
livá pracoviště . 

Vi = Qo(t) • Pi - (1 - a11)Qv

1(t) 
V2 = a12-Q\(t)-Ql(t) 

V3 = QQ(t) • (33a13 • Q\{t) + a23 • Qv

2(t) - Qv

3(t) 

Postup pro řešení vý toků soustavy je stejný jako pro vý tok jednoho pracoviště . S te jným 
postupem, jako při výpoč tu pro jedno pracoviště , vyjádř íme pomocí maximáln ích možných 
výkonů funkci fronty V\(t). P o t é již není p rob lém vykreslit graf fronty, výkonu a vý toku 
pro prvn í nádobu . T í m t o postupem pokračujeme dále, abychom vyjádřili všechny výkony 
všech pracovišť. P o t é můžeme dosadit do podmínek pro udrži te lnost systému. 

V tomto př ípadě však z technických důvodů nelze př ík lad dořešit . Software Maple 
to t iž nedokáže provádě t operace s p roměnnými , k teré se vyskytuj í v našem algoritmu a 
při poč í tán í hraničních b o d ů d ruhého pracoviště se zastaví . Výkon p rvn ího pracoviš tě se 
tot iž v M a p l u vyjádř í jako funkce, k t e rá je definovaná po tolika částech, že už j i není 
možné zintegrovat a zjistit, kdy je tento integrál záporný . 

5 Algori tmizace a výpočty pomocí modelu 

V t é t o kapitole se budeme věnovat a lgor i tmům, pomocí k terých řešíme p růběhy funkcí 
výkonu, př íkonu a fronty. 
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D e f i n o v á n í V ( t ) Jak již bylo řečeno v (2.5), pro definování V(t) pomoc í maximáln ího 
možného výkonu pracoviště je p o t ř e b a tuto funkci definovat po částech, k teré budou mezi 
hraničními body. 

Pro hraniční body p la t í (2.8). Pokud však budeme chtít vzít v úvahu V(0) ^ 0, je 
po t ř eba tuto počá teční frontu ve výpoč tu zohlednit. 

Pomoc í prvních dvou rovnic v (2.8) bychom spočetli takové body, ve kterých fronta 
roste, pro tože se Qp(t) měn í na Q*. T í m ale není zaručeno, že v nich fronta roste od nuly. 
To zaručí p rávě t ř e t í rovnice, pro tože pokud nastala situace, že fronta dosáhla nuly, tak 
od tohoto okamžiku jde integrál f Qp(T) — Q* do záporu . 

Pokud chceme vyšetř i t v l iv počá teční p o d m í n k y na růs t fronty mezi to a p rvn ím 
hran ičn ím bodem, zintegrujeme rovnici kontinuity pro Qp(t) — Q*, 

V(t)-V(0)= í Qp{r)-Q*dr (5.1) 
Jo 

kde t G (0, í i ) a V (t) je funkce, k t e rá pro některé speciální p ř ípady odpov ídá frontě, 
avšak obecně nemusí , značíme j i proto jako s pruhem. Pokud tedy požadujeme zápornos t 
integrálu, tedy V(t) < 0 pak z (5.1) plyne, že prvn í h ran ičn í bod najdeme z podmínek : 

Qp(t3) = Q\ 

Qp(t3) > 0, 

ľ QP{r) - Q* + V{0) < 0. (5.2) 
Jti-i 

Počátečn í fronta tedy může způsobi t , že bod, k te rý by bez ní byl p rvn í hraničí , už 
tuto vlastnost mí t nebude. Je zřejmé, že výpoč t em prvního hran ičn ího bodu s počá teční 
podmínkou dojde k tomu, že v tomto b o d ě už bude veškerá počá tečn í fronta zpracovaná. 
Další body lze tedy spočí ta t již z (2.8). 

Nyní pře jdeme k definování funkce pomocné funkce V'(t). T u definujeme zvlášť pro 
první úsek mezi body to a h a zvlášť pro všechny následující úseky. 

Vi(t) = jQp(t) - Q*dt,t e < ŕ o , ŕ i ) , ^ ' ( ŕ i ) = Qo 

qo= í 1 Qp(t) - Q*dt + V(0) 
J t0 

Okrajovou podmínkou vyjadřujeme náš požadavek, že fronta m á v h ran ičn ím bodě t\ růs t 
od nuly a bereme při tom v úvahu i počá tečn í frontu. Okra jová podmínka n á m tedy říká, 
o kolik mus íme V'(t) na každém úseku posunout tak, aby měla konec v hran ičn ím bodě . 

Pro další úseky bude platit: 

V-(t) = j Qp(t) - Q*dt, t G <**_!, U), V((U) = qt 

u 
Qp(t) - Q*dt. 

ti-i 
Nyní m á m e t éměř vše, co po t řebu jeme pro definování funkce fronty V (ŕ). Je zřejmé, že 

funkce V'(t) obsahuje záporné hodnoty. To není žádný problém, protože lze funkci fronty 
definovat t í m t o způsobem: 
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- M o r ( ť ) ^ r , ( í ) > 0 m 
Definovali jsme tedy V (ŕ) při uvažování nenulové počá tečn í fronty a to pomocí hraničních 

b o d ů a max imá ln ího výkonu Q*. N a základě tohoto výpoč tu lze dále definovat výkon a 
zobrazit p růběhy jednot l ivých p a r a m e t r ů pracoviště . V příloze jsou uvedeny skripty, po
mocí k terých jsou vypoč teny jednot l ivé příklady, k teré jsme si v t é to práci uváděli . 
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6 Závěr 

Cílem t é t o práce bylo rozšířit model [1] pro širší spektrum možných si tuací . V prvních ka
pitolách jsme uvedli zák ladní rovnice a pojmy, ze k terých jsme dále čerpali při zobecňování 
modelu. 

Nejdříve jsme se zaměřili na model jednoho pracoviště . Př ipust i l i jsme p roměnný 
příkon v čase a vyslovili jsme p o d m í n k u udrži te lnost i , tedy že fronta, k t e rá se na pra
covišti b ě h e m jeho cyklu vytvoří , nesmí p řesáhnou t max imá ln í povolenou hodnotu. Dále 
jsme tuto p o d m í n k u zkoumali z k rá tkodobého a d louhodobého hlediska. 

V prvn í fázi jsme odvodili vztah, k te rý musí platit, pokud m á bý t p o d m í n k a zaručena 
pro prvn í periodu. N a př íkladech jsme si ukázal i v l iv p a r a m e t r ů př íkonu a maximáln ího 
výkonu na funkci vyjadřující frontu, k t e r á se na pracovišt i tvoří . Porovnali jsme p růběhy 
front s max imá ln í povolenou kapacitou a vyhodnoti l i platnost podmínky. Ukázali jsme, že 
vztah, k te rý j i ověřuje, m á pouze informat ivní charakter, pro tože n á m neř íká nic o času, 
kdy k porušení dojde nejdříve. 

D r u h á fáze spočívala v určování p o d m í n k y pro dlouhodobou platnost p o d m í n k y udrži te lnost i 
pracoviště . N a základě našeho požadavku , že pro neporušení p o d m í n k y se musí na koncích 
period zmenšovat n a h r o m a d ě n á fronta až do us tá leného stavu, jsme odvodili vztah. Po té 
jsme s jeho pomocí určili, j aký bude mí t pracoviště charakter, pokud na něj p ř ivád íme 
různé funkce př íkonů, což jsme demonstrovali na příkladech. Vysvětlil i jsme také , j aký 
v ý z n a m m á počá teční fronta na chod pracoviště . 

V další kapitole jsme zobecnili model na soustavu pracovišť a formulovali jsme obec
nou p o d m í n k u udrži te lnost i . Model soustavy v [1] jsme zobecnili uvažováním časově 
p roměnných koeficientů OLJÍ a /3. Prověřil i jsme př ípad , kdy matice koeficientů A bude 
dolní t rojúhelníková, díky čemž jsme mohli z jednoduši t vyjádření výkonů, k teré jednot
livá pracoviště podávaj í . Pro naši volbu p a r a m e t r ů jsme se pokusili vyšetř i t udrž i te lnost 
soustavy, avšak z technických důvodů jsme neuspěli . 

N a tuto práci lze naváza t např ík lad uvažováním p roměnného maximáln ího výkonu či 
p ř idán ím podmínky , že se fronta může po urč i tý čas pohybovat nad max imá ln í povole
nou hodnotou. Dalš ím směrem jak práci rozšířit , může bý t vyjádření výkonů soustavy 
pracovišť pro p lný tvar matice koeficientů A . Pro všechna tato zobecnění lze zkoumat 
p o d m í n k y pro udrži te lnost systému. 
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7 Přílohy 

Skript pro ověření p rvn í podmínky : 

NULL; \\ 

restart; 

perioda := 6.8; 

Qp_t := -(t+l)*t*(t-3/2)*(t-4)*(t-6)*(t-6.5)+220; 

Qmax := 240; 

Vmax := 300; 

plot({Qmax, Qp_t}, t = 0 .. perioda); 

Qp_x := subs(t = x, Qp_t); 

f := diff(Qp_t, t); 

Ti := 0; 

T[0] := 0; 

for i from 0 to 100 do 

rovnice := {f>0,t>Ti,Qp_t=Qmax,t<= perioda,int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t)<0}; 

Ti := solve(rovnice); 

if Ti = NULL then T[i+1] := perioda; maxl := i+1; break else 

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do; 

for i to maxl do 

V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t); 

c[i] := int(Qp_t-Qmax, t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i] , t = T[i])); 

V_help[i] := V_help [i] +c [i] end do; 

V := 0; 

for i to maxl do 

V := piecewise(t >= T[i-1] and t <= T[i ] , V_help[i], V) end do; 

V_graf := piecewise(V >= 0, V, 0); 

Qv_t := piecewise(V <= 0, Qp_t, V > 0, Qmax); 

plot([Qv_t, Qp_t], t = 0 .. perioda, y = 0 .. 450, legend = ["Qv(t)
n

, "Qp(t 

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]], 

titlefont = ["Times New Roman", 18, bold], linestyle = [solid, solid], 

color = [red, blue], thickness = [2, 3], font = [label, "Times New Roman", 

size = [1000, 400], tickmarks = [[0 = 0, 2 = 2, 4 = 4, 

6=6, 8=8, perioda = "T"], default]); 

plot([V.graf, Vmax], t = 0 .. perioda, y = 0 .. 450, 

legend = ["V(t)
n

, "V*"], legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]], 

linestyle = [solid, longdash], 

color = ["Niagara LeafGreen", "Niagara Burgundy"], thickness = [3, 3], 

font = [label, "Times New Roman", 18], size = [1000, 400], 

tickmarks = [[0 = 0, 2 = 2, 4 = 4, 6 = 6, 8 = 8, perioda = "T"], default]) 

if maximize(V, t = 0 .. perioda) <= Vmax then 

writeline(default, "Fronta neprekroci hranici") else 

writeline(default, "Fronta prekroci hranici") end if 
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Skript pro ověření d ruhé p o d m í n k y 

restart; 

perioda := 6; 

Qp_t := piecewise 

(t >= 0 and t <= perioda, 

-(.5*(t+1))*t*(t-3/2)*(t-4)*(t-6)*(t-6.5)+220, 

t >= perioda and t <= 2*perioda, 

-(.5*(t+l-perioda))*(t-perioda)*(t-3/2-perioda)*(t-4-perioda)* 

*(t-6-perioda)*(t-6.5-perioda)+220, 

t >= 2*perioda and t <= 3*perioda, -(.5*(t+l-2*perioda))* 

(t-2*perioda)*(t-3/2-2*perioda)* 

*(t-4-2*perioda)*(t-6-2*perioda)*(t-6.5-2*perioda)+220); 

Qmax := 270; 

V0 := 200; 

Vmax := 400; 

Qp_x := subs(t = x, Qp_t); 

f := diff(Qp_t, t); 

Ti := 0; 

T[0] := 0; 

maxl := 0; 

for i from 0 to 0 do 

rovnice := {f>0,t>Ti,Qp_t=Qmax,t<=3*perioda,int(Qp_x-Qmax,x=Ti .. t)+V0 <0}; 

Ti := solve(rovnice); 

if Ti = NULL then T[i+1] := 3*perioda; maxl := i+1; break 

else Ti := eval(t, Ti [1]); T[i+1] := Ti end if end do; 

for i to 10 do rovnice := 

{f > 0, t > T i , Qp_t = Qmax, t <= 3*perioda, 

int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t)< 0}; 

Ti := solve(rovnice); 

"pozn. ošetřeni chyby programu, jinak bude neustale 

pocitat tu samou hodnotu Ti" 

if eval(t, Ti[l])=T[i] then Ti := eval(t, Ti [1] )+0. le-1; 

i := i-1; next end i f ; 

if Ti = NULL then T[i+1] := 3*perioda; 

maxl := i+1; break else 

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do; 

if maxl = 0 then maxl := i+1; T[i+1] := 3*perioda end i f ; 

for i to 1 do 

V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t); 

c[i] := int(Qp_t-Qmax, 

t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i] , t = T[i])); 

V_help[i] := V.help [i]+c [i]+V0 end do; 

for i from 2 to maxl 
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do V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t); 

c[i] := int(Qp_t-Qmax, t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i] , t = T[i])); 

V_help[i] := V_help [i] +c [i] end do; 

V := 0; 

for i to maxl do 

V := piecewise(t >= T[i-1] and t <= T[i ] , V_help[i], V) end do; 

V_graf := piecewise(V >= 0, V, 0); 

Qv_t := piecewise(V <= 0, Qp_t, V > 0, Qmax); 

K := 0; 

plot([Qv_t, Qp_t] , t = 0 .. 3*perioda, 

y = 0 .. 500, legend = ["Qv(t)", "Qp(t)"], 

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]], 

linestyle = [solid, solid], 

color = [red, blue], thickness = [2, 3] , 

font = [label, "Times New Roman", 10], 

font = [axes, "Times New Roman", 18], 

size = [1000, 400], 

tickmarks = 

[[perioda = "T", 2*perioda = "2T", 3*perioda = "3T"], default]); 

plot([V.graf, Vmax], t = 0 .. 3*perioda, y = 0 .. 500, 

legend = ["V(t)
n

, "V*"], 

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]], 

linestyle = [solid, longdash], 

color = ["Niagara LeafGreen", "Niagara Burgundy"], 

thickness = [3, 3], 

font = [label, "Times New Roman", 10], 

font = [axes, "Times New Roman", 18], 

size = [1000, 400] , 

tickmarks = [[perioda = "T", 2*perioda = 

"2T", 3*perioda = "3T"], default]); 

if evalf(maximize(V, t = 0 .. perioda)) <= Vmax then 

writeline(default, "Fronta neprekroci hranici") else K := 1; 

writeline(default, "Fronta prekroci hranici") end i f ; 

if Qmax*perioda > int(Qp_t, t = 0 .. perioda) then 

writeline(default, "Pocatecni fronta půjde k nule") 

else i f Qmax*perioda = int(Qp_t, t = 0 .. perioda) then 

writeline(default, 

"Pocatecni fronta se nikdy nezpracuje ale ani nebude narůstat") 

else K := 1; 

writeline(default, "Fronta se bude neustale hromadit ") end if end i f ; 

if K = 1 then writeline(default, "System neni udržitelný, 

je porušena jedna nebo obe z podminek") else 
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writeline(default, "System je udržitelný") end i f ; 

Skript pro řešení fronty soustavy: 

restart; 

perioda := 5; 

betal := (l/10)*t+l/2; 

Qp_t := -(t+l/2)~2+6*(t+l/2)-l; 

Qmax := 4; 
Qp_x := subs(t = x, Qp_t); 

f := diff(Qp_t, t); 

Ti := 0; 

T[0] := 0; 

VJielp := 0; 

for i from 0 to 100 do 

rovnice := -f_f > 0, t > T i , Qp_t = Qmax, 

t <= perioda, int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t) < 0}; 

Ti := solve(rovnice); i f Ti = NULL then T[i+1] := perioda; 

V_help[i+1] := piecewise(t >= T[i] and t <= T[i+1], 

int(Qp_x-Qmax, x = T[i] .. t)); maxi := i+1; break else 

Ti := eval(t, Ti [1]); T[i+1] := Ti end i f ; 

V_help[i+1] := piecewise(t >= T[i] and t <= T[i+1], 

int(Qp_x-Qmax, x = T[i] .. t)) end do; 

Its , 

2 

V_help := simplify(V_help); 

plot({Qmax, Qp_t}, t = 0 .. 6); 

for i to maxi do Qvhelp_t[i] := 

'assuming'([simplify(piecewise(V_help[i] 

<= 0, Qp_t, V_help[i] > 0, Qmax))], [t >= T[i-1] and t <= T[i]]) end do; 

Qv_t := 0; 

V := 0; 

for i to maxi do Qv_t := simplify(piecewise(t >= T[i-1] and 

t <= T[i], Qvhelp_t[i], Qv_t)); V := simplify(piecewise(t >= T[i-1] 

and t <= T[i ] , V_help[i], V)) end do; 

V := simplify(piecewise(V < 0, 0, V >= 0, V)); 

plot({Qp_t, Qv_t, V}, t = 0 .. perioda); 

NULL; 

Qp2_t := Qv_t; 

Qmax2 := 9/2; 

Qp2_x := subs(t = x, Qp2_t); 
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f2 := diff(Qp2_t, t); 

Ti2 := 0; 

T2[0] := 0; 

V_help2 := 0; 

for i from 0 to 100 do rovnice2 := {f2 > 0, t > Ti2, Qp2_t = Qmax2, 

t <= perioda, int(Qp2_x-Qmax2, x = Ti2 .. t) < 0}; 

Ti2 := solve(rovnice2); if Ti2 = NULL 

then T2[i+1] := perioda; 

V_help2[i+1] := piecewise(t >= T2[i] and 

t <= T2[i+1], int(Qp2_x-Qmax2, 

x = T2[i] .. t)); maxI2 := i+1; break else Ti2 := eval(t, Ti2[1]); 

T2[i+1] := Ti2 end i f ; V_help2[i+1] := 

piecewise(t >= T2[i] and t <= T2[i+1], 

int(Qp2_x-Qmax2, x = T2[i] .. t)) end do; 

"/ • 

1 

V_help2 := simplify(V_help2); 

plot(Qp2_t, t = 0 .. 6); 

for i to maxI2 do Qvhelp2_t[i] := 'assuming' 

([simplify(piecewise(V_help2 [i] 

<= 0, Qp2_t, V_help2[i] > 0, Qmax2))], 

[t >= T2[i-1] and t <= T2[i]]) end do; 

Qv2_t := 0; 

V2 := 0; 

for i to maxI2 do Qv2_t := 

simplify(piecewise(t >= T2[i-1] and t <= T2[i], 

Qvhelp2_t [ i ] , Qv2_t)); V2 := 

simplify(piecewise(t >= T2[i-1] and t <= T2 [i ] , 

V_help2[i], V2)) end do; 

V2 := simplify(piecewise(V2 < 0, 0, V2 >= 0, V2)); 

plot({Qp2_t, Qv2_t, V2}, t = 0 .. perioda); 

NULL; 

Qp3_t := Qv2_t; 

Qmax3 := 5/2; 

Qp3_x := subs(t = x, Qp3_t); 

f3 := diff(Qp3_t, t); 

Ti3 := 0; 

T3[0] := 0; 

V_help3 := 0; 

rovnice3 := {f2 > 0, t > Ti3, Qp3_t = Qmax3, 

t <= perioda, 

int(Qp3_x-Qmax3, x = Ti3 .. t) < 0}; 

Ti3 := solve(rovnice3); 

T3[i+1] := perioda; V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and 

35 



t <= T3[i+1], int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)); maxI3 := i+1; 

for i from 0 to 100 do rovnice3 := {f2 > 0, 

t > Ti3, Qp3_t = Qmax3, 

t <= perioda, int(Qp3_x-Qmax3, x = Ti3 .. t) 

< 0}; 

Ti3 := solve(rovnice3); if Ti3 = NULL then 

T3[i+1] := perioda; 

V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and t <= T3[i+1], 

int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)); maxI3 := i+1; 

break else Ti3 := eval(t, Ti3[l]); T3[i+1] := Ti3 end i f ; 

V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and t <= T3[i+1], 

int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)) end do; 

Error, (in int) wrong number (or type) of arguments: 

invalid options or option values passed to definite integration. 

for i to maxI3 do Qvhelp3_t [i] := 'assuming'([simplify 

(piecewise(V_help3[i] <= 0, 

Qp3_t, V_help3[i] > 0, Qmax3))], [t >= T3[i-1] and t <= T3[i]]) end 

Qv3_t := 0; 

V3 := 0; 

for i to maxI3 do Qv3_t := 

simplify(piecewise(t >= T3[i-1] and t <= T3[i], 

Qvhelp3_t[i], Qv3_t)); V3 := 

simplify(piecewise(t >= T3[i-1] and t <= T3[i], 

V_help3[i], V3)) end do; 

V3 := simplify(piecewise(V3 < 0, 0, V3 >= 0, V3)); 

plot({Qp3_t, Qv3_t, V3}, t = 0 .. perioda); 
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