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Abstrakt

Tato préce se zabyva modelovanim toku vyrobku skrze tizka mista pomoci oby¢ejnych di-
ferencialnich rovnic. Model vychazi z hydrodynamické analogie. V praci jsou déle uvedeny
podminky pro udrzitelnost systému, tedy pozadavky na neptekroceni jeho maximéalni ka-
pacity, aby tok vyrobku mohl neustdle prochazet danym mistem. Pomoci modelu jsou v
préaci déle spocteny priklady pro ruzné systémy.

Abstract

This thesis deals with modelling of the flow of products through systems involving bott-
lenecks using ordinary differential equations. The model is based on a hydrodynamics
analogy. Further, the conditions for the sustainability of a system, that is the require-
ments needed not to exceed the maximal capacity, so that the flow of products can flow
continuously through the given spot. A model is used to solve examples for varying sys-
tems.
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1 Uvod

Modelovani pomoci diferencidlnich rovnic tvoti oblast aplikaci matematiky na nejruznéjsi
prirodni, technické, ale i spole¢enskovédni odvétvi. Prace se zabyva popisem systému s
tuzkymi misty. Uzké misto je spjato s pretizenim systému a vznikd v ném tehdy, pokud
jednotka dorazi na urcité misto dfive, nez ji je systém schopen zpracovat. Tim je déle
zpusobeno, ze se zacne na tomto misté tvorit fronta a vSechny jednotky prochazejici timto
mistem budou zpozdény. Problémem takového systému je, ze mnohdy nema potiebnou
kapacitu v izkém misté na to, aby se timto problémem dokazal vypotadat a neptehltil se.
Jako konkrétni priklad si muzeme predstavit dopravni tok nebo vyrobni linku, kde 1izké
misto predstavuje napiiklad zizend komunikace nebo nedostatecnd rychlost zpracovavani
pristroje na lince.

Popis problému lze fesit z nékolika thlu pohledu. Makroskopicky pohled nahlizi na
systém spojité a na rozdil od diskrétnitho mikroskopického se nezabyva chovanim jed-
notlivych jednotek prochézejicich systémem. Existuji i modely mesoskopické, které se
zaméiuji na popis malych skupin jednotek ne tolik detailnimi rovnicemi. Této problema-
tice se vice vénuje kniha [5]. V nasi praci se budeme zabyvat modelem makroskopickym,
kde uplatiujeme podobnost s hydrodynamickym modelem a zdkonem zachovani.[2]

Cilem préce je navézat a rozsitit praci [1] zobecnénim nékterych situaci, které popisuje.
Po ¢astech konstantni tok vyrobku lze zobecnit na obecnou funkci ¢asu, ktera muze byt
vétsi, nez maximalni mozny vykon pracovisté. Déle izké misto, musi platit podminky, za
kterych je jesté udrzitelné. Pracovisté lze zapojit do soustavy, kde vztahy mezi pracovisti
mohou byt ddny pomoci nekonstantnich koeficientu. Pro vSechny tyto piipady je cilem

na prikladech.
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2 DMatematicky aparat

V této kapitole si zavedeme zékladni pojmy, definice a rovnice, ze kterych budeme v praci
vychazet.

2.1 Obycejné diferencialni rovnice

Abychom mohli s modelem pracovat, musime si nejdiive definovat pojmy souvisejici s
oby¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi. Na toto téma bylo napsano mnoho ucebnich textu
a jinych publikaci. Nésledujici definice jsou citovany z [3] a [4].

Definice 2.1. Bud G podmnozina Euklidovského prostoru R? a f realna funkce, defino-
vana na G. Rovnice

7= = f(t.y) 2.1)

se nazyva diferencidlni rovnice 1. rddu.

Definice 2.2. ReSenim rovnice (2.1) se rozumi funkce y, kterd je diferencovatelnd v
néjakém intervalu J a spliuje podminky

tyt) e G a y=f(ty) Vtel (2.2)

Definice 2.3. Bud' [to,yo] libovolny bod v G. Uloha uréit Feseni rovnice (2.1), které
spliiuje pocatecni podminku

y(to) = vo, (2.3)

se nazyva pocdtecni iloha (pocdtecni problém).
Definice 2.4. Soustavu n diferencidlnich rovnic

th =1t Y1, Un)
?jQ :fQ(thyb 7?/”)

?jn :fn(t>y1>-~~>yn)> (24)

kde funkce f, = (k = 1,..,n) jsou definovdny na (n + 1)-rozmérné oblasti G C R™"*!,
nazyvame normdlni soustavou diferencidlnich rovnic pruniho ddu.

Definice 2.5. Resenim norméln{ soustavy (2.4) nazyvame kazdou skupinu n funkef

Y1, Y2 -y Yn,

které jsou spojité diferencovatelné na néjakém intervalu J a pro vsSechny body t € J
vyhovuji dané soustavée (2.4).
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2.2 Hydrodynamicky model
2.2.1 Pojmy

Déle v praci budeme pouzivat i nékolik pojmu, vychéazejici z hydrodynamické analogie,
kterou si nyni popiseme. Budeme se zabyvat modelem vyrobni linky, ktera je slozena z
nékolika pracovist. Tato pracovisté budou zpracovévat vyrobky, podobné jako je tomu
v manufakture. Kazdé tedy zpracuje ¢ast vyrobku a pak ho posle na jiné pracovisté, na
kterém bude zpracovana jina cast vyrobku. V prvni ¢asti prace se budeme zabyvat mo-
delem jednoho pracovisté a ve druhé model zobecnime pro obecnou soustavu.

Predstavme si pracovisté jako nadobu s otvorem, do které prilévame tekutinu a ta
vlivem svoji tihy z nadoby vytéka. Obecné plati, ze se vytokova rychlost méni s mnozstvim
kapaliny v nadobé. Lze ale odvodit takovy tvar nadoby, pro ktery bude vytokova rychlost
konstantni (podrobnéji v [1]). Nyni si vysvétlime pojmy a znaceni, se kterymi budeme v
praci pozdéji pracovat.

Veli¢inu oznacujici piitok kapaliny do dané nadoby ozna¢me QP a budeme predpokladat,
ze QP(t), tedy pritok je proménny v ¢ase t. Déle definujeme také v case proménnou veli¢inu
Q" (t), kterd predstavuje vytok. Aktudlni mnozstvi kapaliny v case t, které se v nddobé
nachdzi pii jejim pruchodu oznac¢ime V' (t), a jako posledni dvé veli¢iny definujeme Q* a
V*, coz jsou maximalni mozny vytok z nadoby a jeji celkovy objem. Ty jsou na rozdil od
predchozich velicin konstantni. Nadoba se tedy v ¢ase nijak neméni. Faktory jako vnitini
tfeni nebo energetické ztraty pti vytoku zanedbame. Plati zde zdkon zachovani hmoty a
rovnice kontinuity.

Vyse zminéné veliciny preformulujeme pro pouziti v nasem modelu. Veli¢ine QP(t)
budeme fikat prikon a zna¢i mnozstvi vyrobku, které aktudlné prichazi na pracovisté.
Analogicky Q" (t) je jeho vgkon a tika, jaké mnozstvi za jednotku ¢asu pracovisté aktudlné
zpracovava. Nyni pfipustme, Ze mé také svoje 1lozisté, které ma urcitou maximalni ka-
pacitu. Tu oznac¢me V*. Pokud na pracovisté budou prichdzet vyrobky rychleji, nez je
dokaze zpracovavat, budou se na ném hromadit. Je to tedy analogie k celkovému ob-
jemu nadoby. Aktudlni stav fronty vyrobku éekajicich na zpracovani oznac¢me V(). Na-
konec definujeme velicinu Q)*, coz je maximalni mozny vykon pracovisté. Stejné jako u
nadoby predpoklddame, ze se kapacita ani maximalni vykon v case neméni. Dale si také
vypujéime vlastnost konstantniho vytoku, tedy vykon pracovisté se neméni v zavislosti
na mnozstvi vyrobku nachézejictho se na 1lozisti, a nakonec predpokladame, Ze se na
pracovisti pruchodem, podobné jako v nadobé, vyrobky nijak neztraci.

V dalsich kapitolach budeme v nékterych pripadech pouzivat i pojem prdce. Tento
pojem je hydrodynamickém modelu ekvivalentni pojmu kapalina a v nasem modelu bude
predstavovat vyrobky, resp. jejich mnozstvi, které se pracovistém zpracovavaji. Veskeré
hodnoty téchto veli¢in budeme pro nasi potfebu povazovat za bezrozmérné

2.2.2 Rovnice pro pracovisté

Pro cely model uvazujeme, ze funkce V' (t), QP(t), Q"(t) jsou omezené periodické funkce,
které jsou definované od nuly s periodou 7' € R* a plati, ze t > 0.
Pro nas model plati rovnice kontinuity, v diferencialnim tvaru:

V(t) = Q" (t) - Q°(t). (2.5)
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Je ziejmé, ze vykon pracovisté je funkce jejiz hodnoty jsou zavislé na jeho aktualnim
stavu. Okamzity vykon pracovisté Qv je tedy definovan nasledujicim zpusobem:

v Q(t) = V()=0
@) = { Q1 <= V(t)>0. (2:6)
Pokud na pracovisti neni zadné nahromadéna prace V', funguje pak na stejny vykon
jaky na néj prichazi piikon. Jestlize nebude stihat praci zpracovavat, zacne se tvorit
fronta a pracovisté funguje na plny vykon, dokud se jeji velikost opét nebude rovnat
nule. Okamzity vykon pracovisté tedy nemuze byt nikdy vétsi, nez maximalni mozny
vykon a Tidi se podle toho, zda-li se v daném okamziku na pracovisti nachéazi fronta.
Predpokladejme, ze v case t = 0 se na pracovisti nenachazi zadna pocatecni fronta. Pak
V(t) lze vyjadrit rovnici:

V(t) = max(0, / Qp(1) — Q*dr), t € (tj,t;41),=0,1,2..., (2.7)

kde body t; jsou takové, Ze:

Qp(tj) > 07

/‘j Q°(r) - Q" <0, (2.8)

ti—1

kde to = 0. Predpis (2.7) iikd, Ze fronta na pracovisti je budto nulovd a nebo je
rovna fti QP — Q*dr pricemz t; jsou takové body, ve kterych zaciné fronta od nuly rust.
Z predpisu (refpodminky) je vidét, ze jsou tedy definovény rekurzi. Tyto body budeme
v dalsim textu oznacovat jako hranicni, protoze ohranicuji casové tseky, kde se tvorila
fronta, ktera se pozdéji cela zpracovala.

Nyni se budeme vénovat popisu chovani tohoto systému z hlediska dynamiky.

3 Chovani pracovisté

3.1 Podminky udrzitelnosti

V této kapitole se budeme zabyvat modelem pro jedno pracovisté. V prvni fazi privedeme
na vstup obecnou funkei Qg (t), vyjadiujici piikon QP(t) a ddle budeme pracovisté sledovat
z hlediska udrzitelnosti, kterou si ihned definujeme. Podminky pro udrzitelnost systému s
periodickym, po ¢dstech konstantnim zdrojem z [1] se daji zobecnit i pro nami studovany
pripad. Dostavame tedy podobnou definici:

Definice 3.1. Systém povazujeme za udrzZitelny, pokud po celou dobu plati podminka:
V(t) < V¥t > 0. (3.1)

Tedy nahromadéna fronta na pracovisti musi byt vzdy mensi, nez je jeho maximalni
kapacita.
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Je dobré si uvédomit, Ze se na tuto podminku muzeme divat z kratkodobého a dlouho-
dobého ¢asového hlediska. V prvnim piipadé nés zajima prubéh fronty V (¢) na intervalu
prvni a nékolika nésledujicich n period. Budeme tedy zkoumat, zda-li na tomto intervalu
fronta neprekroci povolenou hodnotu. Pokud by byla podminka splnéna, jesté to ale ne-
znamena, ze je systém udrzitelny. Kdyz se na néj podivame z dlouhodobého casového
hlediska, tak pozadujeme, aby tato podminka platila pro neomezeny pocet period. To lze
zaruCit jednoduchym zpusobem. Pokud m4 tedy nerovnost (3.1) platit pro vSechna ¢, tak
jejim dusledkem je, ze

V(ET) > V((k+ 1)T),Yk > n. (3.2)

Od n-tého cyklu se tedy nesmi fronta na koncich intervalu periody zvétsovat.

Je otdzkou, jakou nejmensi hodnotu muze mit n, abychom o systému mohl jisté rici,
ze je udrzitelny. Odpovédi na tuto otazku se budeme vénovat v nasledujicim textu, spolu
s matematickym vyjadfenim podminky udrzitelnosti a to z kratkodobého a dlouhodobého
casového hlediska. Rozdélime si tedy tato odvozeni na dvé ¢asti. Platnost rovnice (3.1)
pro prvnich nékolik period nazveme v textu jako 1. podminku udrzitelnosti a platnost
jejtho dusledku (3.2) nazveme jako 2. podminku udrzitelnosti.

3.2 Odvozeni podminek
3.2.1 1. podminka udrzitelnosti
Prvni bod definice (3.1) nam k4, ze:
V() <V*, vte(0,T). (3.3)

Funkei fronty V (¢) lze vyjadrit rovnici (2.7). Protoze tam byla ale definovéana na miru (2.6)
pomoci * a ma pomérneé slozity zapis, pro potfebu odvozeni prvni podminky si ukdzeme
postup vychézejici z rovnice kontinuity (2.5) pro obecny vytok QV(t). Integrujeme tedy
(2.5) podle ¢éasu 7 mezi body 0 a t € (0,7T):

V() — V(0) = / Q(r) — Q*(r)dr. (3.4)

Pocéateéni podminku, tedy velikost fronty na pocéatku, lze zvolit libovolnou a jejimu

vlivu na udrzitelnost se budeme vénovat v dalsi ¢asti prace. Pro nase odvozeni polozime
V(0) = 0 a dosadime do (3.3):

t
/ QP (1) — Q°(T)dr < V*, Vte(0,T) (3.5)
0

Je zfejmé, Ze to je nami hledané vyjadreni definice prvni podminky udrzitelnosti (3.1).
Diéle se vsak muzeme zabyvat specifikovanim jednotlivych ¢asu, pro které nds bude tato
podminka zajimat. Lze totiz vySetfit prubéh funkce fronty V' (¢) a vybrat jeji maximalni
hodnoty, pro které bude jesté nerovnice 3.5 platit. Nemusime tedy prochazet vsechny body
na periodeé.

Ozna¢me M mnozinu vSech ¢asu t;,7 = 1,2,3...N, kde dochézi k lokalnimu maximu
funkce V (t). Pak je zfejmé, ze se (3.5) zméni na tvar:

max/o i QP (1) — Q°(1)dr <V~ (3.6)

t;eM
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Tedy maximélni integral pres vSechna ¢;, coz je nejvyssi okamzitd hodnota V' (t), nesmi
byt vétsi, nez je maximalni povolena hodnota V*. Tim je definovand prvni podminka
udrzitelnosti. Pro ilustraci nyni okomentujeme nékolik prikladu vykreslené v softwaru
Maple. Algoritmus vypoctu budeme podrobnéji rozebirat v dalsi kapitole.
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3.2.2 Priklad 1

Na obrazcich 1 a 3 muzeme vidét vykreslené grafy pro funkei prikonu zadaného nasledujicim
zpusobem: )
65t 0<t<2
—50t 2<t<4
QP(t) =80t —450 4<t<T7
—60t+230 7T<t< D

32 15

Tento piikon privadime na dvé ruznd pracovisté, kterd maji stejny maximalni vykon
Q* = T4, ale jiné kapacity tlozisté. Prvni pracovisté ma kapacitu V; = 80 a V5 = 50.
Pomoci definice fronty (2.7) jsme sestrojili funkei V' (), ktera je vykreslena v obrazku 2 a
4.

Pro platnost prvni podminky musi byt zaruc¢eno, Ze pro vSechna t na intervalu (0, T
plati, ze je V(t) < V*. V pripadé prvniho pracovisté se fronta béhem prvni periody
drzi po celou dobu pod maximalni kapacitou svého pracovisté. Pti vysetfeni hodnoty
lokélniho maxima béhem periody u toho druhého bychom zjistili, Ze je podminka porusena
a to hodnotou fronty na v ¢ase T'. V grafu ale vidime, ze piiblizné uz v case t = 2,6
dojde k prvnimu piekroceni povolené hodnoty. Nerovnice (3.6) tedy urcuje platnost prvni
podminky, avSak vybrany bod t; nemusi byt bodem prvnim, kdy pracovisté prestane

120 120
100 100
80 80
760 760
40 40

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Obr.: 1: Funkce QP(t) a Q(t) pracovisté 1  Obr.: 3: Funkce QP(t) a QV(t) pracovisteé 2

50 S—_—
740 " 40

30 30

20 20

10 10

T T J
0 2 4 6 8 10 0 2 X=2.652 4 6 8 T

—\'(t);V*
Obr.: 2: Funkce V() a V}* pracoviste 1 Obr.: 4: Funkce V (t) a V,* pracoviste 2

3.2.3 Priklad 2

Na dalsf étvefici obrazki vidime veli¢iny dvou pracovist, na ktera piivddime stejné pifkony
QP (t) = =t +17-1° — 95,75 - t* 4 175,75 -t + 55,5 - t* — 234 -t + 220, t € (0,7 = 10).
Obé pracovisté maji stejnou maximélni kapacitu V* = 300. Lisi se ale jejich nejvyssi

mozné vykony. Plati, ze Q7 = 200 a Q5 = 240. Druhé pracovisté tedy bude prichazejici
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praci zpracovavat bez problému a k poruseni podminky nedojde. V obrazku 6 je vidét,
ze i relativné mald zména maximélniho vykonu, o jednu pétinu, velkym zpusobem ovlivni
vlastnosti pracovisté. V obrazku 5 a 7 dale muzeme spatfit rozdil ve vykonech obou
pracovist. Téméi celou periodu prvniho pracovisté tvoii vykon @Qf zatimco z prubéhu
funkce fronty druhého pracovisté vidime, ze béhem periody se fronta jesté stihne celd
zpracovat a tedy vykon jesté klesne na hodnotu QP (). Intuitivné bychom tedy mohli tici,
ze bude pravdépodobné platit i druhda podminka, protoze fronta je na zacatku i konci
periody nulova a tedy se urcité nebude zvétsovat.

400 400

300 300

7 200 N " 200
100 \ 100

T T T T J T T T T J
0 2 1 6 T 0 2 1 6 T

Obr.: 5: Funkce QP(t) a Q(t) pracovisté 1  Obr.: 7: Funkce QP(t) a QV(t) pracovisté 2

Obr.: 6: Funkce V() a V}* pracoviste 1 Obr.: 8: Funkce V(t) a V5 pracovisté 2

Software Maple pti vykreslovani grafu funkce Q" (t) spojuje jednotlivé funkéni hodnoty
carou. V bodech, kde dochézi ke zméné QV(t) z Q* na QP(t) je zména skokova a jsou zde
tedy body nespojitosti. Je dobré si uvédomit, ze ke skoku dochazi vzdy z vétstho Q* na
mensi QP (t) a nikdy naopak.

Nyni se budeme zabyvat ¢asové dlouhodobym prubéhem jednotlivych funkei, tedy
druhou podminkou udrzitelnosti.

3.2.4 2. podminka udrzitelnosti

Prvni podminka hovoii o tom, ze se nikdy v prubéhu periody nesmi stat, ze se systém
prehlti. Mohlo by se ale stat, ze fronta v ¢ase T', ktera muze byt mensi nez V*, se béhem
nasledujiciho cyklu nedokaze zpracovat. Z toho plyne, Ze by se v dalsich cyklech prvni
podminka porusila. Chceme tedy zarucit, aby fronta, ktera by se v dlouhodobém méritku
vytvarela, nerostla a pokud mozno klesala dokud ji pracovisté celou nezpracuje. Jako kon-
trolni body, ve kterych budeme sledovat toto klesani zvolime koncové body period.

Na pracovisté privedeme pocatecni frontu a sledujeme ho pii praci. Pro splnéni druhé
podminky pozadujeme aby platilo:

V(KT) > V((k+1)T),k=1,2, ... (3.7)

Predpokladame tedy, ze pracovisté pracovalo po nékolik cyklu a od k-tého cyklu se jiz
fronta na koncich nebude zvétsovat. Tuto podminku se pokusime preformulovat pomoci
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nami znamych veli¢in pro pracovisté tedy V(0), QP(t) a Q*.

Vyjdeme z rovnice kontinuity (2.5) a jejiho tvaru po integrovéani (3.4). Bude platit, ze

kT kT

QP (t)dt — / Q°(t)dt (3.8)

(k—1)T

/(kT Vdt = V(RT) = V((k — 1)T) :/

k=1)T (k-=1)T
Z této rovnice si muzeme vyjadrit clen V (kT a dosadit ho do nerovnice (3.7).
kT kT
V(KT) = / QP (t)dt — / Q'(t)dt+ V((k—-1)T)
(k—1)T (k—1)T

Obdobnym zpusobem zintegrujeme rovnici (2.5) pro k o jednicku vyssi a dosadime za
pravou stranu nerovnice.

(k+1)T (k+1)T
V((E+1DT) = / QF(t)dt — / Q" (t)dt + V (kT)
kT kT
Dostavame vztah:
kT kT (k+1)T (k+1)T
/ Qp(t)dt—/ Q' (t)dt+V ((k—1)T) > / Qp(t)dt—/ Q" (t)dt+V (kT).
(k—=1)T (k—=1)T kT kT

Obecné se pro néas systém, na rozdil od vykonu, ptikon neméni a pro vSechny periody je
stejny, 1ze tedy ¢leny s piikonem odecist. Rovnici dale upravime separaci front a vykonu.

(k+1)T kT
/ Q" (t)dt — / QU(t)dt > V(kT) -V ((k—1)T)
kT (k—1)T

Pravou stranu muzeme opacnym zpusobem prepsat jako zintegrovanou rovnici kontinuity
v mezich od (k —1)T a kT.

(k+1)T kT kT kT
/ Q" (t)dt —/ Q" (t)dt 2/ QP (t)dt —/ Q" (t)dt
kT (k—1)T (k—1)T (k—1)T
Odec¢tenim stejnych ¢lenu dostavame vztah:
(k+1)T kT
[ @z [ g
kT (k—1)T

Tuto rovnici bychom mohli interpretovat tak, ze vykon v urc¢ité periodé musi byt vyssi,
nez byl ptikon v té predchozi.

Dusledkem definice piikonu do pracovisté (2.6) je, ze jeho préavé odvddénd prace
nemuze byt nikdy vétsi, nez jeho maximalni vykon, bude tedy jisté platit, ze:

(k+1)T (k+1)T kT
/ sz/ Q%mz/ Q" (t)dt
kT kT (k=1)T

Maximalni vykon je konstantni, muzeme ho tedy zintegrovat v mezich periody. Pokud
tedy pozadujeme, aby od k-tého cyklu fronta v dalsich cyklech na konci jejich period
nerostla, plati podminka:

@Tsz Q" (t)dt (3.9)

k—1)T
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Vlastnosti naseho pracovisté je to, ze ptikon je stejny ve vSech periodach. Hodnota
integralu pres prvni periodu je tedy stejnd jako pro vsechny dalsi. Tim dostaneme tvar
druhé podminky udrzitelnosti pro systém jednoho pracoviste:

QT > / ' QP (t)dt. (3.10)

Z podminky jsme dostali vztah, ktery plati i pro nejmensi k, £ = 1. Pokud ma tedy fronta
na pracovisti klesat, musi tedy tak ¢init jiz ve druhém cyklu, tedy V(T') > V(2T)).

3.2.5 Priklad 3

Predstavme si pracovisté o maximalni kapacité ulozisté V*, které muze podavat nejvyssi
mozny vykon @*. Na néj budeme ptivadét pitkon QP(t) a pocatecni frontu zvolime nulo-
vou. Z nerovnosti (3.10) plyne, Ze mohou nastat tii pripady chovani pracovisteé:

1. Ostra nerovnost. Pokud plati, pak se fronta na koncich periody bude neustale
zmensovat do té doby, nez se neustali na urcité hodnote.

2. Rovnost. Pii ni se tedy také fronta musi ustalit na stejné hodnoté, avsak prubéh
V(t) se lisi od predchoziho pripadu, protoze potencidlni mnozstvi préace, které je
systém schopen zpracovavat se sice neméni, ale mnozstvi prace, které se na pra-
covisti na konci periody vyskytne ma presné takovou hodnotu, ze ho systém akorat
v jednom okamziku zpracuje celé a ihned pfichdzi mnozstvi nové.

3. Tretim pripadem je neplatnost vztahu (3.10). Na pracovisté tedy prichézi ta-
kové mnozstvi prace, ze se na konci kazdé periody postupné bude hromadit jeho
nezpracovana ¢ast.

Dusledkem nerovnice je, ze tyto fe¢ené mozné vlastnosti systému nejsou zavislé na
pocatecni podmince. Je ale dulezité si uvédomit, ze pocatecni podminka muze ovlivnit
platnost prvni podminky udrzitelnosti, pokud zptusobi, Ze nechd vzniknout bodu, kde bude
V(t) > V*. Ukazeme si nyni nékolik prikladu pro tyto tii moznosti chovani systému a pro
ruzné pocatecni podminky.

Meéjme pracovisté, které ma QQ* = 270 a V* = 400. Na néj ptrivadime piikon

QU(t) = —t° 4+ 17-¢° - 95,75 - t* + 175,75 - t* +55,5-1* — 234 -t + 280, t€ (0,T = 6).

Na obrazcich 9 a 10 jsou vykresleny funkce prikonu, vykonu a fronty pro tuto kombinaci
parametru. Jako pocatecni frontu jsme na pracovisté privedli V4(0) = 50. Z hlediska klasi-
fikace systému se jedna o treti pripad, coz snadno zjistime dosazenim hodnot do nerovnice.
Muzeme tedy pozorovat, ze na konci z kazdého po sobé jdoucich cyklu se fronta zvedne
u stejnou urcitou hodnotu. Tvar funkce QP(t), zpusobi, ze se k této hodnoté nepficte i
hodnota pocatecni fronty, protoze ji pracovisté v prvnim cyklu jesté celou zpracuje. Ne-
dokaze si vsak poradit s pozdéjsim piichodem préace. Ve druhé periodé tedy hodnota fronty
preroste maximalni povolenou hodnotu. Pro tento prikon pracovisté neni udrzitelné.

Ve vedlejsich dvou obrazcich ale muzeme sledovat piikon préce, ktery uz pracovisté
velmi dobre dokaze zpracovavat.

Qh(t) = —0.5- (=t +17-1°—95,75-t1 4175, 75-13+55,5-12 —234-1)+280, ¢ € (0,T = 6).
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Obr.: 9: Funkce Q¥ (¢) a QY(t) pracovisté 1 Obr.: 11: Funkce Q5(t) a Q4(t) pracoviste 2
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Obr.: 10: Funkce V (t) a V* pracovisté 1 Obr.: 12: Funkce V (t) a V* pracovisté 2

Pocatecni frontu V3(0) = 200, kterou jsme na toto pracovisté ptivedli, pracovisté zpracuje
uz béhem prvni periody. Jeho potencidl zpracovavat, tedy pomér mezi stranami nerovnice
(3.7), je ale pfi tomto piikonu znacné velky, takze pokud bychom jako pocatecni frontu
zvolili hodnotu blizkou maximalni mozné fronté, tak by ji béhem nékolika maélo period
rychle zpracoval. Pro tento ptrikon je tedy pracovisté udrzitelné.

3.2.6 Priklad 4

Na tomto piikladu si ilustrujeme, jak pro pracovisté, stejnych parametru jako v predchozim
pripadé, bude mit vliv poc¢atecni fronta. Funkce ptikonu pro toto pracovisteé je:

QP(t) = —1.5-(—t°+17-t°—~95, 75-t*4+-175, 75-t*+55, 5-t*— 265, 5-t)+280, t € (0,T = 6).
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Obr.: 13: Funkce Q}(t) a QY(t) pracovisté 1 Obr.: 15: Funkce Q5(¢) a Q4(t) pracovisté 2
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Obr.: 14: Funkce V (t) a V* pracoviste 1 Obr.: 16: Funkce V (t) a V* pracovisté 2
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V prvnim pfipadé na pracovisté privadime frontu V1(0) = 350 a ve druhém nechdvame
pracovisté v case nula prazdné. Z hlediska platnosti nerovnosti se jedna o druhy piipad.
Piikon ma tedy takovy prubéh, ze by ho pracovisté akorat zvlddalo zpracovavat. Ne-
plati vsak prvni podminka udrzitelnosti, protoze jiz béhem prvni periody, i pro nejmensi
moznou pocateéni podminku, fronta na pracovisti presahne kapacitu uloziste.

Pokud bychom se nezamértili na vliv poc¢ateéni podminky na tento systém, tak muzeme
vidét ze v prvnim piipadeé je V1(0) tak velkd, ze k nesplnéni podminky dojde dfive, v tom
druhém. Fronta, ktera se v prvnim piipadé na konci periody vytvori je soucet fronty, ktera
by tam se vytvorila, kdyby zadna pocatecni fronta nebyla, a zbylé pocatecni fronty, kterd
se zpracovat nedokazala. Systém neni udrzitelny.

4 Soustava vice pracovist

V predchozi kapitole jsme popsali, jak se pii chodu pracovisté chova. Nyni tento mo-
del rozsfiime a vytvoifme systém nékolika takovychto pracovist a budeme se zabyvat
podminkami pro udrzitelnost systému podle predchozi kapitoly. Odvozeni bude vychézet
ze zobecnéni modelu v [1]. Nejprve si uvedeme znaceni, které budeme pouzivat.

Rovnice kontinuity, ktera platila pro jedno pracovisté, musi platit pro kazdé ze systému
samostatné. Ocfslujeme je tedy indexy i,7 = 1,2, .., N, kde N je pocet pracovist v soustavé,
a rovnici kontinuity, kterd pro né plati prepiSeme na tvar:

Vit) = Q7 (1) — Qi (1) (4.1)

Timto zpusobem oznac¢ime i vSechny veli¢iny z predchozi ¢asti, tedy na i-tém pracovisti
bude fronta V;(t), maximélni vykon, co dokéze zpracovat, bude Q* a maximalni kapacitu
budeme znacit V*.

Nyni se budeme zabyvat jejich propojenim. V obecném pripadé se muze ze kteréhokoliv
pracovisté na jiné presouvat libovolné mnozstvi prace véetné sebe sama. To, jaka cast se
z jednoho j-tého pracovisté do druhého i-tého pravé presouva, budeme znacit pomoci
koeficientu «j;(t) € (0, 1). Déle mizeme uvazovat, ze umisténi vstupu prace, resp. mista,
kam vyrobky poprvé pridame do soustavy, muze byt na kterémkoliv pracovisti a to do-
konce tak, ze na libovolném z nich muze byt pridavana uréitd ¢ast a tu muzeme case
ménit. Oznacme tedy koeficientem (3;(t) pomérné mnozstvi préce, které budeme privadét
ze zdroje na i-té pracovisté. Oznacme Qy(t) jako vstupni piikon do soustavy.

Je ztejmé, ze pokud bude z j-tého pracovisté vychdzet vykon Qj(t) a bude piechdzet na
i-té pracovisté, tak plati ze Q}(t) = Q7 (t). Naptiklad pro prvni pracovisté v soustavé pro
N = 3 plati rovnice kontinuity:

Vit) = Bi(t) - Qo) + ana(t) - QY () + s (t) - Q5(t) + s (t) - Q3(t) — QY(1)

Lze tedy prepsat pifkon do pracovist pomoci vykonii Q3(t), tedy vykont pracovist spo-
jenych s i-tymi, a pomoci Qy(t), vstupniho prikonu. Pak pro i-té pracovisté plati nasledujici
rovnice pro velikost fronty, vychazejici z (4.1):

Vz(t) = 6@@) ’ QO(t) + Zaji(t) ’ Q;(t) - Qf(t% 1 =1,2, ">N7 (42)
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Pokud budou spojena jen nékterd pracovisté a prikon ze zdroje bude vstupovat také
jen na urc¢itych mistech, je ziejmé, ze odpovidajici koeficienty a a # budou nulové. Pro
vétsi ndzornost si (4.2) prepiseme do maticového tvaru:

V =BQ+AQ-Q=DBQy+(A-E)Q, (4.3)
Vi(t) Ba(t) Q1 (t)
A D B L R - CR
V() NG Qi)
apr(t) =1  ag(t) ani(t)
A Oélg.(t) ag(t) —1 | OéN.g(t) |
OélN(t) OégN(t) OéNN(t) -1

kde A je matice koeficientli aj;(¢), B vektor koeficientit 3;, vektor vykont pracovist je Q
a vektor derivaci front je V.

Popisme si nyni jednotlivé ¢leny. V fadcich matic vidime, ze prvni dva ¢leny vyjadiuji
aktualni prikon do pracovisté a tfeti ¢len jeho okamzity vykon. Aby platily zakon za-
chovani hmoty a rovnice kontinuity je zfejmé, ze:

N
d =1, i=12.N.
j=1

tedy pro vSechna pracovisté musi platit, ze se na nich prace nesmi ztracet a déle ze:

N
> Bi=1,
=1

tedy nemuzeme v soustavé mit vétsi ani mensi piikon, nez je celé Qo (t). Jak uz bylo feceno,
vykony pracovist jsou zdvislé na jednotlivych parametrech soustavy Qo(t), c;(t), Bi(t), coz
jsou periodické funkce. Obecné nemusi mit stejnou periodu, avsak pokud je dosadime do
rovnice (4.2), pak bude mit fronta periodu rovnou nejmensimu spoleénému nasobku pe-
riod téchto parametri. Déle jsou tedy vykony zdvislé i na parametrech pracovist QF,
protoze tato hodnota spolu s Q¥ Fidi velikost V;(t). Pro dalsi analyzu je tedy potieba
zjistit prubéhy jednotlivych vykonii pracovist. Zptisob jejich uréeni se lisf v zdvislosti na,
tvaru matice s koeficienty ov;(t).

V obecném piipadeé jsou ay;(t) spliwjici 7 > 4 nenulové. Pak by platilo, Ze by piikony
do pracovisté byly zavislé vsechny navzajem a popisovala by je soustava integralnich rov-
nic, které bychom pro urceni vektoru Q museli vytesit. V této praci se touto variantou
zabyvat nebudeme a zamétrime se na nasledujici piipad.

Predpokladdame, ze pracovisté budou umisténa pod sebou a nebude dochéazet k tomu, ze
se prace bude ze spodniho presouvat do horniho, takze matice A bude dolni trojihelnikova,

protoze cleny ov;(t) = 0,Vj > i. Koeficienty musi byt také kladné na intervalu periody,
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protoze pozadujeme tok jenom jednim smérem. Diky tomu lze vykon i-tého pracovisté
vyjadiit pfes definici (2.6) pomocf vykont pracovist s nim spojenych. Muzeme tedy jed-
noduse spocitat vektor vykonu Q.

Vykon, ktery urc¢uje diagonalni ¢len, lze vyjadfit z rovnice kontinuity toho samého
i-tého pracovisté tim, ze tento diagonalni ¢len ho nebudeme v sumé (4.2) scitat, ale
pricteme ho ke ¢lenu vykonu, ktery nasledovné muzeme vytknout. Napiiklad pro piimé
spojeni dvou nadob pod sebou pak bude rovnice vypadat takto:

Va(t) = Ba(t) - Qo(t) + ana(t) - Q1(t) — [1 — ass(1)] - Q5(2)

Diagonélni ¢len tedy zdénlivé zmensuje vykon pracovisté. Nyni budeme dale analyzovat
soustavu pracovist z hlediska udrzitelnosti.

4.1 1. podminka udrzitelnosti

Pro ur¢ité vlastnosti jednotlivych pracovist jako je jejich maximalni vykon QF nebo
mnozstvi piftkonu na né piichdzejici, coz urcuji koeficienty @7 - a;;, by se mohlo stat,
ze povolend fronta na nékterém z nich presahne povolenou hranici. Obecné tedy kazdé
pracovisté musi splinovat podminku (3.2.1). Jeji zapis z této kapitoly akorat upravime pro
soustavu.

Pro i-té pracovisté musi podminka neptekroceni fronty nad maximalni povolenou hod-
notu na intervalu periody:

trEM;

tg
VE> max/ Q¥(r) — QYdr i=1,2...N, (4.4)
0

kde V* je maximalni povolena délka fronty ¢-tého pracovisté a t; € M; znaci casy, ve
kterych dochézi k lokalnimu maximu fronty daného pracovisté a které patii do jednot-
livych mnozin néalezici kazdému pracovisti, obdobné jako v (3.2.1). Po dosazeni do (4.2)
dostavame findlni vztah:

th N

trEM;

Je dobré si uvédomit, Ze soucin koeficientli a vykont pracovist je funkce, kterd musi
byt integrovatelnd. Vzhledem k tomu, Ze je podminka (3.6) definovand pro libovolnou
omezenou funkei vstupniho piikonu Qg(t), tedy Q¥ (t) = f(Qo(t)) a Q¥(t) = f(Qo(t)), tak
se po vynasobeni vykonu a prikonu jednotlivymi koeficienty diky tomu podstata problému
nezméni. Souciny budou stéle funkei vstupniho piikonu Qo (t).

4.2 2. podminka udrzitelnosti

Obdobné jako v predchozim odstavci, aby byl systém dlouhodobé udrzitelny, tedy aby
prvni podminka platila i po nékolika dalsich cyklech, tak musi byt druhd podminka
udrzitelnosti 3.2.4 splnéna v celé soustave. Pro i-té pracovisté pak tedy plati podminka v
tomto tvaru:

kT
/ Q(t)dt < QT i=12.N, (4.6)
(k—1)T

k—1)
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kde Q¥(t) je pitkon do i-tého pracovisté. Jak jiz bylo feceno diive, pokud je A dolni
trojihelnikova, pak lze tyto vykony postupné vyjadiit pomoci vykont pracovist s indexem
o jednu nizsi. Z hlediska potencialu zpracovat frontu pro urc¢ity ptikon, se bude soustava
chovat stejné jako v (3.2.4).

Vénujme jesté pozornost obecnému zapisu (4.6). V obecném piipadé pro kazdé pra-
covisté jisté musi existovat takové k, od kterého se, pro splnéni podminky, musi fronty na
koncich period zmensovat, az se ustali na urcité hodnoté. Vzhledem k tomu, ze dopredu
nevime jaky pribéh budou jednotlivé piikony resp. vykony pracovist mit, nelze ihned
udélat zavér, ze toto k bude pro vSsechny pracovisté stejné. Muze nastat pripad, kdy koe-
ficienty «;; zptisobi, se na pracovisti vytvori takovy prubeéh fronty, ktery zacne vykazovat
periodické chovani az po néjaké dobé, kterd muze byt zcela odlisna mezi pracovisti. Proto
musime definovat druhou podminku v takto obecném tvaru a ne pro interval (0,7 tak,
jako ve treti kapitole.

Ukazeme si nyni na prikladu chovani soustavy pro N = 3, kde A je dolni trojuhelnikova
matice.

4.3 Priklad

Méjme soustavu pracovist zadanou témito parametry:

L+l 00 E+3 8 2
A=(F+500],B=| 0 [, V'=13].,Q={5].Q(t)=tte(0,1).
L4111 Z+3 7 4

Pomoci téchto parametru si muzeme vypsat rovnice kontinuity, ktera plati pro jednot-
liva pracoviste.

Vi=Qo(t)- B — (1 — an)QY(t)
Vz =012 Q;J(t) - Qg(t)
Vs = Qo(t) - Bsauis - QY(t) + aas - Q5(t) — Q5(2)

Postup pro feseni vytoku soustavy je stejny jako pro vytok jednoho pracovisté. Stejnym
postupem, jako pti vypoctu pro jedno pracovisté, vyjadiime pomoci maximalnich moznych
vykonu funkei fronty Vi (t). Poté jiz neni problém vykreslit graf fronty, vykonu a vytoku
pro prvni nadobu. Timto postupem pokracujeme dale, abychom vyjadrili vSechny vykony
viech pracovist. Poté muzeme dosadit do podminek pro udrZitelnost systému.

V tomto pripadé vSak z technickych duvodu nelze piiklad doreSit. Software Maple
totiz nedokaze provadét operace s proménnymi, které se vyskytuji v nasem algoritmu a
pri pocitani hraniénich bodu druhého pracovisté se zastavi. Vykon prvniho pracovisté se
totiz v Maplu vyjadii jako funkce, ktera je definovana po tolika c¢astech, ze uz ji neni
mozné zintegrovat a zjistit, kdy je tento integral zaporny.

5 Algoritmizace a vypocty pomoci modelu

V této kapitole se budeme vénovat algoritmum, pomoci kterych fesime prubéhy funkei
vykonu, ptikonu a fronty.
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Definovani V(t) Jak jiz bylo fe¢eno v (2.5), pro definovani V' (¢) pomoci maximalniho
mozného vykonu pracovisté je potfeba tuto funkci definovat po ¢astech, které budou mezi
hrani¢nimi body.

Pro hraniéni body plati (2.8). Pokud vsak budeme chtit vzit v tivahu V(0) # 0, je
potieba tuto pocatecni frontu ve vypoctu zohlednit.

Pomoci prvnich dvou rovnic v (2.8) bychom spocetli takové body, ve kterych fronta
roste, protoze se QP(t) méni na Q*. Tim ale neni zaruceno, ze v nich fronta roste od nuly.
To zaruci pravé tieti rovnice, protoze pokud nastala situace, ze fronta dosahla nuly, tak
od tohoto okamziku jde integrél */Z‘—l QP (1) — Q* do zaporu.

Pokud chceme vySetrit vliv pocateéni podminky na rust fronty mezi ¢ty a prvnim
hraniénim bodem, zintegrujeme rovnici kontinuity pro Q?(t) = Q*,

V(t)—V(0) = /0 QP (r) — Q*dr (5.1)

kde t € (0,t;) a V(t) je funkce, kterd pro nékteré specialni pifpady odpovida fronté,
avSak obecné nemusi, znac¢ime ji proto jako s pruhem. Pokud tedy pozadujeme zapornost
integralu, tedy V' (¢) < 0 pak z (5.1) plyne, Ze prvni hrani¢ni bod najdeme z podminek:

Qr(t;) = Q"
Qp(tj) > 07
/t‘] Q" (r) — Q" + V(0) < 0. (5.2)

Pocatecéni fronta tedy muze zpusobit, Ze bod, ktery by bez ni byl prvni hranici, uz
tuto vlastnost mit nebude. Je zfejmé, ze vypoctem prvniho hrani¢niho bodu s pocatecéni
podminkou dojde k tomu, ze v tomto bodé uz bude veskera pocatecni fronta zpracovana.
Dalsi body lze tedy spocitat jiz z (2.8).

Nyni prejdeme k definovani funkce pomocné funkce V'(t). Tu definujeme zvIast pro
prvni tsek mezi body tq a t; a zvlast pro vSechny nasledujici iseky.

Vi(t) = / QU(t) — QUdt.t € (to. 1), Vi(h) = a0

G = / Q) — QU+ V(0)

Okrajovou podminkou vyjadiujeme nés pozadavek, ze fronta ma v hrani¢nim bodé t; rust

od nuly a bereme pfi tom v iivahu i pocatecni frontu. Okrajova podminka nam tedy 1iké,

o kolik musime V’(t) na kazdém tseku posunout tak, aby méla konec v hranié¢nim bodé.
Pro dalsi tseky bude platit:

Vi) = / Q) — Qdb t € (tonsta), Vi(t) = g,

t

o= @w-qi

ti—1

Nyni mame témér vse, co potiebujeme pro definovéani funkce fronty V' (t). Je ziejmé, ze

funkce V'(t) obsahuje zdporné hodnoty. To neni zddny problém, protoze lze funkci fronty
definovat timto zpusobem:
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V() Yt>0:V'(t)>0
Vi) = { 0 jinak (5.3)
Definovali jsme tedy V' (¢) pfi uvazovani nenulové pocatecéni fronty a to pomoci hraniénich
bodu a maximalniho vykonu Q*. Na zdkladé tohoto vypoctu lze dale definovat vykon a
zobrazit prubéhy jednotlivych parametru pracovisté. V ptiloze jsou uvedeny skripty, po-

moci kterych jsou vypocteny jednotlivé priklady, které jsme si v této praci uvadeéli.
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6 Zaveér

Cilem této prace bylo rozsitit model [1] pro 8irsi spektrum moznych situaci. V prvnich ka-
pitolach jsme uvedli zakladni rovnice a pojmy, ze kterych jsme déle ¢erpali pti zobecnovani
modelu.

Nejdiive jsme se zamérili na model jednoho pracovisté. Pripustili jsme proménny
piikon v ¢ase a vyslovili jsme podminku udrzitelnosti, tedy ze fronta, ktera se na pra-
covisti béhem jeho cyklu vytvoti, nesmi pfesahnout maximalni povolenou hodnotu. Déle
jsme tuto podminku zkoumali z kratkodobého a dlouhodobého hlediska.

V prvni fazi jsme odvodili vztah, ktery musi platit, pokud ma byt podminka zarucena
pro prvni periodu. Na prikladech jsme si ukazali vliv parametru prikonu a maximélniho
vykonu na funkci vyjadrujici frontu, ktera se na pracovisti tvoti. Porovnali jsme prubéhy
front s maximalni povolenou kapacitou a vyhodnotili platnost podminky. Ukazali jsme, ze
vztah, ktery ji ovéruje, ma pouze informativni charakter, protoze nam netika nic o casu,
kdy k poruseni dojde nejdiive.

Druha faze spocivala v urc¢ovani podminky pro dlouhodobou platnost podminky udrzitelnosti
pracovisté. Na zakladé naseho pozadavku, ze pro neporuseni podminky se musi na koncich
period zmensovat nahromadéna fronta az do ustaleného stavu, jsme odvodili vztah. Poté
jsme s jeho pomoci urcili, jaky bude mit pracovisté charakter, pokud na néj privadime
ruzné funkce ptikont, coz jsme demonstrovali na piikladech. Vysvétlili jsme také, jaky
vyznam ma pocatecni fronta na chod pracoviste.

V dalsf kapitole jsme zobecnili model na soustavu pracovist a formulovali jsme obec-
nou podminku udrzitelnosti. Model soustavy v [1] jsme zobecnili uvazovanim ¢asové
proménnych koeficientu aj; a (. Provérili jsme pifpad, kdy matice koeficienti A bude
dolni trojuhelnikovd, diky ¢emz jsme mohli zjednodusit vyjadieni vykonu, které jednot-
liva pracovisté podavaji. Pro nasi volbu parametru jsme se pokusili vySetiit udrzitelnost
soustavy, avSak z technickych duvodu jsme neuspéli.

Na tuto praci lze navazat naptiklad uvazovanim proménného maximalniho vykonu ¢i
pridanim podminky, Ze se fronta muze po urcity ¢as pohybovat nad maximélni povole-
nou hodnotou. Dalsim smérem jak praci rozsitit, muze byt vyjadieni vykonu soustavy
pracovist pro plny tvar matice koeficientii A. Pro vSechna tato zobecnéni lze zkoumat
podminky pro udrzitelnost systému.
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7 Pilohy
Skript pro ovéteni prvni podminky:

NULL; \\
restart;
perioda := 6.8;

Qp_t := —(t+1) *t*(£-3/2) *(t-4) *(t-6) * (£t-6.5)+220;
Qmax := 240;
Vmax := 300;

plot ({Qmax, Qp_t}, t = 0 .. perioda);

Qp_x := subs(t = x, Qp_t);

f := diff(Qp_t, t);

Ti := 0;

T[0] := 0;

for i from 0 to 100 do

rovnice := {£>0,t>Ti,Qp_t=Qmax,t<= perioda,int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t)<0};
Ti := solve(rovnice);

if Ti = NULL then T[i+1] := perioda; maxI := i+1; break else

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do;

for i to maxI do

V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t);

cli] := int(Qp_t-Qmax, t = T[i-1] .. T[il)-(eval(V_help[il, t = T[il));
V_help[i] := V_help[i]l+c[i] end do;

V := 0;

for i to maxI do

V := piecewise(t >= T[i-1] and t <= T[i], V_help[i], V) end do;

V_graf := piecewise(V >= 0, V, 0);

Qu_t := piecewise(V <= 0, Qp_t, V > 0, Qmax);

plot([Qv_t, Qp_t], t = 0 .. perioda, y = 0 .. 450, legend = ["Qv(t)", "Qp(t)"],
legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],

titlefont = ["Times New Roman", 18, bold], linestyle = [solid, solid],

color = [red, blue], thickness = [2, 3], font = [label, "Times New Roman", 18],
size = [1000, 400], tickmarks = [[0 =0, 2 = 2, 4 = 4,

6 = 6, 8 =8, perioda = "T"], default]);

plot([V_graf, Vmax], t = O .. perioda, y = 0 .. 450,

legend = ["V(t)", "Vx"], legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],
linestyle = [solid, longdash],

color = ["Niagara LeafGreen", "Niagara Burgundy"], thickness = [3, 3],
font = [label, "Times New Roman", 18], size = [1000, 400],

tickmarks = [[0 =0, 2 =2, 4 =4, 6 =6, 8 =8, perioda = "T"], default])

if maximize(V, t = 0 .. perioda) <= Vmax then

writeline(default, "Fronta neprekroci hranici") else
writeline(default, "Fronta prekroci hranici") end if
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Skript pro ovéreni druhé podminky

restart;
perioda := 6;
Qp_t := piecewise

(t >= 0 and t <= perioda,

=(.Bx(t+1) ) *xt*x (£-3/2) * (t-4) * (t-6) * (t-6.5)+220,

t >= perioda and t <= 2xperioda,
-(.5x(t+1-perioda))*(t-perioda) * (t-3/2-perioda) * (t-4-perioda) *
*(t-6-perioda)*(t-6.5-perioda)+220,

t >= 2xperioda and t <= 3*perioda, -(.5*(t+1-2*perioda))*
(t-2xperioda) * (t-3/2-2*perioda) *

* (t-4-2xperioda) *(t-6-2*perioda) * (t-6.5-2xperioda) +220) ;

Qmax := 270;
VO := 200;
Vmax := 400;

Qp_x := subs(t = x, Qp_t);
f := diff(Qp_t, t);

Ti := 0;

T[0] := 0;

maxI := 0;

for i from 0 to O do

rovnice := {£>0,t>Ti,Qp_t=Qmax,t<=3*perioda,int (Qp_x-Qmax,x=Ti ..
Ti := solve(rovnice);

if Ti = NULL then T[i+1] := 3*perioda; maxI := i+l; break
else Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do;

for i to 10 do rovnice :=

{f >0, t > Ti, Qp_t = Qmax, t <= 3*perioda,
int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t)< 0};

Ti := solve(rovnice);

"pozn. osetreni chyby programu, jinak bude neustale
pocitat tu samou hodnotu Ti"

if eval(t, Ti[1])=TI[i] then Ti := eval(t, Ti[1])+0.le-1;
i := i-1; next end if;

if Ti = NULL then T[i+1] := 3*perioda;

maxI := i+l; break else

Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if end do;

if maxI = O then maxI := i+1; T[i+1] := 3xperioda end if;
for i to 1 do

V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t);

c[i] := int(Qp_t-Qmax,

t = T[i-1] .. T[il)-(eval(V_help[il, t = T[i]));
V_help[i] := V_help[il+c[i]+VO end do;

for i from 2 to maxI
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do V_help[i] := int(Qp_t-Qmax, t);
c[i] := int(Qp_t-Qmax, t = T[i-1] .. T[i])-(eval(V_help[i]l, t = T[i]));
V_help[i] := V_help[i]l+c[i] end do;

V := 0;

for i to maxI do

V := piecewise(t >= T[i-1] and t <= T[i], V_help[i], V) end do;
V_graf := piecewise(V >= 0, V, 0);

Qu_t := piecewise(V <= 0, Qp_t, V > 0, Qmax);

K := 0;

plot([Qv_t, Qp_t]l, t = 0 .. 3*perioda,

y =0 .. 500, legend = ["Qv(t)", "Qp(t)"],

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],

linestyle = [solid, solid],

color = [red, blue], thickness = [2, 3],

font = [label, "Times New Roman", 10],
font = [axes, "Times New Roman", 18],
size = [1000, 400],

tickmarks =

[[perioda = "T", 2*perioda = "2T", 3xperioda = "3T"], default]);

plot([V_graf, Vmax], t = O .. 3%perioda, y = 0 .. 500,
legend = ["V(t)", "Vx"],

legendstyle = [font = ["Times New Roman", 18]],
linestyle = [solid, longdash],

color = ["Niagara LeafGreen", "Niagara Burgundy"],
thickness = [3, 3],

font [label, "Times New Roman", 10],

font = [axes, "Times New Roman", 18],

size (1000, 400],

tickmarks = [[perioda = "T", 2#perioda =

"2T", 3xperioda = "3T"], default]);

if evalf(maximize(V, t = 0 .. perioda)) <= Vmax then
writeline(default, "Fronta neprekroci hranici") else K := 1;
writeline(default, "Fronta prekroci hranici") end if;

if Qmax*perioda > int(Qp_t, t = 0 .. perioda) then

writeline(default, "Pocatecni fronta pujde k nule")

else if Qmax*perioda = int(Qp_t, t = O .. perioda) then
writeline(default,

"Pocatecni fronta se nikdy nezpracuje ale ani nebude narustat")

else K := 1;

writeline(default, "Fronta se bude neustale hromadit ") end if end if;

if K = 1 then writeline(default, "System neni udrzitelny,
je porusena jedna nebo obe z podminek") else
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writeline(default, "System je udrzitelny") end if;

Skript pro feseni fronty soustavy:

restart;
perioda := 5;
betal := (1/10)*t+1/2;

Qp_t := -(t+1/2)"2+6%(t+1/2)-1;
Qmax := 4;

Qp_x := subs(t = x, Qp_t);

f := diff(Qp_t, t);

Ti := 0;

T[0] := 0;

V_help := 0;

for i from 0 to 100 do

rovnice := {f > 0, t > Ti, Qp_t = Qmax,

t <= perioda, int(Qp_x-Qmax, x = Ti .. t) < 0};

Ti := solve(rovnice); if Ti = NULL then T[i+1] := perioda;
V_help[i+1] := piecewise(t >= T[i] and t <= T[i+1],
int(Qp_x-Qmax, x = T[i] .. t)); maxI := i+l; break else
Ti := eval(t, Ti[1]); T[i+1] := Ti end if;

V_help[i+1] := piecewise(t >= T[i] and t <= T[i+1],

int (Qp_x-Qmax, x = T[i] .. t)) end do;

b

2

V_help := simplify(V_help);

plot({Qmax, Qp_t}, t = 0 .. 6);

for i to maxI do Qvhelp_t[i] :=

‘assuming‘ ([simplify(piecewise(V_help[i]

<= 0, Qp_t, V_help[i] > 0, Qmax))], [t >= T[i-1] and t <= T[i]]) end do;
Quv_t := 0;

V := 0;

for i to maxI do Qv_t := simplify(piecewise(t >= T[i-1] and

t <= T[i], Qvhelp_t[il, Qv_t)); V := simplify(piecewise(t >= T[i-1]
and t <= T[i], V_help[i], V)) end do;

V := simplify(piecewise(V < 0, 0, V >= 0, V));

plot({Qp_t, Qv_t, V}, t = 0 .. perioda);
NULL;

Qp2_t := Qv_t;
Qmax2 := 9/2;

Qp2_x := subs(t = x, Qp2_t);
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£2 := diff(Qp2_t, t);
Ti2 := 0;

T2[0] := 0;

V_help2 := 0;

for i from O to 100 do rovnice2 := {f2 > 0, t > Ti2, Qp2_t = Qmax2,
t <= perioda, int(Qp2_x-Qmax2, x Ti2 .. t) < 0%};

Ti2 := solve(rovnice2); if Ti2 = NULL

then T2[i+1] := perioda;

V_help2[i+1] := piecewise(t >= T2[i] and

t <= T2[i+1], int(Qp2_x-Qmax2,

x = T2[1] .. t)); maxI2 := i+1; break else Ti2 := eval(t, Ti2[1]);
T2[i+1] := Ti2 end if; V_help2[i+1] :=

piecewise(t >= T2[i] and t <= T2[i+1],

int (Qp2_x-Qmax2, x = T2[i] .. t)) end do;

hs

1

V_help2 := simplify(V_help2);

plot(Qp2_t, t = 0 .. 6);

for i to maxI2 do Qvhelp2_t[i] := ‘assuming
([simplify(piecewise(V_help2[i]

<= 0, Qp2_t, V_help2[i] > 0, Qmax2))],

[t >= T2[i-1] and t <= T2[i]]) end do;

Qv2_t := 0;

V2 := 0;

for i to maxI2 do Qv2_t :=
simplify(piecewise(t >= T2[i-1] and t <= T2[i],
Qvhelp2_t[il, Qv2_t)); V2 :=
simplify(piecewise(t >= T2[i-1] and t <= T2[i],
V_help2[i], V2)) end do;

V2 := simplify(piecewise(V2 < 0, 0, V2 >= 0, V2));
plot({Qp2_t, Qv2_t, V2}, t = 0 .. perioda);

NULL;

Qp3_t := Qv2_t;

Qmax3 := 5/2;

Qp3_x := subs(t = x, Qp3_t);
£3 := diff(Qp3_t, t);

Ti3 := 0;

T3[0] := 0;

V_help3d := 0;

rovnice3 := {f2 > 0, t > Ti3, Qp3_t = Qmax3,

t <= perioda,

int (Qp3_x-Qmax3, x = Ti3 .. t) < 0};

Ti3 := solve(rovnice3);

T3[i+1] := perioda; V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and
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t <= T3[i+1], int(Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)); maxI3 := i+1;

for i from 0 to 100 do rovnice3 := {f2 > 0,
t > Ti3, Qp3_t = Qmax3,
t <= perioda, int(Qp3_x-Qmax3, x = Ti3 .. t)

< 0};

Ti3 := solve(rovnice3); if Ti3 = NULL then

T3[i+1] := perioda;

V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and t <= T3[i+1],
int (Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)); maxI3 := i+1;

break else Ti3 := eval(t, Ti3[1]); T3[i+1] := Ti3 end if;
V_help3[i+1] := piecewise(t >= T3[i] and t <= T3[i+1],
int (Qp3_x-Qmax3, x = T3[i] .. t)) end do;

Error, (in int) wrong number (or type) of arguments:
invalid options or option values passed to definite integration.

for i to maxI3 do Qvhelp3_t[i] := ‘assuming‘([simplify
(piecewise(V_help3[i] <= 0,

Qp3_t, V_help3[i] > 0, Qmax3))], [t >= T3[i-1] and t <= T3[i]]) end do;
Qv3_t := 0;

V3 := 0;

for i to maxI3 do Qv3_t :=

simplify(piecewise(t >= T3[i-1] and t <= T3[i],
Qvhelp3_t[il], Qv3_t)); V3 :=

simplify(piecewise(t >= T3[i-1] and t <= T3[i],
V_help3[i], V3)) end do;

V3 := simplify(piecewise(V3 < 0, 0, V3 >= 0, V3));
plot({Qp3_t, Qv3_t, V3}, t = 0 .. perioda);
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