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Anotace

Cilem této bakalarské prace je seznamit ¢tenafe se specidlnimi typy prvocisel. Cela
prace je rozd€lena na Ctyii Casti. V uvodni ¢asti je Ctenafi predstavena definice prvocisel
a predstaveny jsou také zakladni poznatky o nich a jedna z metod pro jejich vyhledani.
Nasledujici dvé ¢asti jsou zaméfeny na specialni typy prvocisel, pfi¢emz prvni z nich se
soustiedi na typy prvocisel, které nesou nazvy slavnych matematikii, zatimco
nasledujici ¢ast se zabyva typy prvocisel, které jsou specialni pro svou urcitou
specifickou vlastnost. Zavérecna cast obsahuje n¢kolik ptiklada s feSenim a nékolik bez
n¢ho.
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prvocisla, specialni typy prvocisel, délitelnost, piirozena Cisla, faktorizace, kongruence,
zbytek po déleni



Annotation

The aim of this bachelor thesis is to introduce special kinds of prime numbers to the
reader. The thesis is divided into four parts. The first, introductory, one deals with the
definition of prime numbers, provides some basic information about them, and offers
one of the methods for finding the prime numbers. The following two parts focus on
special kinds of prime numbers, the former of them contains those kinds of prime
numbers which are named after famous mathematicians. The latter part is concern with
prime numbers which are special for their unique attribute. In the closing part there are
some exercises either with or without their solution.

Key words

prime numbers, special kinds of prime numbers, divisibility, natural numbers,
congruence, remainder after division
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Uvod

Prvocisla, ktera jsou neopomenutelnou soucasti teorie c¢isel, maji svou unikatni
historii a lidé se jimi zabyvaji jiZ od starovéku. Eukleidés z Alexandrie ve svém dile
Zdklady podal diikaz o tom, Ze existuje nekonecné mnoho prvocisel. Napiic¢ historii
jsme jako lidstvo dokazali piinést spoustu objevli o prvocislech, pricemz

s nékterymi zajimavymi se seznadmime v této bakalarské praci.
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Do oblasti prvocisel Zaci pronikaji jiz na zakladnich Skolach, kde se resi ilohy na
nejmensi spolecny nasobek, nejvétsi spolecny délitel ¢i rozklad sloZzenych cisel na
prvocinitele. Je to dllezita oblast pro dalsi rozvoj matematickych dovednosti, proto
by se prvo¢islim méla vénovat patfiéna pozornost. Ulohy spjaté s prvocisly jsou
tradicnimi tUlohami ve vSech matematickych soutézich, jako je napftiklad

Matematicka olympiada, Matematicky klokan, Pythagoriada atd.

Prvocisla nachazeji Siroké uplatnéni i v redlném Zivoté. Jednim z prikladi vyuziti
prvocisel jsou samodetekujici kédy, které slouzi k ovérovani spravnosti zadavanych
dat. Od roku 1954 se obéantim Ceské republiky pridéluji desetimistna rodna &isla,
ktera jsou beze zbytku délitelnd prvocislem 11. Tento systém slouzi
k jednoduchému objevovani pripadnych preklepd. DalSimi priklady vyuZiti jsou
Sifrované zpravy, carové kody Ci tranzistorové pocitace, které zpracovavaji

nesmirné velké mnozZstvi dat.

Uvod, ktery obsahuje zikladni informace o prvoéislech, je doplnén o jednu
z jednodussich metod hledani prvocisel. Specialni typy prvocisel jsou rozdéleny do
dvou Kkategorii. Prvni kategorie se zaméruje na typy prvocisel, které jsou
pojmenovany po slavnych matematicich, druha pak pojednava o typech prvocisel,
které jsou specialni pro svou urcitou specifickou vlastnost. Jednotlivé kapitoly jsou
doplnény o definice, tvrzeni ¢i zajimavosti z riiznych odvétvi matematiky. Prace je
zakoncena sekci reSenych i nereSenych ptikladl, aby si ¢tenar mohl nabyté

poznatky procvicit.



1 Zakladni poznatky o prvocislech

1.1 Definice prvocisel

Prvocislo je prirozené Cislo, které je beze zbytku délitelné pouze jednickou a sebou

samym, pricemz cislo jedna prvocislem neni.

Pokud cislo neni prvocislem nebo jednicka, pak se jedna o ¢islo sloZené a lze ho

rozlozit na soucin prvocisel. To nam v podstateé rika i zdkladni véta aritmetiky.

Zakladni véta aritmetiky

Kazdé prirozené cislo Ize rozlozit na soucin prirozenych mocnin prvocisel, a to az na

poradi jednoznacné. Operace, pii které rozkladame prirozené c¢islo na soucin

VIV

prvocisel, se nazyva faktorizace. (Michal KiiZek, 2018)

Véta 1.1

,Cislo n je sloZené, jestlize je délitelné nékterym prvocislem p < \/n.
Diikaz. Je-li n sloZené, pak md alesponi dva netrividlni délitele u, v, tj. n = u - v.
Je-linapriklad u < v, pakn=u-v > u? tedy u <Jn.”

O

Pokud tedy zkoumame, zda je dané ¢islo prvocislem, staci vysetiit délitelnost pouze

témi prvodisly, ktera jsou mensi nebo rovna v/n. (Hala§, 2014)

Uvedeme si tabulku c¢isel od 1 do 100 a vyznacime si v tomto intervalu vSechna

prvocisla zelené, vSechna ¢isla sloZena Cervené, ¢islo 1 bude modré.



1.2 Hustota prvocisel

Necht funkce m(n) znaci pocet prvocisel mensich nebo rovno n.

Dolni odhad této funkce je m(n) ﬁ

Ukazeme si chovani této funkce pro n z intervalu 2 az 19.

n n (n)
In(n)

2 2.9 1
3 2.7 2
4 2.9 2
5 3.1 3
6 3.4 3
7 3.6 4
8 3.9 4
9 4.1 4
10 4.3 4
11 4.6 5
12 4.8 5
13 5.1 6
14 53 6
15 55 6
16 5.8 6
17 6.0 7
18 6.2 7
19 6.5 8

Pro mald n je tento odhad pomérné presny.




Cim dale jdeme mnoZinou prirozenych ¢isel do nekone¢na, tim se etnost prvocisel
na jednotlivych intervalech sniZuje. Pribyvaji i série po sobé jdoucich sloZenych
mame k dispozici prvocisel, a z nich pak mame prostor pro vytvoreni vice cisel

sloZenych. (Fuchs, 1993)

1.3 Eratosthenovo sito

Eratosthenés z Kyrény (asi 273 pt. n. l. - 194 pft. n. 1.) byl matematik, astronom a

geograf, ktery pochazel z antického Recka.

Eratosthenovo sito je jednoduchd metoda pro hledani prvocisel. Jeho princip spociva

v postupném vyskrtavani sloZzenych Cisel, jakoZto nasobki prvocisel.

Tuto snadnou metodu si ukdZeme na prikladu, kdy budeme chtit najit vSechna

prvocisla, kterd jsou mensi nebo rovna 100.

VypiSeme si do tabulky vSechna Cisla od 2 do 100. Jak jiZ vime, Cislo 1 nepatfi do
prvocisel, je to samostatna skupina. Vezmeme tedy nejmens$i znamé prvocislo,
kterym je 2, a vyradime vSechny jeho nasobky. Prvocisla budeme zvyraznovat
zelenou barvou, jejich prirozené nasobky (vétsi nez jedna) budeme zvyraziiovat

¢ervenou barvou.

11
21
31
41
51
61
71
81
91

Tim jsme vyradili vSechna ostatni suda ¢isla. Nyni se vratime na zacatek tabulky a

nejmensi ,,neobarvené ¢islo“ musi byt prvocislo, tj. 3 je dalsi prvocislo. Podobné jako
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v pripadé cisla 2, vyradime vSechny prirozené nasobky cisla 3. Je zfejmé, Ze nékteré
nasobky prvocisla 3 se shoduji s nasobky prvocisla 2. Tyto nasobky se nazyvaji

spolecné nasobky. V matematickych ulohach, které jsou spjaty s teorii Cisel, se pak

Casto hleda nejmensi spole¢ny ndsobek.

Dals$im prvocislem v poradi je 5. I zde vySkrtneme vSechny nasobky, které nejsou

spole¢né s nasobky prvocisel 2 a 3.

11



Nasleduje prvocislo 7. Také zde vySkrtneme vSechny jeho nasobky, které jesSté

vyskrtnuty nebyly.

Tim jsme s vyskrtavanim u konce, protoZe podle véty 1.1 staci brat v potaz pouze

prvocisla, ktera jsou mensi nebo rovna v100. Vyznacime tedy zbyvajici prvocisla

v tabulce a mame sito zkompletované.

Nutno podotknout, Ze metoda sita Eratosthena je metoda ti¢inna, pouze pokud se

pohybujeme v relativné malych cislech. Pomoci dnesSni pocitaCové techniky jsme
schopni najit prvocisla velmi vysokych 1adi. Svyuzitim Eratoshenova sita
k nalezeni takovych prvocisel by nebylo v lidskych silach, abychom takova velka

prvocisla nasli.
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2 Specialni typy prvocisel

2.1 Mersennova prvocisla

Marin Mersenne (1588 - 1648), po némzZ jsou nazvana Mersennova prvocisla, byl

francouzsky matematik a fyzik.

Necht je dan predpis Mp = 27 - 1. VSechna ¢isla tohoto tvaru se nazyvaji
Mersennova cisla. Pokud je ¢islo 27 - 1 navic prvocislo, pak ho nazveme
Mersennovym prvocislem.

Pojd'me nyni ovérit validitu predpisu M, = 27 - 1, kde p je prvocislo.

p Mp Je Mp prvocislo?
2 3 Ano

3 7 Ano

5 31 Ano

7 127 Ano
11 2047 Ne
13 8191 Ano

Z tabulky je patrné, Ze Mp nemusi byt nutné prvocislo, i kdyZ p je prvocislo. Prop = 11
je Mp =2 047 = 23 - 89, coz je Cislo sloZené. Z toho vyplyva nutna, nikoli postacujici

podminka pro M, z hlediska prvociselnosti.

Véta 2.1

Je-li p prvocislo, pak 27 - 1 miiZe byt prvocislo.

»Povsimnéme si, Ze ¢islo 2 - 1 pro celd Cisla i > 1 a j > 1 Ize napsat jako soucin dvou

netrividlnich ¢initelti
20 -1=(21-1)201 + 2iG-2) + --- + 21 +1). (2.1)

Proto poZadujeme, aby exponent p Mersennova Cisla 2P - 1 byl prvocislem. Sporem
snadno z rozkladu (2.1) odvodime ndsledujici vétu, kterou znal jiZ Pierre de Fermat.“

(Michal K¥izek, 2018)
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Véta 2.2

JJe-1i 2r — 1 prvocislo, pak p je také prvocislo.

Diikaz. Necht' 2r - 1 je prvocislo a predpoklddejme naopak, Ze p je sloZené, tj. existuji
prirozend ¢islai> 1 aj > 1 tak, Ze p = ij. Pak oba Cinitelé na pravé strané rovnice (2.1)
jsou vétsi neZ jedna, a tedy cislo 2p -1 je sloZené, coZ je ve sporu s predpokladem.”

(Michal K¥izek, 2018)
O

Ve vzajemném vztahu s Mersennovymi prvocisly jsou tzv. dokonald Cisla, se kterymi

se vzapéti seznamime.

Dokonala ¢isla

Ptirozené Cislo n se nazyva dokonalé, jestliZe je rovno souctu vSech svych kladnych

déliteld, které jsou mensi nez n.

Uvedeme nékolik prvnich dokonalych ¢isel, které byly znamé jiz ve starovéku. Stari
Rekové znali prvni ¢tyti dokonala c¢isla, kterymi jsou 6, 28, 496, 8 128. Presvédcime

se o jejich platnosti alesponi u prvnich dvou. (Fuchs, 1993)

Oznacme o(n) jako soucet vSech kladnych déliteli cisla n, tj.

o(n) = Z d.

dln
S vyuzitim funkce o mlizeme vyslovit alternativni definici dokonalych ¢isel.
Cislo n je dokonalé, jestlize plati o(n) = 2n.

Pro funkci o navic plati, Ze je multiplikativni, tzn. 6(mn) = a(m) - o(n), jsou-liman

nesoudélna prirozena Cisla. (Krizek, 2018)
0(6)=6+3+2+1=12=26
0(28)=28+14+7+4+2+1=2-28

Jak tedy souvisi dokonala cisla s Mersennovymi prvocisly?

14



Véta 2.3
JJe-1i 2r — 1 prvocislo, pak je ¢islon = 2p-1(2p - 1) dokonalé.

Diikaz. ProtoZe jsou Cisla 2P -1 a 2P - 1 nesoudélnd, plati

o(n) = a(2rl)o(2pr - 1) = 221)_—_11[1 +2p—-1)=(2p -1)2p, a tedy n je dokonalé.“ (Michal
Krizek, 2018)

O

Je zrejmé, Ze vSechna dokonald Cisla, vychazejici z véty 2.3 jsou suda, protoze
nasobime sudym cislem 2r-1 Mersennovo prvocislo (2P - 1), které je vzdy liché.

Soucin sudého a lichého ¢isla nam pak da pokazdé ¢islo sudé.

Jak sdm pojem dokonalé ¢islo napovida, maji tyto Cisla ve své podstaté skutecnou
dokonalost. Co uz tak dokonalé neni, jsou nevyreSené problémy v oblasti
dokonalych ¢isel ¢i Mersennovych prvocisel, jako jsou napriklad otazky, zda existuje
liché dokonalé cislo, nebo zda existuje nekone¢né mnoho dokonalych Ccisel ci
Mersennovych prvocisel. Tyto otazky jsme dodnes nebyli schopni vyresit. Vime
ovSem, Ze kroku 2020 bylo nalezeno 51 Mersennovych prvocisel a na hledani
dalSich se podileji nadSencii experti z celého svéta. K hledani dalSich Mersennovych
prvocisel cili projekt GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search -

https://www.mersenne.org/).

V nasledujici tabulce uvedeme seznam vSech dosud znamych Mersennovych
prvocisel. Posledni nalezené Mersennovo prvocislo 282589933 - 1 m3 24 862 048 cifer,

bylo nalezeno Patrickem Larochem a jeho nalezeni se datuje k 7. prosinci 2018.

# Mp Pocet Cislic | Datum nalezeni Ndlezce

1 22-1 1 500 pr.n. L Starovéci recti matematici
2 23-1 1 500 pr. n. L Starovéci recti matematici
3 25-1 2 275pr.n. L Starovéci rec¢ti matematici
4 27-1 3 275pr.n. L Starovéci recti matematici
5 213-1 4 1456 Anonymni

6 217-1 6 1588 Pietro Cataldi

7 219-1 6 1588 Pietro Cataldi

8 231-1 10 1772 Leonhard Euler

9 261-1 19 1883 Ivan Mikheevich Pervushin
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10 289-1 27 Cerven 1911 R. E. Powers

11 2107-1 33 11. ervna 1914 R. E. Powers

12| 21271 39 10. ledna 1876 Edouard Lucas

13 2%21-1 157 30. ledna 1952 Raphael M. Robinson
14 2607-1 183 30. ledna 1952 Raphael M. Robinson
15 21279-1 386 25. Cervna 1952 Raphael M. Robinson
16 22203-1 664 7. Fijna 1952 Raphael M. Robinson
17 222811 687 9. rijna 1952 Raphael M. Robinson
18 23217-1 969 8. zdri 1957 Hans Riesel

19 24253-1 1281 3. listopadu 1961 Alexander Hurwitz

20 24423-1 1332 3. listopadu 1961 Alexander Hurwitz

21 29689-1 2917 11. kvétna 1963 Donald B. Gillies

22 29941-1 2993 16. kvétna 1963 Donald B. Gillies

23| 211213 3376 2. cervna 1963 Donald B. Gillies

24| 219937-1 6002 4. brezna 1971 Bryant Tuckerman

25| 221701-1 6553 30. rijna 1978 L. C. Noll & Laura Nickel
26 | 223209-1 6 987 9. unora 1979 Landon Curt Noll

27 | 24471 13 395 8. dubna 1979 H. L. Nelson & D. Slowinski
28 | 2862431 25962 25. zari 1982 David Slowinski

29 | 2110503-1 33265 28. ledna 1988 W. Colquitt & L. Welsh
30| 213204-1 39 751 19. zari 1983 David Slowinski

31| 22160917 65050 1. zdri 1985 David Slowinski

32| 2756839-1 227 832 19. tinora 1992 David Slowinski & P. Gage
33| 2859433-1 258716 4. ledna 1994 David Slowinski & P. Gage
34| 21257787-1 378 632 3. zdri 1996 David Slowinski & P. Gage
35| 21398269-1 420921 13. listopadu 1996 | GIMPS / Joel Armengaud
36 | 22976221-1 895932 24. srpna 1997 GIMPS / Gordon Spence
37 | 23021377-1 909 526 27. ledna 1998 GIMPS / Roland Clarkson
38| 269725931 2098 960 1. cervna 1999 GIMPS / Nayan Hajratwala
39 | 2134669171 4053 946 | 14. listopadu 2001 | GIMPS / Michael Cameron
40 | 2209960111 6320430 | 17 listopadu 2003 GIMPS / Michael Shafer
41 | 224036563-1 7235733 15. kvétna 2004 GIMPS / Josh Findley
42 | 225964951.1 7816 230 18. tinora 2005 GIMPS / Martin Nowak
43 | 230402457-1 9152052 15. prosince 2005 GIMPS / Cooper & Boone
44 | 232582657-1 9828 358 4. zari 2006 GIMPS / Cooper & Boone
45| 237156667-1 | 11185272 6. zdri 2008 GIMPS / H.-M. Elvenich
46 | 24206438011 | 12 837 064 4. cervna 2009 GIMPS / Odd M. Strindmo
47 | 243112609.1 | 12978 189 23. srpna 2008 GIMPS / Edson Smith
48 | 257885161.1 | 17425170 25. ledna 2013 GIMPS / Curtis Cooper
49 | 274207281.1 | 22 338 618 7. ledna 2016 GIMPS / Curtis Cooper
50| 2772329171 | 23249425 | 26. prosince 2017 GIMPS / Jon Pace

51| 262589933.1 | 24 862 048 7. prosince 2018 GIMPS / Patrick Laroche

Tabulka Mersennovych prvocisel (https://www.mersenne.org/primes/)
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2.2 Fermatova prvocisla

Pierre de Fermat (1601 - 1665), po némzZ jsou nazvana Fermatova prvocisla, byl

francouzsky matematik.
Necht je dan predpis Fm = 22" + 1,prom=0,1,2, ...

Vsechna ¢isla tohoto tvaru se nazyvaji Fermatova ¢isla. Pokud je &islo 22 + 1 navic

prvocislo, pak ho nazveme Fermatovym prvocislem.

Nyni se zamérime opét na ovéreni prvociselnosti Fermatovych cisel.

m Fm Je Fm prvocislo?
0 3 Ano
1 5 Ano
2 17 Ano
3 257 Ano
4 65537 Ano
5 4294967 297 Ne

Z tabulky je patrné, Ze ne kazdé Fermatovo cislo je prvocislem.

Prom=5je Fm=641-6700417, coZje Cislo sloZené. Francouzsky matematik Pierre
de Fermat, po kterém jsou pojmenovana Fermatova prvocisla, vyslovil nepravdivou
domnénku, %e vechna ¢&isla tvaru 22" + 1 jsou prvoéisla. Tuto domnénku viak

vyvratil Leonhard Euler a v roce 1732 ukazal, Ze plati 641|Fs. (Halas, 2014)

[ presto, Ze Fermatova Cisla voblasti prvocisel patfi k nejznaméjsim, jejich
prvociselnost ,se zda byt spiSe vyjimecnou vlastnosti, nebot’ F4 = 65 537 je dosud

nejveétsi znamé Fermatovo prvocislo.” (Halas, 2014)

Pti zkoumani Fermatovych prvocisel je vhodné uvést nutnou podminku k tomu, aby
pro n € N bylo ¢islo 27 + 1 prvocislem. Z ni je patrné, pro¢ Fermat volil exponencialni

tvar exponentu n. (Ktizek, 2018)
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Véta 2.4

7 vrs

,Necht n je prirozené Cislo. Je-1i 2" + 1 prvocislo, pak n = 2m pro néjaké m € {0, 1, 2, ...}.
Diikaz. Jestlize k je prirozené Cislo a l 2 3 liché, pak
2kl +1= (Zk +1] (2](([-1) - 2](([-2) oo Zk +1]

Odtud plyne, Ze Cislo 2" + 1 je sloZené, je-li exponent n délitelny lichym prirozenym

Cislem 1 2 3. Proto n musi byt mocninou dvojky.“ (Michal KriZek, 2018)

O
Véta 2.5
Kazdé Fermatovo ¢islo Fm pro m = 2 kondi cifrou 7.
Diikaz. Exponent 2™ nabyva tvaru 4kprom=2.(k=1,2,3, ...)
Pak Fn=2%+1=(2%* +1=16K+1 =7 mod 10.
m|

Diky nynéjsi pokrocilé vypocetni technice a modernim matematickym metodam
dnes jiz vime, Ze Fm je Cislo sloZené pro 5 < m < 32. NevyreSenym problémem vSak
dodnes zlistava, zda je mnoZina Fermatovych prvocisel kone¢na nebo nekonecna.
Kvili vysoké ndarocnosti faktorizace obrovskych Ccisel, kterych posloupnost
Fermatovych cisel skute¢né velmi rychle nabyvj, je velmi obtiZné rozhodovat o

prvociselnosti Fermatovych Cisel. (KriZek, 2018)

Némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) dokazal vétu, kterd objevuje

senzacéni souvislost mezi geometrii a teorii ¢isel.

Gaussova véta
~Pravidelny mnohouhelnik je eukleidovsky konstruovatelny (tj. pomoci kruzitka a
pravitka) tehdy a jen tehdy, kdyz pocet jeho vrcholii je roven Cislu k = 2'pip2 -+ p;, kde

i=0,j =0 k =3 jsou cela ¢isla a pip2 -+ pj navzdjem riznd Fermatova prvocisla.

(Kiizek, 1995)
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Z tohoto vztahu plyne, ze pravidelny mnohothelnik je eukleidovsky konstruovatelny pro

k=3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 17, ... a neni konstruovatelny pro k=7, 9, 11, ... .

Staii Rekové si védéli rady s konstrukei pravidelného pétiuhelniku, marné se viak snazili
narysovat pravidelny sedmiuhelnik ¢i devitithelnik. Diky dikazu Gaussovy véty dnes jiz
vime, ze pravé tyto mnohouhelniky pouze za pomoci pravitka a kruzitka konstruovat
nelze. Konstrukci pravidelného sedmnéctithelniku (pro i =0, j = 1, k = p; = 17) ukazal

sam Gauss. (Ktizek, 1995)

2.3 Wieferichova prvocisla

Arthur Wieferich (1884 - 1954), po némZ jsou nazvana Wieferichova prvocisia, byl

némecky matematik.

Mald Fermatova véta tika, Ze pro kazdé prvocislo p je splnén vztah 2r-1 = 1 (mod p).
Cislo p nazveme Wieferichovym prvocislem pravé tehdy, je-li splnéna kongruence
2r-1 =1 (mod p?).

[ pres fakt, Ze bylo provedeno Siroké pocitacové hledani Wieferichovych prvocisel
az do hranice 4 - 1012, zatim zname jen dvé prvocisla, ktera spliuji Wieferichovu

kongruenci 2r-1 = 1 (mod p?).

Jedna se o prvocislap=1093 ap=3511. Prvni z uvedenych prvocisel bylo objeveno
W. Meissnerem roku 1913 a druhé N. G. W. M. Beegerem o 9 let pozdéji roku 1922.
(Krizek, 2018)

2.4 Prvocisla Sophie Germainové

Sophie Germain (1776 - 1831), po niZ jsou nazvana prvocisla Sophie Germainové,

byla francouzska matematicka a fyzicka.

19



Pokud ¢isla p a 2p + 1 jsou obé prvocisla, pak p nazveme prvocislem Sophie

Germainové.

Najdeme vSechna prvocisla Sophie Germainové, ktera jsou mensi nez 100.

p 2p +1 Je 2p + 1 prvocislo?
2 5 Ano
3 7 Ano
5 11 Ano
7 15 Ne
11 23 Ano
13 27 Ne
17 35 Ne
19 39 Ne
23 47 Ano
29 59 Ano
31 63 Ne
37 75 Ne
41 83 Ano
43 87 Ne
47 95 Ne
53 107 Ano
59 119 Ne
61 123 Ne
67 135 Ne
71 143 Ne
73 147 Ne
79 159 Ne
83 167 Ano
89 179 Ano
97 195 Ne

Z tabulky miizeme vidét, Ze posloupnost prvocisel Sophie Germainové neni nijak
pravidelna. Dale je ziejmé, Ze prvocislo Sophie Germainové nemize nikdy koncit
cifrou 7, protoZe by vysledné ¢islo 2p + 1 koncilo cifrou 5, a dle kritéria délitelnosti

Cislem 5 by se pak jednalo o c¢islo slozené.

Nejvyssi dosud znamé prvocislo Sophie Germainové bylo nalezeno v inoru 2016,

obsahuje 388 342 cifer ajedna se o Cislo 2 618 163 402 417 - 21290000 _ 1_(Caldwell)

Prvocisla Sophie Germainové velmi Uzce souvisi s bezpecnymi prvocisly, ktera se

vyuzivaji v kryptografii. Pokud p a 2p + 1 jsou prvocisla, pak g = 2p + 1 nazveme
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bezpecnym prvocislem. JelikoZ Cislo g - 1 ma velkého prvociselného délitele p a je

vvvvvv

2.5 Eukleidova prvocisla

Eukleidés z Alexandrie (asi 323 pf. n. l. - asi 285 pf. n. .), po némz jsou nazvana

Eukleidova prvocisla, byl fecky matematik.

Definice Eukleidovych prvocisel je zaloZena na ivaze, ktera nam rika, Ze prvocisel
existuje nekonecné mnoho. Tuto vétu a jeji jednoduchy diikaz si nyni ukazeme.

S touto uvahou priSel sdm Eukleidés.

Véta 2.6

Prvocisel existuje nekonecné mnoho.

Diikaz. Diikaz provedeme sporem. Predpokladejme naopak, Ze prvocisel existuje jen
kone¢né mnoZstvi a oznacme je p1, p2, ... pn. Vezméme Cislo, které je soucinem vSech
prvocisel, prictéme knému 1 a oznac¢me ho S = p1 - p2 - ... * pn +1. Délime-li
S libovolnym prvocislem pi, dostaneme vzdy zbytek 1, tudiZ Zadné p; nedéli S. Cislo
Sje tedy dalSim prvocislem, anebo Sje slozenym Cislem, které je délitelné

prvocislem riznym od p1, pz, ..., pn, cOZ je spor. (Fuchs, 1993)
m|

Avsak Cislo Snemusi byt nutné nové prvocislo, jak byva mnohdy Spatné
interpretovano. Véta 2.6 nam rik3, Ze existuje nekonecné mnozstvi prvocisel a Ze
soucin prvocisel p1, pz, ..., pn zvétSeny o 1 mlZe byt bud nové prvocislo, nebo ¢islo
sloZené, které neni délitelné Zadnym z prvocisel p1, p2, ..., pn. UvaZzujme konecnou
posloupnost prvocisel 2, 3,5,7,11,13. Pak §=2-3-5-7-11-13+1=30031=

59 - 509, coZ je Cislo sloZené.

Pravé pro tuto Eukleidovu tvahu jsou prvocisla tvaru S = p1 - p2 - ... - pn +1 nazyvana

Eukleidova prvocisla.
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Uvedeme si prvnich pét Eukleidovych prvocisel.

i p1-pz-.. pn+l S
1 2+1 3
2 2-3+1 7
3 2:-3-5+1 31
4 2:3-5-7+1 211
5 |12-3-5-7-11+1 2311

Oznacime-li P jako soucin vSech prvocisel mensSich nebo rovnych p, pak P +1 je
Eukleidovym prvocislem pro p = 2, 3,5, 7, 11, 31, 379,1 019, 1 021, 2 657, 3 229,
4 547,4 787,11 549, .... Za zminku také stoji zajimavost, Ze prvni tfi Eukleidovska

prvocisla jsou stejna, jako prvni tii Mersennova prvocisla. (KriZzek, 2018)

2.6 Wilsonova prvocisla

John Wilson (1741 - 1793), po némZ jsou nazvana Wilsonova prvocisla, byl britsky

matematik.

Pro zavedeni definice Wilsonovych prvocisel musime nejdiiv uvést vétu, kterd nese

jméno Johna Wilsona, avSak nebyl to on, kdo ji objevil.

Véta 2.7

Wilsonova véta. ,Cislo p > 1 je prvoéislo prdvé tehdy, kdyZ
(p-1)/=-1 (modp).” (Michal Krizek, 2018)

KdyZz zaménime v kongruenci zvéty 2.7 modul p za p? dostaneme definici

Wilsonovych prvocisel.

Pokud plati kongruence (p - 1)! = - 1 (mod p?), pak p nazveme Wilsonovym

prvocislem.

Doposud znama Wilsonova prvocislajsou 5, 13 a 563, ktera byla nalezena roku 1953

za pomoci raného elektronického pocitace.
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Podle heuristického argumentu by se ¢tvrté Wilsonovo prvocislo mohlo vyskytovat
kolem ¢isla 5 - 1023, pokud viibec dalsi takové prvocislo existuje. Je vsak jisté, Ze je

vétsSinez 5 - 108. (Wells, 2005)

2.7 Gaussova prvocisla

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), po némz jsou nazvdna Gaussova

prvocisla, byl vyznamny némecky matematik a fyzik.

Prvocisla mizeme definovat i na jinych algebraickych strukturach, nez je mnozina
prirozenych Cisel. Pro zavedeni definice Gaussovych prvocisel nejprve musime
definovat Gaussova Ccisla, kterd definujeme v komplexni roviné jako soucty
Z[i] =a + bi, kde a, b € Z,a i je imaginarni jednotka. Jsou to tedy ¢isla v komplexni

roviné, ktera maji celoc¢iselné soutadnice. Koeficient a se nazyva redlnd cdst

s vz

komplexniho ¢isla Re, koeficient b se nazyva imagindrni ¢dst komplexniho ¢isla Im.

DokazZeme, Ze mnoZina Gaussovych cCisel spolu s operaci scitani tvori komutativni
grupu. Tuto mnozinu oznac¢me Z[i]. Aby mnoZina Z[i] spolecné s operaci scitani

mohla byt nazvana komutativni grupou, musi spliiovat nasledujici axiomy:
1) Operace sc¢itani je neomezené definovana na Z[i]:

¥ Xx,y € Z[i]; x+y € Z]i].

Necht x=a+bi;a,b € Z, y =c+di; c,d € Z Mame dokazat, zZe x +y € Z][i].
x+y=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i€ Z[i], coz jsme méli dokazat.

2) Struktura je asociativni:

¥x,yz€Z[i|;x+(y+z)=(x+y) +z

Necht x=a+bi;a,bEZ y=c+di;c,d€Z z=f+gi;f,g € Z

Mame dokazat, zex + (y +z) = (x +y) + Z
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x+(y+z)=(a+b)+[(c+d) +(f+gDd]=(a+b) +[(c+N+(d+g)i]=(a+c+f)+
(b+d+gli=[(a+c)+(b+d)i]+(f+gi)=[(a+bi)+(c+di)]+ (f+gi)=(x+Yy)+2z

¢imZ jsme rovnost dokazali.
3) Existuje neutralni prvek vzhledem k operaci sc¢itani:
dee/[i];¥vx€”Zi;x+e=e+x=x.

Ukazeme, Ze neutralnim prvkem je e = 0 + 0i. Necht x je libovolné Gaussovo ¢islo,

pak ma tvar x = a + bi.

x+e=a+bi+0+0i=(a+0)+(b+0)i=a+bi=x
e+x=0+0i+a+bi=(0+a)+(0+b)i=a+bi=x

Tim je existence neutralniho prvku pro s¢itani dokazana.

4) Ke kazdému prvku existuje inverzni prvek vzhledem k operaci s¢itani:
Yx€EZ[i;An€eZil; x+n=n+x=e.

UkaZeme, Ze ke kazdému prvku x existuje inverzni prvek n, ktery je prvkem
opacnym k x. Necht x je libovolné Gaussovo c¢islo a n je ¢islo k nému opacné. Pak maji

tvarx=a+bian=-a-bi.
x+n=a+bi+(-a-bi)=a+bi-a-bi=(a-a)+(b-b)i=0+0i=e
n+x=-a-bi+a+bi=(-a+a)+(-b+b)i=0+0i=e
Tim je existence inverznich prvkil pro sc¢itani na celé mnoziné dokazana.
5) Struktura je komutativni:
¥Xx,yEZ[i;x+y=y+Xx
Necht x=a+bi;a, b€ Z y=c+di; c,d € Z Madme dokazat, Zex +y =y + x.
Xx+y=a+bi+c+di=c+di+a+bi=y+x

m|

Tim jsme dokazali komutativnost. Struktura spliujici axiomy 1 - 4 se nazyva grupa,

je-li navic splnén axiom 5, pak hovorime o komutativni (Abelové) grupé.
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MnoZina Gaussovych ¢isel Z[i] spolu s operaci ndsobeni tvofi monoid. Aby MnoZina
Z[i] spolu soperaci nasobeni mohla byt nazvana monoidem, musi spliiovat

nasledujici axiomy:

1) Operace nasobeni je neomezené definovana na Z[i]:

¥ Xx,y € Z[i]; x -y € Z]i].

Necht x=a+ bi;a,b€ Z y=c+di; c,d € Z Mame dokazat, Ze x - y € Z[i].

x -y =1(a+bi)- (c+di)=ac+ adi + bci + bdi? = ac + adi + bci - bd =

(ac - bd) + (ad + bc)i € Z[i], cozZ jsme méli dokazat.

2) Struktura je asociativni:
vx,yz€Zil;x - (y-z)=(x"y) -z

Nechtx=a+bi;a,beZ y=c+di;c,d€Z z=f+gi,f,g € Z

x-(y-z)=(a+bi)-[(c+di)- (f+g)]=(a+bi) - (cf+cgi+dfi-dg)=(a+ bi)-[(cf-dg)
+ (cg + df)i] = a(cf - dg) + a(cg + df)i + b(cf - dg)i - b(cg + df) = acf - adg + acgi + adfi
+ bcfi - bdgi - bcg - bdf = flac - bd) + f(ad + bc)i + g(ac - bd)i - g(ad + bc) =[(ac - bd)
+ (ad + be)i] - (f + gi) = (ac + adi + bci - bd) - (f + gi) = [(a + bi) - (c + di)] - (f+gi) =

(x+y) - z, cimzZ jsme rovnost dokazali.
3) Existuje neutralni prvek vzhledem k operaci s¢itani:
deeZ[i]-{0+0i},¥x€Z[i];x-e=e-x=x.

UkaZeme, Ze neutralnim prvkem je e = 1 + 0i. Necht' x je libovolné Gaussovo ¢islo,

pak ma tvar x = a + bi.

x-e=(a+bi)-(1+0i)=a+bi=x

e-x=(1+0i)-(a+bi)=a+bi=x

Tim je existence neutralniho prvku pro nasobeni dokazana.
UkaZeme, Ze struktura nespliiuje axiom o existenci inverzniho prvku.

Ma platit, Ze ¥ x € Z[i] - {0 + 0i}; I n € Z[i]; x - n = n - x = ¢, tj. ke kaZdému prvku x

existuje inverzni prvek n takovy,Zex-n=n-x=e.
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UkaZeme, Ze pro prvek 1 + 2i € Z[i] neexistuje inverzni prvek n, ktery € Z[i]. Necht

inverzni prvek n = a + bi. Ma platit, Ze (1 + 2i) - (a + bi) =1 + Oi.
(1+20)- (a+bi)=1+0i

a + bi+ 2ai + 2bi2 =1+ 0i

a+bi+2ai-2b=1+0i

(a - 2b) + (2a + b) = 1 + 0i, z této rovnice dostavame soustavu dvou rovnic o dvou

neznamych.
a-2b=1
2a+b=0

. ARV | 2
Z této soustavy dostavame reSeni a = -2 b=- =

Pak ale % - gi ¢ Z[i]. Ukazali jsme, Ze prvek 1 + 2i nema v Z[i] inverzni prvek. Jelikoz

axiom o existenci inverzniho prvku ma platit pro vSechny prvky, neni tento axiom

pro mnozinu Z[i] spolu s operaci nasobeni platny.

Tim jsme dokazali, Ze Gaussova cCisla spolu s operaci nasobeni tvoii monoid.

Velikost komplexniho ¢isla z = a + bi je dana vztahem |z| = Va? + b2.
Nyni uZ nic nebrani tomu, abychom si uvedli definici Gaussovych prvocisel.

JJestlize Cislo z = a + bi spliiuje jednu z ndsledujicich podminek, pak ho nazveme

Gaussovym prvocislem.

1. a? + b? je prvocislo pro a # 0 a zdroveri b # 0, nebo

2. |z| je prvocislo tvaru 4k - 1 pro a = 0 nebo b = 0.“ (Michal KriZek, 2018)
Z této definice vyplyva nasledujici tvrzeni:

Pokud z = a + bi je Gaussovo prvocislo, pak z1 = xa # bi a z2 = +b * ai jsou rovnéz

Gaussova prvocisla.
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Redlné prvocislo se v Gaussové oboru rozklada pravé tehdy, pokud ho mizeme
zapsat jako soucet dvou c¢tvercli. Pojd'me si toto tvrzeni ukazat na jednoduchém
prikladu. Vezméme realné prvocislo 2, které se zcela jednoznacné da zapsat jako
soucet dvou ¢tvercli 12 + 1% = 2. Rozklad v Gaussové oboru je pak 2 = (1 + i)(1 - i).

Oba cCinitelé jsou Gaussovymi prvocisly.

v V7

Zamérime se na dalSi prvocislo v poradi, kterym je prvocislo 3. Toto cislo se neda
zapsat jako soucin dvou cCtvercli, neda se tedy v Gaussové oboru rozlozit, avsak
spliuje druhou podminku z definice, protoZe je ve tvaru 4k — 1. Tudiz 3 je Gaussovo

prvocislo.

Na obrazku si ukdZeme vSechna Gaussova prvocisla, pro které plati Re<5 a
zaroven Im < 5.
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Z obrazku je patrné, Ze rozloZeni Gaussovych prvocisel v Gaussové roviné tvori

stredové soumérny dtvar se stredem soumeérnosti v bodé [0, 0].

Kazdé Mersennovo prvocislo je zarovenl Gaussovym prvocislem, proto je nejvétSim
znamym Gaussovym prvocislem prvocislo 282589933 — 1, které je z oboru realnych
prvocisel, zaroven se vSak neda v Gaussové oboru rozlozit na soucin, tudiz spada i

do oboru Gaussovych prvocisel. (Krizek, 2018)
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2.8 Cullenova prvocisla

James Cullen (1867 - 1933), po néZ jsou nazvana Cullenova prvocisla, byl irsky

matematik a katolicky knéz.

Cisla ve tvaru C, = n - 27 + 1 se nazyvaji Cullenova ¢&isla. Pokud je Cn prvoéislo, pak ho

nazveme Cullenovym prvocislem.

Nejmensi Cullenovo prvocislo je C1 = 3 pro n = 1. Cullenova prvocisla jsou pro mala

n velice vzacna, ponévadz dalsi takové prvocislo mame az pro n = 141.

Ukazalo se, Ze témér vSechna Cullenova Cisla jsou sloZzena, presto je tu stale
nevyieSena domnénka, zda existuje nekone¢né mnoho Cullenovych prvocisel.
Zrovna tak nevime, zda existuje néjaké prvocislo Cn takové, Ze n = p, kde p je

libovolné prvocislo. Dosud zname Sestnact Cullenovych prvocisel, které si uvedeme

v tabulce.
# Prvocislo Pocet cifer
1 1-21+1 1
2 141 - 2141 + 1 45
3 471324713 + 1 1423
4 579525795+ 1 1749
5 661126611 +1 1994
6 289 - 218502 + 1 5573
7 8073232294 + 9726
8 32 469 - 232469 + 1 9779
9 7457 - 259659 + ] 17 964
10 90 825 - 290825 + | 27 347
11| 262419 - 2262419 + | 79 002
12| 3612752361275 + 1 108 761
13| 481899 - 248189 + | 145072
14 | 338707 21354830 4+ ] 407 850
15| 1582137 26328550 +1 | 1905090
16 | 6 679881 - 26679881 + 1 | 2012 852

Mizeme si vSimnout, Ze ne kazdé prvocislo uvedené v tabulce je ve tvaru
Ch=n-2n+1. Daji se vSak prevést na kanonicky tvar. Napriklad prvocislo

1582137 26328550 + 1 =6 328548 - 26328548 + 1, Uvedena prvocisla se vztahuji pro
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n=1,141,4 713,5 795, 6 611, 18 496, 32 292, 32 469, 59 656, 90 825, 262 419,
361 275,481 899,1 354 828,a 6 679 881.

Cisla tvaru Cn = n - b" + 1 nazveme zobecnéna Cullenova ¢isla. Dostavame tak dal$i

moznosti hledani prvocisel pro b € N - {1}. (Caldwell)

2.9 Woodallova prvocisla

Herbert James Woodall (1893 - 1981), po némZ jsou nazvana Woodallova prvocisia,
byl britsky matematik. Tato ¢isla s nim mimo jiné zkoumal i dalsi britsky matematik

Allan Joseph Champneys Cunningham.

Cisla tvaru Wa = n - 2" - 1 se nazyvaji Woodallova ¢isla, nékdy téZ pro sviij tvar
Cullenova C¢isla druhého druhu. Pokud je W, prvocislo, pak ho nazveme

Woodallovym prvocislem.

Cetnost Woodallovych prvocisel pro malé n je ponékud vyssi, neZ je tomu u
Cullenovych prvocisel. O prvocisla se jedna, pokud n = 2, 3, 6, 30, 75, 81, 115, 123,
249,362,384,462,512,751,822,5312,7 755,9 531,12 379, 15 822 a 18 885. Dalsi
Cisla pro n < 20 000 jsou sloZend. I zde panuje domnénka, Ze téchto prvocisel je

nekone¢né mnoho.

V tabulce si uvedeme pét nejvétSich dosud zndmych Woodallovych prvocisel,
pricemZ nékteré z nich opét nejsou v kanonickém tvaru Wn =n - 2n - 1, ale daji se na
tento tvar prevést. Nejvétsi Woodallovo prvocislo bylo nalezeno pomérné nedavno,

a to v breznu roku 2018.

Poradi Prvocislo Pocet cifer
1 8508301 -217016603 1 | 5122515
2 938237 - 23752950 - ] 1129757
3 1183953 -22367907 - 1 712 818
4
5

251749 - 22013995 — ] 606 279
1467763 - 21467763 - 1 441 847
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Mersennovo prvocislo 2521 - 1 je zaroven Woodallovo prvocislo, protoze se da

prevést natvar 512 - 2512 -1,

I zde se da zkoumat obecnéjsi tvar. Cisla tvaru n - b" - 1, kde b € N - {1}, nazyvame

zobecnéna Woodallova prvocisla. (Wells, 2005), (Cadwell)

2.10 Wagstaffova prvocisla

Samuel Standfield Wagstaff Jr. (narozen roku 1945), po némzZ jsou nazvana

Wagstaffova prvocisla, je americky matematik.

Necht je dan predpis g = 21’3—“, kde p je liché prvodislo. Cislo g nazveme Wagstaffovo

Cislo. Pokud je navic prvocislo, pak ho nazveme Wagstaffovo prvocislo.

Zkusime si tento vztah ovérit pro nékolik prvnich prvocisel.

Prvocislo p | Wagstaffovo cCislo q | Je q prvocislo?
3 3 Ano
5 11 Ano
7 43 Ano
11 683 Ano

Pro prvni ¢tyri licha prvocisla vztah plati. Mylné bychom vsak usuzovali, Ze to plati
pro vSechna prvocisla. Prvnim prvocislem, které negeneruje Wagstaffovo prvocislo,

je Cislo 29. Pro ktera prvocisla tento vztah tedy plati?

K fijnu roku 2014 byla znama tato prvocisla p, ktera generuji Wagstaffova prvocisla
q:3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 31, 43, 61, 79, 101, 127, 167, 191, 199, 313, 347, 701,
1709,2617,3539,5807,10 501,10 691,11 279,12 391,14 479,42 737,83 339.

Toto jsou vSechny znamé exponenty p, které generuji Wagstaffova prvocisla. Mame
tu vsak i dalsi, u kterych prvociselnost neni dokadzana, ovSem v nékterych
zahrani¢nich dokumentech se uvadi jako mozna Wagstaffova prvocisla. Uvedeme si

tri nejvétsi.
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4031399
Prvocislo fﬂ, které obsahuje 1 213 572 cifer, je tfetim nejvétSim moZnym

prvocislem tohoto typu. Objevil ho v inoru 2010 Tony Reix.

213 347 311+1 213 372 531+1

Prvocisla . a . , kterd byla objevena vzari 2013 Ryanem

Propperem, jsou dvé nejvétsSi mozna Wagstaffova prvocisla, z nichz druhé uvedené

je vliibec nejvétsi. Obé obsahuiji vice jak 4 000 000 cifer.

Neni vSak jisté, zda mezi prvocisly 4 031 399 a 13 347 311 neexistuje dalsi

prvociselny exponent, ktery by produkoval dal$i moZné Wagstaffovo prvocislo.

Tato prvocisla maji uplatnéni v kryptografii. (Marshall)
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3 Dalsi specialni typy prvocisel

Prvni oddil hlavni ¢asti byl zaméren na specialni typy prvocisel, které nesou nazvy
slavnych matematikii. Nyni se zamérime na prvocisla, ktera jsou specialni pro svou

urcitou specifickou vlastnost.

3.1 Faktorialni prvocisla

Na zacatek si pripomeneme par vlastnosti faktoridlu.

Necht n je prirozené Cislo. Vyrazem n! rozumime soucin prirozenych c¢isel mensich

nebo rovno n.
Matematicky pak n! = [T¢_, k. Napiiklad 5! = [[3., k=1-2-3-4-5=120.
K uceleni definice je jeSté potreba definovat 0! = 1.

Faktoridly se pak nejcCastéji pouzivaji v kombinatorice, kde kombinacni ¢islo je

definovano jako (Z) = m pron=k=0.

Nyni uz ale k samotnym prvocisltim.
Faktoridlni prvocisla jsou prvocisla tvaru n! + 1.

Privarianté n! + 1 dostavame prvocislapron=1,2,3,11,27,37,41,73,77,116, 154,
320, 340, 399,427,872,1477,6 380, 26 951 ....

Druhy vyraz n! - 1 je prvociselny pron=3,4,6,7,12, 14,30, 32, 33, 38,94, 166, 324,
379,469, 546,974,1963,3507,3610,6 917,21 480,34 790 .... (Wells, 2005)
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Uvedeme deset nejvétsSich dosud znamych faktorialnich prvocisel.

Poradi | Prvocislo | Pocet cifer | Doba nalezeni
1 208003/ -1 | 1015843 | Cervenec 2016
2 150209/ +1 | 712 355 Rijen 2011
3 147 855! - 1 700177 Zari 2013
4 110 059! + 1 507 082 Cerven 2011
5 103 040! -1 471 794 Prosinec 2010
6 94 550! - 1 429 390 Rijen 2010
7 34 790! -1 142 891 Kvéten 2002
8 269511+ 1 107 707 Kvéten 2002
9 21480!-1 83727 Zdri 2001
10 6917/ -1 23 560 Rijen 1998

Tabulka nejveétsich faktoridlnich prvocisel (Caldwell)

Ukazalo se, Ze nékteré faktoridlové sumy davaji prvocislo.
Sumy v této posloupnosti generuji prvocisla.

3 31-21+1!=5

n
n=4 4'-31+2!-11=19

n=5 5!-41+31-21+11=101

n=6 6!-5+41-31+21-11=619

n=7 7'-6'+5!-41+31-21+11=4421
n=8 8!'-7!+6!-5!1+4!-31+2!-11=35899

Pro n = 10 dostaneme také prvocislo, avSak pro n = 9 vychazi suma

326981 =79 -4 139, cozZ je Cislo sloZené.

0d n = 11 do n = 28 mame pouze dalsi dvé prvocisla, a tak to vypada, Ze ¢im vice
budeme n zvySovat, tim méné se budeme setkavat s prvocisly téchto sum. (Wells,
2005)

Na zacatku jsme uvedli pojem faktorial. JelikoZ se pohybujeme v oblasti prvocisel,

bylo by vhodné uvést pojem primoridl, ktery je spjaty pravé s prvocisly.
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Zatimco faktorial je soucin prirozenych c¢isel mensich nebo rovno n, primorial je
soucin prvocisel mensSich nebo rovno n. To znamena, Ze ze soucinu vyradime

vSechna ¢isla sloZena.

Primorial

n# = H?ff) Di»

kde (n) je prvociselna funkce, kterd udava pocet prvocisel mensich nez n.
Napriklad 14#=2-3-5-7-11-13 =30 030.

Primorial se da definovat i jako soucin prvnich n prvocisel.

pn#t = [ 1321 Px- (Weisstein)

Uvedeme si nékolik prvnich ¢leni posloupnosti primoridlu podle druhé definice.

n pn# Vysledek
1 2 2

2 2-3 6

3 2:3-5 30

4 2:3-5-7 210
5 2:3-5-7-11 2310
612-3-5-7-11-13 30030

Dvojity faktorial ¢isla n rozumime vyraz n!! = n(n - 2)(n - 4) ..., trojity faktorial ¢isla
n je pak vyraz n!!! = n(n - 3)(n - 6) ... . Nejvétsi znamé prvocislo tvaru n!! - 1 je
9682!! - 1. Pro tvar n!!! - 1 zname nejvyssi prvocislo 34 706!!! - 1. Dvojity a trojity

faktorial radime mezi takzvané multifaktorialy. (Wells, 2005)

3.2 Palindromicka prvocisla

Palindrom (z teckého palindromos “béZet opét nazpatek“) je posloupnost znak,

ktera se Cte zleva doprava stejné jako zprava doleva.

Ptiklady palindromickych slov: Kajak, krk, radar, tahat.
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Priklady palindromickych vét: V elipse spi lev. Kadja ma majak. Nebude duben.

Ziejmé nejznaméjsim palindromem v Ceskych zemich je ¢islo 135 797 531, které je
spjato s poloZenim zakladniho kamene Karlova mostu podle julianského kalendare

vroce 1357 dne 9. 7.v 5 hodin a 31 minut.

Palindromické prvocislo je prvocislo, které je zaroven palindromem.
VSechna jednociferna prvocisla 2, 3, 5, 7 jsou palindromy.

Z dvojcifernych prvocisel je palindromem pouze prvocislo 11.

Trojcifernych palindromickych prvocisel mame patnact. Jedna se o prvocisla 101,

131,151, 181, 191, 313, 353,373,383, 727,757,787,797,919 a 929.

Dal$i prvociselné palindromy pokracuji az péticifernym prvoéislem 10 301. Zadné

Ctytciferné prvocislo neni palindrom, dokonce plati nasledujici véta.

Véta 3.1

JJediné palindromické prvocislo se sudym poctem cifer je ¢islo 11.
Diikaz. Necht ¢islo m = 9090...90 md 2k cifer. Vidime, Ze
m-11=99999...990,
a tudiz plati
11(m+1)=11m+11=10°%1 +1. (3.1)

UvaZujme nyni palindromické Cislo p se sudym poctem cifer 2n ve tvaru
p=ai110%"1 + 210?72 + --- + a210 + a1, kde a1 # 0, az, ... ,an jsou desitkové cifry.
Odtud plyne, Ze
p=ai(10?"1 + 1) + az(10%72 + 10) + +-- + an(10" + 1071) =

=ay(10°m1 + 1) + 10az(10?m3 + 1) + -+ + 10"1an(10 + 1).

Podle (3.1) jsou ale vsechny cleny délitelné 11, a proto palindrom p se sudym poctem

cifer je vzdy sloZené Cislo, pokud je p > 11.“ (Krizek, 2018)
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Uvedeme si tfi nejvétsi dosud znama palindromicka prvocisla.

Poradi Prvocislo Pocet cifer
1 10474500 + 999 - 10237249 + ] 474 501
2 10390636 + 999 - 10195317 + | 390 637
3 10362600 + 666 - 10181299 + 1 362 601

3.3 Cyklicka a permutacni prvocisla

Nejprve si fekneme néco k permutacim.

Permutaci mnoziny M rozumime kaZzdé bijektivni zobrazeni mnoZiny M na sebe.
UvaZme tfeba mnoZinu M = {a, b, c}. Potom zobrazeni f, pro které plati f{a) = c,

f(b) = a, f(c) = b je permutaci.

Permutace mnoZziny M je tedy usporadani jejich prvki, kdy pro kazdou mozZnost

vyuzivame vSechny prvky z mnoziny M.
Pocet vSech moZnych permutaci je P(n)=n/=n-(n-1)-(n-2)-...-2- 1L

Cyklickd permutace mnoZiny M je pak takové usporadani, kdy jeji prvky tvori néjaky
cyklus. Méjme permutaci (a1, az, ..., an). Pak cyklické permutace tvaru (a1, az, ..., an),

(az, a3, ..., an, a1), ..., (an, ay, ..., an-2, an-1) predstavuji stejnou cyklickou permutaci.

Ukazeme si princip cyklické permutace na jednoduchém ptrikladu a nasledné

odvodime vzorec.
Pt. Kolika zptlisoby lze posadit n lidi ke kulatému stolu?

Na prvni Zidli mame na vybér n moznosti, na druhou Zidli mdme n - 1 moZnosti a
tak dale. Téchto permutacijetedyn- (n-1) - ...- 2 - 1. OvSem pti kazdé permutaci
mame n moznosti, jak v dané permutaci mohou lidé rotovat, tudizZ pocet permutaci

bude n-krat mensi. Zptsobi, jak 1ze posadit n lidi ke stolu, a tedy pocet cyklickych

n-n-1)-n-2)-..-2-
n

1=:(n_1)_(n_2).___.2.1=(n—1)!

permutaci je

Prvocislo nazveme cyklické, jestlize libovolna cyklicka permutace jeho cifer dava

opét prvocislo.
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Napriklad ¢islo 3 779 je permutacni prvocislo, protoze 3 779, 7 793, 7 937, 9 377

jsou prvocisla.

Dalsi cyklicka prvodisla jsou 2, 3, 5, 7, 13, 17, 37, 79, 113, 199, 337 a vSechna
prvocisla sloZzena zjednicek. Napriklad 11, 1 111 111 111 111 111 111,
11111111111 111111111 111.

Prvocislo nazveme permutacni, pokud libovolnd permutace jeho cifer dava opét
prvocislo. Oproti cyklickym prvocislim pozadujeme, aby byly vSechny permutace
prvocisly, kdeZto u cyklickych permutujeme pouze cifry v daném poradi dokola.
Permutacnich prvocisel tak bude logicky ménég, vypiSeme si vSechna dosud znama:

2,3,5,7,11,13,17,37,79, 113, 199, 337 a vSechna prvocisla sloZena z jednicek.

3.4 Siamska prvocisla

Kratce se zminime i o prvocislech, ktera se nazyvaji siamska. Siamskd prvocisla byla
takto pojmenovana v ¢lanku (Beauregard, Suryanarayan, 2001). Jedna se o dvojice
Cisel tvaru n2 - 2 a n? + 2. Jsou to tedy dvojice prvocisel, které mezi sebou maji

vzdalenost Ctyfi.
Uvedeme si nékolik prvnich dvojic této posloupnosti:

(7, 11), (79, 83), (223, 227), (439, 443), (1 087, 1 091), (13 687, 13 691).
(K¥izek, 2018)

3.5 Jedinecna prvocisla

Dal$imi prvocisly, kterymi se budeme zabyvat, jsou jedinecnd prvocisia.

Pojd'me se tedy podivat, co se za jejich jedinecnosti skryva. Necht p je prvocislo, pak

;o1 y v
vyraz — nazveme prevrdcenou hodnotou prvocisla p.
P
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Prvocislo p € {2, 5} nese nazev jedinecné, pokud neexistuje jiné prvocislo g, jehoz
prevracena hodnota % by méla stejné dlouhou periodu jako i.
U jedinecnych prvocisel vyrazujeme prvocisla 2 a 5, protoZe jsou to dvé jedina

prvocisla, jejichZ prevracené hodnoty nemaji nekonec¢ny desetinny rozvoj. Ostatni

prevracené hodnoty prvocisel maji nekonec¢ny periodicky desetinny rozvoj.

Uvedeme si prvnich devét jedine¢nych prvocisel a jejich délky period.

Jedinecné prvocislo | Délka periody
3 1
11 2
37 3
101 4
9091 10
9901 12
333667 9
909 091 14
99 990 001 24

Mizeme si vSimnout, Ze existuji pirevracené hodnoty prvocisel, které maji délku
periody 1, 2, 3 a 4. Tato posloupnost ¢islem 5 dale nepokracuje, protoze periody

prevracenych hodnot prvocisel 41 a 271 maji délku 5. A to konkrétné:

1

L =0.02439, — = 0.00369.
41 271

Prvocisla 41 a 271 tedy nejsou jedinecna. Zrovna tak cisla % a 1—13 maji obé délku

periody 6, tudiZ 7 a 13 se taktéZ nefadi mezi jedine¢na prvocisla. (Krizek, 2018)

3.6 Pandigitalni prvocisla

Pandigitdlni &islo je takové Cislo, které ve svém zapisu obsahuje vSechny cifry ze své
Ciselné soustavy. Pokud se pohybujeme v dekadické soustavé, pak se jedna o cifry
0 - 9. Protoze je téchto cifer deset, musi i nejmensi pandigitalni ¢islo obsahovat ve

svém zapisu nejméné deset cifer, priCemzZ nesmi zacinat ¢islici 0, protoZe by se pak
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nejednalo o platnou dislici v ¢iselném zapisu. NejmenSim pandigitalnim cislem je

tedy cislo 1 023 456 789.

Existuje i takové pandigitalni Cislo, v jehoZ zapisu se ¢islice neopakuji, a jeho prvnich
n cifer da takové Cislo, které je délitelné n. Timto ¢islem je 3 816 547 290. V tabulce

ukaZzeme, Ze tato vlastnost skute¢né plati. Termin “prvnich n cifer" oznaCime

symbolem N.

n N Podil N/n
1 3 3

2 38 19

3 381 127

4 3816 954

5 38165 7 633

6 381 654 63 609
7 3816 547 545221
8 | 38165472 4770 684
9 | 381654729 | 42406081
10| 3816 547290 | 381 654 729

Pandigitalni ¢islo, které je navic prvocislem, se nazyva pandigitdIni prvocislo.

Cislice 0 - 9 nelze usporadat tak, aby vzniklo prvoéislo. Je to dano tim, Ze soudet
téchto cislic je 45, coz je délitelné tremi. Abychom tedy méli moZnost dostat
prvocislo, musime pridat dalsi cifru. Nejmensi pandigitalni prvocislo tedy obsahuje

nejméné jedenact cifer.

Uvedeme si nékolik nejmensich pandigitalnich prvocisel: 10 123 457 689, 10 123
465 789,10 123 465 897,10 123 485 679,10 123 485 769 ....

Pokud bychom definici upravili a vynechali bychom C¢islici 0, pak by nejmensim

takovym prvocislem bylo ¢islo 1 123 465 789.

Bylo objeveno prozatim nejmensi prvocislo takové, které je pandigitalni a zaroven
palindromické. Jedna se o ¢islo 1 023 456 987 896 543 201 a na tomto objevu maji
zasluhy Dubner a Ondrejka. (Wells, 2005)

39



3.7 Poloprvocisla

Necht je dano cislo k € N. Pokud cislo k ma pouze dva prvociselné délitele, pak se

radi mezi poloprvocisla.

Nejmensi poloprvocislo je ¢islo 4, dale tato posloupnost pokracuje nasledovné: 6, 9
10, 14, 15, 21, 22, 25, 26, 33, 34, 35, 38, 39, 46,49, 51, 55, .... Miizeme si povSimnout,
Ze ve zminovaném vyctu se vyskytuji poloprvociselné pary, nékdy i poloprvociselné

trojice. Jedna se o dvé, pripadné o tfi po sobé jdouci poloprvocisla.

Uvedeme si poloprvociselné pary a trojice aZ do c¢isla 150.

Poloprvociselné pary

9-10, 14-15, 21-22, 25-26, 38-39, 57-58, 118-119, 122-123, 133-134, 145-146.
Poloprvociselné trojice

33-34-35, 85-86-87, 93-94-95, 141-142-143.

Pokud bychom pozadovali, aby poloprvociselny par mél riizné prvociselné délitele,
pak prvni takovy par je 14 - 15. Prvni po sobé jdouci par se tfemi odliSnymi
prvociselnymi déliteli je 230 - 231. Cislo 230 je po rozlozeni na soudin prvocisel

2-5-23acislo231pak3-7-11.

Ctyfi po sobé jdouci poloprvocisla nemiiZou existovat, protoZe jedno z nich bude

délitelné Ctyimi, tudiZ bude mit nejméné tii prvociselné délitele.

Existuje 299 poloprvocisel, ktera jsou mensi nez 1 000. (Wells, 2005)

3.8 Sexy prvocisla
Necht p je prvocislo. Pokud p + 6 je také prvocislo, pak p a p + 6 nazveme sexy

prvocisly.

Jsou to tedy prvocisla, ktera jsou od sebe vzdalena o Sest.
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Nazev “sexy” vznikl zkomolenim ¢islice 6, coZ se v anglictiné nebo v latiné preklada
jako “six“, odkud uz k prekrouceni vyslovnosti na slovo “sex“ neni daleko. Obzvlast,

pokud se toto slovo dostane do ust skolakii.

Uvedeme si posloupnost dvojic sexy prvocisel az do ¢isla 200: 5-11, 11-17, 13-19,
17-23,23-29,31-37,37-43,47-53,53-59, 61-67, 67-73, 73-79, 83-89,97-103, 103-
109,107-113,131-137,151-157,157-163, 167-173,173-179,a 191-197.

Mezi témito dvojicemi je deset dvojic tvaru 6n + 1 a 12 dvojic tvaru 6n - 1.
Posloupnost trojic sexy prvocisel zac¢ina 7-13-19, 17-23-29, 31-37-43,47-53-59....

Z posloupnosti prvociselnych ¢tveric uvedeme také prvnich par ¢lent: 5-11-17-23,

11-17-23-29, 41-47-53-59, 61-67-73-79 ....

Pokud se zamérime na pétice sexy prvocisel, existuje pouze jedna, a to 5-11-17-23-

29, coz si nasledné dokazeme.

Véta 3.2

“Neexistuji Zddné dalsi pétice sexy prvocisel kromé 5-11-17-23-29.

Dilikaz. Necht n je prirozené ¢islo. Uvazme dalsi ¢tyri piirozena cisla, ktera jsou od n

vzdalena postupné o Sest. Posloupnost téchto ¢iseljen,n +6,n +12,n + 18, n + 24.
Zamérime se na zbytek po déleni ¢islem 5. Mohou nastat tyto pripady:

1) n je délitelné 5, tudiz n je bud’ 5, nebo ¢islo sloZené.

2)n=4mod 5, pakn+6 =10 mod 5, tudiZ n + 6 je délitelné 5.

3)n=3mod 5, pakn+12 =15mod 5, tudiZ n + 12 je délitelné 5.

4)n=2mod>5, pakn+ 18 =20 mod 5, tudizZ n + 18 je délitelné 5.

5)n=1mod5, pakn + 24 = 25 mod 5, tudiZ n + 24 je délitelné 5.

Ukazali jsme, Ze Zddna dalsi pétice sexy prvocisel neexistuje, protoze vzdy mezi

pétici Cisel vzdalenych o Sest bude Cislo, které je délitelné péti.
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Z diikazu zaroven vyplyva, Ze v piipadé Ctveric sexy prvocisel vzdy musi Ctverice
zacinat ¢islem, které ma zbytek po déleni 5 jedna (kromé samotné Ctverice, ktera
zacina Cislem 5), protoZe pak miiZeme jeSté tiikrat pricist ¢islo 6, nez vysledné Cislo
bude délitelné péti.

Zadné Sestice & pocetnéjsi skupiny sexy prvoéisel samoziejmé neexistuji.

(Wells,2005)

3.9 Prvociselna dvojcata

Zadné dvé prvocisla nemohou primo sousedit, protoze kazdé prvocislo s vyjimkou
prvocisla 2 je liché, tudiZ sousedni ¢islo musi byt sudé, a proto se nejedna o prvocislo.

Jedina dvé prvocisla, ktera spolu primo sousedi, jsou 2 a 3. (Gracian, 2017)

Necht p je prvocislo. Pokud i p + 2 je prvocislo, pak p a p + 2 nazveme prvociselnymi

dvojcaty.
Jsou to tedy dvojice prvocisel, jejichz rozdil je 2.

Uvedeme si v tabulce vSechny prvociselna dvojcata, ktera jsou mensinez 1 000 (Jsou

uvedenaiv dile (Gracian, 2017)).

(3,5 (5 7) (11,13) (17,19) (29,31)
(41, 43) (59, 61) (71,73) (101,103) (107, 109)
(137,139) (149,151) (179,181) (191,193) (197,199)
(227,229) (239, 241) (269,271) (281, 283) (311,313)
(347, 349) (419, 421) (431,433) (461, 463) (521,523)
(569, 571) (599, 601) (617,619) (641, 643) (659, 661)
(809, 811) (821,823) (827, 829) (857, 859) (881, 883)

V tabulce miiZeme zaregistrovat, Ze mezi dvojcaty (659, 661) a (809, 811) je
pomeérné velky skok. Nenalezneme zde Zadna prvociselna dvojcata, ktera by méla na
radu stovek cislo 7. Vintervalu (900, 1 000) také nenalezneme Zadna prvociselna
dvojéata. Cim dal postupujeme v mnoZiné ptirozenych ¢isel, tim méné se s prvocisly

setkavame, tudiZ je mensi i hustota zastoupeni prvociselnych dvojcat.
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Jednim ze znamych problémi teorie Cisel je, zda prvociselnych dvojcat existuje
konec¢né ¢i nekonecné mnoho. Jiz davno vime, Ze prvocisel existuje nekonecné
mnoho, zda se to ale tyka i téchto prvociselnych dvojic, tim uz si jisti nejsme. Diky
moderni pocitacové analyze vime, Ze se tyto dvojice vyskytuji i mezi extrémné
vysokymi Cisly, coz matematiky snadno dovadi k domnénce, Ze prvociselnych
dvojcat existuje nekonecné mnoho. Bez diikazu vsak zlistdvame pouze u domnénky.

(Gracian, 2017)

VSechna prvociselna dvojcata maji tvar 6n * 1, s vyjimkou (3, 5), protoZe prvocislo

3 neni v uvedeném tvaru.

DalS$i zajimavosti je, Ze polynom K(n) = 60n2 + 30n - 30 = 1 generuje prvociselna

dvojcata pro n =1 az 13, coZ si zpiehlednime v tabulce.

N Polynom K(n) Prvociselnd dvojcata
1 60-12+30-1-30%1 (59, 61)

2 60-22+30-2-30+1 (269, 271)

3 60-32+30-3-30+1 (599, 601)

4 60-42+30-4-30+1 (1049,1051)
5 60-52+30-5-30+1 (1619,1621)
6 60-62+30-6-30%1 (2309,2311)
7 60-72+30-7-30+1 (3119,3121)
8 60-82+30-8-30+1 (4 049, 4 051)
9 60-92+30-9-30+1 (5099,5101)
10 | 60-102+30-10-30+1 (6269,6271)
11 60-112+30-11-30+1 (7559, 7 561)
12 60-122+30-12-30+1 (8969, 8971)
13 | 60-132+30-13-30+1 (10499, 10 501)

[ v tomto ptipadé nas budou zajimat rekordmani tohoto typu ¢isel, uvedeme si proto

deset nejvétsich dosud znamych prvociselnych dvojcat.

Poradi | Prvociselnd dvojcata Pocet cifer | Doba objeveni
1 2996 863 034 895 - 21290000 + 1 | 388 342 Zdri 2016
2 3756 801 695 685 - 2666669 + 1 200 700 Prosinec 2011
3 6 551 648 355 - 2333333 + ] 100 355 Srpen 2009
4 12770275971 - 2222225 + ] 66 907 Cervenec 2017
5 70 965 694 293 - 2200006 + | 60219 Duben 2016
6 66 444 866 235 - 2200005 + 1 60218 Duben 2016
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7 4 884 940 623 - 2198800 + 1 59 855 Cervenec 2015
8 2003 663 613 - 2195000 + 1 58 711 Leden 2007

9 38529 154 785 - 2173250 + | 52165 Cervenec 2014
10 | 194772106 074315 - 2171960+ 1 | 51 780 Cerven 2007

Tabulka - prvociselnd dvojcata (Caldwell)

Prvocislo 5 je jediné, které se vyskytuje ve dvou prvociselnych dvojcatech (3, 5),

(5, 7), ale o tom vice v nasledujici kapitole.

3.10 Prvociselna trojcata

Necht p je prvocislo. Pokudip + 2 ap + 4 jsou prvocisla, pak p, p + 2 a p + 4 nazveme

prvociselnymi trojcaty.

Ac¢ uvadime definici, jako by se mélo jednat o poCetnou mnoZinu, existuje jenom
jedna takova trojice prvocisel, ve které jsou sousedni prvocisla vzdalena o 2. Jedna

se o trojici (3, 5, 7), a Ze Zadna jina neexistuje, si nyni dokaZeme.

Véta 3.3

“Neexistuje Zddnd dalsi trojice prvocisel tvaru p, p + 2 a p + 4 kromé trojice (3, 5, 7).“
Diikaz. Necht je dana trojice prirozenych ¢isel n,n + 2, n + 4.

Zaméiime se na zbytek po déleni ¢islem 3. Mohou nastat nasledujici tri pripady.

1) n je délitelné 3, tudiz n je bud’ 3, nebo ¢islo sloZené.

2)n=1mod 3, pakn + 2 =3 mod 3, tudiZ n + 2 je délitelné 3.

3)n=2mod 3, pakn + 4 = 6 mod 3, tudiz n + 4 je délitelné 3.

Tim jsme ukazali, Ze v dané trojici prirozenych ¢isel n, n + 2, n + 4 je vidy jeden Clen
z trojice délitelny tfemi. JelikoZ prvocisla jsou podmnozinou prirozenych ¢isel, plati

toto tvrzeni i pro prvocisla.
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Za zminku urcité stoji i prvocisla, ktera jsou od sebe vzdalena o ¢tyrti. V anglickém
jazyce nesou nazev “cousin primes“. Téchto dvojic prvocisel, ktera jsou mensi nez

1 000, existuje 40. Pro zajimavost si uvedeme prvnich deset. (Wells, 2005)

(3,7) (7,11) (13,17) (19,23) (37,41)
(43,47) (67,71) (79, 83) (97,101) (103,107)
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4 ReSené ineresene priklady

4.1 Redené priklady

Priklad 1.

Naleznéte vSechna cisla k € No, pro kterd je mezi deseti po sobé jdoucimi ¢isly k + 1,

k+2,..,k+ 10 nejvice prvocisel.

Reseni. Pro k = 0 dostavame ¢&tyti prvoéisla: 2, 3, 5, 7. Pro k = 1 je mezi nasimi ¢&isly
pét prvocisel : 2, 3,5, 7, 11 a pro k = 2 pouze Ctyri prvocisla: 3,5, 7, 11. Pro k= 3
dostavame deset po sobé jdoucich prirozenych cisel, z nichz pét je sudych a pét
lichych. JelikoZ prvocislo, které je vétsi nez 3, nemiize byt sudé, odpada nam pét
moznosti pro potenciadlni prvocisla. V nasi posloupnosti deseti po sobé jdoucich
prirozenych ¢isel pro k = 3 je mezi lichymi ¢isly alesponi jedno délitelné tremi. Nasli
jsme tedy mezi Cisly k+ 1, k + 2, ..., k + 10 alesponi Sest sloZenych cisel, vyskytuji se

tedy mezi nimi maximalné ¢tyri prvocisla. Zadani tedy vyhovuje jediné ¢islo k = 1.

Priklad 2.

Najdi prvocislo p takové, aby pro prirozena cisla a, b platilo nasledujici:
D(a, b) =91

n(a, b)=210p

a-b=1470p2.

Reseni. U ¢isel 91,210a 1 470 provedeme faktorizaci.
D(a,b)=91=7-13

n(a,b)=210p=2-3-5-7-p

a-b=1470p2=2-3-5-7-7 - p2
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ProtoZe D(a, b) =7 - 13, je a i b délitelné 13, tedy soucin a - b je délitelny 132. Jelikoz
a-b=2-3-5-7-7-p?% musi nutné byt p = 13. Predpoklad n(a, b) = 210p =

3-5-7-13je také splnén. Tim jsme nasli hledané prvocislo, kterym je ¢islo 13.

Priklad 3.

Dokazte, Ze existuje alespoii jedno takové prirozené cislo n, pro které existuje n po

sobé jdoucich ptirozenych ¢isel, z nichZ Zadné neni prvocislo.

ReSeni. Zaméime sena &isla (n+ 1)! + 2, (n + 1)! + 3, ..., (n + 1)! + (n+ 1). Mezi témito
n po sobé jdoucimi prirozenymi Cisly neni Zadné prvocislo, protoZe pro libovolné
ke{2,3,4,..,.n+1}platik| (n+ 1), atedy k| (n+ 1)! + k,a proto (n + 1)! + k nemiiZe

byt prvocislo.

Priklad 4.

Dokazte nasledujici tvrzeni: ,Je-li ¢islo m sloZené, pak je vZdy moZno najit prvocislo

p < Vm, které déli &islo m.”

Reseni. KaZzdé slozené ¢islo m miiZzeme vyjadrit ve tvaru m=x - y, kdex> 1,y > 1,
x 2y. Kdyby bylo y >+/m, bylo by také x > +/m. Z téchto dvou nerovnosti by pak
plynulo, x - y > (VYm)2 = m, tedy x - y > m. Aviak tim bychom dostali spor
s predpokladem m = x - y, takZe o ¢isle y miizeme ¥ici, Ze plati y <+/m. Pokud je y
piimo prvocislo, hledani pro nas skoncilo. Je-li y Cislo slozené, pak miizeme najit
prvodislo p, které déli y; pritom je p <y a tedy i p < +/m. Tim jsme nasli prvocislo p,

jehoZ existenci jsme méli v tomto prikladu ukazat.

Priklad 5.
Rozhodnéte, zda cislo 811 je sloZené cislo nebo prvocislo.

Re$eni. Presvédéime se, ze 811 je prvodislo. Abychom k takovému tvrzeni dospéli, je

tfeba ukazat, Ze cislo 811 neni délitelné Zadnym prvocislem p, pro které plati
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p <V811.Jelikoz V811 = 28,5, stac¢i nam ovérit prvocisla 2, 3,5, 7,11, 13,17, 19, 23.
Z naSich prvocisel se na strednich Skolach setkavame s kritérii délitelnosti Cisly 2, 3,
5, a 7 proto si ovérime délitelnost ¢isla 811 jednotlivymi prvocisly pravé pres

zminéna Kritéria. Délitelnost ostatnimi prvocisly ovérime ptes klasicky vypocet.

2: Cislo je délitelné 2, je-li na misté& jednotek sudé ¢islo. U naseho ¢isla 811 je na misté

jednotek liché ¢islo 1, tudiz Cislo 811 neni délitelné dvéma.

3: Cislo je délitelné 3, je-li jeho ciferny soucet délitelny 3. Dostavame 8 + 1 + 1 = 10,

coz neni délitelné 3, tudiz neni ani ¢islo 811 délitelné 3.

5: Cislo je délitelné 5, je-li na misté jednotek 5 nebo 0. U ¢&isla 811 je na misté

jednotek ¢islo 1, neni tedy délitelné 5.

7: Cislo je délitelné 7, je-li rozdil zbyvajici ¢asti a posledniho ¢&isla vynasobeného
dvakrat délitelny 7. Zde dostdvame 81 - 1 - 2 =79, coZ neni délitelné 7, tudiz ani cislo

811 neni délitelné 7.
11:811/11 =73 zbytek 8
13:811/13 = 62 zbytek 5
17:811/17 = 47 zbytek 12
19:811/19 = 42 zbytek 13
23:811/23 =35 zbytek 6

Tim jsme ukazali, Ze 811 je prvocislo.

Priklad 6.
Urcete nejmensi Ctytciferné cislo, které je zaroven prvocislem.

Reseni. Nejmensi ¢tytciferné &islo je 1 000, které je ziejmé sloZzené. V nasledujicim
postupu nebudeme uvaZovat suda ¢&isla, protoZe ta jsou také slozena. Cislo 1 001 je
délitelné 11, ¢islo 1 003 je délitelné 17, ¢islo 1 005 je zfejmé délitelné 5 a ¢islo 1 007

je délitelné 19. Ve vSech téchto pripadech jde o ¢isla sloZena. Nasledujici cislo, které
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prichazi do Uvahy, je ¢islo 1 009 a jedna se o prvocislo. Ovéreni je stejné jako
v predchozim prikladé a ponechame ho tak ctenari. Opét bychom zkoumali
délitelnost ¢&isla 1 009 prvocisly, kterd jsou mensi nez v1 009 = 31,8. Tudiz
poslednim prvocislem, kterym budeme délit ¢islo 1 009 je prvocislo 31. Dojdeme

k zavéru, Ze nejmensi Ctyfciferné prvocislo je skutecné ¢islo 1 009.

Priklad 7.

Pét prvocisel tvori pét po sobé jdoucich ¢lenti aritmetické posloupnosti s diferenci

d = 6. Urcete tato prvocisla.

Reseni. V tomto prikladu vyuZijeme tvrzeni, jehoZ pravdivost je prokazana ve vété
3.2: Je-li a libovolné celé nezaporné cislo, pak alespon jedno z Cisel a,a + 6,a + 12, a
+ 18, a + 24 je délitelné péti. V nasi posloupnosti je tedy jedno z Cisel délitelné péti.
Podle zadani vSak poZadujeme, aby kaZzdy ¢len posloupnosti byl prvocislem. Jediné
prvocislo, které je délitelné péti, je samotné cislo 5, tudiZ musi figurovat v nasi
posloupnosti. Vzhledem k diferenci d = 6 musi byt prvni ¢len posloupnosti a1 = 5.
Pokud a1 =5, pakaz =11, a3 = 17, as = 23, as = 29. VSechny tyto cleny posloupnosti
jsou prvocisly, takZe jsme nasli hledanych pét ¢lenti posloupnosti, totiz 5, 11, 17, 23,
29. (Tato pétice prvocisel, ktera jsou od sebe vzdalena o 6, je zaroven jedinou pétici

sexy prvocisel, ktera jsme zminovali v kapitole 3.8).

4.2 Neresené priklady

Priklad 8.
Ukazte, Ze je mozné najit tisic po sobé jdoucich prirozenych ¢isel, ktera jsou sloZena.
Priklad 9.

Rozhodnéte, zda ¢islo 1 553 je prvocislo, nebo ¢islo sloZené.

49



Priklad 10.

Proved'te faktorizaciu ¢isel 2 518,3 724 a 111 111.
Priklad 11.

Najdéte nejvétsi prvocislo, kterym je délitelné cislo 4 812.
Priklad 12.

Urcete nejvétsi ctyrciferné prvocislo.

Priklad 13.

Pét prvocisel tvori pét po sobé jdoucich Clenii aritmetické posloupnosti s diferenci

d = 12. Urcete tato prvocisla.
Priklad 14.

Nasobky kolika prvocisel je nutno vyskrtnout pri hledani ¢isel, ktera jsou mensi nez

500, pomoci metody Eratosthenova sita?
Priklad 15.

Kolik prvocisel obsahuje interval od 200 do 3007
Priklad 16.

NapiSte sedm za sebou jdoucich sloZzenych Cisel.
Priklad 17.

Najdéte prvni dvojici prvocisel, ktera jsou vétSi nez 1 000 a jsou od sebe vzdalena o

2. Totéz udélejte pro vzdalenost 4, 6, 8 a 10.

Priklad 18.

Kolik Ctyrcifernych cisel je délitelnych prvocislem 77
Priklad 19.

Jakou nejmensi délku v centimetrech ma provazek, ktery lze rozstiihat na 15

stejnych Casti, a zaroven na 24 stejnych c¢asti?
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Priklad 20.

Uved'te alesponi pét prikladli zbéZzného Zivota, ve kterych figuruje libovolné

prvocislo.

Vétsina prikladli v této kapitole je inspirovana priklady z publikaci (Sedlacek, 1961),
(Bulant).
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Zaver
Cilem této bakalarské prace bylo uvést ¢tenaife do oblasti prvocisel a nasledné

vhodné interpretovat specialni typy prvocisel, na které byla zamérena hlavni ¢ast

prace.

Bakalarska prace ,Zajimava prvocisla a jejich vlastnosti“ se zaméruje predevsim na
specialni typy prvocisel, které byly objevovany skrze celou historii od starovéku az
po soucasnost. Uvod je zaméFen na vymezeni zakladnich pojmi z oblasti prvocisel.
V zavéru je pozornost soustiedéna na reSené i nereSené priklady, pomoci nichz lze
upevnit védomosti ziskané z celé prace. Text je koncipovan tak, aby byl prehledny a
pochopitelny pro vSechny Ctenare, ktefi maji alespon zakladni znalosti z algebry.
Jednotlivé typy prvocisel jsou vétSinou doplnény o tabulky dosud nejvétsich

objevenych prvocisel daného typu.

Jsem rad, Ze jsem si vypracovanim této bakalarské prace mohl prohloubit

matematické znalosti a udélat patiicny nadhled nad danym tématem.

Prace muze slouzit jako pomtcka pro ucitele ve Skole nebo v zajmovych krouzcich.
Avsak je urcena pro vSechny, kteri se chtéji dozvédét o prvocislech zajimavosti,

které nejsou bézné zahrnuty pri klasickych hodinach matematiky.

52



Bibliografie

Bulant, M. Algebra 2 - Teorie ¢isel. Prirodovédeckd fakulta MU - Ustav matematiky a
statistiky. Retrieved from: https://www.math.muni.cz/~bulik/vyuka/Algebra-
2/alg2-print.pdf.

Cadwell, C. (n. d.). . Retrieved from: https://primes.utm.edu/top20/page.php?id=7.
Cadwell, C. (n. d.).. Retrieved from: https://primes.utm.edu/top20/page.php?id=6.

Cadwell, C. (n. d.).. Retrieved
from:https://primes.utm.edu/top20/page.php?id=30.

Cadwell, C. (n. d.). . Retrieved from:https://primes.utm.edu/top20/page.php?id=2.
Cadwell, C. (n. d.).. Retrieved from:https://primes.utm.edu/top20/page.php?id=1.

Fuchs, E. 1993. Co jeSté nevime o prvocislech. [autor knihy] Fuchs Eduard Bec¢var
Jindtich. Historie matematiky I. Praha : Nakladatelstvi Prometheus, 1993.

Gracian, E. 2017. Prvocisla - Dlouhd cesta do nekonecna. misto nezndmé : Dokoran,
2017.978-80-7363-842-9.

Great Internet Mersenne Prime Search. (©1996-2020). Retrieved from:
https://www.mersenne.org/primes/.

Halas, R. (2014). Uvod do teorie ¢isel. Olomouc : Univerzita Palackého, 2014. 978-
80-244-4068-2.

KriZek, Michal. (1995) O Fermatovych ¢islech. The Czech Digital Mathematics
Library. Retrieved from: https://dml.cz/handle/10338.dmlcz/138304.

Marshall, S. (n. d.). Number theory. viXra.org. Retrieved from:
https://vixra.org/abs/1904.0033.

K¥iZek, M. (2018). Kouzlo &isel. Cesky Tésin : Nakladatelstvi Academia. ISBN 978-
80-200-2840-2.

Sedlacek, J. (1961). Co vime o prirozenych Cislech. Praha : Mlada fronta. D-14-10349.
Weisstein, E.. Retrieved from: https://mathworld.wolfram.com/Primorial.html.

Wells, D. (2005). Prime numbers: The Most Mysterious Figures in Math. New Jersey :
John Wiley & Sons, 2005. 0471718920.

53



