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1 Uvod

Tato prace si za cil klade ukazat aplikaci teorie integralnich rovnic na vybra-
nych matematickych modelech. U konkrétnitho modelu bude odvozen vztah, jak

k rovnici ¢lovék dojde a jak ji fesit.

Integralni rovnice (dale jen TR) jsou nastrojem matematické analyzy, diky
kterym lze zkoumat nékteré matematické modely z matematiky, fyziky i biologie.
V této praci jsou uvedeny modely vedouci na skalarni integralni rovnice, tedy
takové, které souvisi s oby¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi (dale jen ODR). Na
druhou stranu nékteré fyzikalni modely (jako jsou nap¥. potencialy, elektrické né-

boje) vedou na parcialni diferencialni rovnice.

Prace je rozdélena do nékolika kapitol. Nejprve je strucné vysvétlena klasifi-

kace skalarnich integralnich rovnic.

Dale je vysvétlen tzv. Bernoulliho problém, coz je ¢isté matematicky model.
Kromé néj jsou uvedeny i priklady podobajici, resp. vedouci na Bernoulliho pro-

blém.

Nasleduje teorie Greenovy funkce, kterd se pouzije v modelu stability stlaco-

vanych tyci rizniyjch tvari. Poté je vysvétlena ZatiZend struna.

Jako posledni 2 modely jsou zde uvedeny Abeliv problém tykajici se special-
niho druhu kfivek a popula¢ni model. Pied nimi je uvedena Laplaceova transfor-

mace, kterd dokdze vypocitat rovnice téchto modelii.



2 Linearni rovnice

Budeme se zabyvat skalarnimi linearnimi IR na intervalu [a,b] C R, které

maji tvar
MMﬂm—A/faawﬂmwzgw» M

e A(x) je koeficient, zadana realna funkce, které je spojita na [a, b]

f(z) je hledana funkce, fesent

K(x,y) je jadro, zadana realna funkce spojita na Q = [a, b] X [a, b], pFipadné

nespojita pro xr =y
e g(z) je spojita redlna funkce na intervalu [a, b], absolutni ¢len
e )\ # 0 je redlny parametr

Resenim rovnice (1) je realna funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], ktera
spliiuje (1) pro vSechna x € [a, b].
Rovnice (1) se nazyva Fredholmova. Specialnim piipadem Fredholmovy rov-

nice (1) je rovnice Volterrova, jejiz tvar je

A (@)~ [ Ko o)y = gla). @)
Tuto rovnici dostaneme z Fredholmovy pokud jadro K(z,y) =0 pro y > x.

2.1 Déleni linearnich rovnic
2.1.1 Déleni podle absolutniho ¢lenu g(z)
Rovnice (1) se déli do dvou typii. Prvnim z nich je homogenni rovnice, kde

g je nulova, tj. g(x) = 0 pro v8echna x € [a,b] a nehomogenni rovnice, neni-li

g nulova.



2.1.2 Déleni podle koeficientu A(z)

Podle koeficientu A(x) v rovnici (1) existuji 3 typy integranich rovnic, a to
rovnice 1. druhu, 2. druhu a 3. druhu.
Rovnice prvniho druhu se pozna tim, ze A(z) = 0 pro vSechna z € [a, b].

Tedy rovnice méa tvar
b
A [ Kl fdy = g(o) 3)

Rovnice druhého druhu je takova, u niz je A(z) # 0 pro v8echna z € [a,b], s
vyjimkou maximalné kone¢ného poctu bodi.

Ve zbyvajicich ptipadech se jedna o rovnici tFfetiho druhu.

2.1.3 Déleni podle jadra K(x,y)

IR tvaru (1) se podle jadra déli na rovnice s Fredholmovym jadrem, rov-

nice se slabé singularnim jadrem a rovnice se singularnim jadrem.
Jadro K(z,y) rovnice (1) se nazyva Fredholmovo, je-li spojité na @ nebo
mé nespojitosti prvniho druhu pro x = y. Podtypy Fredholmovych jader se vy-
svétluji v odstavei 2.2.
Dalgim druhem jadra IR (1) je jadro se slabou singularitou, kde jadro
spliiuje podminku
kde 0 < o < 1. Funkce H(x,y) je spojita funkce na Q. ||

V tomto piipadé pro vSechna z € [a, b] existuje integral

/ K (2, )] dy. 4)
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Poslednim typem jadra IR (1) je singularni jadro. Jadro se nazve singularni,
pokud integral (4) neexistuje. V knize |1] se jako p¥iklad singularniho jadra uvadi

tvar
Alx,
K(z,y) = ( y),
r—y

kde funkce A(z,y) je spojita na Q.

2.2 Typy Fredholmova jadra

Uvedme ¢tyfi specialni typy Fredholmovych jader, pro néz jsou odvozeny
metody TeSeni prislusné IR.

Prvnim specidlnim typem Fredholmova jadra je tzv. degenerované jadro.
Degenerované jadro lze rozlozit na kone¢ny soucet soucinii funkei jedné proménné,

.
K(z,y) = ZB(Z'>Q1'(3/)'

Funkce P;(z) a Q;(y) jsou spojité linearné nezavislé funkce na [a, b],i = 1, ..., n.
Druhym specidlnim druhem Fredholmova jadra je malé jadro, které je cha-
rakterizovano nerovnosti

b—a) max |K(z, < —.
( )(W)EQI (z,9)] B

Ttetim typem jadra je konvolutorni jadro, které mé tvar

K(x,y) = k(z —y),

kde k je spojita funkce na [a, b].
étvrtym druhem Fredholmova jadra je symetrické jadro, které spliuje pod-
minku.
K(z,y) = K(y,z).
Symetrické jadro miize byt i slabé singularni ¢i singularni, splhujici podminky
slabé singularity, piip. singularity.

11



2.3 Zobecnéni IR

Linearni rovnici (1) lze klasifikovat i obecnéji. Sta¢i aby funkce A(z), f(x),
g(x), K(x,y) byly Lebesgueovsky integrovatelné v jejich kvadratu a aby rovnost
(1) platila skoro vSude na intervalu [a, b]. Navic funkce mize nabyvat komplexnich
hodnot a parametr A muze byt komplexni ¢islo. Tato a dalsi zobecnéni jako
je napt. nelinedrni rovnice, integrodiferencidlni rovnice Ci soustava integrdlnich

rovnic se ¢tenar muze dozvédét v [1], [3], [1] a [5]-

2.4 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Necht je dan operator A takovy, ze A : C(a,b) — C(a,b) a

Af = / K(z,4)f(4)dy.

Tento operator je linearni (tedy plati A(f +g) = Af + Ag a k(Af) = (kA)f, pro
vSechna f,g € C(a,b) a pro vSechna k € R.) [1],]2]
Nechf je dén operator A (z predchoziho odstavce). Cislo y € C nazveme

vlastnim ¢islem ¢i vlastni hodnotou, pokud rovnice
As = us

mé netrivialni (nenulové) feseni s € C(a,b). Mnozina vlastnich ¢isel se nazyva
bodové spektrum operatoru A. [1]

Prislusné feSeni s se nazyva vlastni vektor (resp. vlastni prvek) prislugny
vlastnimu ¢islu p. Nejvétsi pocet nezavislych prvki odpovidajici p je geomet-
rickd nasobnost vlastniho é&isla p.

Pokud plati, ze © # 0, dostaneme \ = i a nazveme jej charakteristic-
kym ¢éislem operatoru A. Mnozina takovych cisel se jmenuje charakteris-

tické spektrum operatoru A. [I|

12



2.5 Fredholmovy véty

Necht jsou dany néasledujici rovnice:

f(2) = A / K (e 9) f(y)dy + g(y). (5)
f(z) = A / K (2, 9) (y)dy. (6)
fa) =X / K50/ (y)dy. ")

A je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu A a K (y, z) je transponované jadro k jadru

K (z,y). Vsechny uvedené rovnice 2. druhu maji Fredholmovo jadro.

2.5.1 1. Fredholmova véta

Ma-li rovnice (6) pouze trividlni FeSend, pak (5) md jediné FeSeni pro vechna
g € Cla,b).
Nékdy se tato véta téz nazyva Fredholmovou alternativou. Popisuje pripad,

kdy A neni charakteristické ¢islo. |2]

2.5.2 2. Fredholmova véta

Rouvnice (6) a (7) maji stejny nejuySe konecnyj pocet linedrné nezdvislych feSent
pro dané \.

Charakteristicka ¢sla A i A maji stejnou geometrickou nasobnost.|?]

2.5.3 3. Fredholmova véta

Rovnice (5) ma teSent, plati-li

pro vSechna Feseni ¢ rovnice (7).|2]

13



Rovnice (5) nemusi mit jediné feSeni. Ve skute¢nosti mohou nastat pravé dveé
moznosti, pokud je A charakteristické ¢islo. Pak rovnice (5) nemé FeSeni vibec

nebo jich ma nekoneéné mnoho.

2.5.4 4. Fredholmova véta

Charakteristickd c¢isla rovnice (6) tvori nejugse spocetnou mnoZinu. Pokud je

nekonecnd, pak lim, o |\,| = 00. |2]

14



3 Bernoulliho problém

Jeden z problémi na hrané teorie a aplikace integralnich rovnic a geometrie

je Bernoulliho problém.

hledana funlkce

f{x)

Obr. 1: Vizualizace bernoulliho problému.

Zaroven nastava otézka, zda funkce musi za¢inat v pocatku, tj. v (0,0), a jestli
musi cela lezet v obdélniku ¢i zda muze byt ¢ast grafu mimo dany obdélnik P,

jak to ukazuje néasledujici obrazek

3.1 Odvozeni

Problém se zabyva tvarem kiivky y = f(z) lezici v obdélniku P, v némz
obsah plochy pod kiivkou bude k-nasobkem, kde k& € (0, 1), obsahu celého tohoto
obdélniku.

Protoze se strany obdélnika nachézi v intervalech [0, ] na x-ové ose a [0, f(x)]
na y-ové ose, tedy jeho obsah je xf(x). Zarovenn z ivodu do integralniho poctu

vyplyva, Ze obsah plochy pod kfivkou na intervalu [0, z] je fox f(y)dy.

15



hledana funkce

% - w il

Obr. 2: Otazka vlastnosti hledané funkce.

Z téchto dvou zékladnich rovnic pro obsahy a pozadavku zlomku (tj. & €

(0,1)) obsahu obdélnika dostaneme nasledujici rovnici:

ke f(x) = / " f)dy,x > 0. ®)

Rovnici (8) 1ze pfevést do rovnice (1) a ma podobu

of@) =5 [ sy =o

Tato rovnice je:
e Linearni
e Volterrova

e Homogenni

e Druhého druhu (A(z) = x)
16



1, y<ux

e S Fredholmovym jadrem K(x,y) = {O
, Yy>wx

3.2 Reseni
3.2.1 [Ilustrativni priklad

V [5] se jako ilustrativni piiklad uvadi hodnoty nasledovné: k = %, f(x) =22

Po dosazeni a tpravach rovnice (8) vychazi

Samotna hodnota integralu je pak

@ 1 1
Qd — 3:5:_3‘
/Oy y 3[@/]0 3%

3.2.2 Obecné fesSeni

Necht mame rovnici (8), tedy

ke (x) = /0 " )y, >0,

kde 0 < k < 1 je pevné dano. Hledame kladnou spojitou funkci f, ktera splhuje
(8) na [0, z]. Pak ma f derivaci na (0.00).
Protoze 0 < k, lze rovnici (8) vydélit ¢islem £ a tedy

ofe) = [ iy

Po zderivovani rovnice plyne

Fl@) +of'(2) = 1 F(2).

Prevodem f(z) na pravou stranu a drobnou tpravou tohoto vyrazu vyjde ODR

x% = (% - 1) f(2).

17
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Z toho vidime, ze je-li f FeSenim, pak f’ je spojita a kladna na (0.00). Tato ODR
se vyTeSi metodou separace proménnych, tj.

(1)

T

Integraci obou stran vyjde
1
In f(x) = (E — 1) Inx+InC, proC >0, f >0,z >0.

Néaslednym vypoc¢tem dostavame feseni rovnice (8), které mé tvar
fz) = 271z > 0. 9)

Odtud téz plyne, ze f(0) = 0. Proto situace podle obr. 2 nemuze nastat.
Na zavér se provede zkouska, zda vyraz (9) ¥esi rovnici (8). Dané feSeni se

dosadi do pivodni rovnice
kxCrr ™t = / Cy%’ldy.
0

Pro C' = 0 plati rovnost 0 = 0. Necht C' # 0 a tedy

naslednym vypoctem integralu dostavame

vt
1/k

=

kaj’E =

] = kat.
0
Skuteéné, funkce (9) je FeSeni rovnice (8).

3.3 Dalsi priklady

Kromé vyse uvedeného motiva¢niho a obecného prikladu, 1ze rizné upravovat
tvary jadra K(x,y), jak bude ukdzino na néasledujicich ¥adcich v piikladech z

pera vedouci prace.

18



3.3.1 Priiklad 1

Necht A > 0 a A(x) je kladna (s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bodi) spojita
funkce na intervalu [0, 1]. Najdéte kladnou spojitou funkci f(z), pro niz plati, ze
hodnota v bodé z je rovna hodnoté A(x) zvétsena o A-nésobek obsahu plochy
pod grafem funkce f.

Tedy se bude teSit rovnice

o) = A0+ )y, (10

Tato IR je Fredholmova rovnice 2. ¥adu s jadrem K (z,y) = 1. Resenf bude mit

tvar
f(z) = A(z) + Ac.
Cilem je najit ¢ = fol f(y)dy. Pro zjednoduSeni necht A(x) = x.

Toto Feseni se dosadi do pitvodni rovnice (10), tedy

1
:E—I—)\c:x—i—)\/ (y + Ao)dy.
0

Drobnou tpravou dostaneme ekvivalentni rovnici

1
c= / (y + Ac)dy.
0

Protoze ¢ € R, plati
1
c= A+ / ydy.
0

Hodnota konstanty c je
1
2(1—=))°

C =

Pro A # 1 existuje pravé jedno feSeni, které ma tvar

A

@)=+ s

19



pri¢emz FeSeni je kladné, pokud A € (0,1). Naopak pro A = 1 feSeni neexistuje a
A je charakteristické ¢islo rovnice (10).

Na zavér tohoto pitkladu se ovéri, zda f(z) = z + 5255 je FeSeni rovnice

flz)y=x+A fol f(y)dy. Po dosazeni funkce f do rovnice plati

A ! A
2_2)\—95—1-)\/0 (y+2_2>\>dy.

Spocitame integral na pravé strané a dostavame identitu na [0, 1].

x +

3.3.2 Prtiklad 2

Necht A > 0 a A(z) je kladna (s vyjimkou kone¢ného poctu bodi) spojita
funkce na intervalu [0, 1]. Najd&te nezapornou spojitou funkei f(x), pro niz plati,
ze hodnota v bodé x je rovna hodnoté A(x) zvétsena o Az-nasobek obsahu plochy
pod grafem funkce f.

Tedy se bude teSit rovnice

F@) = Az) + Mo /0 Fy)dy.z € [0,1]. (11)

Tato IR je Fredholmova rovnice 2. fadu s jadrem K(x,y) = x. Jeji feSeni se opét
hleda ve tvaru

f(z) = A(x) + Aze.

Cilem je najit ¢ = fol f(y)dy. Pro zjednoduSeni necht A(x) = x. Postup feSeni
bude analogicky pfedchozimu prikladu.

Necht je feseni dosazeno do puvodni rovnice (11), tedy

1
T+ \re = :L‘—O—)\x/ (y + Ayc)dy.
0

Drobnou upravou plyne

1
Axe = )\x/ y(1+ Ae)dy.
0

20



Protoze Ac je realné ¢islo, lze vyraz 1 + Ac vytknout pied integral, tzn.

1
Aze = Ax(1 + Ae) / ydy.
0

7 tohoto dostavame
1+ Ac
2 b

Pro x = 0 lze ¢ volit libovolné. Pro x # 0 se tento vyraz vydéli vyrazem Ax a

A\re = Az z € [0,1].

plyne
2c =1+ Ac,

z ¢eho7 se ziskd hodnota

Pro A = 2 feSeni f neexistuje a A je charakteristickym ¢islem rovnice (11).

Pro A # 2 existuje pravé jedno feSeni rovnice (11) ve tvaru

AT 2
f(:)s)—a:+2_)\—2_)\x, x € [0, 1].

Toto FeSeni je nezaporné pro A € (0,2).
Zda f(z) = x+ % Fesf rovnici f(z) = v+ Az fol f(y)dy se dokaze ve zkousce.

Po dosazeni plyne

AT ! Ay

Jako v predchozim piikladé po nasledném vypoctu integralu na pravé strané

dostavame identitu na [0, 1].

3.3.3 Priklad 3

Najdéte zapornou spojitou funkei f(x), pro niz plati, ze hodnota v bodé x je
rovna hodnoté z zvétSené o z-nasobek obsahu plochy nad grafem funkce f(z) a

k nému pri¢teny obsah plochy nad grafem funkce z f(z). Tedy

f@) =z +z / f(y)dy + / yf(y)dy. = € [0,1].

21



Tato tloha dava IR
1
)=+ / (& + ) f()dy,z € [0,1], (12)

tedy IR s degenerovanym jadrem K(x,y) =x+y, A = 1.
Jadro K(x,y) se rozlozi na linearné nezavislé komponenty, tj. K(z,y) =

Pi(2)Q1(y) + Pa(2)Qa2(y),

Vzhledem k rozkladu jadra lze vypocitat koeficienty a;; = fol Qi(x)P;(z)dx; i, j =
1,2. Tedy dostaneme

Ze zadanych koeficientii a A = 1 lze vypocitat matici I — AA, kde matice A

je dana témito koeficienty a;;, tzn.:

s teas (o0 (0w ) = (20 o)

Determinant této matice det(I — A) = —15, tedy A = 1 neni charakteristické ¢islo,

a tim existuje pravé jedno feseni rovnice (12).
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K urceni feSeni rovnice (12) se pouZije metoda rezolventy. Vysledné feSeni

nabyde tvaru
1
flx) = l’+/ Iz, y; ydy,
0

kde I'(x,y; 1) je rezolventa piislusna k ¢islu A = 1. Pro vypocet této rezolventy

potfebujeme hodnoty determinanti

JERp—
12
a
0 =z 1 1 y
Az,y; ) =—1 1/2 -1 :§+§—|—xy+§.
y —1/3 1/2

Rezolventa se rovna podilu téchto determinanti, tzn.

Az, y;1)  s+%2+ay+4
r 1) = ) I — 3 2 2
(@,:1) det(I — A) 1

T 12

= —12zy — 62 — 6y — 4.

ReSeni f(z) rovnice (12) ma tvar

1 1
flx) = :E+/ [z, y; Dydy = x—/ (12zy+62+6y+4)ydy = —62—4,2 € [0, 1].
0 0

Druhy zpusob feSeni, je soustavou rovnic. Matice A je znama z predchoziho

postupu. Staci tedy vypocitat koeficienty b;(z) = fol Qi(x)xdx, i =1,2 tedy

1

1

bl_/; $d$:§,
1

1

62:/0 ac2dx:§.

Reseni bude mit tvar

f(x) =x+aPi(z) + coPo(x) = 2+ 1 + ca, ,
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kde se hodnoty ¢isel ¢, ¢y dostanou ze soustavy rovnic (I — A)c = b, resp.
1/2 -1 a\ ([ 1/2
-1/3 1/2 ) \1/3 )"
ReSenim této maticové soustavy plynou koeficienty dostdvame ¢y = —7,¢co =

—4. Tyto hodnoty se dosadi do tvaru feSeni a plati

flx)=x—Tr—4=—6z—4,z€]0,1].

Pokud by byl pozadavek na hledani kladné funkce, jako v piikladech 3.3.1 a
3.3.2, uloha by nedéavala feSeni.
Na zavér se provede zkouska, zda se rovnice (12) vyftesila spravné. Tedy do

) =x+ / (z+ ) (y)dy

se dosadi TeSeni

f(z) = —6x — 4.

Po dosazeni se ziska rovnice

1
—6r—4==x —i—/ (x +y)(—6y — 4)dy,
0

a po vypoctu integralu na pravé strané rovnice dostdvame identitu na intervalu

0,1].
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4 Greenova funkce

Nez se pfejde na dalsi model, je potieba vysvétlit metodu Greenovy funkce,
kterd se pouziva v modelu v nasledujici kapitole.

Uvazujme nehomogenni diferencidlni rovnici

i [P0 T2+ a0 = -hio), (13)

spolu s okrajovymi podminkami

cif(a) +cof'(a) =0, csf(D) 4 caf’(b) =0, (14)

kde x € [a,b], ¢; € R spliwjici podminky |ci| + |c2| > 0 a |e3| + |ca| > 0, funkee
f(x) € C*a,b], p(x) € C'a,b] a funkce q(x), h(x) € Cla,b].|1] [4]
Pro zjisténi existence Greenovy funkce je tieba zjistit feSeni homogenni dife-

rencialni rovnice

a2+ s =0 (19

spoletné s okrajovymi podminkami (14). Pokud mé (15), (14) pouze trividlni

feSeni, poté existuje jedind Greenova funkce G(z,y). Ta ma vlastnosti:
1. G(z,y) je spojita pro (z,y) € [a,b] X [a,b].

2. Pro kazdé y € (a,b) je 224 spojita pro z € [a, b].

ox
s 1e 0G(x . 0G(x
3. Pro x # y platf lim, ,,+ % — lim, - % = —ﬁ.

4. Pro kazdé y € (a,b) spliuje G(z,y) jako funkce proménné x rovnici (15)
pro x € (a,y) a x € (y,b) a podminky (14).

Jsou-li funkce u(x) a v(z) linedrné nezavisla feseni (15), pficemz u(z) spliuje
prvni podminku v (14) a pro v(z) plati druha podminka z (14), pak pro = € [a, b]
Wronskian (Wronského determinant)

u(z) ()
A v |0
25

W(zx) =




a pro nenulovou konstantu c¢ plati, ¢ = —p(z)W ().

Greenova funkce pak bude mit tvar

u(z)v(y)
e a S r=y, S b
G(z,y) = {u(y)v(z) a<vy <D (16)

(& ’ - - - :

Pro kazdou funkei h(z) existuje jediné feSeni f(z) tulohy (13), (14), ktere je

ve tvaru

f(x) = / Gla.h(y)dy, @ € a,b]. (17)
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5 Vzpér tyce, stabilita stlacené tyce

V tomto fyzikalnim problému budeme vySetfovat 2 modely. Prvnim z nich je
ty¢, kterd mé tvar valce (¢ = 0). Ve druhém pak bude ty¢ nabyvat tvaru komolého
kuzele (pro ¢ # 0, podle obr. 4). V [1] je vyTeSen druhy z nich, nicméné zde se

nejprve vyiesi obecny piipad a nasledné se doresi kazdy zvIast.

5.1 Odvozeni

Rovnice urcujici tvar ohybové kiivky pruzné tyce délky [ > 0 mé tvar

di:c [E[(a:)dj;;x)] = M(z) (18)

f(z) je funkce urcujici tvar zak¥iveni ty¢e pro = € [0, ],
e M (z) je puisobici moment (moment sily) ve sméru osy x pro z € [0,1],
e [(r) je moment setrva¢nosti' pticemz I(z) > 0 pro z € [0,1],

FE € R je Youngiv modul (modul pruznost v tahu)?.

Tlak P € R pusobi na koncich tyce, tj. M(x) = —Pf(z) a po dosazeni do
(18) dostavame

d

d [El(x)df(x)

dz

. ] + Pf(x) =0. (19)

Protoze se ty¢ nehybe ve svislém sméru (pouze se stlacuje), dostaneme okrajové

podminky
f(0)=f()=0. (20)

V rovnici (19) udélame substituci A = %, tedy

a
dx

{I(x)cb;—(;)] +Af(x)=0, z€]l0,]] (21)

Moment setrva¢nosti vyjadifuje miru setrvacnosti a zévisi na rozlozeni latky, hmoty. [7]
2Youngtiv modul je pomér norméalového napéti (o) k relativnimu prodlouzeni (¢) pii defor-
maci tahem (natazeni objektu) ¢i deformaci tlakem (stlacovani), vztahem FE = Z [7]
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Pro sestaveni Greenovy funkce uvazujme homogenni rovnici (21), tedy

a
dx

{1(:5)‘@;—(;”)] =0, z€l0,. (22)

Nyni ukazeme, Ze rovnice (22) spolu s podminkami (20) méa pouze trivialni
feseni. Predpokladejme, Ze f(x) je feSenim této ulohy. Tedy podle (20) existuje
¢ € (0,1) takové, ze f'(€) = 0.

Pro libovolné z € [0,] rovnici (22) integrujeme od z do &. Z toho dostaneme

pro libovolné = € [0,!]. Tedy f(z) je konstantni na intervalu [0, ] a spolu s (20),
dostavame f(z) =0, a dloha (22), (20) ma Greenovu funkei.
Nyni zvolme funkci h(z), kterd bude spojita na intervalu [0, ] a nehomogenni

diferencialni rovnici

% {I(m)dj;(;)} = —h(x), z€]0,]. (23)
Potom
l
f(x) = / Gla,h(y)dy, @< [0, (24)

je jediné feseni tlohy (23),(20). Pro h(y) = Af(y) rovnice (24) piejde do integralni

rovnice
!
f@) = A [ Gle)f)dy =0, x € o, (25)
0
kterd je ekvivalentni s ilohou (21), (20).
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Ma-1li (25) netrivialni feSeni f(z), znamena to, ze ty¢ se zkiivi. To nastane v
ptipadé, ze P = A\, E, kde A, je charakteristické ¢islo rovnice (25). Podle [1] je

nejmensi (kriticka) hodnota sily, pfi niZ ty¢ ztraci stablitu pfiblizné

1 1

)\1 = = '
\/fol L2, y)ddy NGV lize02

5.2 Ty¢ valcového tvaru

Nyni vyfeSme piipady uvedené v tvodu této kapitoly, tedy kdyz ty¢ bude
valec a v dalsi podkapitole bude ty¢ mit tvar komolého kuzele. Otazka je jedina

- jaka je kritickd hodnota, kdy ty¢ danych tvart ztraci stabilitu.

o 1

Obr. 3: Ty¢ valcového tvaru.

Ty¢ m4 tvar valce s polomérem ry po celé délce [, moment setrvacnosti I(x) =

yrd
2

je tyc. [4]

Méjme rovnici (21). Necht p = 3 = %; = % Pak rovnice (21) piejde do
0 0
2

je diky tvaru tyce konstantni. Symbol v vyjadiuje hustotu materialu, z néhoz

tvaru
d*f(z)
et wf(z) =0. (26)
Z homogenni rovnice
Cf@)
drz?
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a okrajovych podminek

se ziska Greenova funkce.

Obecné feSeni rovnice

& f(x)

da? =0

ma tvar

f(z) = Ciz + Cy,
kde C, Cy jsou libovolné redlna ¢isla. Konkrétni hodnoty se ziskaji diky okrajo-
vym podminkdm. Tim se ziskaji i konkrétni funkce u(z),v(x).

Nejprve se pouzije prvni podminka, tedy u(0) = 0. Poté

Cl . O + 02 - O,
tedy
CQ == 0
a (1 je libovolné, napf.
Ci=1

Tedy po dosazeni konkrétnich hodnot se ziskava

u(z) = x.

Nyni se pouzije druhd podminka, tedy v(l) = 0. Poté
Cll + 02 - O

Necht Cy =1 a tim C; = —%. Dostavame v(z) tedy je

v(x) = —% + 1.
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Nezavislost funkei u(x), v(r) muzeme zjistit vypoctem Wronskianu. Derivace
zjisténych funkei jsou v/(z) = 1 a v/(z) = — . Po dosazeni do Wronského deter-

minantu mame

po dosazeni a nasledné tpravé

W(x)zx(—%)—l(—%—i—l):—§+§—1:—17€0,

plyne, ze funkce u(z),v(x) jsou linedrné nezavislé.
Pro ziskani Greenovy funkce a néasledné IR, je jesté potieba vypocitat koefi-

cient c.

_Y
kde G(z,y) = {x( .
T

5.2.1 Konkrétni hodnoty

Necht mame ty¢ valcového tvaru, jejiy délka [ = 1. Greenovu funkci pak mame

ve tvaru G(z,y) =

Jak je psano v zavéru kapitoly 5.1, ty¢ bude ztracet stabilitu, pokud

1

)\1 ~ .
|G (@, 9)l 20,02
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Nyni zjistime kritickou hodnotu p¥es vypocet normy ||G(z,y)||r20,1)2. Vez-

méme si pouze prvni tvar Greenovy funkce

1 1 1 1
1
G Misons = [ [ omsnpdsdy= [ | [ 202y aae] dy = .
0 0 0 0

Pro druhy tvar (G(z,y) = y — xy) vyjde stejna norma. To znamena, Ze nejmensi

kritickd hodnota, pfi niz ty¢ ztraci stabilitu ma hodnotu

)\1% = 3.

[
el

5.3 Tyc¢ jako komoly kuzel

Obr. 4: Ty¢ ve tvaru komolého kuzele

Tyc¢, ktera mé tvar komolého kuzele ma v koncovych bodech poloméry rg a
ro+q. Polomér v libovolném bodé po celé délce tyce je rg (1 + %), kde ¢ je rozdil
v polomérech, [ je délka tyce, ry je piivodni, mensi polomér. Moment setrvac¢nosti

4
I(z) = Z2(1+ ax)*. Symbol v znaéi hustotu materialu, z néhoz je ty¢; a = 4.|]

Po dosazeni téchto vyrazi do rovnice (21) vyplyva

2 arar @)@ =0 v
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kdeuzf—%.

Nyni se sestavi Greenova funkce G(z,y) z homogenni tulohy

o [(1 ' axv%f?)] —0, (0)=f() =0.
Po integraci dostavame
d
(1+ azx)* J;(;) =)
Drobnou tpravou ziskame
df (x) Co

dx (14 az)*
Néaslednou integraci mame obecné feSeni, které méa tvar

Cy

f(l"):m+027

kde C1,C5 jsou libovolné realné koeficienty. Nasledné zjistime konkrétni tvary
funkei vypoctem u(x) a v(z) z okrajovych podminek f(0) = f(I) = 0.
Nejprve se pouzije prvni okrajova podminka, tedy u(0) = 0. Tedy

&
C =0.
oy
Po zjednoduseni plati
Ch1+Cy =0,
tedy
Cl = —Cg.

Necht naptiklad 'y = 1 a tedy Cy = —1. Tyto koeficienty dosadime do ptivodniho

tvaru a tedy
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Nyni pouzijeme druhou okrajovou podminku, tedy v(l) = 0. Tedy

Cy

Ot Ay

Necht napiiklad Cy = 1, tedy C} = Po dosazeni do puvodniho tvaru

___1
(14al)3 "
ziskame
1 1
+ .
(1+al)? (14 ax)

v(x) = —

Pro vytvofeni Greenovy funkee, je t¥eba zjistit, zda W (z) # 0 a tim padem
linearni nezavislost funkei u(z) a v(x).

Funkce u(z) = 1 — (1 + az)™3, jeji derivace v/(z) = 3a(l + az)™, v(x) =
(1+ azx)™ — (1 —al)™® a jeji derivace v'(x) = —3a(l + az)™* se dosadi do

Wronskidnu.

Po dosazeni danych funkci plyne

Wiw)= (1 S +1a9;)3) (1 1?3:)4 N fix)4 (_(1 +1al)3 * (1 +1a93)3) '

Algebraickymi tpravami ziskame

W@ =4 fixy ((1 +1al)3 - 1) |

Protoze [ >0, ¢ >0 atedyia =9 >0, W(z) # 0 pro z € [0,]] a tedy funkece

u(z), v(x) jsou linedrné nezéavislé na [0, ].

Déle zjistime hodnotu konstanty c. Ta je dana obecnym vztahem

Pro tento pftiklad je

c=-(1+as)'y 52@4 ((1 +1al)3 - 1)



Tedy

c:3a(1—m).

1 1 1 1

ES 1 — — — s 0 S T S Y S l7
Greenova funkce mé tvar G(z,y) = ; “ <1m:)3 (1+104y)3 (1+1al)3

- 1-— (l_ay)e, (1+a$)3 - (1+al)3 ) 0 S Yy S T S l

4]

5.3.1 Konkrétni model

Jako i u prikladu s ty¢i ve tvaru vélce uvazujme délku tyce [ = 1. Ale zde

uvazujme, ze rozdil v polomérech je téz ¢ = 1. Nasledné o = =

Zde koeficient ¢ ma hodnotu 2 a tedy Greenova funkce ma tvar G(z,y) =
8 1 1 1
o |1 = a=or| |G — 5| 0S2z=y<1,
8 1 1 1
o1 |1~ | e — 5 Usysest

Kritickd hodnota, pii které tyc¢ ztrati stabilitu ma hodnotu

1

)\1 ~ )
|G (2, y)[|L20,1)2

kde

1 oplrg 1 1 11712 37
2
2 2 = — |1- - Q ~ Toor"
G (@, y)I|7200.1 /0 /O [21 { (1_:6)31 {(1+y)3 8” dzdy 1295

Tudiz nejmensi kritickd hodnota stability ¢ini

1225
Al R\ — =5,75.
1 37 )
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6 ZatiZzena struna

6.1 Motivace

Necht mame strunu o délce [, ta se mize ohybat, ale na prodlouzeni je potfeba
pouzit silu timérnou danému prodlouzeni. To je napéti zatizené struny, pe je sila
pusobici na strunu v bodé £ € (0,1). Struna je upevnéna na obou svych koncich

(tj. ve=0ax =1)a f(x) je funkce popisujici tvar struny.

Obr. 5: Zatizen4a struna.

6.2 Volné kmity

Nejprve uvazujme, ze struna kmitd bez vnéjsi setrvacné sily. Funkce f(z) je

hladka a spliiuje homogenni Fredholmovu integralni rovnici 2. druhu, kterd ma

tvar
1 l
flz) — o K(z,y)f(y)dy =0, (27)
0.Jo
I(l*y) O<x<y<l
Ky =< ., —~ ~7=" 28

Aby rovnice (27) méla netrivialni feSeni a tedy méla volné kmity, musi byt Tio

jejim charakteristickym cislem. Ta urcéime nasledovné.
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Rovnici (27),(28) muzeme piepsat do tvaru

1 [yl —x) 1/Zx(l—y)
= — dy + — dy. 2
f@) =7 [ S+ 5 [ (29)
Po dvou derivacich této rovnice dostaneme ODR 2. ¥adu s okrajovymi podmin-
kami
1
f' (@) + = f(z) =0, (30)
To
f(0) = f(1) =0. (31)

Fundamentalni systém této rovnice pro % > 0 mé tvar sin <x, /Ti> , COS (x %)
0 0 0
Obecné feseni bude linedrni kombinaci fundamentalniho systému, tedy

) =i (/) mcos (/)

pro realna ¢isla my, my. Cheeme najit netrivialni feseni ulohy (30),(31). Po dosa-

zeni okrajové podminky f(0) = 0 dostaneme

z toho plyne my = 0.
Pro vypocet druhého koeficientu m; dosadime druhou okrajovou podminku a

hodnotu msy. Zarovein musi byt m, # 0, jinak by feSeni bylo pouze trivialni.

F(I) = my sin (z\/TIJ — 0,
(/L) -

a to nastane, pokud



Maximalni systém charakteristickych ¢isel jadra K(z,y) tedy je Ay = (kT”)Q
pro k € N.Pokud pro néjaké k € N plati A\, = Tio, pak existuje netrividlni feSeni

rovnice (29) ve tvaru

fr(x) = mysin (x\/)\k> = m sin <xk7ﬂ) ke N my #£0.

Zaroven funkce f; je vlastni funkce piislusna k A\; a je téz netrividlnim feSenim

rovuice (29).

6.3 Vynucené kmity

Nyni na strunu nechame ptisobit vnéjsi silu Fy(z). Ta je spojité rozlozena
podél celé délky struny.
Pokud funkce f(x) splituje nehomogenni Fredholmovu rovnici 2. druhu, ktera

ma tvar
fla) - 7 / K (2, 9)f (y)dy = Fola) (32)

s jadrem (28), potom mé& struna vynucené kmity.

6.4 Existence reSeni

Nyni provedeme diskuzi existence feSeni integralni rovnice (32) podle Tp.
Pokud Tio = A\, pro néjaké k € N je charakteristickym ¢islem jadra K, pak ma
podle 3. Fredholmovy véty feSeni, pokud

/0 Foy) fuly)dy = 0,

kde fi(x) = sin(zv/Ag).
Pokud ovsem Tio # A\, pro kazdé k € N, tedy Tio nenf charakteristickym ¢islem

jadra K, pak podle 1. Fredholmovy véty méa tloha (32) jediné feSeni pro vSechna

Fo(l’)
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7 Laplaceova transformace

7.1 Gamma funkce

S Laplaceovou transformaci se poji pojem Gamma funkce. Ta je definovana

vztahem

') :/0 v e Vdy, £#0,—1,-2, ...

Nekteré vlastnosti Gamma funkee[5]:

[(€+1) = £(E),

7.2 Laplaceova transformace

Nez piejdeme na dalsi modely, vysvétlime si metodu Laplaceovy transformace.
Laplaceova transformace pievede spojitou funkeci f(z) na jinou funkci pro-

ménné s predpisem

F(s) = £{f(x)} (s) = / e f(2)d.

Nésledujici tabulky na nésledujici strance ndm ukazuji zékladni pfehled vzort

funkci a jejich obrazu v Laplaceové transformaci.
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\Vzor Obraz
1 x$, Re(§) > -1 %pro s>0
2 ex ﬁ pros > a
3 i 4
sin(ax) Tz
S
4 cos(ax) T a2
Vlastnosti
Vzor Obraz
5 af (x) aF(s)
6 fi(x) + f2(x) Fi(s) + F,(s)
1 S
7 f(CLX) EF (E)
3 X F () (D" F ()
9 f f(p)dp %F(s)
0
10 e~ f(x) F(s+a)
n | [fAGa-npod=firf, Fi(5)Fy(5)
0
n-1
12 d d];(nx) s"F(s) — ,Z(:) skfn=k=1(0)
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Necht je dana Volterrova rovnice s konvolutornim jadrem a konvolutornim

sou¢inem?

fl@) = A / k(e — ) f)dy + g(x). (33)

Nyni pfevedeme rovnici (33) na jeji transformovanou verzi. Protoze vime, co

to je konvolutorn soucin, 1ze rovnici (33) pfepsat do tvaru

f(@) = Mk * f)(x) + g(z).

Po transformaci dostavame tvar

z ¢ehoz vyplyva, ze
G(s)

Fo) =13k

Zpétnou, neboli inverzni transformaci ziskime puvodni reSeni

o) = {8

7.2.1 Ilustrativni priklad

Uvazujme nejprve obecnou rovnici

fla) = [ ke = pp(w)dy
0
pro neznamou funkci p(y). Po transformaci dostavame
F(s) = AK(s)P(s).

Po vyjadreni ziskame

3Konvolutorni soucin (k * f)(x) = jogc k(z —y)f(y)dy.



Zpétnou transformaci a vyuzitim pravidla o vytknuti redlného ¢isla zjistime vy-

sledek, ktery je ve tvaru

Nyni zvolme konkrétni funkce. Mé&jme rovnici
sin(x) = )\/ " Ip(y)dy. (34)
0

Tedy f(z) = sin(x), k(z—y) = *~¥ a funkci p(y) nezname. Podle tabulek a vzoru

1

a obrazii funkef ziskame F(s) = -5

a K(s) = -5 pro s > 1.

Po dosazeni transformaci do obecného pfedpisu obdrzime

D == S U
plr) =L {%1 =3\ a1y

Drobnou tpravou a inverzni transformaci ziskaime

p(z) = ; (,cl {3211} o {32 11}> - i(cos(x) ~ sin(z).

Funkce p(z) = 1 (cosz — sinz) je FeSenim rovnice (34).

7.3 Dalsi transformace

Kormé vyse uvedené Laplaceovy transformace existuji v teorii feseni IR i Fou-
rierova transformace, k ni inverzni Fourierova transformace a Hilbertova trans-
formace.

Fourierova transformace je dana vztahem

F(s) = / " F)e .

Inverzni Fourierova transformace je ve tvaru

f(y) ! /Oo F(s)e"™¥ds.

:% N
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A Hilbertova transformace, jejiz vypocet je dan vyrazem

Hisy=tev [ Ty,

—0 T Y

kde PV je tzv. hlavni hodnota integrdlu.

Dalsi informace o uvedenych transformacich 1ze nalést napf.
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8 Abeliv problém

Dalsim matematicko-fyzikalnim problémem s vyuzitim teorie integralnich rov-

nic je Abeliv problém.

8.1 Historie problému

V 17. stoleti se hledala kfivka, po niz by se pohybovaly kulicky z libovolného
bodu, ale do cile by dorazily ve stejnou dobu. Christiaan Huyghens roku 1673
fekl, ze takovym grafem je specalni typ cykloidy (grafy funkci vzniklé z pohybu
kruznice) - tautochrona [6]. Rovnici pro tuto kiivku zjistil N. H. Abel béhem 20.
let 19. stoleti (pozn. v nékterych zdrojich je uveden rok 1823 [1], v jinych 1825

12D)- 111

Obr. 6: Tautochrona.

Hmotny bod (dale jen HB) se pohybuje po tautochroné, ktera lezi v roviné

(z,9).
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8.2 0Odvozeni rovnice

HB ma nulovou rychlost v bodé y = ¢, tj. v(t) = 0 pro pevné t. Musi dorazit
na osu z v ¢ase T = fi(t), kde f; je zadana funkce na [0, 00), f1(0) = 0. Rychlost

pohybu HB je v(y) = \/2g(t — y), kde g je gravitaéni konstanta.|!]

Pokud te¢na ke grafu v bodé y = t svira s osou x thel o = a(y), plati

W ol )sinaly)

Tedy plati
dy
29(t — y)sina(y)

Po zavedeni substituce f(y) = m plyne

fy)dy
N —\/2_ng.

Néasledovnou integraci pies interval [0,¢] se rovnice upravi do tvaru

"flydy e
/Om_ \/2_g/od - \/2_gf1(t)7

a tedy rovnice Abelova problému je

"fly)dy
A = = V200, (35)

8.3 Reseni Abelova problému

Reseni takovéto rovnice se ziskd tzv. Laplaceovou transformact.
Nyni budeme Fesit rovnici (35), ktera lze napsat pies konvolutorni soucin ve

tvaru

(k= f)(t) = —/29f1(t). (36)

45



Abychom mohli pouzit Laplaceovou transformaci, musime zjistit obraz funkce

k(t) = \/%, ktery je

Obraz rovnice (36) ma tedy tvar K(s)F(s) = —v/2gFi(s), neboli

—\/2;\/5171(5)

Zde nastava problém, nebot podle tabulky vzorctu funkce /s nema sviij vzor.

Proto posledni vyraz musime upravit do tvaru

F(s) = —\/Q;f’sF\lg).

Nyni definujme funkci H(s) nasledovné

¢ili

Nyni provedeme inverzni Laplaceovu transformaci funkce H(s).

= —(k * f1)(t) =

e — e (KRG
W) = £ {H(s)} = £ { } -

N3

f/ E=9hly

Pro pouziti posledni vlastnosti transformace, musime zjistit hodnotu vyrazu

h(0). Tedy

lim |A(t)| = lim

t—0t t—0t+

T/tf()dy'<ihm D g0



Protoze vime, ze f1(0) = 0 a je spojita, pak pro mala ¢ je | f1(t)] < 1.

Nyni teprve mizeme najit obraz funkce

F(s)=— 2—gsH(s).

T

Jeji obraz je

B 29 1. d (" fily) . 29d [* fily)
- ?ﬁ@/o \/t—ydy_T%/o \/t—ydy’

coz je i feSeni Abelova problému.
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9 Lidska populace

Nyni se prace bude zabyvat prognézovanim vyvoje lidské populace.
Funkce f(z) vyjadfuje velikost populace v ¢ase x. Zavisi na poc¢ate¢nim stavu
populace v ¢ase x = 0.Zaroven je dilezité, kolik déti se narodilo v ¢ase y € (0, )

a dozilo se ¢asu z. |9

Obr. 7: Funkce pfeziti. [5]

Vyvoj populace lze charakterizovat nehomogenni rovnici druhého druhu s kon-

volutornim jadrem, ktera mé tvar

f(z) = fog(x) + A / g9(x —y)f(y)dy, (37)
0
kde
e fo je pocet obyvatel v ¢ase z = 0,

e g(z) udava podil lidi dozivajici se ¢asu z, pticemz g(0) = 1 a je to tzv.funkce

preZiti, jeji graf je na obr. 7,

e \g(z —y)f(y) znadi pocet déti narozené v Case y, které se dozili do ¢asu x.
Protoze jejich vék je z — y, ma jejich funkce pFeziti tvar g(x — y). Soucasné
vyraz \f(y) ukazuje pocet d&ti, které se narodily v ¢ase y. [5]
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9.1 Konkrétni model a reSeni

Uvazujme funkci g(z) = e, kde ¢ > 0 a A > 0. Po dosazeni zadanych

hodnot dostavame rovnici

F(x) = foe 4 A /0 e~ £ (y)dy.

Tuto rovnici vyfesime metodou Laplaceovy transformace. Transformovana

rovnice mé tvar

1
F(s) = foe + {7} (5)F (),
neboli
F(s) = o+ A F(s)
— 0% +c s+c
Dalsimi dpravami dostaviame
Jo
F .
() s+ec—N

pricemz s +c — X # 0.
Pro zjisténi tvaru funkce f(x) pouzijeme inverzni Laplaeovu transformaci.

Ziskdvame

o) =t { Bt = e s b= e

pro s >\ —c.
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ZAvér

Cilem prace bylo ukazat vyuziti znalosti o integralnich rovnicich na feseni

nékterych modeli.

Nejprve je vysvétlena samotna teorie integralnich rovnic.

Déle nasleduje matematicky problém - Bernoulliho problmém zabyvajici se
tvarem kiivky v obdélniku. Kromé obecného feSeni jsme vypocitali dalsi 3 pii-

klady, které se tykaji daného modelu.

Poté prace pokracuje teorii Greenovy funkce. Tato funkce se dale uplatni na

dalsich 2 modelech.

Prvnim modelem je otazka vzpéru tyce. Stlacujeme ty¢ ve tvaru vélce a ko-
molého kuzele v urc¢itém sméru a cilem bylo zjistit pti jaké hodnoté ty¢ ztraci
stabilitu, resp. "zkfivi se". Pro konkrétni tvary jsme zvolili urc¢ité hodnoty a na-
sledné vypocitali kritickou hodnotu.

Greenovou funkei se téz fesila otazka zatizené struny. Rovnice je nejdiive od-
vozena a nasledné fesena, pokud struna kmité volné nebo kmity jsou vynucené,

tedy zda na strunu ptsobi vnéjsi sila zpusobujici kmity.

Posledni teorie vysvétlovala, co to je a jak v integralnich rovnicich uplatnit
Laplaceovu transformaci. Nez se pteslo na konkrétni modely, ukazali jsme si vzo-

rovy pifklad jako ilustrace prace Laplaceovy transformace.

Piedposlednim modelem byl Abeltv problm, ktery je znam uz ze 17. stoleti.
V ostatnich modelech jsme vidy méli Fredholmovo jadro, ale zde je jadro slabé
singularni s konvoluci. Proto bylo tfeba rovnici vysvétlit pres Laplaceovu trans-

formaci.
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Druhym modelem vyuzivajici Laplaceovu transformaci kvili konvolutornimu
jadru byla otazka zabyvajici se populaci. Pro konkrétni feseni jsme museli zvolit

konkrétni funkci.
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