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1 Úvod

Tato práce si za cíl klade ukázat aplikaci teorie integrálních rovnic na vybra-

ných matematických modelech. U konkrétního modelu bude odvozen vztah, jak

k rovnici £lov¥k dojde a jak ji °e²it.

Integrální rovnice (dále jen IR) jsou nástrojem matematické analýzy, díky

kterým lze zkoumat n¥které matematické modely z matematiky, fyziky i biologie.

V této práci jsou uvedeny modely vedoucí na skalární integrální rovnice, tedy

takové, které souvisí s oby£ejnými diferenciálními rovnicemi (dále jen ODR). Na

druhou stranu n¥které fyzikální modely (jako jsou nap°. potenciály, elektrické ná-

boje) vedou na parciální diferenciální rovnice.

Práce je rozd¥lena do n¥kolika kapitol. Nejprve je stru£n¥ vysv¥tlena klasi�-

kace skalárních integrálních rovnic.

Dále je vysv¥tlen tzv. Bernoulliho problém, coº je £ist¥ matematický model.

Krom¥ n¥j jsou uvedeny i p°íklady podobající, resp. vedoucí na Bernoulliho pro-

blém.

Následuje teorie Greenovy funkce, která se pouºije v modelu stability stla£o-

vaných ty£í r·zných tvar·. Poté je vysv¥tlena Zatíºená struna.

Jako poslední 2 modely jsou zde uvedeny Abel·v problém týkající se speciál-

ního druhu k°ivek a popula£ní model. P°ed nimi je uvedena Laplaceova transfor-

mace, která dokáºe vypo£ítat rovnice t¥chto model·.
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2 Lineární rovnice

Budeme se zabývat skalárními lineárními IR na intervalu [a, b] ⊂ R, které

mají tvar

A(x)f(x)− λ
∫ b

a

K(x, y)f(y)dy = g(x). (1)

� A(x) je koe�cient, zadaná reálná funkce, která je spojitá na [a, b]

� f(x) je hledaná funkce, °e²ení

� K(x, y) je jádro, zadaná reálná funkce spojitá na Q = [a, b]×[a, b], p°ípadn¥

nespojitá pro x = y

� g(x) je spojitá reálná funkce na intervalu [a, b], absolutní £len

� λ 6= 0 je reálný parametr

�e²ením rovnice (1) je reálná funkce f(x) spojitá na intervalu [a, b], která

spl¬uje (1) pro v²echna x ∈ [a, b].

Rovnice (1) se nazývá Fredholmova. Speciálním p°ípadem Fredholmovy rov-

nice (1) je rovnice Volterrova, jejíº tvar je

A(x)f(x)−
∫ x

a

K(x, y)f(y)dy = g(x). (2)

Tuto rovnici dostaneme z Fredholmovy pokud jádro K(x, y) = 0 pro y > x.

2.1 D¥lení lineárních rovnic

2.1.1 D¥lení podle absolutního £lenu g(x)

Rovnice (1) se d¥lí do dvou typ·. Prvním z nich je homogenní rovnice, kde

g je nulová, tj. g(x) = 0 pro v²echna x ∈ [a, b] a nehomogenní rovnice, není-li

g nulová.
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2.1.2 D¥lení podle koe�cientu A(x)

Podle koe�cientu A(x) v rovnici (1) existují 3 typy integráních rovnic, a to

rovnice 1. druhu, 2. druhu a 3. druhu.

Rovnice prvního druhu se pozná tím, ºe A(x) = 0 pro v²echna x ∈ [a, b].

Tedy rovnice má tvar

λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy = g(x). (3)

Rovnice druhého druhu je taková, u níº je A(x) 6= 0 pro v²echna x ∈ [a, b], s

výjimkou maximáln¥ kone£ného po£tu bod·.

Ve zbývajících p°ípadech se jedná o rovnici t°etího druhu.

2.1.3 D¥lení podle jádra K(x, y)

IR tvaru (1) se podle jádra d¥lí na rovnice s Fredholmovým jádrem, rov-

nice se slab¥ singulárním jádrem a rovnice se singulárním jádrem.

Jádro K(x, y) rovnice (1) se nazývá Fredholmovo, je-li spojité na Q nebo

má nespojitosti prvního druhu pro x = y. Podtypy Fredholmových jader se vy-

sv¥tlují v odstavci 2.2.

Dal²ím druhem jádra IR (1) je jádro se slabou singularitou, kde jádro

spl¬uje podmínku

K(x, y) =
H(x, y)

|x− y|α

kde 0 < α < 1. Funkce H(x, y) je spojitá funkce na Q. [4]

V tomto p°ípad¥ pro v²echna x ∈ [a, b] existuje integrál

∫ b

a

|K(x, y)| dy. (4)
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Posledním typem jádra IR (1) je singulární jádro. Jádro se nazve singulární,

pokud integrál (4) neexistuje. V knize [4] se jako p°íklad singulárního jádra uvádí

tvar

K(x, y) =
A(x, y)

x− y
,

kde funkce A(x, y) je spojitá na Q.

2.2 Typy Fredholmova jádra

Uve¤me £ty°i speciální typy Fredholmových jader, pro n¥º jsou odvozeny

metody °e²ení p°íslu²né IR.

Prvním speciálním typem Fredholmova jádra je tzv. degenerované jádro.

Degenerované jádro lze rozloºit na kone£ný sou£et sou£in· funkcí jedné prom¥nné,

tj.

K(x, y) =
n∑
i=0

Pi(x)Qi(y).

Funkce Pi(x) a Qi(y) jsou spojité lineárn¥ nezávislé funkce na [a, b], i = 1, ..., n.

Druhým speciálním druhem Fredholmova jádra je malé jádro, které je cha-

rakterizováno nerovností

(b− a) max
(x,y)∈Q

|K(x, y)| < 1

|λ|
.

T°etím typem jádra je konvolutorní jádro, které má tvar

K(x, y) = k(x− y),

kde k je spojitá funkce na [a, b].

�tvrtým druhem Fredholmova jádra je symetrické jádro, které spl¬uje pod-

mínku.

K(x, y) = K(y, x).

Symetrické jádro m·ºe být i slab¥ singulární £i singulární, spl¬ující podmínky

slabé singularity, p°íp. singularity.
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2.3 Zobecn¥ní IR

Lineární rovnici (1) lze klasi�kovat i obecn¥ji. Sta£í aby funkce A(x), f(x),

g(x), K(x, y) byly Lebesgueovsky integrovatelné v jejich kvadrátu a aby rovnost

(1) platila skoro v²ude na intervalu [a, b]. Navíc funkce m·ºe nabývat komplexních

hodnot a parametr λ m·ºe být komplexní £íslo. Tato a dal²í zobecn¥ní jako

je nap°. nelineární rovnice, integrodiferenciální rovnice £i soustava integrálních

rovnic se £tená° m·ºe dozv¥d¥t v [1], [3], [4] a [5].

2.4 Vlastní £ísla a vlastní vektory

Nech´ je dán operátor A takový, ºe A : C(a, b)→ C(a, b) a

Af =

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy.

Tento operátor je lineární (tedy platí A(f + g) = Af +Ag a k(Af) = (kA)f , pro

v²echna f, g ∈ C(a, b) a pro v²echna k ∈ R.) [1],[2]

Nech´ je dán operátor A (z p°edchozího odstavce). �íslo µ ∈ C nazveme

vlastním £íslem £i vlastní hodnotou, pokud rovnice

As = µs

má netriviální (nenulové) °e²ení s ∈ C(a, b). Mnoºina vlastních £ísel se nazývá

bodové spektrum operátoru A. [1]

P°íslu²né °e²ení s se nazývá vlastní vektor (resp. vlastní prvek) p°íslu²ný

vlastnímu £íslu µ. Nejv¥t²í po£et nezávislých prvk· odpovídající µ je geomet-

rická násobnost vlastního £ísla µ.

Pokud platí, ºe µ 6= 0, dostaneme λ = 1
µ
a nazveme jej charakteristic-

kým £íslem operátoru A. Mnoºina takových £ísel se jmenuje charakteris-

tické spektrum operátoru A. [1]
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2.5 Fredholmovy v¥ty

Nech´ jsou dány následující rovnice:

f(x) = λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy + g(y), (5)

f(x) = λ

∫ b

a

K(x, y)f(y)dy, (6)

f(x) = λ

∫ b

a

K(y, x)f(y)dy, (7)

λ je £íslo komplexn¥ sdruºené k £íslu λ a K(y, x) je transponované jádro k jádru

K(x, y). V²echny uvedené rovnice 2. druhu mají Fredholmovo jádro.

2.5.1 1. Fredholmova v¥ta

Má-li rovnice (6) pouze triviální °e²ení, pak (5) má jediné °e²ení pro v²echna

g ∈ C(a, b).

N¥kdy se tato v¥ta téº nazývá Fredholmovou alternativou. Popisuje p°ípad,

kdy λ není charakteristické £íslo. [2]

2.5.2 2. Fredholmova v¥ta

Rovnice (6) a (7) mají stejný nejvý²e kone£ný po£et lineárn¥ nezávislých °e²ení

pro dané λ.

Charakteristická £sla λ i λ mají stejnou geometrickou násobnost.[2]

2.5.3 3. Fredholmova v¥ta

Rovnice (5) má °e²ení, platí-li

∫ b

a

g(y)ϕ(y)dy = 0

pro v²echna °e²ení ϕ rovnice (7).[2]
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Rovnice (5) nemusí mít jediné °e²ení. Ve skute£nosti mohou nastat práv¥ dv¥

moºnosti, pokud je λ charakteristické £íslo. Pak rovnice (5) nemá °e²ení v·bec

nebo jich má nekone£n¥ mnoho.

2.5.4 4. Fredholmova v¥ta

Charakteristická £ísla rovnice (6) tvo°í nejvý²e spo£etnou mnoºinu. Pokud je

nekone£ná, pak limn→∞ |λn| =∞. [2]
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3 Bernoulliho problém

Jeden z problém· na hran¥ teorie a aplikace integrálních rovnic a geometrie

je Bernoulliho problém.

Obr. 1: Vizualizace bernoulliho problému.

Zárove¬ nastává otázka, zda funkce musí za£ínat v po£átku, tj. v (0, 0), a jestli

musí celá leºet v obdélníku £i zda m·ºe být £ást grafu mimo daný obdélník P ,

jak to ukazuje následující obrázek

3.1 Odvození

Problém se zabývá tvarem k°ivky y = f(x) leºící v obdélníku P , v n¥mº

obsah plochy pod k°ivkou bude k-násobkem, kde k ∈ (0, 1), obsahu celého tohoto

obdélníku.

Protoºe se strany obdélníka nachází v intervalech [0, x] na x-ové ose a [0, f(x)]

na y-ové ose, tedy jeho obsah je xf(x). Zárove¬ z úvodu do integrálního po£tu

vyplývá, ºe obsah plochy pod k°ivkou na intervalu [0, x] je
∫ x
0
f(y)dy.
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Obr. 2: Otázka vlastností hledané funkce.

Z t¥chto dvou základních rovnic pro obsahy a poºadavku zlomku (tj. k ∈

(0, 1)) obsahu obdélníka dostaneme následující rovnici:

kxf(x) =

∫ x

0

f(y)dy, x > 0. (8)

.

Rovnici (8) lze p°evést do rovnice (1) a má podobu

xf(x)− 1

k

∫ x

0

f(y)dy = 0.

Tato rovnice je:

� Lineární

� Volterrova

� Homogenní

� Druhého druhu (A(x) = x)
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� S Fredholmovým jádrem K(x, y) =

{
1, y ≤ x

0, y > x

3.2 �e²ení

3.2.1 Ilustrativní p°íklad

V [5] se jako ilustrativní p°íklad uvádí hodnoty následovn¥: k = 1
3
, f(x) = x2.

Po dosazení a úpravách rovnice (8) vychází

1

3
x · x2 =

1

3
x3 =

∫ x

0

y2dy.

Samotná hodnota integrálu je pak∫ x

0

y2dy =
1

3
[y3]x0 =

1

3
x3.

3.2.2 Obecné °e²ení

Nech´ máme rovnici (8), tedy

kxf(x) =

∫ x

0

f(y)dy, x > 0,

kde 0 < k < 1 je pevn¥ dáno. Hledáme kladnou spojitou funkci f, která spl¬uje

(8) na [0, x]. Pak má f derivaci na (0.∞).

Protoºe 0 < k, lze rovnici (8) vyd¥lit £íslem k a tedy

xf(x) =
1

k

∫ x

0

f(y)dy.

Po zderivování rovnice plyne

f(x) + xf ′(x) =
1

k
f(x).

P°evodem f(x) na pravou stranu a drobnou úpravou tohoto výrazu vyjde ODR

prvního °ádu

x
df(x)

dx
=

(
1

k
− 1

)
f(x).
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Z toho vidíme, ºe je-li f °e²ením, pak f ′ je spojitá a kladná na (0.∞). Tato ODR

se vy°e²í metodou separace prom¥nných, tj.

df(x)

f(x)
=

(
1

k
− 1

)
dx

x
.

Integrací obou stran vyjde

ln f(x) =

(
1

k
− 1

)
lnx+ lnC, pro C > 0, f > 0, x > 0.

Následným výpo£tem dostáváme °e²ení rovnice (8), které má tvar

f(x) = Cx( 1
k
−1), x ≥ 0. (9)

Odtud téº plyne, ºe f(0) = 0. Proto situace podle obr. 2 nem·ºe nastat.

Na záv¥r se provede zkou²ka, zda výraz (9) °e²í rovnici (8). Dané °e²ení se

dosadí do p·vodní rovnice

kxCx
1
k
−1 =

∫ x

0

Cy
1
k
−1dy.

Pro C = 0 platí rovnost 0 = 0. Nech´ C 6= 0 a tedy

kx
1
k =

∫ x

0

y
1
k
−1dy,

následným výpo£tem integrálu dostáváme

kx
1
k =

[
y1/k

1/k

]x
0

= kx
1
k .

Skute£n¥, funkce (9) je °e²ení rovnice (8).

3.3 Dal²í p°íklady

Krom¥ vý²e uvedeného motiva£ního a obecného p°íkladu, lze r·zn¥ upravovat

tvary jádra K(x, y), jak bude ukázáno na následujících °ádcích v p°íkladech z

pera vedoucí práce.
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3.3.1 P°íklad 1

Nech´ λ > 0 a A(x) je kladná (s výjimkou kone£ného po£tu bod·) spojitá

funkce na intervalu [0, 1]. Najd¥te kladnou spojitou funkci f(x), pro níº platí, ºe

hodnota v bod¥ x je rovna hodnot¥ A(x) zv¥t²ená o λ-násobek obsahu plochy

pod grafem funkce f .

Tedy se bude °e²it rovnice

f(x) = A(x) + λ

∫ 1

0

f(y)dy. (10)

Tato IR je Fredholmova rovnice 2. °ádu s jádrem K(x, y) ≡ 1. �e²ení bude mít

tvar

f(x) = A(x) + λc.

Cílem je najít c =
∫ 1

0
f(y)dy. Pro zjednodu²ení nech´ A(x) = x.

Toto °e²ení se dosadí do p·vodní rovnice (10), tedy

x+ λc = x+ λ

∫ 1

0

(y + λc)dy.

Drobnou úpravou dostaneme ekvivalentní rovnici

c =

∫ 1

0

(y + λc)dy.

Protoºe c ∈ R, platí

c = λc+

∫ 1

0

ydy.

Hodnota konstanty c je

c =
1

2(1− λ)
.

Pro λ 6= 1 existuje práv¥ jedno °e²ení, které má tvar

f(x) = x+
λ

2− 2λ
,
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p°i£emº °e²ení je kladné, pokud λ ∈ (0, 1). Naopak pro λ = 1 °e²ení neexistuje a

λ je charakteristické £íslo rovnice (10).

Na záv¥r tohoto p°íkladu se ov¥°í, zda f(x) = x + λ
2−2λ je °e²ení rovnice

f(x) = x+ λ
∫ 1

0
f(y)dy. Po dosazení funkce f do rovnice platí

x+
λ

2− 2λ
= x+ λ

∫ 1

0

(
y +

λ

2− 2λ

)
dy.

Spo£ítáme integrál na pravé stran¥ a dostáváme identitu na [0, 1].

3.3.2 P°íklad 2

Nech´ λ > 0 a A(x) je kladná (s výjimkou kone£ného po£tu bod·) spojitá

funkce na intervalu [0, 1]. Najd¥te nezápornou spojitou funkci f(x), pro níº platí,

ºe hodnota v bod¥ x je rovna hodnot¥ A(x) zv¥t²ená o λx-násobek obsahu plochy

pod grafem funkce f .

Tedy se bude °e²it rovnice

f(x) = A(x) + λx

∫ 1

0

f(y)dy, x ∈ [0, 1]. (11)

Tato IR je Fredholmova rovnice 2. °ádu s jádrem K(x, y) ≡ x. Její °e²ení se op¥t

hledá ve tvaru

f(x) = A(x) + λxc.

Cílem je najít c =
∫ 1

0
f(y)dy. Pro zjednodu²ení nech´ A(x) = x. Postup °e²ení

bude analogický p°edchozímu p°íkladu.

Nech´ je °e²ení dosazeno do p·vodní rovnice (11), tedy

x+ λxc = x+ λx

∫ 1

0

(y + λyc)dy.

Drobnou úpravou plyne

λxc = λx

∫ 1

0

y(1 + λc)dy.
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Protoºe λc je reálné £íslo, lze výraz 1 + λc vytknout p°ed integrál, tzn.

λxc = λx(1 + λc)

∫ 1

0

ydy.

Z tohoto dostáváme

λxc = λx
1 + λc

2
, x ∈ [0, 1].

Pro x = 0 lze c volit libovoln¥. Pro x 6= 0 se tento výraz vyd¥lí výrazem λx a

plyne

2c = 1 + λc,

z £ehoº se získá hodnota

c =
1

2− λ
.

Pro λ = 2 °e²ení f neexistuje a λ je charakteristickým £íslem rovnice (11).

Pro λ 6= 2 existuje práv¥ jedno °e²ení rovnice (11) ve tvaru

f(x) = x+
λx

2− λ
=

2

2− λ
x, x ∈ [0, 1].

Toto °e²ení je nezáporné pro λ ∈ (0, 2).

Zda f(x) = x+ λx
2−λ °e²í rovnici f(x) = x+λx

∫ 1

0
f(y)dy se dokáºe ve zkou²ce.

Po dosazení plyne

x+
λx

2− λ
= x+ λx

∫ 1

0

(
x+

λy

2− λ

)
dy.

Jako v p°edchozím p°íklad¥ po následném výpo£tu integrálu na pravé stran¥

dostáváme identitu na [0, 1].

3.3.3 P°íklad 3

Najd¥te zápornou spojitou funkci f(x), pro níº platí, ºe hodnota v bod¥ x je

rovna hodnot¥ x zv¥t²ené o x-násobek obsahu plochy nad grafem funkce f(x) a

k n¥mu p°i£tený obsah plochy nad grafem funkce xf(x). Tedy

f(x) = x+ x

∫ 1

0

f(y)dy +

∫ 1

0

yf(y)dy, x ∈ [0, 1].
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Tato úloha dává IR

f(x) = x+

∫ 1

0

(x+ y)f(y)dy, x ∈ [0, 1], (12)

tedy IR s degenerovaným jádrem K(x, y) = x+ y, λ = 1.

Jádro K(x, y) se rozloºí na lineárn¥ nezávislé komponenty, tj. K(x, y) =

P1(x)Q1(y) + P2(x)Q2(y),

P1(x) = x, Q1(y) = 1,
P2(x) = 1, Q2(y) = y.

Vzhledem k rozkladu jádra lze vypo£ítat koe�cienty aij =
∫ 1

0
Qi(x)Pj(x)dx; i, j =

1, 2. Tedy dostaneme

a11 =

∫ 1

0

xdx =

[
x2

2

]1
0

=
1

2
,

a12 =

∫ 1

0

1dx = [x]10 = 1,

a21 =

∫ 1

0

x2dx =

[
x3

3

]1
0

=
1

3
,

a22 =

∫ 1

0

xdx =

[
x2

2

]1
0

=
1

2
.

Ze zadaných koe�cient· a λ = 1 lze vypo£ítat matici I − λA, kde matice A

je dána t¥mito koe�cienty aij, tzn.:

I − λA = I − A =

(
1 0
0 1

)
−
(

1/2 1
1/3 1/2

)
=

(
1/2 −1
−1/3 1/2

)
.

Determinant této matice det(I−A) = − 1
12
, tedy λ = 1 není charakteristické £íslo,

a tím existuje práv¥ jedno °e²ení rovnice (12).
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K ur£ení °e²ení rovnice (12) se pouºije metoda rezolventy. Výsledné °e²ení

nabyde tvaru

f(x) = x+

∫ 1

0

Γ(x, y; 1)ydy,

kde Γ(x, y; 1) je rezolventa p°íslu²ná k £íslu λ = 1. Pro výpo£et této rezolventy

pot°ebujeme hodnoty determinant·

|I − A| = − 1

12

a

4(x, y; 1) = −

∣∣∣∣∣∣
0 x 1
1 1/2 −1
y −1/3 1/2

∣∣∣∣∣∣ =
1

3
+
x

2
+ xy +

y

2
.

Rezolventa se rovná podílu t¥chto determinant·, tzn.

Γ(x, y; 1) =
4(x, y; 1)

det(I − A)
=

1
3

+ x
2

+ xy + y
2

− 1
12

= −12xy − 6x− 6y − 4.

�e²ení f(x) rovnice (12) má tvar

f(x) = x+

∫ 1

0

Γ(x, y; 1)ydy = x−
∫ 1

0

(12xy+6x+6y+4)ydy = −6x−4, x ∈ [0, 1].

Druhý zp·sob °e²ení, je soustavou rovnic. Matice A je známa z p°edchozího

postupu. Sta£í tedy vypo£ítat koe�cienty bi(x) =
∫ 1

0
Qi(x)xdx, i = 1, 2 tedy

b1 =

∫ 1

0

xdx =
1

2
,

b2 =

∫ 1

0

x2dx =
1

3
.

�e²ení bude mít tvar

f(x) = x+ c1P1(x) + c2P2(x) = x+ c1x+ c2, ,
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kde se hodnoty £ísel c1, c2 dostanou ze soustavy rovnic (I − A)c = b, resp.

(
1/2 −1
−1/3 1/2

)(
c1
c2

)
=

(
1/2
1/3

)
.

�e²ením této maticové soustavy plynou koe�cienty dostáváme c1 = −7, c2 =

−4. Tyto hodnoty se dosadí do tvaru °e²ení a platí

f(x) = x− 7x− 4 = −6x− 4, x ∈ [0, 1].

Pokud by byl poºadavek na hledání kladné funkce, jako v p°íkladech 3.3.1 a

3.3.2, úloha by nedávala °e²ení.

Na záv¥r se provede zkou²ka, zda se rovnice (12) vy°e²ila správn¥. Tedy do

rovnice

f(x) = x+

∫ 1

0

(x+ y)f(y)dy

se dosadí °e²ení

f(x) = −6x− 4.

Po dosazení se získá rovnice

−6x− 4 = x+

∫ 1

0

(x+ y)(−6y − 4)dy,

a po výpo£tu integrálu na pravé stran¥ rovnice dostáváme identitu na intervalu

[0, 1].
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4 Greenova funkce

Neº se p°ejde na dal²í model, je pot°eba vysv¥tlit metodu Greenovy funkce,

která se pouºívá v modelu v následující kapitole.

Uvaºujme nehomogenní diferenciální rovnici

d

dx

[
p(x)

df(x)

dx

]
+ q(x)f(x) = −h(x), (13)

spolu s okrajovými podmínkami

c1f(a) + c2f
′(a) = 0, c3f(b) + c4f

′(b) = 0, (14)

kde x ∈ [a, b], ci ∈ R spl¬ující podmínky |c1| + |c2| > 0 a |c3| + |c4| > 0, funkce

f(x) ∈ C2[a, b], p(x) ∈ C1[a, b] a funkce q(x), h(x) ∈ C[a, b].[1] [4]

Pro zji²t¥ní existence Greenovy funkce je t°eba zjistit °e²ení homogenní dife-

renciální rovnice
d

dx

[
p(x)

df(x)

dx

]
+ q(x)f(x) = 0 (15)

spole£n¥ s okrajovými podmínkami (14). Pokud má (15), (14) pouze triviální

°e²ení, poté existuje jediná Greenova funkce G(x, y). Ta má vlastnosti:

1. G(x, y) je spojitá pro (x, y) ∈ [a, b]× [a, b].

2. Pro kaºdé y ∈ (a, b) je ∂G(x,y)
∂x

spojitá pro x ∈ [a, b].

3. Pro x 6= y platí limx→y+
∂G(x,y)
∂x
− limx→y−

∂G(x,y)
∂x

= − 1
p(y)

.

4. Pro kaºdé y ∈ (a, b) spl¬uje G(x, y) jako funkce prom¥nné x rovnici (15)

pro x ∈ (a, y) a x ∈ (y, b) a podmínky (14).

Jsou-li funkce u(x) a v(x) lineárn¥ nezávislá °e²ení (15), p°i£emº u(x) spl¬uje

první podmínku v (14) a pro v(x) platí druhá podmínka z (14), pak pro x ∈ [a, b]

Wronskián (Wronského determinant)

W (x) =

∣∣∣∣ u(x) v(x)
u′(x) v′(x)

∣∣∣∣ 6= 0
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a pro nenulovou konstantu c platí, c = −p(x)W (x).

Greenova funkce pak bude mít tvar

G(x, y) =

{
u(x)v(y)

c
, a ≤ x ≤ y,≤ b

u(y)v(x)
c

, a ≤ y ≤ x ≤ b.
(16)

Pro kaºdou funkci h(x) existuje jediné °e²ení f(x) úlohy (13), (14), ktere je

ve tvaru

f(x) =

∫ b

a

G(x, y)h(y)dy, x ∈ [a, b]. (17)
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5 Vzp¥r ty£e, stabilita stla£ené ty£e

V tomto fyzikálním problému budeme vy²et°ovat 2 modely. Prvním z nich je

ty£, která má tvar válce (q = 0). Ve druhém pak bude ty£ nabývat tvaru komolého

kuºele (pro q 6= 0, podle obr. 4). V [4] je vy°e²en druhý z nich, nicmén¥ zde se

nejprve vy°e²í obecný p°ípad a následn¥ se do°e²í kaºdý zvlá²´.

5.1 Odvození

Rovnice ur£ující tvar ohybové k°ivky pruºné ty£e délky l > 0 má tvar

d

dx

[
EI(x)

df(x)

dx

]
= M(x) (18)

� f(x) je funkce ur£ující tvar zak°ivení ty£e pro x ∈ [0, l],

� M(x) je p·sobící moment (moment síly) ve sm¥ru osy x pro x ∈ [0, l],

� I(x) je moment setrva£nosti1 p°i£emº I(x) > 0 pro x ∈ [0, l],

� E ∈ R je Young·v modul (modul pruºnost v tahu)2.

Tlak P ∈ R p·sobí na koncích ty£e, tj. M(x) = −Pf(x) a po dosazení do

(18) dostáváme

d

dx

[
EI(x)

df(x)

dx

]
+ Pf(x) = 0. (19)

Protoºe se ty£ nehýbe ve svislém sm¥ru (pouze se stla£uje), dostaneme okrajové

podmínky

f(0) = f(l) = 0. (20)

V rovnici (19) ud¥láme substituci λ = P
E
, tedy

d

dx

[
I(x)

df(x)

dx

]
+ λf(x) = 0, x ∈ [0, l] (21)

1Moment setrva£nosti vyjad°uje míru setrva£nosti a závisí na rozloºení látky, hmoty. [7]
2Young·v modul je pom¥r normálového nap¥tí (σ) k relativnímu prodlouºení (ε) p°i defor-

maci tahem (nataºení objektu) £i deformaci tlakem (stla£ování), vztahem E = σ
ε [7]
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Pro sestavení Greenovy funkce uvaºujme homogenní rovnici (21), tedy

d

dx

[
I(x)

df(x)

dx

]
= 0, x ∈ [0, l]. (22)

Nyní ukáºeme, ºe rovnice (22) spolu s podmínkami (20) má pouze triviální

°e²ení. P°edpokládejme, ºe f(x) je °e²ením této úlohy. Tedy podle (20) existuje

ξ ∈ (0, l) takové, ºe f ′(ξ) = 0.

Pro libovolné x ∈ [0, l] rovnici (22) integrujeme od x do ξ. Z toho dostaneme

I(x)
df(x)

dx
= 0.

Protoºe I(x) > 0 pro libovolné x ∈ [0, l], dostáváme

df(x)

dx
= 0

pro libovolné x ∈ [0, l]. Tedy f(x) je konstantní na intervalu [0, l] a spolu s (20),

dostáváme f(x) ≡ 0, a úloha (22), (20) má Greenovu funkci.

Nyní zvolme funkci h(x), která bude spojitá na intervalu [0, l] a nehomogenní

diferenciální rovnici

d

dx

[
I(x)

df(x)

dx

]
= −h(x), x ∈ [0, l]. (23)

Potom

f(x) =

∫ l

0

G(x, y)h(y)dy, x ∈ [0, l] (24)

je jediné °e²ení úlohy (23),(20). Pro h(y) = λf(y) rovnice (24) p°ejde do integrální

rovnice

f(x)− λ
∫ l

0

G(x, y)f(y)dy = 0, x ∈ [0, l], (25)

která je ekvivalentní s úlohou (21), (20).
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Má-li (25) netriviální °e²ení f(x), znamená to, ºe ty£ se zk°iví. To nastane v

p°ípad¥, ºe P = λnE, kde λn je charakteristické £íslo rovnice (25). Podle [4] je

nejmen²í (kritická) hodnota síly, p°i níº ty£ ztrácí stablitu p°ibliºn¥

λ1 ≈
1√∫ l

0

∫ l
0
G2(x, y)dxdy

=
1

||G(x, y)||L2(0,l)2
.

5.2 Ty£ válcového tvaru

Nyní vy°e²me p°ípady uvedené v úvodu této kapitoly, tedy kdyº ty£ bude

válec a v dal²í podkapitole bude ty£ mít tvar komolého kuºele. Otázka je jediná

- jaká je kritická hodnota, kdy ty£ daných tvar· ztrácí stabilitu.

Obr. 3: Ty£ válcového tvaru.

Ty£ má tvar válce s polom¥rem r0 po celé délce l, moment setrva£nosti I(x) =

γr20
2

je díky tvaru ty£e konstantní. Symbol γ vyjad°uje hustotu materiálu, z n¥hoº

je ty£. [4]

M¥jme rovnici (21). Nech´ µ = λ
I

= λ
γr40
2

= 2λ
γr40
. Pak rovnice (21) p°ejde do

tvaru
d2f(x)

dx2
+ µf(x) = 0. (26)

Z homogenní rovnice

d2f(x)

dx2
= 0
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a okrajových podmínek

u(0) = 0, u(l) 6= 0,
v(0) 6= 0, v(l) = 0.

se získá Greenova funkce.

Obecné °e²ení rovnice
d2f(x)

dx2
= 0

má tvar

f(x) = C1x+ C2,

kde C1, C2 jsou libovolná reálná £ísla. Konkrétní hodnoty se získají díky okrajo-

vým podmínkám. Tím se získají i konkrétní funkce u(x), v(x).

Nejprve se pouºije první podmínka, tedy u(0) = 0. Poté

C1 · 0 + C2 = 0,

tedy

C2 = 0

a C1 je libovolné, nap°.

C1 = 1.

Tedy po dosazení konkrétních hodnot se získává

u(x) = x.

Nyní se pouºije druhá podmínka, tedy v(l) = 0. Poté

C1l + C2 = 0.

Nech´ C2 = 1 a tím C1 = −1
l
. Dostáváme v(x) tedy je

v(x) = −x
l

+ 1.
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Nezávislost funkcí u(x), v(x) m·ºeme zjistit výpo£tem Wronskiánu. Derivace

zji²t¥ných funkcí jsou u′(x) = 1 a v′(x) = −1
l
. Po dosazení do Wronského deter-

minantu máme

W (x) =

∣∣∣∣ u(x) v(x)
u′(x) v′(x)

∣∣∣∣ = u(x)v′(x)− u′(x)v(x),

po dosazení a následné úprav¥

W (x) = x

(
−1

l

)
− 1

(
−x
l

+ 1
)

= −x
l

+
x

l
− 1 = −1 6= 0,

plyne, ºe funkce u(x), v(x) jsou lineárn¥ nezávislé.

Pro získání Greenovy funkce a následn¥ IR, je je²t¥ pot°eba vypo£ítat koe�-

cient c.

c = −p(x)W (x) = −1(−1) = 1.

Tedy integrální rovnice ekvivalentní s úlohou (26), (20) bude mít tvar

f(x)− µ
∫ l

0

G(x, y)f(y)dy = 0,

kde G(x, y) =

{
x
(
−y

l
+ 1
)
, 0 ≤ x ≤ y ≤ l,

y
(
−x

l
+ 1
)
, 0 ≤ y ≤ x ≤ l.

5.2.1 Konkrétní hodnoty

Nech´ máme ty£ válcového tvaru, jejíý délka l = 1. Greenovu funkci pak máme

ve tvaru G(x, y) =

{
x (−y + 1) , x ≤ y,

y (−x+ 1) , y ≤ x.

Jak je psáno v záv¥ru kapitoly 5.1, ty£ bude ztrácet stabilitu, pokud

λ1 ≈
1

||G(x, y)||L2(0,1)2
.
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Nyní zjistíme kritickou hodnotu p°es výpo£et normy ||G(x, y)||L2(0,1)2 . Vez-

m¥me si pouze první tvar Greenovy funkce

||G(x, y)||2L2(0,1)2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

(x−xy)2dxdy =

∫ 1

0

[∫ 1

0

(x2 − 2x2y + x2y2)dx

]
dy =

1

9
.

Pro druhý tvar (G(x, y) = y− xy) vyjde stejná norma. To znamená, ºe nejmen²í

kritická hodnota, p°i níº ty£ ztrácí stabilitu má hodnotu

λ1 ≈
1√
1
9

= 3.

5.3 Ty£ jako komolý kuºel

Obr. 4: Ty£ ve tvaru komolého kuºele

Ty£, která má tvar komolého kuºele má v koncových bodech polom¥ry r0 a

r0 +q. Polom¥r v libovolném bod¥ po celé délce ty£e je r0
(
1 + qx

l

)
, kde q je rozdíl

v polom¥rech, l je délka ty£e, r0 je p·vodní, men²í polom¥r. Moment setrva£nosti

I(x) =
γr40
2

(1 + αx)4. Symbol γ zna£í hustotu materiálu, z n¥hoº je ty£; α = q
l
.[4]

Po dosazení t¥chto výraz· do rovnice (21) vyplývá

d

dx

[
(1 + αx)4

df(x)

dx

]
+ µf(x) = 0, x ∈ [0, l],

32



kde µ = 2λ
γr40
.

Nyní se sestaví Greenova funkce G(x, y) z homogenní úlohy

d

dx

[
(1 + αx)4

df(x)

dx

]
= 0, f(0) = f(l) = 0.

Po integraci dostáváme

(1 + αx)4
df(x)

dx
= C0.

Drobnou úpravou získáme

df(x)

dx
=

C0

(1 + αx)4
.

Následnou integrací máme obecné °e²ení, které má tvar

f(x) =
C1

(1 + αx)3
+ C2,

kde C1, C2 jsou libovolné reálné koe�cienty. Následn¥ zjistíme konkrétní tvary

funkcí výpo£tem u(x) a v(x) z okrajových podmínek f(0) = f(l) = 0.

Nejprve se pouºije první okrajová podmínka, tedy u(0) = 0. Tedy

C1 +
C2

(1 + 0)3
= 0.

Po zjednodu²ení platí

C1 + C2 = 0,

tedy

C1 = −C2.

Nech´ nap°íklad C1 = 1 a tedy C2 = −1. Tyto koe�cienty dosadíme do p·vodního

tvaru a tedy

u(x) = 1− 1

(1 + αx)3
.
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Nyní pouºijeme druhou okrajovou podmínku, tedy v(l) = 0. Tedy

C1 +
C2

(1 + αl)3
= 0.

Nech´ nap°íklad C2 = 1, tedy C1 = − 1
(1+αl)3

. Po dosazení do p·vodního tvaru

získáme

v(x) = − 1

(1 + αl)3
+

1

(1 + αx)3
.

Pro vytvo°ení Greenovy funkce, je t°eba zjistit, zda W (x) 6= 0 a tím pádem

lineární nezávislost funkcí u(x) a v(x).

Funkce u(x) = 1 − (1 + αx)−3, její derivace u′(x) = 3α(1 + αx)−4, v(x) =

(1 + αx)−3 − (1 − αl)−3 a její derivace v′(x) = −3α(1 + αx)−4 se dosadí do

Wronskiánu.

W (x) =

∣∣∣∣ u(x) v(x)
u′(x) v′(x)

∣∣∣∣ = u(x)v′(x)− u′(x)v(x)

Po dosazení daných funkcí plyne

W (x) =

(
1− 1

(1 + αx)3

)
−3α

(1 + αx)4
− 3α

(1 + αx)4

(
− 1

(1 + αl)3
+

1

(1 + αx)3

)
.

Algebraickými úpravami získáme

W (x) =
3α

(1 + αx)4

(
1

(1 + αl)3
− 1

)
.

Protoºe l > 0, q > 0 a tedy i α = q
l
> 0, W (x) 6= 0 pro x ∈ [0, l] a tedy funkce

u(x), v(x) jsou lineárn¥ nezávislé na [0, l].

Dále zjistíme hodnotu konstanty c. Ta je dána obecným vztahem

c = −p(x)(u(x)v′(x)− u′(x)v(x)) = −p(x)W (x).

Pro tento p°íklad je

c = −(1 + αx)4
3α

(1 + αx)4

(
1

(1 + αl)3
− 1

)
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Tedy

c = 3α

(
1− 1

(1 + αl)3

)
.

Greenova funkce má tvarG(x, y) =


1
c

[
1− 1

(1−αx)3

] [
1

(1+αy)3
− 1

(1+αl)3

]
, 0 ≤ x ≤ y ≤ l,

1
c

[
1− 1

(1−αy)3

] [
1

(1+αx)3
− 1

(1+αl)3

]
, 0 ≤ y ≤ x ≤ l.

[4]

5.3.1 Konkrétní model

Jako i u p°íkladu s ty£í ve tvaru válce uvaºujme délku ty£e l = 1. Ale zde

uvaºujme, ºe rozdíl v polom¥rech je téº q = 1. Následn¥ α = q
l

= 1.

Zde koe�cient c má hodnotu 21
8
a tedy Greenova funkce má tvar G(x, y) =

8
21

[
1− 1

(1−x)3

] [
1

(1+y)3
− 1

8

]
, 0 ≤ x ≤ y ≤ 1,

8
21

[
1− 1

(1−y)3

] [
1

(1+x)3
− 1

8

]
, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1.

Kritická hodnota, p°i které ty£ ztratí stabilitu má hodnotu

λ1 ≈
1

||G(x, y)||L2(0,1)2
,

kde

||G(x, y)||2L2(0,1)2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
8

21

[
1− 1

(1− x)3

] [
1

(1 + y)3
− 1

8

]]2
dxdy =

37

1225
.

Tudíº nejmen²í kritická hodnota stability £iní

λ1 ≈
√

1225

37
.
= 5, 75.
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6 Zatíºená struna

6.1 Motivace

Nech´ máme strunu o délce l, ta se m·ºe ohýbat, ale na prodlouºení je pot°eba

pouºít sílu úm¥rnou danému prodlouºení. To je nap¥tí zatíºené struny, pξ je síla

p·sobící na strunu v bod¥ ξ ∈ (0, l). Struna je upevn¥na na obou svých koncích

(tj. v x = 0 a x = l) a f(x) je funkce popisující tvar struny.

Obr. 5: Zatíºená struna.

6.2 Volné kmity

Nejprve uvaºujme, ºe struna kmitá bez vn¥j²í setrva£né síly. Funkce f(x) je

hladká a spl¬uje homogenní Fredholmovu integrální rovnici 2. druhu, která má

tvar

f(x)− 1

T0

∫ l

0

K(x, y)f(y)dy = 0, (27)

K(x, y) =

{
x(l−y)

l
, 0 ≤ x ≤ y,≤ l,

y(l−x)
l
, 0 ≤ y ≤ x ≤ l.

(28)

Aby rovnice (27) m¥la netriviální °e²ení a tedy m¥la volné kmity, musí být 1
T0

jejím charakteristickým £íslem. Ta ur£íme následovn¥.
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Rovnici (27),(28) m·ºeme p°epsat do tvaru

f(x) =
1

T0

∫ x

0

y(l − x)

l
f(y)dy +

1

T0

∫ l

x

x(l − y)

l
f(y)dy. (29)

Po dvou derivacích této rovnice dostaneme ODR 2. °ádu s okrajovými podmín-

kami

f ′′(x) +
1

T0
f(x) = 0, (30)

f(0) = f(l) = 0. (31)

Fundamentální systém této rovnice pro 1
T0
> 0 má tvar sin

(
x
√

1
T0

)
, cos

(
x
√

1
T0

)
.

Obecné °e²ení bude lineární kombinací fundamentálního systému, tedy

f(x) = m1 sin

(
x

√
1

T0

)
+m2 cos

(
x

√
1

T0

)

pro reálná £ísla m1,m2. Chceme najít netriviální °e²ení úlohy (30),(31). Po dosa-

zení okrajové podmínky f(0) = 0 dostaneme

f(0) = m1 sin

(
0

√
1

T0

)
+m2 cos

(
0

√
1

T0

)
= 0,

z toho plyne m2 = 0.

Pro výpo£et druhého koe�cientu m1 dosadíme druhou okrajovou podmínku a

hodnotu m2. Zárove¬ musí být m1 6= 0, jinak by °e²ení bylo pouze triviální.

f(l) = m1 sin

(
l

√
1

T0

)
= 0,

sin

(
l

√
1

T0

)
= 0

a to nastane, pokud √
1

T0
=
kπ

l
, k ∈ N.
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Maximální systém charakteristických £ísel jádra K(x, y) tedy je λk =
(
kπ
l

)2
pro k ∈ N.Pokud pro n¥jaké k ∈ N platí λk = 1

T0
, pak existuje netriviální °e²ení

rovnice (29) ve tvaru

fk(x) = m1 sin
(
x
√
λk

)
= m1 sin

(
x
kπ

l

)
, k ∈ N,m1 6= 0.

Zárove¬ funkce fk je vlastní funkce p°íslu²ná k λk a je téº netriviálním °e²ením

rovnice (29).

6.3 Vynucené kmity

Nyní na strunu necháme p·sobit vn¥j²í sílu F0(x). Ta je spojit¥ rozloºena

podél celé délky struny.

Pokud funkce f(x) spl¬uje nehomogenní Fredholmovu rovnici 2. druhu, která

má tvar

f(x)− 1

T0

∫ l

0

K(x, y)f(y)dy = F0(x) (32)

s jádrem (28), potom má struna vynucené kmity.

6.4 Existence °e²ení

Nyní provedeme diskuzi existence °e²ení integrální rovnice (32) podle T0.

Pokud 1
T0

= λk pro n¥jaké k ∈ N je charakteristickým £íslem jádra K, pak má

podle 3. Fredholmovy v¥ty °e²ení, pokud

∫ l

0

F0(y)fk(y)dy = 0,

kde fk(x) = sin(x
√
λk).

Pokud ov²em 1
T0
6= λk pro kaºdé k ∈ N, tedy 1

T0
není charakteristickým £íslem

jádra K, pak podle 1. Fredholmovy v¥ty má úloha (32) jediné °e²ení pro v²echna

F0(x).
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7 Laplaceova transformace

7.1 Gamma funkce

S Laplaceovou transformací se pojí pojem Gamma funkce. Ta je de�nována

vztahem

Γ(ξ) =

∫ ∞
0

yξ−1e−ydy, ξ 6= 0,−1,−2, ...

N¥které vlastnosti Gamma funkce[5]:

Γ(ξ + 1) = ξΓ(ξ),

Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N,

Γ(1) = 0! = 1,

Γ

(
1

2

)
=
√
π.

7.2 Laplaceova transformace

Neº p°ejdeme na dal²í modely, vysv¥tlíme si metodu Laplaceovy transformace.

Laplaceova transformace p°evede spojitou funkci f(x) na jinou funkci pro-

m¥nné s p°edpisem

F (s) = L{f(x)} (s) =

∫ ∞
0

e−sxf(x)dx.

Následující tabulky na následující stránce nám ukazují základní p°ehled vzor·

funkcí a jejich obraz· v Laplaceov¥ transformaci.

39



 Vzor Obraz 

1             
      

     pro     

2     
 

   
 pro     

3         
 

     
 

4         
 

     
 

 

Vlastnosti 

 Vzor Obraz 

5             

6                         

7       
 

 
  

 

 
  

8             
  

   
     

9        

 

 

 
 

 
     

10                 

11                     

 

 

            

12 
      

   
                    

   

   

 

 

40



Nech´ je dána Volterrova rovnice s konvolutorním jádrem a konvolutorním

sou£inem3

f(x) = λ

∫ x

0

k(x− y)f(y)dy + g(x). (33)

Nyní p°evedeme rovnici (33) na její transformovanou verzi. Protoºe víme, co

to je konvolutorn sou£in, lze rovnici (33) p°epsat do tvaru

f(x) = λ(k ∗ f)(x) + g(x).

Po transformaci dostáváme tvar

F (s) = λK(s)F (s) +G(s),

z £ehoº vyplývá, ºe

F (s) =
G(s)

1− λK(s)
.

Zp¥tnou, neboli inverzní transformací získáme p·vodní °e²ení

f(x) = L−1
{

G(s)

1− λK(s)

}
.

7.2.1 Ilustrativní p°íklad

Uvaºujme nejprve obecnou rovnici

f(x) = λ

∫ x

0

k(x− y)p(y)dy

pro neznámou funkci p(y). Po transformaci dostáváme

F (s) = λK(s)P (s).

Po vyjád°ení získáme

P (s) =
F (s)

λK(s)
.

3Konvolutorní sou£in (k ∗ f)(x) =
∫ x
0
k(x− y)f(y)dy.
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Zp¥tnou transformací a vyuºitím pravidla o vytknutí reálného £ísla zjistíme vý-

sledek, který je ve tvaru

p(x) =
1

λ
L−1

{
F (s)

K(s)

}
.

Nyní zvolme konkrétní funkce. M¥jme rovnici

sin(x) = λ

∫ x

0

ex−yp(y)dy. (34)

Tedy f(x) = sin(x), k(x−y) = ex−y a funkci p(y) neznáme. Podle tabulek a vzor·

a obraz· funkcí získáme F (s) = 1
s2+1

a K(s) = 1
s−1 pro s > 1.

Po dosazení transformací do obecného p°edpisu obdrºíme

p(x) =
1

λ
L−1

{
1

s2+1
1
s−1

}
=

1

λ
L−1

{
s− 1

s2 + 1

}
.

Drobnou úpravou a inverzní transformací získáme

p(x) =
1

λ

(
L−1

{
s

s2 + 1

}
− L−1

{
1

s2 + 1

})
=

1

λ
(cos(x)− sin(x)).

Funkce p(x) = 1
λ
(cosx− sinx) je °e²ením rovnice (34).

7.3 Dal²í transformace

Korm¥ vý²e uvedené Laplaceovy transformace existují v teorii °e²ení IR i Fou-

rierova transformace, k ní inverzní Fourierova transformace a Hilbertova trans-

formace.

Fourierova transformace je dána vztahem

F (s) =

∫ ∞
−∞

f(y)e−isydy.

Inverzní Fourierova transformace je ve tvaru

f(y) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (s)eisyds.
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A Hilbertova transformace, jejíº výpo£et je dán výrazem

H{f(x)} =
1

π
PV

∫ ∞
−∞

f(y)

x− y
dy,

kde PV je tzv. hlavní hodnota integrálu.

Dal²í informace o uvedených transformacích lze nalést nap°. v [3].
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8 Abel·v problém

Dal²ím matematicko-fyzikálním problémem s vyuºitím teorie integrálních rov-

nic je Abel·v problém.

8.1 Historie problému

V 17. století se hledala k°ivka, po níº by se pohybovaly kuli£ky z libovolného

bodu, ale do cíle by dorazily ve stejnou dobu. Christiaan Huyghens roku 1673

°ekl, ºe takovým grafem je specální typ cykloidy (grafy funkcí vzniklé z pohybu

kruºnice) - tautochrona [6]. Rovnici pro tuto k°ivku zjistil N. H. Abel b¥hem 20.

let 19. století (pozn. v n¥kterých zdrojích je uveden rok 1823 [1], v jiných 1825

[3]). [1]

Obr. 6: Tautochrona.

Hmotný bod (dále jen HB) se pohybuje po tautochron¥, která leºí v rovin¥

(x, y).
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8.2 Odvození rovnice

HB má nulovou rychlost v bod¥ y = t, tj. v(t) = 0 pro pevné t. Musí dorazit

na osu x v £ase τ = f1(t), kde f1 je zadaná funkce na [0,∞), f1(0) = 0. Rychlost

pohybu HB je v(y) =
√

2g(t− y), kde g je gravita£ní konstanta.[1]

Pokud te£na ke grafu v bod¥ y = t svírá s osou x úhel α = α(y), platí

dy

dτ
= −

√
2g(t− y) sinα(y).

Tedy platí

dτ = − dy√
2g(t− y) sinα(y)

.

Po zavedení substituce f(y) = 1
sin(α(y))

plyne

f(y)dy√
t− y

= −
√

2gdτ.

Následovnou integrací p°es interval [0, t] se rovnice upraví do tvaru

∫ t

0

f(y)dy√
t− y

= −
√

2g

∫ t

0

dτ = −
√

2gf1(t),

a tedy rovnice Abelova problému je

∫ t

0

f(y)dy√
t− y

= −
√

2gf1(t). (35)

8.3 �e²ení Abelova problému

�e²ení takovéto rovnice se získá tzv. Laplaceovou transformací.

Nyní budeme °e²it rovnici (35), která lze napsat p°es konvolutorní sou£in ve

tvaru

(k ∗ f)(t) = −
√

2gf1(t). (36)
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Abychom mohli pouºít Laplaceovou transformaci, musíme zjistit obraz funkce

k(t) = 1√
t
, který je

K(s) =
Γ(1

2
)

s
1
2

=

√
π√
s
.

Obraz rovnice (36) má tedy tvar K(s)F (s) = −
√

2gF1(s), neboli

F (s) = −
√

2g

π

√
sF1(s).

Zde nastává problém, nebo´ podle tabulky vzorc· funkce
√
s nemá sv·j vzor.

Proto poslední výraz musíme upravit do tvaru

F (s) = −
√

2g

π
s
F1(s)√

s
.

Nyní de�nujme funkci H(s) následovn¥

H(s) =
F1(s)√

s
=
K(s)F1(s)√

π
,

£ili

F (s) = −
√

2g

π
sH(s).

Nyní provedeme inverzní Laplaceovu transformaci funkce H(s).

h(t) = L−1 {H(s)} = L−1
{
K(s)F1(s)√

π

}
=

1√
π

(k ∗ f1)(t) =

=
1√
π

∫ t

0

k(t− y)f1(y)dy =
1√
π

∫ t

0

f1(y)√
t− y

dy

Pro pouºití poslední vlastnosti transformace, musíme zjistit hodnotu výrazu

h(0). Tedy

lim
t→0+
|h(t)| = lim

t→0+

∣∣∣∣ 1√
π

∫ t

0

f1(y)√
t− y

dy

∣∣∣∣ ≤ 1√
π

lim
t→0+

∫ t

0

1)√
t− y

dy = 0.
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Protoºe víme, ºe f1(0) = 0 a je spojitá, pak pro malá t je |f1(t)| ≤ 1.

Nyní teprve m·ºeme najít obraz funkce

F (s) = −
√

2g

π
sH(s).

Její obraz je

f(t) = −
√

2g

π
L−1 {sH(s)− h(0)} = −

√
2g

π
L−1 {sH(s)} = −

√
2g

π

dh(t)

dt
=

= −
√

2g

π

1√
π

d

dt

∫ t

0

f1(y)√
t− y

dy =

√
2g

π

d

dt

∫ t

0

f1(y)√
t− y

dy,

coº je i °e²ení Abelova problému.
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9 Lidská populace

Nyní se práce bude zabývat prognózováním vývoje lidské populace.

Funkce f(x) vyjad°uje velikost populace v £ase x. Závisí na po£áte£ním stavu

populace v £ase x = 0.Zárove¬ je d·leºité, kolik d¥tí se narodilo v £ase y ∈ (0, x)

a doºilo se £asu x. [5]

Obr. 7: Funkce p°eºití. [5]

Vývoj populace lze charakterizovat nehomogenní rovnicí druhého druhu s kon-

volutorním jádrem, která má tvar

f(x) = f0g(x) + λ

∫ x

0

g(x− y)f(y)dy, (37)

kde

� f0 je po£et obyvatel v £ase x = 0,

� g(x) udává podíl lidí doºívající se £asu x, p°i£emº g(0) = 1 a je to tzv.funkce

p°eºití, její graf je na obr. 7,

� λg(x− y)f(y) zna£í po£et d¥tí narozené v £ase y, které se doºili do £asu x.

Protoºe jejich v¥k je x− y, má jejich funkce p°eºití tvar g(x− y). Sou£asn¥

výraz λf(y) ukazuje po£et d¥tí, které se narodily v £ase y. [5]
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9.1 Konkrétní model a °e²ení

Uvaºujme funkci g(x) = e−cx, kde c > 0 a λ > 0. Po dosazení zadaných

hodnot dostáváme rovnici

f(x) = f0e
−cx + λ

∫ x

0

e−c(x−y)f(y)dy.

Tuto rovnici vy°e²íme metodou Laplaceovy transformace. Transformovaná

rovnice má tvar

F (s) = f0
1

s+ c
+ λL

{
e−cx

}
(s)F (s),

neboli

F (s) = f0
1

s+ c
+ λ

1

s+ c
F (s).

Dal²ími úpravami dostáváme

F (s) =
f0

s+ c− λ
,

p°i£emº s+ c− λ 6= 0.

Pro zji²t¥ní tvaru funkce f(x) pouºijeme inverzní Laplaeovu transformaci.

Získáváme

f(x) = L−1
{

f0
s+ c− λ

}
= f0L−1

{
1

s− (λ− c)

}
= f0e

(λ−c)x,

pro s > λ− c.
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Záv¥r

Cílem práce bylo ukázat vyuºití znalostí o integrálních rovnicích na °e²ení

n¥kterých model·.

Nejprve je vysv¥tlena samotná teorie integrálních rovnic.

Dále následuje matematický problém - Bernoulliho problmém zabývající se

tvarem k°ivky v obdélníku. Krom¥ obecného °e²ení jsme vypo£ítali dal²í 3 p°í-

klady, které se týkají daného modelu.

Poté práce pokra£uje teorií Greenovy funkce. Tato funkce se dále uplatní na

dal²ích 2 modelech.

Prvním modelem je otázka vzp¥ru ty£e. Stla£ujeme ty£ ve tvaru válce a ko-

molého kuºele v ur£itém sm¥ru a cílem bylo zjistit p°i jaké hodnot¥ ty£ ztrácí

stabilitu, resp. "zk°iví se". Pro konkrétní tvary jsme zvolili ur£ité hodnoty a ná-

sledn¥ vypo£ítali kritickou hodnotu.

Greenovou funkcí se téº °e²ila otázka zatíºené struny. Rovnice je nejd°íve od-

vozena a následn¥ °e²ena, pokud struna kmitá voln¥ nebo kmity jsou vynucené,

tedy zda na strunu p·sobí vn¥j²í síla zp·sobující kmity.

Poslední teorie vysv¥tlovala, co to je a jak v integrálních rovnicích uplatnit

Laplaceovu transformaci. Neº se p°e²lo na konkrétní modely, ukázali jsme si vzo-

rový p°íklad jako ilustrace práce Laplaceovy transformace.

P°edposledním modelem byl Abel·v problm, který je znám uº ze 17. století.

V ostatních modelech jsme vºdy m¥li Fredholmovo jádro, ale zde je jádro slab¥

singulární s konvolucí. Proto bylo t°eba rovnici vysv¥tlit p°es Laplaceovu trans-

formaci.
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Druhým modelem vyuºívající Laplaceovu transformaci kv·li konvolutornímu

jádru byla otázka zabývající se populací. Pro konkrétní °e²ení jsme museli zvolit

konkrétní funkci.
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