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Abstrakt
Táto bakalárska práca sa zaoberá popisom algoritmu riadenia trident snake robota. Jeho
model je vytvorený pomocou prostriedkov diferenciálnej geometrie. Ovládatělnosť robota
zabezbečuje Lieova algebra, generovaná základnými vektorovými polami a ich Lieovými
zátvorkami. Systém je aproximovaný pomocou nilpotentnej aproximácie. V práci je na-
vrhutý a poṕısaný algoritmus riadenia s počastiach konštantným vstupom. Tento algorit-
mus je navyše odvodený pre trident snake robota. Nakoniec sú simulované a vykreslené
vybrané pohyby trident snake robota v prostred́ı MATLAB.

Summary
This bachelor thesis deals with the description of algorithm for motion planning of trident
snake robot. His model is created by means of differential geometry. The controllability
of the robot is provided by Lie algebra, generated by elementary vector fields and their
Lie bracket. The system is approximated by nilpotent approximation. In this thesis is
proposed and described algorithm of motion planning with piecewise constant input. This
algorithm is further derived for trident snake robot. Finally, selected motions of trident
snake robot are simulated and portrayed in enviroment called MATLAB.

Kl’učové slová
teória riadenia, neholonómny systém, trident snake robot, nilpotentná aproximácia, počastiach
konštantný vstup, motion planning, simulácia, MATLAB

Keywords
control theory, nonholonomic system, trident snake robot, nilpotent approximation, pie-
cewise constant input, motion planning, simulation, MATLAB
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5 Úvod do riadenia nilpotentných systémov 24
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1 Úvod
V dnešnom svete sú roboty neoddelitel’nou súčastou takmer každej oblasti nášho života.

Nové pŕıstupy a technológie nám umožňujú robotizovat’ čoraz viac činnost́ı, ktoré boli do
dnes z hlad’iska ich komplexnosti predovšetkým výsadou l’ud́ı. Žijeme v dobe, kedy sa
akt́ıvne pracuje na zavádzańı autonómneho riadenia v cestnej a leteckej doprave.

Táto práca sa zaoberá riadeńım neholonómnych mechanizmov. Ciel’om tejto práce je
predstavit’, a odvodit’ riadenie s počastiach konštantným vstupom na mechanizmus, zvaný
trident snake robot. Trident snake robota, predstavil Masato Ishikawa verejnosti prvý krát
v roku 2004. K tomuto riadeniu využ́ıvame poznatky z diferenciálnej geometrie.

V kapitole 2 uvedieme pár základných pojmov z diferenciálnej geometrie (varieta, vek-
torové pole, Lieova zátvorka. . . ), a interpretujeme ich význam na trident snake robotovi.

V kapitole 3 pribĺıžime model trident snake robota, poṕı̌seme jeho kinematické rovnice,
na základe ktorých bol odvodený jeho riadiaci systém. Riadiaci systém trident snake
robota pozostávajúci z jeho základných vektorových poĺı je naozaj neholonómny systém.

V kapitole 4 poṕı̌seme nilpotentnú aproximáciu, ktorá bude potrebná pre riadenie s
konštantným vstupom. Pomocou nilpotentnej aproximácie aproximujeme riadiaci systém
trident snake robota. Aproximácia bude viest’ k zavedeniu nového súradnicového systému
robota. Nový aproximovaný systém nám umožńı zaoberat’ sa týmto konkrétnym riadeńım
podrobneǰsie, nakol’ko ul’ahč́ı mnohé výpočty.

V kapitole 5 uvedieme základy riadenia, vyriešime otázku ovládatel’nosti neholonómnych
systémov a odprezentujeme algoritmus pre riadenie s piecewise constant inputom. Ukážeme,
že algoritmus je atrakt́ıvny pri riadeńı nilpotentných systémov. Následne odvod́ıme tento
algoritmus pre trident snake robota.

V poslednej kapitole simulujeme viaceré základné a dôležité pohyby trident snake
robota pomocou piecewise constant inputu a ilustrujeme výsledky algoritmu na gra-
foch vypracovaných v prostred́ı MATLAB. Takisto vyriešime pohyby v smere zátvoriek
základných vektorových poĺı. Na záver kapitoly otvoŕıme problematiku optimálneho ria-
denia systémov viacerými výsledkami toho istého pohybu, a následne ich porovnańım.
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2. ÚVOD DO DIFERENCIÁLNEJ GEOMETRIE

2 Úvod do diferenciálnej geometrie
V tejto kapitole zavedieme základné pojmy z diferenciálnej geometrie, ktoré nám

neskôr poslúžia k zostaveniu modelu riadenia trident snake robota. Najskôr definujeme po-
jem varieta, ktorý bude slúžit’ pre náš mechanický systém ako stavový priestor. Následne
na ňom zavedieme dotykový priestor, vektorové pole a operáciu Lieova zátvorka. Čerpali
sme hlavne zo zdrojov [5], [11].

2.1 Varieta

Medzi základné pojmy použité v nasledujúcich defińıciách patŕı určite zobrazenie. Preto
si pripomeňme defińıcie jeho rôznych typov. Homeomorfizmus je spojité bijekt́ıvne zobra-
zenie, ktorého inverzné zobrazenie je takisto spojité. Difeomorfizmus je zobrazenie, ktoré
je spojito diferencovatel’né a existuje k nemu inverzné zobrazenie, ktoré je takisto spo-
jito diferencovatelné. Pokial’ medzi množinami U, V ⊂ Rn existuje homeomorfizmus (pŕıp.
difeomorfizmus), hovoŕıme, že množiny sú homeomorfné (pŕıp. difeomorfné).

Majme funkciu f : U → R, kde U ⊂ Rn. Funkciu f nazveme funkciou triedy Cr, ak má
spojité parciálne derivácie až do rádu r vrátane vo všetkých bodoch U .

Defińıcia 2.1 Nech U, V ⊂ Rn sú otvorené množiny. Bijekt́ıvne zobrazenie f : U → V
nazývame difeomorfizmus triedy Cr, ak f aj inverzné zobrazenie f−1 : V → U sú triedy
Cr, r ≥ 1 .
Ak je zobrazenie triedy C∞, hovoŕıme o hladkom zobrazeńı.

Defińıcia 2.2 Topologickou n − rozmernou varietou rozumieme separovaný topologický
priestor M so spoč́ıtatel’nou bázou, ktorá je lokálne homeomorfná s Rn , tzn. pre každé
x ∈ M existuje jeho okolie U , otvorená množina V ⊂ Rn a homeomorfizmus ϕ : U → V .
Dimenziu variety znač́ıme dim a predpisujeme ako dim M = n.

Pripomeňme, že topologický priestor sa nazýva separovaný, ked’ každé jeho dva rôzne body
majú disjunktné okolie. Každý homeomorfizmus ϕ : U → V , kde U ⊂ M a V ⊂ Rn sú
otvorené množiny, nazývame lokálna mapa na M . Súradnice bodu ϕ(a), a ∈ U , nazývame
súradnicami bodu a v mape ϕ.

Inými slovami, v n-rozmernej variete dokážeme poṕısat’ okolie každého bodu n nezávislými
súradnicami.

Uvažujme naM dve lokálne mapy ϕ1, ϕ2, možiny V1, V2 ⊂ Rn. Množina V12 = V21 = V1∩V2
znač́ı prienik množ́ın V1, V2. Indukované zobrazenie ϕ12 = ϕ2 ◦ (ϕ−11 |V12) : V12 → V21
nazveme prechodové zobrazenie dvojici lokálnych máp (ϕ1, ϕ2).

Dve lokálne mapy ϕ1 : U1 → V1 a ϕ2 : U2 → V2 na topologickej variete M nazývame
hladké, ak prechodové zobrazenie ϕ12 : V12 → V21 je hladký difeomorfizmus. Hladkým
atlasom A na topologickej variete M rozumieme sústavu hladkých máp ϕα : Uα → Vα,
α ∈ I, takých, že ich definičné obory Uα pokrývajú M . Mapu ϕ0 : U0 → V0 nazývame
zlúčitel’nú s hladkým atlasom A, ak každé prechodové zobrazenie ϕ0α : V0α → Vα0 je
hladkým difeomorfizmom. Hladký atlas na topologickej variete M nazveme úplny, ked’

obsahuje všetky mapy s ńım zlúčitel’né.
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2.2. KRIVKA, DOTYKOVÝ VEKTOR A DOTYKOVÝ PRIESTOR

Defińıcia 2.3 Hladkou diferencovatel’nou varietou rozumieme topologickú varietu M
spolu s úplnym hladkým atlasom A.

Lokálnou mapou na hladkej variete M rozumieme každú mapu ϕ : U → V daného úplneho
atlasu.

Ďal’ej nás bude zauj́ımat’ iba hladká varieta, preto v neskoršom texte budeme pojem
hladká vypúšt’at’.

Poznámka. V pŕıpade trident snake robota varieta M = R2×S4 predstavuje stavový pries-
tor, v ktorom sa dá okolie l’ubovolného bodu jednoznačne poṕısat’ šiestimi súradnicami
q := (x, y, θ, φ1, φ2, φ3). Plat́ı teda dim M = 6.

2.2 Krivka, dotykový vektor a dotykový priestor

Defińıcia 2.4 Dráhou na variete M nazývame hladké zobrazenie f : I → M , kde I ⊂ R
je otvorený interval.

Ak je f(I) ⊂M dráha a f jej parametrické vyjadrenie, hovoŕıme tiež o parametrizovanej
krivke na M .

Poznámka. V našom pŕıpade dráha znač́ı vývoj polohy a tvaru trident snake robota v čase.

Veta 2.5 Dve dráhy f, g : I → M splňujúce f(0) = g(0) = a sa dotýkajú v nule, ak

pre nejakú súradnú sústavu (xi) v nejakom okoĺı U bodu a plat́ı df i(0)
dt

= dgi(0)
dt

, kde f i(t)
resp. gi(t) je súradné vyjadrenie dráhy f resp. g.

Defińıcia 2.6 Triedu ekvivalencie A dráh f(t) na M , ktoré splňujú f(0) = a a dotýkajú

sa v nule, nazývame dotykový vektor variety M v bode a. Ṕı̌seme A = df(0)
dt

a množinu
všetkých týchto vektorov nazývame dotykový priestor TaM variety M v bode a.

Defińıcia 2.7 Zjednotenie TM =
⋃
a∈M

TaM nazývame dotykový bandl variety M . Zobra-

zenie p : TM → M znač́ı projekciu, ktorú vektoru A ∈ TaM prirad’uje jeho bod dotyku
a.

2.3 Vektorové pole a tok vektorovým polom

Defińıcia 2.8 Vektorovým polom na variete M rozumieme hladké zobrazenie
X : M → TM také, že p ◦X = idM .

V lokálnej mape (xi), i = 1, . . . , n = dim M je X určené hladkými funkciami X i(x).
Zapisujeme v tvare

X =
n∑
i=1

X i(x)
∂

∂xi
. (2.1)

14



2. ÚVOD DO DIFERENCIÁLNEJ GEOMETRIE

Operátori parciánych derivácii

(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
)

tvoria súradnicovú bázu dotykového priestoru TxM .

Poznámka. Nech TqRn znač́ı dotykový priestor Rn v bode q ∈ Rn . Potom vektorové
pole na Rn je hladké zobrazenie, ktoré prirad’uje každému bodu q ∈ Rn dotykový vektor
X(q) ∈ TqRn. V lokálnych súradniciach, predpisujeme X ako st́lpcový vektor, ktorého
zložky závisia na q,

X(q) =

X
1(q)
...

Xn(q)

 . (2.2)

Vektorové pole je hladké, ak každá X i(q) je hladká.

Poznámka. Vektorové pole je zobrazenie, ktoré znač́ı pre trident snake robota konkrétny
smer pohybu pre každú jeho konfiguráciu.

Poznámka. Vektorové polia trident snake robota budeme značit’ g1, g2, . . .

Pre hladkú funkciu f : M → R definujeme jej deriváciu Xf : M → R v smere vektorového
pola X predpisom (Xf)(a) = X(a)f . Xf má v lokálnych súradniciach tvar

n∑
i=1

X i(x)
∂f

∂xi
. (2.3)

Defińıcia 2.9 Dráhu f : I → M nazývame integrálnou krivkou vektorového pola X, ak
plat́ı df(t)

dt
= X(f(t)) pre všetky t ∈ I.

Nech DX ⊂ R×M :=
⋃
a∈M

Ia×{a} je otvorené množina, kde Ia je interval, na ktorom je

definovaná maximálna integrálna krivka fa : Ia → M taká, že fa(0) = a a tento interval
už nejde rozš́ırit’.

Defińıcia 2.10 Zobrazenie eX : DX → M nazývame tok vektorového pola X. Pole
nazývame úplné, ak DX = R×M .

Ak eX je tok úplneho vektorového pola, potom dostaneme pre každé t ∈ R zobrazenie
eXt : M →M , eXt (a) = eX(t, a), a ∈M .

Veta 2.11 Ak vektorové pole X je úplne, tak plat́ı e(t+s)X = etX ◦esX pre všetky t, s ∈ R.

Poznámka. Pre nášho robota tok vektorovým polom predstavuje zmenu polohy a tvaru
za čas t.

2.4 Lieova zátvorka

Lieovou algebrou nazveme vektorový priestor V , ak na ňom existuje bilineárna operácia
[ , ] : V × V → V , ktorá sṕlňa dve podmienky, a to antisymetriu a Jacobiho identitu.
Bilineárnu operáciu nayveme Lieova zátvorka. Špeciálnym pŕıpadom Lieovej algebry je
algebra vektorových poĺı na variete M .

15



2.4. LIEOVA ZÁTVORKA

Veta 2.12 Pre každú dvojicu vektorových poĺı X, Y na M existuje práve jedno vektorové
pole [X, Y ] na M také, že pre každú funkciu f na M plat́ı

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf).

Vektorové pole [X, Y ] sa nazýva Lieova zátvorka poĺı X, Y .

V súradnom vyjadreńı

[X, Y ] =
n∑

i,j=1

(X i∂Y
j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi
)
∂

∂xj
. (2.4)

Nech existujú vektorové polia X, Y, Z na Rn, tak Lieova zátvorka sṕlňa nasledujúce vlast-
nosti:

1. Antisymetria
[X, Y ] = −[Y,X]

2. Jacobiho identita

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

Poznámka. Lieovu zátvorku poĺı trident snake robota budeme v texte značit’ aj ako
g12 = [g1, g2].

16



3. TRIDENT SNAKE ROBOT

3 Trident snake robot
Táto práca sa zaoberá rovinným pohybom trident snake robota, ktorý bol predstavený

v [3]. V tejto kapitole najskôr poṕı̌seme bližšie tvar robota, a následne pomocou kinema-
tických rovńıc jeho riadiaci systém, odvodený v [12]. Z riadiaceho systému źıskame jeho
základné vektorové polia. V tejto kapitole sme použili pri popise robota zdroj [3] a postup
tvorenia jeho riadiaceho systému sme čerpali z [2] a [12].

3.1 Popis trident snake robota

Trident snake robot sa skladá z tela v tvare rovnostranného trojuholńıka. Ku každému vr-
cholu trojuholńıka je pripevnená vetva série článkov, spojených ḱlbmi. Uprostred každého
článku sa nachádza pár paśıvnych kolečiek. Každá vetva tak tvoŕı obyčajného robotického
hada.

My sa budeme zaoberat’ konkrétnym zjednodušeným typom robota, kde každá vetva po-
zostáva iba z jednej nožičky a pár paśıvnych koliečok je umiestnený na ich konci. Dĺžku
nožičky označ́ıme l, a vzdialenost’ medzi stredom trojuholńıka a jeho vrcholom r. Uhol
αi, i = 1, 2, 3 bude označovat’ uhol medzi i-tym vrcholom trojuholńıka od prvého ramena.
Model robota je poṕısaný na Obr. 3.1.

Obr. 3.1: Model trident snake robota [1]

Predpokladáme, že koliečka sa neprešmykujú a nesḱlzavajú do strán. To zabezpečuje po-
hyb robota, ktorý je realizovaný natáčańım servomotorčekov umiestnených vo vrcholoch
trojuholńıka.

Umiestnenie robota v rovinnom priestore nám zabezpeč́ı konfiguračný vektor
w := (x y θ)T ∈ R2 × S, kde x, y vyjadruje polohu stredu trujuholńıka a θ uhol medzi
osou x a prvým ramenom. Tvar robota môžeme poṕısat’ vektorom φ := (φ1 φ2 φ3)

T ∈ S3

nazývaný aj vektor tvaru, kde φi predstavuje uhol natočenia i-tej nožičky, pre i = 1, 2, 3.
Celkovo tak možno poźıciu robota zaṕısat’ jednoznačne vektorom o šiestich zložkách
q := (x y θ φ1 φ2 φ3)

T , ktoré nahrad́ıme v neskoršom texte zápisom
q := (x1 x2 x3 x4 x5 x6)

T .
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3.2. KINEMATICKÉ ROVNICE ROBOTA

3.2 Kinematické rovnice robota

V prvom rade vyjadŕıme polohu (xi, yi) i-teho koliečka, pre i = 1, 2, 3:

xi = x+ r cos(θ + αi) + l cos(θ + αi + φi), (3.1)

yi = y + r sin(θ + αi) + l sin(θ + αi + φi).

Deriváciou rovńıc (3.1) źıskame zmenu polohy i-teho koliečka v čase:

ẋi = ẋ− rθ̇ sin(θ + αi)− l(θ̇ + φ̇i) sin(θ + αi + φi), (3.2)

ẏi = ẏ + rθ̇ cos(θ + αi) + l(θ̇ + φ̇i) cos(θ + αi + φi).

Obmedzujúcu podmienku pohybu robota, ktorú nám určujú paśıvne koliečka, zaṕı̌seme
týmto výrazom:

~ni · (ẋi, ẏi)T = 0. (3.3)

Táto podmienka hovoŕı, že normálova zložka rýchlosti koliečiek je nulová, tzn koliečka
neuhýbajú do strán.

Normálový vektor ~ni rozṕı̌seme ako

~ni = (− sin(θ + αi + φi), cos(θ + αi + φi)). (3.4)

Po dosadeńı rovńıc (3.2) a (3.4) do rovńıc (3.3) dostaneme:

ẋi sin(θ + αi + φi)− lφ̇i − ẏi cos(θ + αi + φi)− θ̇(l + r cosφi) = 0. (3.5)

Následne vyjadŕıme závislost’ na polohových súradniciach, a zároveň vylúčime z rovnici
uhol θ, pre jednoduchšiu prácu s rovnicami. Takže sústavu preṕı̌seme do tvaru

Bφ̇ = A(φ)RT
θ ω̇, [12], (3.6)

kde

ω = (x, y, θ)T , φ = (φ1, φ2, φ3)
T , B =

 l 0 0
0 l 0
0 0 l

 ,

RT
θ =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 ,

A(φ) =

sin(α1 + φ1) − cos(α1 + φ1) −(l + r cosφ1)
sin(α2 + φ2) − cos(α2 + φ2) −(l + r cosφ2)
sin(α3 + φ3) − cos(α3 + φ3) −(l + r cosφ3)

 .

Následne parametrizujeme sústavu kinematických rovńıc pomocou závislosti súradńıc
ẋ, ẏ, θ̇ na premenných φ̇i, pre i = 1, 2, 3.

ω = Rθ(A(φ))−1φ̇, [12]. (3.7)
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3. TRIDENT SNAKE ROBOT

3.3 Riadiaci systém a riadiace vektorové polia

Riadiaci systém odvodený z (3.7) je v tvare

ẋ
ẏ

θ̇

φ̇1

φ̇2

φ̇3

 =


a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
1 0 0
0 1 0
0 0 1


v1v2
v3

 (3.8)

kde v = (v1, v2, v3) = φ̇. Prvky aij predstavujú prvky matici A(φ).

Riadiace vektorové polia môžeme vyč́ıtat’ z kontrolného systému ako i-te st́lpce riadiacej
matici.

Poznámka. Pre nášho robota zvoĺıme nasledujúce hodnoty: d́lžka nožičky l = 1, vzdiale-
nost’ vrcholu trojuholńıka od jeho stredu r = 1, a uhly α1 = −2π

3
, α2 = 0, α3 = 2π

3
.

Teda základné riadiace vektorové polia nášho trident snake robota sú:

g1 =


∂x1
0
0

sin(x4 − 2π
3

)∂x4
sin(x5)∂x5

sin(x6 + 2π
3

)∂x6

 , g2 =


0
∂x2
0

− cos(x4 − 2π
3

)∂x4
− cos(x5)∂x5

− cos(x6 + 2π
3

)∂x6

 , (3.9)

g3 =


0
0
∂x3

−(1 + cos(x4))∂x4
−(1 + cos(x5))∂x5
−(1 + cos(x6))∂x6

 .

Poznámka. Vektorové polia (3.9) sme zaṕısali v tvare (2.2).
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4 Nilpotentná aproximácia
V tejto kapitole predstav́ıme tvorbu privilégovaných súradńıc riadiaceho systému, a

neskôr nilpotentnú aproximáciu. Nilpotentná aproximácia je vel’mi dôležitá pri riadeńı
systémov z dôvodu ul’ahčenia výpočtov v použ́ıvaných algoritmoch. Rovnako aj my ju
použijeme na aproximovanie vektorových poĺı nášho systému. Základné defińıcie sme
čerpali zo zdroju [4]. Aproximované vektorové polia trident snake robota a jeho pri-
vilégované súradnice sme źıskali z [2].

4.1 Aproximácie prvých rádov

4.1.1 Neholonómne rády

Definujme d ako funkciu vzdialenosti na variete M s nasledujúcimi vlastnost’ami:

(1) d je funkcia z M ×M → [0,∞),

(2) d(p, q) = d(q, p),

(3) d(p, q) = 0 vtedy a len vtedy, ak p = q,

(4) d(p, q) + d(q, q) ≤ d(p, q).

Defińıcia 5.1 Nech f : M → R je spojitá funkcia. Neholonómny rád f v bode p ∈ M ,
značený ako ordp(f), je reálne č́ıslo definované ako

ordp(f) = sup{s ∈ R : f(q) = O(d(p, q)s)}. (4.1)

Tento rád je vždy nezáporný. Navyše ordp(f) = 0 ak f(p) 6= 0, a ordp(f) = +∞ ak
f(p) ≡ 0.

Nech C∞(p) je hladká funkcia v p. Pre túto funkciu nazveme neholonómne deriváty rádu
1 Lieove deriváty X1f, . . . , Xmf . Ďalej nazveme Xi(Xjf), Xi(Xj(Xkf)), . . . neholonómne
deriváty rádu 2, 3, . . . Neholonómny derivát rádu 0 funcie f v p je f(p).

Veta 5.2 Nech f ∈ C∞(p). Potom ordp(f) sa rovná najväčšiemu prirodzenému č́ıslu k
takému, že všetky neholonómne deriváty f rádu menšieho ako k v p sa vytratia. Okrem
toho

f(q) = O(d(p, q)ordp(f)). (4.2)

Vd’aka tomu môžeme definovat’ neholonomný rád hladkej funcie ako

ordp(f) = min{s ∈ N : ∃i1, . . . , is ∈ {1, . . . ,m} takže (Xi1 . . . Xisf)(p) 6= 0}, (4.3)

kde prijmeme konvenciu, že min∅ = +∞.

Defińıcia 5.3 Nech X je hladké vektorové pole v p. Neholonómy rád X v p, označený
ako ordp(X) , je reálne č́ıslo definované ako:

ordp(X) = sup{σ ∈ R : ordp(Xf) ≥ σ + ordp(f),∀f ∈ C∞(p)}. (4.4)

Všimnime si, že ordp(X) ∈ Z, ked’že rád hladkej funkcie je prirodzené č́ıslo. Nulové
vektorové pole X ≡ 0 má nekonečný rád, ordp(0) = +∞.

20



4. NILPOTENTNÁ APROXIMÁCIA

Defińıcia 5.4 Rodina m vektorových poĺı (X̂1, . . . , X̂m) definovaných bĺızko p sa nazýva
aproximácia prvého rádu (X1, . . . , Xm) v p ak vektorové polia Xi − Xi, i = 1, . . . ,m, sú
rádu ≥ 0 v p.

4.2 Privilégované súradnice

Defińıcia 5.5 Povieme, že vektorové polia X1, . . . , Xm sṕlňajú Chowského podmienku,
ak

Lie(X1, . . . , Xm)(q) = TqM, ∀q ∈M,

kde Lie(X1, . . . , Xm) znač́ı Lieovu algebru generovanú vzhl’adom k zátvorke X1, . . . , Xm.

Ked’že berieme v úvahu, že X1, . . . , Xm sṕlňajú Chowskeho podmienku [4], hodnoty týchto
množ́ın v p vytváraju podpriestory TpM ,

∆1(p) ⊂ ∆2(p) ⊂ . . .∆r−1(p) * ∆r(p) = TpM, (4.5)

kde r = r(p) sa volá stupeň neholonómie v p.

Zvol’me ni(p) = dim ∆i(p). Potom r-tica prirodzených č́ısiel (n1(p), . . . , nr(p)) sa nazýva
vektor rastu v p. Prvé prirodzené č́ıslo vo vektore rastu je hodnost’ n1(p) ≤ m rodiny
(X1(p), . . . , Xm(p)) a posledné nr(p) = n je dimenzia variety M . Pre jednoduchš́ı zápis
budeme ṕısat’ ∆s namiesto mapy q → ∆s(q).Táto mapa ∆s je distribúciou vtedy a len
vtedy ak ns(q) je konštantná na M .

Defińıcia 5.6 Bod p je regulárny bod, ak rastový vektor je konštantný v okoĺı p. V opačnom
pŕıpade, p je singulárny bod.

Definujeme váhy v p , wi = wi(p), i = 1, . . . , n, zvoleńım wj = s ak ns−1(p) < j ≤ ns(p),
kde n0 = 0. Inými slovami,

w1 = · · · = wn1 = 1, wn1+1 = · · · = wn2 = 2, . . . , wnr−1+1 = · · · = wnr = r. (4.6)

Váhy v p vytvárajú rastúcu postupnost’ w1(p) ≤ · · · ≤ wn(p), ktorá je konštantná bĺızko
p vtedy a len vtedy, ak p je regulárny bod.

Defińıcia 5.7 Systém privilegovaných súradńıc v p je systém lokálnych súradńıc
(z1, . . . , zn) tak, že ordp(zj) = wj pre j = 1, . . . , n.

4.3 Nilpotentná aproximácia

Majme systém privilegovaných súradńıc (z1, . . . , zn) v p. Každé vektorové pole Xi je rádu
≥ −1, ked’že má v z súradniciach Taylorov rozvoj

Xi(z) ∼
∑
α,j

aα,jz
α∂zj , (4.7)

kde w(α) ≥ wj − 1 ak aα,j 6= 0. Združeńım jednočlenných vektorových poĺı s rovnakým
stupňom váhy vyjadŕıme Xi ako sériu

Xi = X
(−1)
i +X

(0)
i +X

(1)
i + . . . , (4.8)

kde X
(s)
i je homogénne vektorové pole stupňa s.
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4.4. APROXIMÁCIA TRIDENT SNAKE ROBOTA

Veta 5.8 Označme X̂i = X
(−1)
i , i = 1, . . . ,m. Rodina vektorových poĺı (X̂1, . . . , X̂m) je

aproximácia prvého rádu (X1, . . . , Xm) v p a generuje nilpotentnú Lieovu algebru kroku
r = wn.

Defińıcia 5.9 Rodina (X̂1, . . . , X̂m) sa nazýva (homegénna) nilpotentná aproximácia
(X1, . . . , Xm) v p združená so súradnicami z.

4.4 Aproximácia trident snake robota

V našom pŕıpade konfiguračný priestor trident snake robota je 6-dimenzionálna varieta
M so súradnými funkciami

(x, y, θ, φ1, φ2, φ3) =: (x1, x2, x3, x4, x5, x6).

Báza vektorového priestoru TpM je tvorená

(∂x1 , ∂x2 , ∂x3 , ∂x4 , ∂x5 , ∂x6),

a distribúcia na TM je určená vektorovými polami g1, g2, g3. Pridańım vektorových
zátvoriek g4, g5, g6 źıskame filtráciu(3, 6) na TM . Filtrácia zároveň reprezentuje vektor
rastu podl’a (4.5). Z vektora rastu vypoč́ıtame váhy zo zápisu (4.6). Vieme, že muśıme
hl’adat’ nové súradnice tak, aby ich rády sa rovnali hodnotám váh, vid’ Def 5.7. Pre určenie
týchto koeficientov sme použili Belläıchov algoritmus [4].

Privilégované súradnice y v bode 0 źıskame nasledujúcou transformáciou. Pre bližšie in-
formácie vid’ [2]. 

y1
y2
y3
y4
y5
y6

 =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0√
3
2

1
2
−2 1 −1

√
3

0 −1 −2 1 2 0

−
√
3
2

1
2
−2 1 −1 −

√
3




x1
x2
x3
x4
x5
x6

 . (4.9)

V tejto novej súradnicovej forme obdrž́ıme aproximované vektorové polia za pomoci
Taylorového rozvoja v (4.7), a Vety 5.8:

ĝ1 = ∂y1 −
y2
2
∂y4 + (−y2

2
− y3)∂y5 −

y1
2
∂y6 ,

ĝ2 = ∂y2 +
y1
2
∂y4 −

y1
2
∂y5 + (

y2
2
− y3)∂y6 , (4.10)

ĝ3 = ∂y3 .

Ich Lieove zátvorky sú

ĝ4 = [ĝ1, ĝ2] = ∂y4 .

ĝ5 = [ĝ2, ĝ3] = ∂y5 . (4.11)

ĝ6 = [ĝ1, ĝ3] = ∂y6 .

Rodina ĝ1, ĝ2, ĝ3 je nilpotentná aproximácia (g1, g2, g3) v 0. Overenie nájdeme v [2].
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4. NILPOTENTNÁ APROXIMÁCIA

Pre motion planning vyjadŕıme nilpotentnú aproximáciu v pôvodnom súradnicovom
systéme ako:

ĝ1 = ∂x1 − (x2 + x3)∂x4 − (

√
3x1
4

+
x2
4
− x3

2
−
√

3

2
)∂x5 + (

√
3x1
2
− x2

4
+
x3
2
−
√

3

2
)∂x6 ,

ĝ2 = ∂x2 − ∂x4 + (
3x1
4

+

√
3x2
4
−
√

3x3
2

+
1

2
)∂x5 + (

3x1
4
−
√

3x2
4

+

√
3x3
2

+
1

2
)∂x6 ,

ĝ3 = ∂x3 − 2∂x4 − 2∂x5 − 2∂x6 , (4.12)

ĝ4 = ∂x4 + ∂x5 + ∂x6 ,

ĝ5 =

√
3

2
∂x5 −

√
3

2
∂x6 ,

ĝ6 = ∂x4 −
1

2
∂x5 −

1

2
∂x6 ,

vid’ [2].
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5 Úvod do riadenia nilpotentných
systémov

Budeme sa zaoberat’ riadeńım neholonómneho systému. Neholonómny systém je taký
systém, ktorého dimenzia distribúcie (význam distribúcie bude definovaný nižžsie) je
menšia ako dimenzia variety. Takéto systémy nie sú ovládatel’né, avšak doplneńım d’aľśıch
lineárne nezávislých vektorových poĺı, dokážeme tieto systémy ovládat’. Preto v tejto ka-
pitole rozoberieme podrobneǰsie, kedy je riadiaci systém ovládatel’ný. Ďalej definujeme
Philip Hall bázu, ktorú využijeme pri riadeńı robota. Hlavná čast’ kapitoly sa zaoberá
popisom algoritmu riadenia s počastiach konštantným vstupom, ktorý použijeme pri
riešeńı plánovania pohybu trident snake robota. Nakoniec ilustrujeme tento algoritmus
na konkrétne zvolenom pohybovom probléme. Ked’že sa budeme v celom d’aľsom texte
zaoberat’ s aproximovanými vektorovými polami, budeme ich miesto ĝi pre zjednodušenie
zápisu značit’ gi. Základným zdrojom kapitoly je [11].Pri popise algoritmu sme čerpali
navyše aj z [6, 8, 9, 10].

Uvažujme riadiaci neholonómny systém v tvare∑
: q̇ = g1(q)u1 + · · ·+ gm(q)um, q ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rm. (5.1)

Riadiace polia gi, i = 1, . . . ,m sú základné polia mechanizmu. Systém (5.1) je vlastne
v tvare (3.7).

Tento systém sa nazýva bezunášavý, čo v preklade znamená, že ak je kontrolný vektor u
nulový, konfigurácia mechanizmu sa nemeńı.

5.1 Ovládatel’nost’

Systém (5.1) je ovládatel’ný, ak pre každé q0, qf ∈ Rn existuje T > 0 a u : [0, T ] → U

také, že systém (5.1) sṕlňa q(0) = q0 a q(T ) = qf .

Takže q(t) je uskutočnitel’ná trajektória mechanizmu vtedy a len vtedy ak q(t) vyhovuje
rovnici

q̇ = g1(q)u1 + ...+ gm(q)um, pre nejaký zvolený riadiaci vektor u(t) ∈ Rm. (5.2)

Nech ∆ = span{g1, . . . , gm} je distribúcia spojená s kontrolnou sústavou.
Definujeme ∆1 = ∆ a

∆i = ∆i−1 + [∆1,∆i−1],

kde
[∆1,∆i−1] = span{[g, h] : g ∈ ∆1, h ∈ ∆i−1}.

Je zrejmé, že ∆i ⊂ ∆i+1.
Ret’az distribúcii ∆i definujeme ako filtráciu spojenú s distribúciou ∆ = ∆1.
Involut́ıvne uzatvorenie distribúcie označ́ıme ∆ . Vyjadruje najmenšiu distribúciu obsa-
hujúcu ∆ takú, že ak f, g ∈ ∆ potom [f, g] ∈ ∆. ∆ nazveme aj ako kontrolnú Lieovu
algebru.
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5. ÚVOD DO RIADENIA NILPOTENTNÝCH SYSTÉMOV

Veta 3.1 Kontrolný systém je lokálne ovládatel’ný v q ∈ Rn ak ∆q = TqRn.

Systém sa nazýva lokálne ovládatel’ný v malom čase v q0, ak dokážeme dosiahnut’ bĺızke
body v arbitrárne v malých časových intervaloch a ostat’ bĺızko q0 v l’ubovol’ne dlhom čase.

Poznámka. V pŕıpade trident snake robota je filtrácia (3, 6) a v nilpotentnej aproximácii
zátvorky rádov vyšš́ıch ako 2 sú nulové. Podmienka ∆q = TqR6 plat́ı v bode
q := (0 0 0 0 0 0)T [12].

5.2 Philip Hall báza

Zavedenie Pilip Hall bázy na Lieovej algebre nám zabezpeč́ı, že vyberie spomedzi Lieových
zátvoriek len tie, ktoré sú na seba lineárne nezávislé.

Majme vektorové polia {g1, . . . , gm}. Definujeme d́lžku Lieového produktu ako:

l(gi) = 1 i = 1, . . . ,m (5.3)

l([A,B]) = l(A) + l(B),

kde A a B sú Lieove produkty.

Poznámka. Lieov produkt môže byt’ ako obyčajné vektorové pole, tak vektorové pole
zložené už z iných vektorových poĺı pomocou Lieovej zátvorky.

Philip Hall báza je usporiadaná množina Lieových produktov H = {Bi} splňujúca:

1.gi ∈ H, i = 1, . . . ,m

2. Ak l(Bi) < l(Bj) tak Bi < Bj

3.[Bi, Bj] ∈ H vtedy a len vtedy ak

(a)Bi, Bj ∈ H a Bi < Bj (5.4)

(b) bud’ Bj = gk pre nejaké k

alebo

Bj = [Bl, Br] s Bl, Br ∈ H a Bl < Bi.

Poznámka. Pripomeňme, že v nilpotentnej aproximácii je Philip Hall báza konečná.

5.3 Riadenie s počastiach konštantným vstupom

Jeden z možných algoritmov pri riešeńı plánovania pohybu sa nazýva piecewise constant
input algorithm, v preklade riadenie s počatiach konštantným vstupom. Tento algorit-
mus pracuje efekt́ıvne pre systémy, ktorých ovládatel’ná Lieova algebra je nilpotentná. To
je dôvod, prečo pracujeme nie priamo v pôvodnom systéme, ale jeho nilpotentnej apro-
ximácii.

Poznámka. Ak je Lieova algebra nilpotetná rádu k, potom pre systém v tvare (2.1) sú
Lieove zátvorky kontrolných vektorových poĺı väčšieho rádu ako k rovné 0, inak zaṕısané,
[gi1 , . . . , [gip−1 , gip ] . . . ] = 0 ak p > k.
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5.3. RIADENIE S POČASTIACH KONŠTANTNÝM VSTUPOM

Ciel’om tohto algoritmu je pre každý pár bodov q0, qf nájst’ riadiaci vektor
u(t) = (u1(t), . . . , um(t)), ktorý nás doprav́ı z bodu q0 do bodu qf , pričom q0 znač́ı bod
počiatočný, a qf bod koncový.

5.3.1 Popis piecewise constant input algoritmu

Tento algoritmus pozostáva z dvoch krokov.

Krok č́ıslo 1

Definujeme rozš́ırený riadiaci systém ako∑
e

: q̇ = g1(q)v1 + · · ·+ gm(q)vm + gm+1(q)vm+1 + · · ·+ gs(q)vs, (5.5)

kde vektorové polia gm+1, . . . , gs sú Lieove zátvorky vyššých rádov poĺı gi vybrané tak,
aby g1(q), . . . , gs(q) generovali Rn pre všetky q patriace bĺızkemu okoliu bodu q0.

Nájdeme kontrolný vektor v(t), ktorý privedie mechanizmus zo stavu q0 do stavu qf pre
rozš́ırený systém (5.5).

Pre nájdenie vektoru v zvoĺıme l’ubovolnú C1 krivku γ : [0, T ] → Rn, ktorá prechádza
od q0 po qf . Najjednoduchšie je zvolit’ priamku, v pŕıpade ak sa chceme vyhnút’ nejakým
prekážkam, zvoĺıme inú vyhovujúcu krivku. Po zvoleńı krivky vyriešime rovnicu

γ̇(t) = g1(γ(t))v1 + · · ·+ gs(γ(t))vs (5.6)

dosadeńım krivky γ(t) za q v rovnici (5.5), ked’že rovnica (5.5) muśı platit’ počas celého
priebehu riadenia.

Následne z riadiaceho vektoru v(t) vyjadŕıme a spoč́ıtame Philip Hall súradnice, ktoré
využijeme pri zostaveńı zápisu toku systému.

Chen-Fliessov rad [11] hovoŕı, že všetky toky nelineárneho kontrolného systému

q̇ =
m∑
i=1

gi(q)ui q(0) = q (5.7)

sú v tvare zloženého toku

St(q) = ehs(t)Bsehs−1(t)Bs−1 . . . eh2(t)B2eh1(t)B1(q), (5.8)

pre niektoré vhodne zvolené funkcie h1, h2, . . . , hs, známe ako Philip Hall súradnice. To
znamená, že všetky toky, ktoré je možné generovat’ riadiacim systémom, dokážeme dostat’

zložeńım tokov pozd́lž prvkov Phillip Hall bázy B1, . . . , Bs. Ďalej budeme St(q) označovat’

S(t). Toky S(t) naviac sṕlňajú diferenciálnu rovnicu

Ṡ(t) = S(t)(B1v1 + · · ·+Bsvs) S(0) = 1, (5.9)

kde v1, . . . , vs sú prvky kontrolného vektoru v(t) rozš́ıreného riadiaceho systému,
korešpondujúce so smermi prvkov B1, . . . , Bs, vypoč́ıtaného pomocou (5.6).
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5. ÚVOD DO RIADENIA NILPOTENTNÝCH SYSTÉMOV

Zavedieme pojem adjungovaná reprezentácia. Nech G je Lieova grupa s Lieovou algeb-
rou g. Pre každé g ∈ G,

Cg : h ∈ G→ ghg−1 ∈ G.
Diferenciál Cg nazveme adjungovanou reprezentáciou a označ́ıme ju ako Adg, [7].

Potom diferenciálnu rovnicu (5.9) môžeme preṕısat’ do tvaru

Ṡ(t) =
s∑
j=1

ehs(t)Bs . . . ehj(t)Bj ḣjBje
hj−1(t)Bj−1 . . . eh1(t)B1

=
s∑
j=1

S(t)e−h1(t)B1 . . . e−hj−1(t)Bj−1ḣjBje
hj−1(t)Bj−1 . . . eh1(t)B1

:=
s∑
j=1

S(t)Ad
e−h1(t)B1 ...e−hj−1(t)Bj−1 ḣjBj, (5.10)

kde využijeme zápisu
Ade−hiBiBj = e−hiBiBje

hiBi , (5.11)

pomocou ktorého plat́ı

Ade−h1B1 ...e−hj−1Bj−1 = Ade−h1B1 . . . Ade−hj−1Bj−1 , [11]. (5.12)

Nakol’ko predpokladáme, že kontrolná Lieova algebra je nilpotentná, každý prvok pravej
strany rovnice (5.10) vieme zaṕısat’ ako lineárnu kombináciu B1, . . . , Bs.

Toto tvrdenie zaṕı̌seme ako

Ad
e−h1(t)B1 ...e−hj−1(t)Bj−1 ḣjBj = (

s∑
k=1

pj,k(h)Bk)ḣj (5.13)

pre určité polynómy pj,k(h).
Použit́ım (5.13) v rovnici (5.9) dostaneme

s∑
j=1

pj,k(h)ḣj = vk, k = 1, . . . , s. (5.14)

Vd’aka úprave rovńıc (5.14) dostaneme sústavu diferenciálnych rovńıc

ḣ = Q(h)v, h(0) = 0, (5.15)

ktorá sa označuje ako Chen-Fliess-Sussmannova rovnica. Popisuje vývoj Philip Hall súradńıc
pri vstupoch v1, . . . , vs. Počiatocné podmienky hi(0) = 0 odpovedajú difeomorfizmu s kon-
figuráciou robota v čase t = 0.

Poznámka.Philip Hall súradnice hi, i = 1, . . . , s nazveme aj ako spätné Philip Hall
súradnice.

Dosadeńım spätných Philip Hall súradńıc do (5.8) dostaneme tok S(t) vyjadrený ako:

S(t) = ehs(t)Bsehs−1(t)Bs−1 . . . eh2(t)B2eh1(t)B1 . (5.16)
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Krok č́ıslo 2

V tomto kroku nájdeme kontrolný vektor u(t) nerozš́ıreného systému pomocou spätných
Philip Hall súradńıc. Tento riadiaci vektor môžeme nájst’ viacerými postupmi. My si
ukážeme jeden z tých najjednoduchš́ıch.

V pŕıpade nilpotentnej algebry je tento krok jednoduchý. Ak je algebra nilpotentná rádu
2, plat́ı pravidlo

et[g1,g2] = e
√
tg1e

√
tg2e−

√
tg1e−

√
tg2 , (5.17)

vid’ [11].

Predpokladáme, že t > 0. Ak t < 0 , využijeme vlastnost’ antisymetrie zátvorky:

e−t[g1,g2] = et[g2,g1] = e
√
tg2e

√
tg1e−

√
tg2e−

√
tg1 .

Takýmto spôsobom dokážeme preṕısat’ tok (5.16) na toky len pozd́lž reálnych poĺı
g1, . . . , gm, aplikovańım pravidla (5.17) postupne zvlášt’ na každé vektorové pole
gm+1, . . . , gs a následńım poskladańım výsledných tokov zasebou.

5.4 Aplikácia algoritmu na trident snake robota

Pripomeňme, že trident snake robot je lokálne ovládatel’ný v bode q = (0 0 0 0 0 0)T .
Stanovme preto vždy tento bod ako bod počiatočný q = q0.
Vyjadŕıme Philip Hall koeficienty v závislosti na riadiacom vektore v, ked’že táto čast’

algoritmu je rovnaká pre l’ubovolne zvolený koncový bod qf . Pracujeme v nilpotentnej
aproximácii.

Philip Hall báza Lieovej algebry generovaná vektorovými poliami g1, g2, g3 je tvaru

B1 = g1, B2 = g2, B3 = g3,
B4 = [g1, g2], B5 = [g2, g3], B6 = [g1, g3].

(5.18)
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5. ÚVOD DO RIADENIA NILPOTENTNÝCH SYSTÉMOV

Máme nilpotentný systém v tvare (5.1) s tromi riadiacimi vektorovými polami (4.12) na
R6 a generovanú Philip Hall bázu (5.18). Koeficienty ḣj sú podl’a rovńıc (5.14) spoč́ıtané
týmto spôsobom:

6∑
k=1

p1,k(h)Bk = B1,

6∑
k=1

p2,k(h)Bk = B2 − h1B4,

6∑
k=1

p3,k(h)Bk = B3 − h1B6 − h2B5, (5.19)

6∑
k=1

p4,k(h)Bk = B4,

6∑
k=1

p5,k(h)Bk = B5,

6∑
k=1

p6,k(h)Bk = B6.

Pre ilustráciu si ukážeme výpočet koeficientu ḣ3:

6∑
k=1

p3,k(h)Bk = Ade−h1B1e−h2B2B3

= Ade−h1B1 (B3 − h2[B2, B3])

= B3 − h1[B1, B3]− h2[B2, B3]

= B3 − h1B6 − h2B5.

Nahradeńım koeficientov v rovnici (5.10) dostaneme

ḣ1B1 + ḣ2(B2 − h1B4) + ḣ3(B3 − h1B6 − h2B5) + ḣ4B4 + ḣ5B5 + ḣ6B6 (5.20)

= v1B1 + v2B2 + v3B3 + v4B4 + v5B5 + v6B6

alebo

(ḣ1)B1 + (ḣ2)B2 + (ḣ3)B3 + (−h1ḣ2 + ḣ4)B4 + (−h2ḣ3 + ḣ5)B5 + (−h1ḣ3 + ḣ6)B6

= v1B1 + v2B2 + v3B3 + v4B4 + v5B5 + v6B6

tak, že v upravenom tvare skonč́ıme s nasledujúcou sústavou:

ḣ1 = v1

ḣ2 = v2

ḣ3 = v3 (5.21)

ḣ4 = v4 + h1v2

ḣ5 = v5 + h2v3

ḣ6 = v6 + h1v3
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5.4. APLIKÁCIA ALGORITMU NA TRIDENT SNAKE ROBOTA

s počiatočnými podmienkami

h1(0) = h2(0) = h3(0) = h4(0) = h5(0) = h6(0) = 0.

Následne ilustrujeme kontrétny problém, a to pohyb v smere zátvorky.

5.4.1 Pohyb v smere zátvorky

Pre ilustráciu algoritmu zvoĺıme počiatočný a koncový bod tak, aby ich spojnica bola
pohybom v smere zátvorky [g1, g2] . Pri riešeńı pohybu použijeme aproximované vektorové
polia v originálnom súradnicovom systéme (4.12).

Poznámka. V smere zátvorky sa pohybovat’ nedá, a preto ten pohyb modelujeme z (5.17)
ako zloženie štyroch tokov.

Zvol’me počiatočný bod q0 = (0 0 0 0 0 0)T , koncový bod qf = (0 0 0 1 1 1)T a krivku

γ(t) =


γ1(t)
γ2(t)
γ3(t)
γ4(t)
γ5(t)
γ6(t)

 =


0
0
0
t
t
t

 .

Počiatočný a koncový bod sú zvolené tak, že nimi daný smer je skutočne presne smer
zátvorkového pola.

Rozš́ırený systém (5.5) bude mat’ nasledujúci tvar:


0
0
0
1
1
1

 =



1
0
0
0√
3
2

−
√
3
2

 v1 +


0
1
0
−1
1
2
1
2

 v2 +


0
0
1
−2
−2
−2

 v3 +


0
0
0
1
1
1

 v4 +



0
0
0
0√
3
2

−
√
3
2

 v5 +


0
0
0
1
−1

2

−1
2

 v6,

alebo 
0
0
0
1
1
1

 =



v1
v2
v3

−v2 − 2v3 + v4 + v6√
3
2
v1 + 1

2
v2 − 2v3 + v4 +

√
3
2
v5 − 1

2
v6

−
√
3
2
v1 + 1

2
v2 − 2v3 + v4 −

√
3
2
v5 − 1

2
v6

 . (5.22)

Vyriešeńım sústavy (5.22) dostaneme vstupy v(t) = (0 0 0 1 0 0)T .
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Vektor v(t) je kontrolný vektor rozš́ıreného systému. Potom sústava diferenciálnych rovńıc
pre výpočet Philip Hall súradńıc vyzerá podl’a prepisu (5.21) takto:

ḣ1 = 0

ḣ2 = 0

ḣ3 = 0 (5.23)

ḣ4 = 1

ḣ5 = 0

ḣ6 = 0

s počiatočnými podmienkami

h1(0) = h2(0) = h3(0) = h4(0) = h5(0) = h6(0) = 0.

Vyriešeńım sústavy (5.23) dostaneme

h1(t) = 0

h2(t) = 0

h3(t) = 0 (5.24)

h4(t) = t

h5(t) = 0

h6(t) = 0.

Pomocou týchto koeficientov môžeme zaṕısat’ tok S(t) v tvare

S(t) = eh6(t)B6eh5(t)B5eh4(t)B4eh3(t)B3eh2(t)B2eh1(t)B1 = etB4 .

Finálny stav v čase t = 1 zaṕı̌seme ako qf = q0e
B4 . Následne vyjadŕıme bod qf pomocou

základných vektorových poĺı:

qf = q0e
B4 = q0e

B1eB2e−B1e−B2 . (5.25)

Pri vyjadreńı toku (5.25) sme využili (5.17).

Výsledné korešpondujúce kontrolné vektory nerozš́ıreného systému budú v tvare:

u1 = (1 0 0)T pre čas T1 = 1,

u2 = (0 1 0)T pre čas T2 = 1, (5.26)

u3 = (−1 0 0)T pre čas T3 = 1,

u4 = (0 −1 0)T pre čas T4 = 1.

Hodnotu času Ti voĺıme tak, aby bola integrálna krivka vektorového pola ui · (g1 g2 g3)
T

definovaná na celom časovom intervale t ∈ (0, Ti). Ďalej vypoč́ıtame jednotlivé kroky
pohybu pre ilustráciu jednotlivých súradńıc robota v čase presunu mechanizmu z bodu
q0 = (0 0 0 0 0 0)T do bodu qf = (0 0 0 1 1 1)T . Pre vykreslenie súradńıc robota vid’

Obr. 5.1.
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Na Obr. 5.1(a) vid́ıme, že uhol θ sa počas celého pohybu nezmeńı. Ďalej vid́ıme, že stred
trojuholńıkovej podstavy oṕı̌se v priestore R2 štvorec. Na Obr. 5.1(b) vid́ıme, č́ım boli
tieto posuny spôsobené. Napr. prvý posun v smere x, bol spôsobený natočeńım druhej
a tretej nožičky opačným smerom k osi x o rovnakú hodnotu. Vd’aka prudkým zmenám
funkcii jednotlivých súradnic, naozaj vid́ıme, že ide o riadenie s počastiach konštantným
vstupom.

(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 5.1: Pohyb z bodu q0 = (0 0 0 0 0 0)T do bodu qf = (0 0 0 1 1 1)T
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5.4.2 Výpočet súradńıc robota v čase počas pohybu Lieovou
zátvorkou

Z toku (5.25) vid́ıme, že tento zložený tok pozostáva zo štyroch kratš́ıch naväzujúcich
tokov. Preto bude výpočet súradńıc rozdelený na štyri kroky.

Krok 1
Kontrolný vektor aj d́lžku časového intervalu sme zvolili podl’a (5.26). Pravú stranu mo-
delu systému źıskame dosadeńım kontrolného vektora do (5.5),
kde teraz polia gi, i = 1, . . . , s sú z (4.12). Vychádzame z t = 0, a počiatocné podmienky
reprezentujú q0.

Zvolený kontrolný vektor: u1 = (1 0 0)T .
Časový interval: 0 ≤ t ≤ 1.
Model systému: 

ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4
ẋ5
ẋ6

 =



1
0
0

−(x2 + x3)

−(
√
3x1
4

+ x2
4
− x3

2
−
√
3
2

)√
3x1
4
− x2

4
+ x3

2
−
√
3
2

 (5.27)

Počiatočné podmienky:

x1(0) = x2(0) = x3(0) = x4(0) = x5(0) = x6(0) = 0

Riešenie sústavy diferenciálnych rovńıc (5.27) zaṕı̌seme ako:
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)

 =



t
0
0
0

−(
√
3t2

8
−
√
3t
2

)√
3t2

8
−
√
3t
2


Konečný stav v t = 1 :

(1 0 0 0
3
√

3

8
− 3
√

3

8
)T

Zvyšné kroky riešime obdobne, avšak ako počiatočné podmienky si stanovujeme konečný
stav z predošlého kroku.
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Krok 2
Zvolený kontrolný vektor: u2 = (0 1 0)T .
Časový interval: 1 ≤ t ≤ 2.
Model systému: 

ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4
ẋ5
ẋ6

 =



0
1
0
−1

3x1
4

+
√
3x2
4
−
√
3x3
2

+ 1
2

3x1
4
−
√
3x2
4

+
√
3x3
2

+ 1
2


Počiatočné podmienky:

x1(1) = 1, x2(1) = x3(1) = x4(1) = 0, x5(1) =
3
√

3

8
, x6(1) = −3

√
3

8

Riešenie: 
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)

 =



1
t− 1

0
−t+ 1

√
3t2

8
+ (5−

√
3)t

4
+ 2

√
3−5
4

−
√
3t2

8
+ (5+

√
3)t

4
+ −2

√
3−5
4


Konečný stav v t = 2 :

(1 1 0 − 1
2
√

3 + 5

4

−2
√

3 + 5

4
)T

Krok 3
Zvolený kontrolný vektor: u3 = (−1 0 0)T .
Časový interval: 2 ≤ t ≤ 3.
Model systému: 

ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4
ẋ5
ẋ6

 =



−1
0
0

(x2 + x3)

(
√
3x1
4

+ x2
4
− x3

2
−
√
3
2

)

−(
√
3x1
4
− x2

4
+ x3

2
−
√
3
2

)


Počiatočné podmienky:

x1(2) = x2(2) = 1, x3(2) = 0, x4(2) = −1, x5(2) =
2
√

3 + 5

4
, x6(2) =

−2
√

3 + 5

4
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Riešenie: 
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)

 =



−t+ 3
1
0

t− 3
−
√
3t2

8
+ (
√
3+1)t
4

+ 2
√
3+3
4√

3t2

8
+ (−

√
3+1)t
4

+ −2
√
3+3
4


Konečný stav v t = 3 :

(0 1 0 0

√
3 + 12

8

−
√

3 + 12

8
)T

Krok 4
Zvolený kontrolný vektor: u4 = (0 − 1 0)T .
Časový interval: 3 ≤ t ≤ 4.
Model systému: 

ẋ1
ẋ2
ẋ3
ẋ4
ẋ5
ẋ6

 =



0
−1
0
1

−(3x1
4

+
√
3x2
4
−
√
3x3
2

+ 1
2
)

−(3x1
4
−
√
3x2
4

+
√
3x3
2

+ 1
2
)


Počiatočné podmienky:

x1(3) = x3(3) = x4(3) = 0, x2(3) = 1, x5(3) =

√
3 + 12

8
, x6(3) =

−
√

3 + 12

8

Riešenie: 
x1(t)
x2(t)
x3(t)
x4(t)
x5(t)
x6(t)

 =



0
−t+ 4

0
t− 3

√
3t2

8
+ (−2

√
3−1)t
2

+ 2
√

3 + 3
−
√
3t2

8
+ (2

√
3−1)t
2

− 2
√

3 + 3


Konečný stav v t = 4 :

(0 0 0 1 1 1)T

Tým sme sa dostali do koncového bodu a input je skutočne po častiach konštantný.

35



6 Simulácie
V poslednej kapitole sa budeme zaoberat’ najvyužitel’neǰśımi pohybmi trident snake ro-
bota v skutočnosti. Najprv preberieme pohyby v smere zvyšných zátvoriek, a neskôr
predstav́ıme ideu základných pohybov. Prilož́ıme grafy vykreslujúce zmenu súradńıc v
čase pri jednotlivých simulovaných pohyboch. Pre simulovanie pohybov trident snake ro-
bota sme využili softvér MATLAB. Na konci predstav́ıme možnost’ skrátenia počtu krokov
pohybu, prezentovanú v [10].

6.1 Pohyby v smere zátvoriek

Pohyby v smere zátvoriek predstavujú pohyby v smere vektorových poĺı g4, g5, g6. Tieto
pohyby v skutočnosti nie sú priamo realizovatel’né. Avšak dokážeme ich realizovat’ pomo-
cou viacerých pohybov v smeroch poĺı g1, g2, g3. Pohyb v smere zátvorky g4 sme vyriešili
v predošlej kapitole, vid’ (5.26). Pristúpme k zostávajúcim zátvorkám.

6.1.1 Pohyb v smere g5

Tento pohyb realizujeme zvoleńım bodu qf = (0 0 0 1 −1
2
−1

2
)T . Po vyriešeńı (5.21),

dostaneme vektor Philip Hall súradńıc h = (0 0 0 0 1 0)T , a výsledný zložený tok,
naṕı̌seme podl’a (5.17) ako:

q0e
[g2,g3] = q0e

g2eg3e−g2e−g3 . (6.1)

Zložený tok sa rozkladá takisto na 4 kroky. V tomto pŕıpade zmena oproti predošlému
pŕıkladu vo vel’kosti a počte časových intervalov nenastáva, nakol’ko koeficienty tokov
(5.25) sú rovnaké ako (6.1), čo pri neskorš́ıch pohyboch platit’ obecne nebude. Pri vol’be
(5.27) by sme volili model systému s vektorovým polom g2, na základe jednotkových
riadiacich vektorov zostavených z (6.1).
Vývoj súradńıc počas presunu robota možme sledovat’ na Obr. 6.1.

(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.1: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (0 0 0 1 −1
2
−1

2
)T
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6.1.2 Pohyb v smere g6

Tento pohyb realizujeme zvoleńım bodu qf = (0 0 0 0
√
3
2
−
√
3
2

)T . Pre opakujúci sa po-
stup výpočtu budem d’alej uvádzat’ len dôležité kl’́učové výsledky.

Vektor Philip Hall súradńıc h = (0 0 0 0 0 1)T , zložený tok je v tvare

q0e
[g1,g3] = q0e

g1eg3e−g1e−g3 . (6.2)

Trident snake robot sa dostane do koncového bodu pomocou 4 krokov. Vývoj súradńıc
ilustrujeme na Obr. 6.2.

(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.2: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (0 0 0 0
√
3
2
−
√
3
2

)T

6.2 Základné pohyby

Pre mechanizmus trident snake robota, existujú 3 základné pohyby. Pohyb v smere osi x,
v smere osi y, a zmena uhlu θ, teda jeho otočenie na mieste. Predpokladáme pri týchto
pohyboch, že tvar robota zostáva na konci pohybu rovnaký ako na jeho začiatku.Tieto
pohyby sú vel’mi využitel’né pre motion planning.

Na nasledujúcej strane ilustrujeme vývoj súradńıc robota v čase pri týchto pohyboch. Vid’

Obr. 6.3, 6.4, 6.5.
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(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.3: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (1 0 0 0 0 0)T

(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.4: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (0 1 0 0 0 0)T

(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.5: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (0 0 1 0 0 0)T
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6.3 Porovnanie dvoch riešeńı rovnakého pohybu

Avšak najzaujmaveǰśım pŕıpadom, bolo riešenie pohybu zloženého zo zátvorky g4 a pola
g1 pri vol’be

qf = (1 0 0 1
8 + 3

√
3

8
−8 + 3

√
3

8
)T .

Pri tomto koncovom bode, sme dostali tok v tvare

q0e
[g1,g2]eg1 = q0e

g1eg2e−g1e−g2eg1 . (6.3)

Riešeńım zámeny tokov sme obdržali 5 krokový riadiaci systém, ktorého presun do
žiadaného bodu vid́ıme na Obr. 6.6.

(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.6: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (1 0 0 1 8+3
√
3

8
−8+3

√
3

8
)T

Avšak na základe Lafferrierovej vety v [10],

eh3[g1,g2]eh2g2eh1g1 = ea1g2ea2g1ea3g2 ,

ak h2 = 0. Koeficienty ai ∈ R, i = 1, 2, 3 źıskame explicitne predpisom

a1 = h2 −
h3
h1
, a2 = h1, a3 =

h3
h1
.

V našom pŕıpade, možeme teda tok (6.3) nahradit’ zloženým 3 krokovým systémom
predṕısaným tokom

q0e
[g1,g2]eg1 = q0e

−g2eg1eg2 . (6.4)

Vývoj súradńıc je možné sledovat’ na Obr. 6.7.
Použit́ım Lafferierovej vety, sme nie len zńıžili počet krokov riadiaceho systému, ale aj
skrátili čas potrebný pre dosiahnutie požadovaného koncového bodu. Táto úprava pri
praktickom riadeńı extrémne ul’ahč́ı prácu riadenia, a takisto rob́ı piecewise constant in-
put algoritmus atrakt́ıvneǰśım, pri výbere algoritmu na riešenie pohybových problémov
robotov.
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(a) Vývoj súradńıc x1, x2, x3 (b) Vývoj súradńıc x4, x5, x6

Obr. 6.7: Pohyb z q0 = (0 0 0 0 0 0)T do qf = (1 0 0 1 8+3
√
3

8
−8+3

√
3

8
)T
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7 Záver
Poṕısali sme riadenie neholonómneho mechanizmu, zvaného trident snake robot. K od-

vodeniu kinematických rovńıc nám pomohla skutočnost’, že obmedzenie paśıvnych ko-
liečok limituje pohyb robota. Pomocou diferenciálnej geometrie sme zostavili jeho riadiaci
systém. Vyriešili sme otázku ovládatel’nosti zisteńım, že dimenzia stavového priestoru sa
rovná dimenzii kontrolnej Lieovej algebry, a tým pádom je trident snake robot lokálne
ovládatel’ný v bode q0 = (0 0 0 0 0 0)T .

Následne sme zjednodušili riadiaci systém pomocou nilpotentnej aproximácie. Apro-
ximovali sme základné vektorové polia pomocou zavedenia nového súradného systému,
a vytvorili tak Lieovu nilpotentnú algebru rádu 2. Následne sme kvôli zjednodušeniu
výpočtov uviedli túto aproximovanú algebru do modelu riadenia, a predostreli algoritmus
na riešenie motion planningu.

Algoritmus pracoval presne, s počastiach konštantnými vstupmi a doviedol mechaniz-
mus do koncových bodov po určitom počte krokov. Tento počet krokov závisel na vol’be
preṕısania zloženého toku do tokov základných vektorových poĺı.

Nakoniec sme použili tento algoritmus pri simuláciách pohybov trident snake robota v
smeroch Lieových zátvoriek pomocou ich nahradenia základnými polami, a vytvoreńım 4
krokových pohybov. Ilustrovali sme priebeh súradńıc v čase počas pohybov z počiatočného
do koncového bodu, zvoleného tak, aby odpovedali vyššie uvedeným pohybom. Ďalej sme
vyriešili základné pohyby, ktorými boli pohyb v smere x, pohyb v smere y a rotácia okolo
osi z. Výsledky zmeny súradńıc trident snake robota v čase týchto základných pohybov
sme takisto ilustrovali v prostred́ı MATLAB.

V poslednej časti sme pomocou Lafferriereho vety dokázali dosiahnut’ ten istý
požadovaný koncový bod za kratš́ı čas a s menš́ım počtom krokov, na základe iného
pŕıstupu zvoleného pri riešeńı kroku č́ıslo 2 v algoritme. Tento jav nás d’alej núti sa za-
oberat’ optimálnym riadeńım pomocou tohto algoritmu, na základe efekt́ıvneǰsieho riešenia
algoritmu v kroku č́ıslo 2. Táto otázka je v súčasnosti stále otvoreným problémom.
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