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Abstrakt

Tato bakalarska préaca sa zaoberd popisom algoritmu riadenia trident snake robota. Jeho
model je vytvoreny pomocou prostriedkov diferencidlnej geometrie. Ovladatelnost robota
zabezbecuje Lieova algebra, generovand zakladnymi vektorovymi polami a ich Lieovymi
zatvorkami. Systém je aproximovany pomocou nilpotentnej aproximéacie. V praci je na-
vrhuty a popisany algoritmus riadenia s pocastiach konstantnym vstupom. Tento algorit-
mus je navySe odvodeny pre trident snake robota. Nakoniec si simulované a vykreslené
vybrané pohyby trident snake robota v prostredi MATLAB.

Summary

This bachelor thesis deals with the description of algorithm for motion planning of trident
snake robot. His model is created by means of differential geometry. The controllability
of the robot is provided by Lie algebra, generated by elementary vector fields and their
Lie bracket. The system is approximated by nilpotent approximation. In this thesis is
proposed and described algorithm of motion planning with piecewise constant input. This
algorithm is further derived for trident snake robot. Finally, selected motions of trident
snake robot are simulated and portrayed in enviroment called MATLAB.

Kluéové slova
tedria riadenia, neholonémny systém, trident snake robot, nilpotentna aproximacia, pocastiach
konstantny vstup, motion planning, simulacia, MATLAB
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1 Uvod

V dnesnom svete s roboty neoddelitelnou sti¢astou takmer kazdej oblasti ndsho Zivota.
Nové pristupy a technolégie ndm umoziiuji robotizovat ¢oraz viac ¢innosti, ktoré boli do
dnes z hlad’iska ich komplexnosti predovsetkym vysadou ludi. Zijeme v dobe, kedy sa
aktivne pracuje na zavadzani autonémneho riadenia v cestnej a leteckej doprave.

Tato praca sa zaoberd riadenim neholonémnych mechanizmov. Cielom tejto préace je
predstavit, a odvodit riadenie s pocastiach konstantnym vstupom na mechanizmus, zvany
trident snake robot. Trident snake robota, predstavil Masato Ishikawa verejnosti prvy krat
v roku 2004. K tomuto riadeniu vyuzivame poznatky z diferencidlnej geometrie.

V kapitole 2 uvedieme par zékladnych pojmov z diferencidlnej geometrie (varieta, vek-
torové pole, Lieova zatvorka. .. ), a interpretujeme ich vyznam na trident snake robotovi.

V kapitole 3 priblizime model trident snake robota, popiseme jeho kinematické rovnice,
na zaklade ktorych bol odvodeny jeho riadiaci systém. Riadiaci systém trident snake
robota pozostavajuci z jeho zakladnych vektorovych poli je naozaj neholonémny systém.

V kapitole 4 popiseme nilpotentni aproximaciu, ktora bude potrebnd pre riadenie s
konstantnym vstupom. Pomocou nilpotentnej aproximacie aproximujeme riadiaci systém
trident snake robota. Aproximécia bude viest k zavedeniu nového siradnicového systému
robota. Novy aproximovany systém ndm umozni zaoberat sa tymto konkrétnym riadenfm
podrobnejsie, nakolko ulahéi mnohé vypocty.

V kapitole 5 uvedieme zéklady riadenia, vyriesime otdzku ovlddatelnosti neholondmnych
systémov a odprezentujeme algoritmus pre riadenie s piecewise constant inputom. Ukazeme,
Ze algoritmus je atraktivny pri riadeni nilpotentnych systémov. Nasledne odvodime tento
algoritmus pre trident snake robota.

V poslednej kapitole simulujeme viaceré zakladné a dolezité pohyby trident snake
robota pomocou piecewise constant inputu a ilustrujeme vysledky algoritmu na gra-
foch vypracovanych v prostredi MATLAB. Takisto vyriesime pohyby v smere zatvoriek
zékladnych vektorovych poli. Na zaver kapitoly otvorime problematiku optimélneho ria-
denia systémov viacerymi vysledkami toho istého pohybu, a nasledne ich porovnanim.

12



2. UVOD DO DIFERENCIALNEJ GEOMETRIE

2 Uvod do diferencialnej geometrie

V tejto kapitole zavedieme zdkladné pojmy z diferencidlnej geometrie, ktoré nam
neskor poshizia k zostaveniu modelu riadenia trident snake robota. Najskor definujeme po-
jem varieta, ktory bude shizit pre nis mechanicky systém ako stavovy priestor. Nésledne
na fom zavedieme dotykovy priestor, vektorové pole a operdciu Licova zatvorka. Cerpali
sme hlavne zo zdrojov [5], [11].

2.1 Varieta

Medzi zédkladné pojmy pouzité v nasledujicich definicidch patri urcite zobrazenie. Preto
si pripomenme definicie jeho roznych typov. Homeomorfizmus je spojité bijektivne zobra-
zenie, ktorého inverzné zobrazenie je takisto spojité. Difeomorfizmus je zobrazenie, ktoré
je spojito diferencovatelné a existuje k nemu inverzné zobrazenie, ktoré je takisto spo-
jito diferencovatelné. Pokial medzi mnozinami U,V C R existuje homeomorfizmus (prip.
difeomorfizmus), hovorime, Ze mnoziny si homeomorfné (prip. difeomorfné).

Majme funkciu f : U — R, kde U C R". Funkciu f nazveme funkciou triedy C", ak mé
spojité parcidlne derivacie az do radu r vratane vo vsetkych bodoch U.

Definicia 2.1 Nech U,V C R" st otvorené mnoziny. Bijektivne zobrazenie f : U — V
nazyvame difeomorfizmus triedy C”, ak f aj inverzné zobrazenie f=!: V — U st triedy
cCrr>1.

Ak je zobrazenie triedy C'*°, hovorime o hladkom zobrazeni.

Definicia 2.2 Topologickou n — rozmernou varietou rozumieme separovany topologicky
priestor M so spoéitatelnou bazou, ktord je lokalne homeomorfnd s R™ , tzn. pre kazdé
x € M existuje jeho okolie U, otvorend mnozina V' C R™ a homeomorfizmus ¢ : U — V.
Dimenziu variety zna¢ime dim a predpisujeme ako dim M = n.

Pripomeiime, Ze topologicky priestor sa nazyva separovany, ked’ kazdé jeho dva rozne body
maju disjunktné okolie. Kazdy homeomorfizmus ¢ : U — V, kde U C M a V. C R" su
otvorené mnoziny, nazyvame lokalna mapa na M. Suradnice bodu ¢(a), a € U, nazyvame
suradnicami bodu a v mape .

Inymi slovami, v n-rozmernej variete dokazeme popisat okolie kazdého bodu n nezavislymi
sturadnicami.

Uvazujme na M dve lokalne mapy 1, 2, moziny Vi, Vo C R™. Mnozina V1o = Vo1 = ViNV,
znaci prienik mnozin Vi, V5. Indukované zobrazenie 1o = o 0 (97 Viz) : Vi — Vau
nazveme prechodové zobrazenie dvojici lokdlnych map (1, o).

Dve lokédlne mapy ¢ : Uy — Vi a w9 : Uy — V5 na topologickej variete M nazyvame
hladké, ak prechodové zobrazenie 15 : Vis — Vi1 je hladky difeomorfizmus. Hladkym
atlasom A na topologickej variete M rozumieme sistavu hladkych map ¢, : U, — V,,
a € I, takych, ze ich defini¢né obory U, pokryvaju M. Mapu ¢q : Uy — V; nazyvame
zlicitelni s hladkym atlasom A, ak kazdé prechodové zobrazenie oo, : Vou — Vao je
hladkym difeomorfizmom. Hladky atlas na topologickej variete M nazveme uplny, ked
obsahuje vietky mapy s nim zliéitelné.
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2.2. KRIVKA, DOTYKOVY VEKTOR A DOTYKOVY PRIESTOR

Definicia 2.3 Hladkou diferencovatelnou varietou rozumieme topologicki varietu M
spolu s Uplnym hladkym atlasom A.

Lokalnou mapou na hladkej variete M rozumieme kazdid mapu ¢ : U — V daného tiplneho
atlasu.

Dalej nds bude zaujimat iba hladkd varieta, preto v neskorsom texte budeme pojem
hladkd vypustat.

Poznamka. V pripade trident snake robota varieta M = R? x S* predstavuje stavovy pries-
tor, v ktorom sa d& okolie Iubovolného bodu jednoznacne popisat siestimi stiradnicami
q:= (z,y,0, p1, Ppa, ¢3). Plati teda dim M = 6.

2.2 Krivka, dotykovy vektor a dotykovy priestor

Definicia 2.4 Drahou na variete M nazyvame hladké zobrazenie f : I — M, kde [ C R
je otvoreny interval.

Ak je f(I) C M drdha a f jej parametrické vyjadrenie, hovorime tiez o parametrizovanej
krivke na M.

Poznamka. V nasom pripade draha znac¢i vyvoj polohy a tvaru trident snake robota v case.

Veta 2.5 Dve drdhy f,g : I — M splaujice f(0) = g(0) = a sa dotykaji v nule, ak

pre nejaku stradni sistavu (z°) v nejakom okoli U bodu a plati df (0) dg (0 , kde fi(t)
resp. ¢'(t) je stiradné vyjadrenie drahy f resp. g.

Definicia 2.6 Triedu ekvivalencie A drédh f(t) na M , ktoré splauji f(0) = a a dotykaju
sa v nule, nazyvame dotykovy vektor variety M v bode a. PisSeme A = dfd—(to) a mnozinu

vSetkych tychto vektorov nazyvame dotykovy priestor T, M variety M v bode a.

Definicia 2.7 Zjednotenie TM = |J T, M nazyvame dotykovy bandl variety M. Zobra-
aeM
zenie p : TM — M znaéi projekciu, ktord vektoru A € T, M priraduje jeho bod dotyku

a.

2.3 Vektorové pole a tok vektorovym polom

Definicia 2.8 Vektorovym polom na variete M rozumieme hladké zobrazenie
X M — TM také, ze po X =idy;.

V lokélnej mape (z'), i = 1,...,n = dim M je X urc¢ené hladkymi funkciami X*(z).
Zapisujeme v tvare

X = ZXZ (%Z (2.1)

14



2. UVOD DO DIFERENCIALNEJ GEOMETRIE

Operatori parcidanych derivacii

0 0
(Bat )

tvoria suradnicovi bazu dotykového priestoru 1), M.

Poznamka. Nech T,R"™ znaci dotykovy priestor R" v bode ¢ € R® . Potom vektorové
pole na R” je hladké zobrazenie, ktoré priraduje kazdému bodu q € R" dotykovy vektor
X(q) € T,R". V lokélnych siradniciach, predpisujeme X ako stlpcovy vektor, ktorého
zlozky zavisia na q,

X'(q)

Xg=1 + | (2.2)

X"(q)

Vektorové pole je hladké, ak kazdd X'(q) je hladka.

Poznamka. Vektorové pole je zobrazenie, ktoré znaci pre trident snake robota konkrétny
smer pohybu pre kazdu jeho konfiguraciu.

Poznéamka. Vektorové polia trident snake robota budeme znacit g1, go, . . .

Pre hladku funkciu f : M — R definujeme jej derivaciu X f : M — R v smere vektorového
pola X predpisom (X f)(a) = X(a)f. X f mé v lokdlnych stradniciach tvar

—~ i\ Of
;X(iﬁ)% (2.3)

Definicia 2.9 Drédhu f : I — M nazyvame integralnou krivkou vektorového pola X, ak

plati dfd—f) = X(f(t)) pre vsetky t € I.

Nech DX C Rx M = |J I, x {a} je otvorené mnozina, kde I, je interval, na ktorom je
aeM
definovand maximalna integrélna krivka f, : I, — M také, ze f,(0) = a a tento interval

uz nejde rozsirit.

Definicia 2.10 Zobrazenie eX : DX — M nazyvame tok vektorového pola X. Pole
nazyvame Uplné, ak DX =R x M.

Ak eX je tok uplneho vektorového pola, potom dostaneme pre kazdé ¢t € R zobrazenie
eX : M — M, ef(a) =eX(t,a), a € M.

Veta 2.11 Ak vektorové pole X je tiplne, tak plati e+9)X = X 0esX pre vietky ¢, s € R.

Poznamka. Pre nasho robota tok vektorovym polom predstavuje zmenu polohy a tvaru
za cas t.

2.4 Lieova zatvorka

Lieovou algebrou nazveme vektorovy priestor V', ak na nom existuje bilinedrna operdcia
[, ]:V xV = V, ktord splna dve podmienky, a to antisymetriu a Jacobiho identitu.
Bilinedrnu operéaciu nayveme Lieova zdtvorka. Specidlnym pripadom Liecovej algebry je
algebra vektorovych poli na variete M.
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2.4. LIEOVA ZATVORKA

Veta 2.12 Pre kazdu dvojicu vektorovych poli X, Y na M existuje prave jedno vektorové
pole [ X, Y] na M také, ze pre kazdd funkciu f na M plati

(X Y]f=X({Y[)-Y(X[)
Vektorové pole [X, Y] sa nazyva Lieova zatvorka poli X, Y.

V siradnom vyjadreni

n

YT XTI
X, Y] =) (X o7 Y o) (2.4)

ij=1

Nech existuju vektorové polia X, Y, Z na R", tak Lieova zatvorka spfﬁa nasledujice vlast-
nosti:

1. Antisymetria
[X> Y] = _[Y> X]

2. Jacobiho identita
X, Y, Z||+ [Z, [ X, Y]]+ [Y, [Z, X]] = 0.

Poznéamka. Lieovu zatvorku polf trident snake robota budeme v texte znacit aj ako
912 = [91, 92

16



3. TRIDENT SNAKE ROBOT

3 Trident snake robot

Tato praca sa zaobera rovinnym pohybom trident snake robota, ktory bol predstaveny
v [3]. V tejto kapitole najskor popiseme blizsie tvar robota, a nasledne pomocou kinema-
tickych rovnic jeho riadiaci systém, odvodeny v [12]. Z riadiaceho systému ziskame jeho
zdkladné vektorové polia. V tejto kapitole sme pouzili pri popise robota zdroj [3] a postup
tvorenia jeho riadiaceho systému sme cerpali z [2] a [12].

3.1 Popis trident snake robota

Trident snake robot sa skladd z tela v tvare rovnostranného trojuholnika. Ku kazdému vr-
cholu trojuholnika je pripevnena vetva série ¢lankov, spojenych klbmi. Uprostred kazdého
¢lanku sa nachadza par pasivnych koleciek. Kazda vetva tak tvori obycajného robotického
hada.

My sa budeme zaoberat konkrétnym zjednodusenym typom robota, kde kazd4 vetva po-
zostava iba z jednej nozicky a par pasivnych koliecok je umiestneny na ich konci. Dizku
nozicky oznaéime [, a vzdialenost medzi stredom trojuholnika a jeho vrcholom r. Uhol
a;,1 = 1,2, 3 bude oznacovat uhol medzi i-tym vrcholom trojuholnika od prvého ramena.
Model robota je popisany na Obr. 3.1.

Obr. 3.1: Model trident snake robota 1]

Predpokladame, ze koliecka sa nepresmykuju a neskizavajfl do stran. To zabezpecuje po-
hyb robota, ktory je realizovany natacanim servomotorcekov umiestnenych vo vrcholoch
trojuholnika.

Umiestnenie robota v rovinnom priestore nam zabezpeci konfiguraény vektor

w:= (x y 0)T € R? x S, kde z,y vyjadruje polohu stredu trujuholnika a  uhol medzi
osou z a prvym ramenom. Tvar robota moZeme popisat vektorom ¢ := (¢; ¢y ¢3)7 € S®
nazyvany aj vektor tvaru, kde ¢; predstavuje uhol natocenia i-tej nozicky, pre i = 1, 2, 3.
Celkovo tak mozno poziciu robota zapisat jednoznacne vektorom o siestich zlozkach
q:=(z y 0 ¢1 ¢ ¢3)7, ktoré nahradime v neskorsom texte zapisom

q:= (21 23 w3 74 25 T6)7.

17



3.2. KINEMATICKE ROVNICE ROBOTA
3.2 Kinematické rovnice robota

V prvom rade vyjadrime polohu (z;,¥;) i-teho koliecka, pre i = 1,2, 3:

;i =x+rcos(f+ ;) + Lcos(0 + a; + @), (3.1)
y; =y +rsin(0+ a;) + Isin(0 + a; + ¢;).

Derivéaciou rovnic (3.1) ziskame zmenu polohy i-teho koliecka v case:

e p—— sin(f + o) — 1(9 + ¢z) sin(f + o + &), (3:2)
§i =y + 16 cos(0 + ;) + 10 + ¢;) cos(6 + a; + ¢r).

Obmedzujicu podmienku pohybu robota, ktorii nam urcuji pasivne koliecka, zapiSeme
tymto vyrazom:
i - (&0, )" = 0. (3.3)

Tato podmienka hovori, ze normalova zlozka rychlosti kolieciek je nulova, tzn koliecka
neuhybajui do stran.

Normalovy vektor n; rozpiseme ako
n; = (—sin(d + o + ¢;), cos(0 + a; + ¢;)). (3.4)
Po dosadeni rovnic (3.2) a (3.4) do rovnic (3.3) dostaneme:
;sin(0 + a; + @) — lb; — U cos(f + o + ¢;) — 9(1 +rcos¢;) = 0. (3.5)

s . ’ s ) , 2’ o . s ~ s o .
Nasledne vyjadrime zavislost na polohovych siradniciach, a zaroven vyluc¢ime z rovnici
uhol 8, pre jednoduchsiu pracu s rovnicami. Takze ststavu prepiSeme do tvaru

B¢ = A(¢)Rjw, [12], (3.6)
kde
[ 00
w:(x>y>9)T7 ¢:(¢17¢27¢3)T, B=10 10 ,
0 0 I
cosf sinf O
Rl = | —sinf cosf 0],
0 0 1

sin(ag + ¢1) —cos(ag +¢1) —(l+1rcosepy)
A() = [ sin(az + ¢2) —cos(az + ¢2) —(I+ 1 cos p2)
sin(ag + ¢3) —cos(az + ¢3) —(1+ 7 cosdps)

Nésledne parametrizujeme sistavu kinematickych rovnic pomocou zavislosti siradnic
Z,7, 60 na premennych ¢;, pre i = 1,2, 3.

w=Ry(A(¢)) "¢, [12]. (3.7)
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3. TRIDENT SNAKE ROBOT
3.3 Riadiaci systém a riadiace vektorové polia

Riadiaci systém odvodeny z (3.7) je v tvare

2:7 11 Qi Q13

Y Q21 Q22 (23 .

0 _ | @31 a32 ass

le = 1 0 0 zg (38)
bo 0 1 0 5

¢§3 0 0 1

kde v = (v1, v2,v3) = ¢. Prvky a;; predstavuji prvky matici A(¢).

Riadiace vektorové polia mozeme vyéitat z kontrolného systému ako i-te stfpce riadiacej
matici.

Poznamka. Pre ndsho robota zvolime nasledujice hodnoty: dizka nozicky [ = 1, vzdiale-

nost vrcholu trojuholnika od jeho stredu r = 1, a uhly a; = —%”, as =0, ag = %”

Teda zakladné riadiace vektorové polia nasho trident snake robota su:

Oy 0

0 Oay

0 0

91 = sin(zq — )0, | 92 = —cos(zg — )0y, |7 (3.9)
sin(xs)0x, — c08(T5) Oy
sin(ze + 2 ) 0y — cos(x + )0y

0
0
Or
93 = y

—(1 + cos(x4))0s,
—(1 + cos(x5)) 0,
—(1 + cos(xg)) O

Pozndmka. Vektorové polia (3.9) sme zapisali v tvare (2.2).
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4 Nilpotentna aproximacia

V tejto kapitole predstavime tvorbu privilégovanych siradnic riadiaceho systému, a
neskor nilpotentni aproximéciu. Nilpotentnd aproximécia je velmi dolezitd pri riadeni
systémov z dovodu ulahéenia vypoctov v pouzivanych algoritmoch. Rovnako aj my ju
pouzijeme na aproximovanie vektorovych poli nasho systému. Zakladné definicie sme
cerpali zo zdroju [4]. Aproximované vektorové polia trident snake robota a jeho pri-
vilégované stiradnice sme ziskali z [2].

4.1 Aproximacie prvych radov

4.1.1 Neholonémne rady

Definujme d ako funkciu vzdialenosti na variete M s nasledujticimi vlastnostami:

(1)  d je funkcia z M x M — [0,00),

(2)  dlp.q) =d(qp),

(3)  d(p,q) =0 vtedy a len vtedy, ak p = q,
(4)  dp,q) +d(g,q) <d(p,q).

Definicia 5.1 Nech f : M — R je spojita funkcia. Neholonémny rad f v bode p € M,
znaceny ako ord,(f), je redlne ¢islo definované ako

ordy(f) = sup{s € R: f(q) = O(d(p, q)*)}- (4.1)

Tento rad je vzdy nezaporny. Navyse ord,(f) = 0 ak f(p) # 0, a ord,(f) = +oo ak
f(p)=0.

Nech C*(p) je hladké funkcia v p. Pre tuto funkeiu nazveme neholonémne derivéty radu
1 Lieove derivaty X f,..., X, f. Dalej nazveme X;(X;f), X;(X;(Xtf)),... neholonémne
derivéty radu 2,3, ... Neholonémny derivat radu 0 funcie f v p je f(p).

Veta 5.2 Nech f € C™(p). Potom ord,(f) sa rovna najviacsiemu prirodzenému &islu k
takému, ze vSetky neholonémne derivaty f radu mensieho ako k v p sa vytratia. Okrem
toho

f(g) = O(d(p, ¢) ). (4.2)
Vdaka tomu mézeme definovat neholonomny rad hladkej funcie ako
ordy(f) =min{s € N: Jiy,...,is € {1,...,m} takze (X;, ... X, f)(p) # 0},  (4.3)
kde prijmeme konvenciu, ze min{) = +oo.

Definicia 5.3 Nech X je hladké vektorové pole v p. Neholonémy rad X v p, oznaceny
ako ord,(X) , je redlne ¢islo definované ako:

ordy(X) = sup{o € R:ord,(Xf) > o+ ord,(f),Vf e C”(p)}. (4.4)

Vsimnime si, ze ord,(X) € Z, kedze rad hladkej funkcie je prirodzené ¢islo. Nulové
vektorové pole X = 0 mé nekoneény rad, ord,(0) = +oc.
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4. NILPOTENTNA APROXIMACIA

~

Definicia 5.4 Rodina m vektorovych poli (Xl, ..., X,n) definovanych blizko p sa nazyva
aproximécia prvého radu (X, ..., X,,) v p ak vektorové polia X; — X;,;i = 1,...,m, st
radu > 0 v p.

4.2 Privilégované suradnice

Definicia 5.5 Povieme, ze vektorové polia Xi,..., X, Spiflajﬁ Chowského podmienku,
ak
Lie(Xy,...,X)(q) =T,M, Yqe M,

kde Lie(Xy, ..., X,,) zna¢i Lieovu algebru generovani vzhladom k zétvorke X, ..., X,,.
KedZe berieme v ivahu, ze X1, ..., X,, spfﬁajﬁ Chowskeho podmienku [4], hodnoty tychto
mnozin v p vytvéraju podpriestory T, M,

Al(p) C A%(p) C ... AT (p) € A(p) = T, M, (4.5)

kde r = r(p) sa vola stupen neholonémie v p.

Zvolme n;(p) = dim A’(p). Potom r-tica prirodzenych éisiel (ny(p), ..., n,.(p)) sa nazyva
vektor rastu v p. Prvé prirodzené &fslo vo vektore rastu je hodnost ny(p) < m rodiny
(X1(p), ..., Xm(p)) a posledné n,.(p) = n je dimenzia variety M. Pre jednoduchsi zapis
budeme pisat A® namiesto mapy ¢ — A%(q).Tato mapa A® je distribiiciou vtedy a len
vtedy ak ns(q) je konstantna na M.

Definicia 5.6 Bod p je reguldrny bod, ak rastovy vektor je konstantny v okoli p. V opacnom
pripade, p je singularny bod.
Definujeme vahy v p , w; = w;(p),i = 1,...,n, zvolenim w; = s ak ny,_1(p) < j < ns(p),
kde ny = 0. Inymi slovami,

Wy =" =Wy =L, Wyy41 =" =Wpy =2, ..., Wy, 141 =" "= Wy, =T. (4.6)

T

Véhy v p vytvaraji rasticu postupnost wi(p) < - -+ < w,(p), ktord je konstantnd blizko
p vtedy a len vtedy, ak p je regularny bod.

Definicia 5.7 Systém privilegovanych stradnic v p je systém lokédlnych stradnic
(21, .., 2n) tak, ze ordy(z;) =w; pre j=1,...,n.

4.3 Nilpotentna aproximacia

Majme systém privilegovanych siradnic (21, ..., 2z,) v p. Kazdé vektorové pole X; je rddu
> —1, kedZe ma v z stiradniciach Taylorov rozvoj
XZ(Z) ~ Z an'Zaazj, (47)
7j

kde w(a) > w; — 1 ak a,,; # 0. Zdruzenim jednoclennych vektorovych poli s rovnakym
stupnom vahy vyjadrime X; ako sériu

X=XV xO 4 xW oy (4.8)

kde XZ-(S) je homogénne vektorové pole stupna s.
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4.4. APROXIMACIA TRIDENT SNAKE ROBOTA

Veta 5.8 Oznacme X; = Xi(_l),z' = 1,...,m. Rodina vektorovych poli (Xl, o ,Xm) je

aproximécia prvého radu (Xi,...,X,,) v p a generuje nilpotentni Lieovu algebru kroku
= w,.

Definicia 5.9 Rodina (Xi,...,X,,) sa nazfva (homegénna) nilpotentns aproximécia
(X1,...,Xn) v p zdruzend so siradnicami z.

4.4 Aproximacia trident snake robota

V nasSom pripade konfigurac¢ny priestor trident snake robota je 6-dimenziondlna varieta
M so stradnymi funkciami

(l’, Y, 97 ¢1> ¢2> ¢3) = (xh T2, T3, T4, Ts, l’(j).
Béza vektorového priestoru 7, M je tvorena

(8-'517 8-'527 8-'537 8-'547 8-'557 8-'56)7

a distribucia na T'M je urc¢end vektorovymi polami g, g9, g3. Pridanim vektorovych
zatvoriek g4, gs, g¢ ziskame filtraciu(3,6) na T'M. Filtracia zéroven reprezentuje vektor
rastu podla (4.5). Z vektora rastu vypoéitame vahy zo zapisu (4.6). Vieme, Ze musime
hladat nové siradnice tak, aby ich rady sa rovnali hodnotam vah, vid Def 5.7. Pre uréenie
tychto koeficientov sme pouzili Bellaichov algoritmus [4].

Privilégované suradnice y v bode 0 ziskame nasledujicou transformaciou. Pre blizsie in-
formécie vid [2].

" 1 0 0 0 0 0 o
Y 0 1 0 0 0 0 -
0 0 1 0 0 0
Y3 | _ T3
w| |2 1 21 -1 V3| |al| (4.9)
Ys 0 -1 -21 2 0 s
Yo ~ L 91 1 3/ \we

V tejto novej stradnicovej forme obdrzime aproximované vektorové polia za pomoci
Taylorového rozvoja v (4.7), a Vety 5.8:

A Y2 Y2 i1

g = 8@/1 - anzl + (_E - 93)8315 - anm

N Y1 Y1 Y2

g2 = 8@/2 + anzx - ans + (E - 93)8%7 (4-10)

f]g = 8@/3'

Ich Lieove zatvorky st

g1 = [G1, G2] = Oy,.
G5 = [92, §3] = Oys. (4.11)
QG = [gla A3] = aye'

Rodina g1, g2, g3 je nilpotentnd aproximacia (g1, g2, g3) v 0. Overenie najdeme v [2].
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4. NILPOTENTNA APROXIMACIA

Pre motion planning vyjadrime nilpotentni aproximéaciu v povodnom suradnicovom
systéme ako:

A \/§$1 X2 x3 \/§ \/5551 T2 x3 \/§
91—3m1—(932+1?3)8m4—(TJFZ—?—T)&%JF( 7 —ZJF?—?)(%,

311 \/§$2 \/§$3 1 311 \/§$2 \/§$3 1 P
i - e

G2 = Oy = Ony + (7= + = 5 T30+ (5 A 5 13
G3 = Ogy — 20, — 204, — 204, (4.12)
g4 = 8m4 + 8m5 + 8m6>

V3 3

9= 5 O =g O

. 1 1

g6 = 8m4 - §8m5 - Eamea
vid [2].
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5 Uvod do riadenia nilpotentnych
systémov

Budeme sa zaoberat riadenim neholonémneho systému. Neholonémny systém je taky
systém, ktorého dimenzia distribicie (vyznam distribicie bude definovany nizzsie) je
mensia ako dimenzia variety. Takéto systémy nie st ovladatelné, avsak doplnenim dalsich
linedrne nezavislych vektorovych poli, dokdzeme tieto systémy ovladat. Preto v tejto ka-
pitole rozoberieme podrobnejsie, kedy je riadiaci systém ovlddatelny. Dalej definujeme
Philip Hall bazu, ktord vyuzijeme pri riadeni robota. Hlavna ¢ast kapitoly sa zaobers
popisom algoritmu riadenia s pocastiach konstantnym vstupom, ktory pouzijeme pri
rieSeni planovania pohybu trident snake robota. Nakoniec ilustrujeme tento algoritmus
na konkrétne zvolenom pohybovom probléme. KedZe sa budeme v celom d'alsom texte
zaoberat s aproximovanymi vektorovymi polami, budeme ich miesto g; pre zjednodusenie
zépisu znacit g;. Zékladnym zdrojom kapitoly je [11].Pri popise algoritmu sme ¢erpali
navyse aj z [6, 8, 9, 10].

Uvazujme riadiaci neholonémny systém v tvare

Y ii=q(@ui+- -+ gn(@)um, qER", uwelUCR™ (5.1)

Riadiace polia g;, i = 1,...,m su zdkladné polia mechanizmu. Systém (5.1) je vlastne
v tvare (3.7).

Tento systém sa nazyva bezunasavy, ¢o v preklade znamena, ze ak je kontrolny vektor u
nulovy, konfiguracia mechanizmu sa nemeni.

5.1 Ovladatelnost

Systém (5.1) je ovladatelny, ak pre kazdé qo,q; € R™ existuje T > 0 a u : [0,7] — U
také, ze systém (5.1) splna ¢(0) = qo a ¢(T) = q;-

Takze q(t) je uskutocnitelnd trajektéria mechanizmu vtedy a len vtedy ak ¢(t) vyhovuje
rovnici

G = g1(q)ur + ... + gm(q)um, pre nejaky zvoleny riadiaci vektor u(t) € R™. (5.2)

Nech A = span{gi, ..., gm} je distribtcia spojend s kontrolnou sustavou.
Definujeme A; = A a
Aj =01+ [A A,

kde
[AbAi—l] = span{[g,h] 1 g€ Al,h S Ai—l}-

Je zrejmé, ze A; C Ay,

Refaz distribticii A; definujeme ako filtrdciu spojenti s distribiicion A = A;.

Involutivne uzatvorenie distribiicie oznac¢ime A . Vyjadruje najmensiu distribiiciu obsa-
hujiicu A takt, ze ak f,g € A potom [f,g] € A. A nazveme aj ako kontrolnt Lieovu
algebru.
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5. UVOD DO RIADENIA NILPOTENTNYCH SYSTEMOV
Veta 3.1 Kontrolny systém je lokalne ovlddatelny v ¢ € R" ak Zq = T,R".

Systém sa nazyva lokalne ovladatelny v malom ¢ase v qo, ak dokazeme dosiahnut blizke
body v arbitrdrne v malych ¢asovych intervaloch a ostat blizko gy v lubovolne dlhom ¢ase.

Pozndmka. V pripade trident snake robota je filtracia (3,6) a v nilpotentnej aproximadcii
zatvorky rddov vyssich ako 2 si nulové. Podmienka A, = T,R® plat{ v bode
q:=(000000)7T[12].

5.2 Philip Hall baza

Zavedenie Pilip Hall bazy na Lieovej algebre nam zabezpeci, ze vyberie spomedzi Lieovych
zatvoriek len tie, ktoré st na seba linedrne nezavislé.

Majme vektorové polia {g1,. .., gm}. Definujeme dlzku Lieového produktu ako:

l(g)=1 i=1,....,m (5.3)
l([A, B]) = I(A) + (B),

kde A a B si Lieove produkty.

Pozndmka. Lieov produkt moze byt ako obyéajné vektorové pole, tak vektorové pole
zlozené uz z inych vektorovych poli pomocou Lieovej zatvorky.

Philip Hall baza je usporiadand mnozina Lieovych produktov H = {B;} splaujuica:

lg e Hi=1,...,m
2. Ak U(B;) <l(Bj) tak B;< B,
3.[Bi, B;] € H vtedy a len vtedy ak

(G)Bi, Bj € Ha Bz < Bj (54)
(b) bud Bj; = g; pre nejaké k
alebo

Bj = [Bl,BT] S Bl,BT € Ha B, < B,

Pozndmka. Pripomenme, Ze v nilpotentnej aproximacii je Philip Hall baza koneéna.

5.3 Riadenie s pocastiach konstantnym vstupom

Jeden z moznych algoritmov pri rieSeni planovania pohybu sa nazyva piecewise constant
input algorithm, v preklade riadenie s pocatiach konstantnym vstupom. Tento algorit-
mus pracuje efektivne pre systémy, ktorych ovlddatelns Lieova algebra je nilpotentnd. To
je dovod, preco pracujeme nie priamo v povodnom systéme, ale jeho nilpotentnej apro-
ximécii.

Pozndmka. Ak je Lieova algebra nilpotetnd radu k, potom pre systém v tvare (2.1) st
Lieove zatvorky kontrolnych vektorovych poli vacsieho radu ako k£ rovné 0, inak zapisané,

[9@1>>[91p_1>9zp]] :Oakp> k.
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5.3. RIADENIE S POCASTIACH KONSTANTNYM VSTUPOM

Cielom tohto algoritmu je pre kazdy par bodov go, ¢; néjst riadiaci vektor
u(t) = (u1(t), ..., um(t)), ktory nas dopravi z bodu ¢y do bodu ¢y, pricom ¢y znaci bod
pociatocny, a ¢y bod koncovy.

5.3.1 Popis piecewise constant input algoritmu

Tento algoritmus pozostava z dvoch krokov.
Krok cislo 1

Definujeme rozsireny riadiaci systém ako

d i d=g(@vi+ gDV + g1 (Vi1 + -+ gs(@)vs, (5.5)
kde vektorové polia gp,41,...,gs si Lieove zatvorky vyssych rddov poli g; vybrané tak,
aby ¢1(q), ..., 9gs(q) generovali R pre vsetky ¢ patriace blizkemu okoliu bodu gp.

Néjdeme kontrolny vektor v(t), ktory privedie mechanizmus zo stavu ¢ do stavu gy pre
rozsireny systém (5.5).

Pre ndjdenie vektoru v zvolime Iubovolni C' krivku 7 : [0,7] — R", ktord prechddza
od go po qs. Najjednoduchsie je zvolit priamku, v pripade ak sa chceme vyhnit nejakym
prekazkam, zvolime int vyhovujicu krivku. Po zvoleni krivky vyrieSime rovnicu

Y(t) = gr(y@)vi + -+ + gs(v(t))vs (5.6)

dosadenim krivky ~(t) za ¢ v rovnici (5.5), ked'Ze rovnica (5.5) musi platit pocas celého
priebehu riadenia.

Nésledne z riadiaceho vektoru v(t) vyjadrime a spoé¢itame Philip Hall siradnice, ktoré
vyuzijeme pri zostaveni zapisu toku systému.

Chen-Fliessov rad [11] hovori, ze vSetky toky nelinedrneho kontrolného systému

¢=>Y_gi(qu; q(0)=gq (5.7)
i=1
su v tvare zlozeného toku
St(q) — ehs(t)Bsehs—l(t)Bs—l o 6h2(t)B26h1(t)Bl (q)’ (58)
pre niektoré vhodne zvolené funkcie hq, ho, ..., h,, zndme ako Philip Hall siradnice. To

znamend, Ze vetky toky, ktoré je mozné generovat riadiacim systémom, dokdzeme dostat
zlozenim tokov pozdlZ prvkov Phillip Hall bdzy By, ..., Bs. Dalej budeme S;(q) oznacovat
S(t). Toky S(t) naviac splnaju diferencialnu rovnicu

S(t) = S(t)(Byvy + -- -+ Byw,) S(0) =1, (5.9)
kde vy, ..., vs st prvky kontrolného vektoru v(t) rozsireného riadiaceho systému,
korespondujice so smermi prvkov By, ..., Bs, vypoéitaného pomocou (5.6).
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5. UVOD DO RIADENIA NILPOTENTNYCH SYSTEMOV

Zavedieme pojem adjungovand reprezentacia. Nech G je Lieova grupa s Lieovou algeb-
rou g. Pre kazdé g € G,
C,:heG—ghg ' €,

Diferencial C, nazveme adjungovanou reprezentaciou a oznacime ju ako Ad,, [7].

Potom diferencialnu rovnicu (5.9) mozeme prepisat do tvaru
S(t) — Z ehs(t)Bs L eh](t)B] hJBjeh]_l(t)B]_l o ehl(t)Bl
j=1
= Z S(t)e—in(t)Bl e hi—i®)Bj— thjehj_l(t)Bj_l  M®B:
j=1

= Z S(t)Ade_hl(t)Blme—h]»_l(t)B]»_l thj, (510)

Jj=1

kde vyuzijeme zapisu
Ad,-n5,Bj = e "PiBehi B (5.11)
pomocou ktorého plati
Ad w5, n;a8; 1 = Adg-mipy .. Ad v 5, [11]. (5.12)

e

Nakolko predpokladdme, Ze kontrolnd Lieova algebra je nilpotentnd, kazdy prvok pravej
strany rovnice (5.10) vieme zapfsat ako linedrnu kombindciu By, ..., Bs.

Toto tvrdenie zapiseme ako

Ade_hl(t)Blme—h]»_l(t)B]»_l thj = (Z pJJg(h)Bk)hJ (513)

k=1
pre urcité polynémy p; x(h).
Pouzitim (5.13) v rovnici (5.9) dostaneme

Y opishy=ve, k=1,...s (5.14)
j=1
Vdaka tiprave rovnic (5.14) dostaneme stistavu diferencidlnych rovnic

h=Q(h)v, h(0)=0, (5.15)

ktora sa oznacuje ako Chen-Fliess-Sussmannova rovnica. Popisuje vyvoj Philip Hall stradnic
pri vstupoch vy, . .., vs. Pociatocné podmienky h;(0) = 0 odpovedaji difeomorfizmu s kon-
figuraciou robota v case t = 0.

Pozndmka.Philip Hall stradnice h;, ¢ = 1,...,s nazveme aj ako spdtné Philip Hall
suradnice.

Dosadenim spétnych Philip Hall siradnic do (5.8) dostaneme tok S(t) vyjadreny ako:

S(t) = eheOBsh Bt | hoBagh (OB, (5.16)
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5.4. APLIKACIA ALGORITMU NA TRIDENT SNAKE ROBOTA
Krok éislo 2

V tomto kroku najdeme kontrolny vektor u(t) nerozsireného systému pomocou spéatnych
Philip Hall stiradnic. Tento riadiaci vektor mozeme néjst viacerymi postupmi. My si
ukézeme jeden z tych najjednoduchsich.

V pripade nilpotentnej algebry je tento krok jednoduchy. Ak je algebra nilpotentna radu

2, plati pravidlo
etlaroal — oVigoVig: o= Vig1 o~ Vig: (5.17)

vid' [11].
Predpokladdme, Ze t > 0. Ak t < 0, vyuZijeme vlastnost antisymetrie zétvorky:

e—tlange] — otloe.on] — oVigz Vigr o—Vig2 o~ VigL

Takymto sposobom dokazeme prepisat tok (5.16) na toky len pozdiz redlnych poli
g1, -+, 9m, aplikovanim pravidla (5.17) postupne zvl4st na kazdé vektorové pole
Jm+1, - - -5 gs @ naslednim poskladanim vyslednych tokov zasebou.

5.4 Aplikacia algoritmu na trident snake robota

Pripomeiime, Ze trident snake robot je lokalne ovlddatelny v bode ¢ = (0 0 0 0 0 0)T.
Stanovme preto vzdy tento bod ako bod pociatoény g = qq.

Vyjadrime Philip Hall koeficienty v zavislosti na riadiacom vektore v, kedZe této cast
algoritmu je rovnakéd pre Iubovolne zvoleny koncovy bod ¢. Pracujeme v nilpotentne;
aproximacii.

Philip Hall baza Lieovej algebry generovand vektorovymi poliami gq, g2, g3 je tvaru

Bl - gi, BQ == g2, B3 = g3, (5 18)
By = [g91,92), Bs = [92,93), Bs = [g1,93]
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5. UVOD DO RIADENIA NILPOTENTNYCH SYSTEMOV

Méme nilpotentny systém v tvare (5.1) s tromi riadiacimi vektorovymi polami (4.12) na
R® a generovant Philip Hall bazu (5.18). Koeficienty h; si podla rovnic (5.14) spocitané
tymto sposobom:

6
Z p1x(h) By, = B,
k=1

6
sz,k(h)Bk = By — By,
k=1

Zp&k(h)Bk = B3 — hiBs — ha B, (5.19)
k=1

6
> par(h)By = By,
k=1

6
> psx(h) By = Bs,
k=1

6
Zpﬁ,k(h)Bk = Bs
k=1

Pre ilustraciu si ukazeme vypocet koeficientu hs:

6
Zp?),k(h)Bk = Ade—hlBle—h2B2 Bg
k=1

- Ade_hlBl (Bg - h;Q[BQ, Bg])
= B3 — hq[By, Bs] — hs[Bs, B3]
- Bg - h’lBG - h,gB5.
Nahradenim koeficientov v rovnici (5.10) dostaneme
hlBl + hg(Bg — hlB4) + hg(Bg — hlBG — th5) + h4B4 + h5B5 + hGBG (520)
= 01 By + v2By + v383 + v4By + v5Bs + v B
alebo
(h) By + (hy) By + (hs) Bs + (—hihy + ha) By + (—hahs + hs)Bs + (—hihs + he)Bg
= v1B1 + voBy + v3B3 + 0484 + v5Bs + v Bg

tak, ze v upravenom tvare skon¢ime s nasledujicou sistavou:

hy = vy

hy = vy

hsy = vs (5.21)
hy = v4 + hyvg

hs = vs + hovs

he = v + hivs
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5.4. APLIKACIA ALGORITMU NA TRIDENT SNAKE ROBOTA
s pociatocnymi podmienkami

h1(0) = hy(0) = h3(0) = ha(0) = hs(0) = he(0) =

Nésledne ilustrujeme kontrétny problém, a to pohyb v smere zatvorky.

5.4.1 Pohyb v smere zatvorky

Pre ilustraciu algoritmu zvolime pociatoény a koncovy bod tak, aby ich spojnica bola
pohybom v smere zatvorky [g1, g2 . Pri rieSeni pohybu pouzijeme aproximované vektorové
polia v origindlnom suradnicovom systéme (4.12).

Pozndmka. V smere zatvorky sa pohybovat nedd, a preto ten pohyb modelujeme z (5.17)
ako zlozenie Styroch tokov.

Zvolme pociatotny bod gy = (0 0 0 0 0 0)7, koncovy bod g; = (0 0 0 1 1 1)” a krivku

T (t
Yot
() = %Ei
Vs (t
Ye(t

S~ S+ S+ O O O

)
)
)
)
)
)

Pociatoény a koncovy bod su zvolené tak, ze nimi dany smer je skutocne presne smer
zatvorkového pola.

Rozsireny systém (5.5) bude mat nasledujiici tvar:

0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
o 0 0 1 0 0 0
1| = 0 U1 + 1 Vg + _9 vs + 1 (e 0 Us + 1 V6
| 2 2 I ) I I U I
1 _ V3 1 -2 1 _V3 —1
2 2 2 2
alebo
0 V1
0 (%)
0 U3
1|~ —212 — 2v3 4+ vg + g (5.22)
1 £211 + Ug — 2v3 4+ v4 + £215 — —216
1 —ivl + vg — 2v3 +v4 — £U5 — —226

VyrieSenim ststavy (5.22) dostaneme vstupy v(t) = (0 0 0 1 0 0)T
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5. UVOD DO RIADENIA NILPOTENTNYCH SYSTEMOV

Vektor v(t) je kontrolny vektor rozsireného systému. Potom ststava diferencidlnych rovnic
pre vypocet Philip Hall stiradnic vyzera podla prepisu (5.21) takto:

hy =0
hy =0
hy =0 (5.23)
hy=1
hs =0
he = 0

s pociatocnymi podmienkami
h1(0) = ha(0) = hs(0) = hy(0) = hs(0) = he(0) = 0.

Vyriesenim sustavy (5.23) dostaneme
0
0
=0 (5.24)
t
0
0

Pomocou tychto koeficientov mozeme zapisat tok S(t) v tvare

S(t) — ehG(t)BG ehs(t)Bs 6h4(t)B46h3(t)B3 €h2(t)B2 ehl(t)Bl — 6tB4.

Findlny stav v ¢ase t = 1 zapiSeme ako ¢y = goeP*. Nasledne vyjadrime bod ¢; pomocou
zékladnych vektorovych poli:

Bs

qr = qoeP* = qpePreP2e BBz, (5.25)

Pri vyjadreni toku (5.25) sme vyuzili (5.17).

Vysledné korespondujice kontrolné vektory nerozsireného systému budu v tvare:

w, = (100" precas Ty =1,
u, = (01 0)"  precas Tp =1, (5.26)
us;=(—10 O)T pre cas T3 =1,

(

w = (0 —1 O)T pre cas Ty = 1.
Hodnotu ¢asu T} volime tak, aby bola integralna krivka vektorového pola u; - (g1 g2 g3)7
definovand na celom ¢asovom intervale ¢t € (0,7;). Dalej vypocitame jednotlivé kroky
pohybu pre ilustraciu jednotlivych sturadnic robota v ¢ase presunu mechanizmu z bodu
q=0000000)7dobodug=(000 11 1)T. Pre vykreslenie siradnic robota vid
Obr. 5.1.
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5.4. APLIKACIA ALGORITMU NA TRIDENT SNAKE ROBOTA

Na Obr. 5.1(a) vidime, ze uhol 0 sa pocas celého pohybu nezmeni. Dalej vidime, Ze stred
trojuholnikovej podstavy opise v priestore R? stvorec. Na Obr. 5.1(b) vidime, &m boli
tieto posuny sposobené. Napr. prvy posun v smere z, bol sposobeny nato¢enim druhej
a tretej nozicky opaénym smerom k osi x o rovnakd hodnotu. Vd'aka prudkym zmendm
funkcii jednotlivych siradnic, naozaj vidime, ze ide o riadenie s pocastiach konstantnym

vstupom.

=}
©

=3
@
=

stradnice polohy
o o o o o o
N w ~ L)) [=2] ~

=}

=}

0.5 1 1.5 2 2.5 3
cas

o

(a) Vyvoj stradnic x1, zo, z3

3.5

4

sUradnice tvaru

25

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
cas

(b) Vyvoj suradnic x4, x5, x6

Obr. 5.1: Pohyb z bodu ¢go= (0 0 0 0 0 0)” do bodug;= (000 11 1)T
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5. UVOD DO RIADENIA NILPOTENTNYCH SYSTEMOV

5.4.2 Vypocet suradnic robota v ¢ase pocas pohybu Lieovou
zatvorkou

Z toku (5.25) vidime, ze tento zlozeny tok pozostdva zo Styroch krat$ich navizujicich
tokov. Preto bude vypocet stradnic rozdeleny na styri kroky.

Krok 1

Kontrolny vektor aj dizku ¢asového intervalu sme zvolili podla (5.26). Pravu stranu mo-
delu systému ziskame dosadenim kontrolného vektora do (5.5),

kde teraz polia g;, i =1,...,s sz (4.12). Vychddzame z t = 0, a poc¢iatocné podmienky
reprezentuju qo.

Zvoleny kontrolny vektor: u; = (1 0 0)”.
Casovy interval: 0 <t < 1.

Model systému:

iy 1

9 0

i 0

T3 .

i |~ — (29 + 73) (5.27)
i) | AR -g o)

Pociatocné podmienky:

Riesenie sustavy diferencidlnych rovnic (5.27) zapiseme ako:

1 (1) t
5 (t) 0
z3(t) | _ 0
o 2 I P
w() | |02 -
wi) \ g
Konecny stav vt =1:

3v3 3V'3

(1000 _\/_ — _\/_)T

8 8

Zvysné kroky rieSime obdobne, avsak ako pociatocéné podmienky si stanovujeme konecny
stav z predoslého kroku.
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5.4. APLIKACIA ALGORITMU NA TRIDENT SNAKE ROBOTA

Krok 2

Zvoleny kontrolny vektor: ug = (0 1 0)7.
Casovy interval: 1 <t < 2.

Model systému:

i 0
&g 1
iy | 0
I"4 B _1

Pociatocné podmienky:

.1'1(1) = 1,1’2(1) = ng(l) = .1'4(1) = 0,1’5(1) = %,.’Ifﬁ(l) =

Riesenie:

0 ! \

o (t) t—1

z3(t) | _ 0

ra(t) | —t+1

2 —

(1) B TR e

xg(t) _\/gt + (5+;/§)t + 72\{15—5
Konecny stav vt =2:

2345 —2v/3+45
110 -1 V3 + V3 + r

4 4

Krok 3

Zvoleny kontrolny vektor: uz = (—1 0 0)7.
Casovy interval: 2 <t < 3.

Model systému:

.I"l —1
iy 0
iz | 0
j34 o (£E2 + 1‘3)
i) | (g -g-9)
) A\ -g g Y
Pociatocné podmienky:
1(2) = 29(2) = 1, 23(2) = 0.24(2) = —1,25(2) = 235 o)

4
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5. UVOD DO RIADENIA NILPOTENTNYCH SYSTEMOV

Riesenie:

{L’l(t) —t+ 3

(1) 1

zs3(t) | _ 0

xg(t) | t—3

2

wo(t) || A4 LB 2

6(t) \/th + (—Vi+1)t 1 —2\{1§+3
Konecny stav vt =3:

(0100 Y312 —V3+12,

8 8

Krok 4

Zvoleny kontrolny vektor: uy = (0 — 1 0)7.
Casovy interval: 3 <t < 4.

Model systému:

T 0
i’g —1
e 0
78 1
s —(%Jrﬁ“—%Jr%)
i)\ )
Pociatocné podmienky:
V3412 —V3412
01(3) = 25(3) = 24(3) = 0, 2(3) = 1, (3) = I () =
RieSenie:
(1) 0
z3(t) | _ 0
z4(t) - 2 t—3
w5(1) VB2 | (2Bt 9\ /343
— /312 (2v/3-1)t
6(t) 3 v 2343

Konecny stav vt =4:
0001117

Tym sme sa dostali do koncového bodu a input je skutocne po ¢astiach konstantny.
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6 Simulacie

V poslednej kapitole sa budeme zaoberat najvyuzitelnejsimi pohybmi trident snake ro-
bota v skuto¢nosti. Najprv preberieme pohyby v smere zvysnych zatvoriek, a neskor
predstavime ideu zakladnych pohybov. Prilozime grafy vykreslujice zmenu siuradnic v
case pri jednotlivych simulovanych pohyboch. Pre simulovanie pohybov trident snake ro-
bota sme vyuzili softvér MATLAB. Na konci predstavime moznost skratenia poétu krokov
pohybu, prezentovani v [10].

6.1 Pohyby v smere zatvoriek

Pohyby v smere zatvoriek predstavuju pohyby v smere vektorovych poli g4, g5, gs. Tieto
pohyby v skutocnosti nie st priamo realizovatelné. Avsak dokdzeme ich realizovat pomo-
cou viacerych pohybov v smeroch poli gy, g2, g3. Pohyb v smere zatvorky g, sme vyriesili
v predoslej kapitole, vid (5.26). Pristipme k zostavajicim zatvorkdm.

6.1.1 Pohyb v smere g5

Tento pohyb realizujeme zvolenim bodu ¢f = (0 0 0 1 —1 —1)7. Po vyrieseni (5.21),
dostaneme vektor Philip Hall stiradnic h = (0 0 0 0 1 0), a vysledny zloZeny tok,

napiseme podla (5.17) ako:

Qoel929) = goed2e93em92005 (6.1)

Zlozeny tok sa rozklada takisto na 4 kroky. V tomto pripade zmena oproti predoslému
prikladu vo velkosti a pocte asovych intervalov nenastdva, nakolko koeficienty tokov
(5.25) si rovnaké ako (6.1), ¢o pri neskorsich pohyboch platit obecne nebude. Pri volbe
(5.27) by sme volili model systému s vektorovym polom g, na zaklade jednotkovych
riadiacich vektorov zostavenych z (6.1).

Vyvoj stiradnic pocas presunu robota mozme sledovat na Obr. 6.1.

1 T — 1

1 4
0.9 N 05

0.8 Xy *g
0

e
3

>
&
&

suradnice polohy
e o o
o
suradnice tvaru

o o
N w £
r o

o
ro
o

=}

. -3
0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
cas cas

=}

(a) Vyvoj stradnic x1, zo, T3 (b) Vyvoj suradnic x4, x5, x6

Obr. 6.1: Pohyb z go=(0 000 0 0)' dog, =000 1 —5 —3)"
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6. SIMULACIE

6.1.2 Pohyb v smere g

Tento pohyb realizujeme zvolenim bodu ¢y = (0 0 0 0 ? —?)T. Pre opakujici sa po-
stup vypoétu budem d’alej uvddzat len doélezité klicové vysledky.
Vektor Philip Hall stiradnic A= (0 0 0 0 0 1)7, zloZeny tok je v tvare

qoe[ghgs] = qoe?le%Be N e, (6.2)

Trident snake robot sa dostane do koncového bodu pomocou 4 krokov. Vyvoj sturadnic
ilustrujeme na Obr. 6.2.

e
w©
¥ 2
I
3
iy

=)
o
5
x
o

e ¢
~
o

=3
)
13

S

suradnice polohy
o o o
o
suradnice tvaru

o o
oo
S o

o
I
o

=}

! -3
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
cas cas

=}

(a) Vyvoj stradnic x1, zo, T3 (b) Vyvoj suradnic x4, x5, x6

Obr. 6.2: Pohybz go=(0 00 00 0)" dog,=(0 0 0 0 ? _§)T

6.2 Zakladné pohyby

Pre mechanizmus trident snake robota, existuji 3 zakladné pohyby. Pohyb v smere osi z,
v smere osi ¥, a zmena uhlu 0, teda jeho otoc¢enie na mieste. Predpokladame pri tychto
pohyboch, ze tvar robota zostava na konci pohybu rovnaky ako na jeho zaciatku.Tieto
pohyby st velmi vyuZitelné pre motion planning.

Na nasledujicej strane ilustrujeme vyvoj stiradnic robota v ¢ase pri tychto pohyboch. Vid
Obr. 6.3, 6.4, 6.5.
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6.2. ZAKLADNE POHYBY

Y,

02 L L L L . . 3 . . . . . .
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45

¢as éas
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~

suradnice polohy
suradnice tvaru
. :

o
[N}

=}

(a) Vyvoj stradnic x1, zo, T3 (b) Vyvoj suradnic x4, x5, x6

Obr. 6.3: Pohybz go=(0 0000 0)" dogrp=(1 0000 0)T

1 1
X Xy
0.9 —x; 05 xs
0.8 X3 Xg
0
0.7
>
fg 06 E -0.5
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0.5 4] 1
3 04 3 15t
0.3
2
0.2
01 -2.5
0 3 ' ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 (1] 1 2 3 4 5 6 7
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(a) Vyvoj stradnic x1, zo, T3 (b) Vyvoj suradnic x4, x5, x6

Obr. 6.4: Pohybz go=(0 0000 0)" dog,=(0 100 0 0)T
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0.6

suradnice polohy
suradnice tvaru

0.4 |

0.2
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02 . . .
0 1 2 3 4 5 6 7
cas

(a) Vyvoj stradnic x1, z2, z3 (b) Vyvoj suradnic x4, x5, 6

Obr. 6.5: Pohybz go=(0 0000 0)" dogsp=(0 0100 0)7
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6. SIMULACIE
6.3 Porovnanie dvoch rieseni rovnakého pohybu

Avsak najzaujmavejsim pripadom, bolo rieSenie pohybu zlozeného zo zatvorky g4 a pola
g1 pri volbe

8+3v3 8+3V3

=(1001 T
qr = ( 3 g )
Pri tomto koncovom bode, sme dostali tok v tvare
goelt2ledt = goedted2e 9929, (6.3)

Riesenim zameny tokov sme obdrzali 5 krokovy riadiaci systém, ktorého presun do
ziadaného bodu vidime na Obr. 6.6.

1 2.5

0.9 !

08 X5 x

| e

stradnice polohy
©c © o o o ©
N w = (s, o ~
suradnice tvaru
(=] o

e

=}

0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 0 05 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
cas cas

=}

(a) Vyvoj stradnic x1, z2, z3 (b) Vyvoj suradnic x4, x5, x6

Obr. 6.6: Pohyb z ¢ =(0 0 0 0 0 0)" dog;=(100 1 _8+?§\/§ _8+?§\/§)T

Avsak na zaklade Lafferrierovej vety v [10],

h h
ehalgr.gz] ghagz Jhigr 192 1291 0392

ak hy = 0. Koeficienty a; € R,i = 1,2, 3 ziskame explicitne predpisom
hs hs

a1 =ho — —, as = hy, az3 = —.
1 27 @ L 03 =3
V naSom pripade, mozeme teda tok (6.3) nahradit zloZenym 3 krokovym systémom
predpisanym tokom

o999 = goem % e, (6.4)

Vyvoj stiradnic je mozné sledovat na Obr. 6.7.

Pouzitim Lafferierovej vety, sme nie len znizili pocet krokov riadiaceho systému, ale aj
skratili ¢as potrebny pre dosiahnutie pozadovaného koncového bodu. Tato tprava pri
praktickom riadeni extrémne ulahéf pracu riadenia, a takisto robi piecewise constant in-
put algoritmus atraktivnejsim, pri vybere algoritmu na rieSenie pohybovych problémov
robotov.
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Obr. 6.7: Pohyb z ¢ =(0 0 0 0 0 0)" dog;=(100 1 8+?é\/§ _8+?éx/§)T
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7. ZAVER

7 Zaver

Popisali sme riadenie neholonémneho mechanizmu, zvaného trident snake robot. K od-
vodeniu kinematickych rovnic ndm pomohla skutoénost, Ze obmedzenie pasivnych ko-
liecok limituje pohyb robota. Pomocou diferencidlnej geometrie sme zostavili jeho riadiaci
systém. Vyriesili sme otdzku ovlddatelnosti zistenim, Ze dimenzia stavového priestoru sa
rovnd dimenzii kontrolnej Lieovej algebry, a tym padom je trident snake robot lokalne
ovladatelny v bode go = (0 0 0 0 0 0)7.

Nasledne sme zjednodusili riadiaci systém pomocou nilpotentnej aproximécie. Apro-
ximovali sme zakladné vektorové polia pomocou zavedenia nového suradného systému,
a vytvorili tak Lieovu nilpotentni algebru radu 2. Nasledne sme kvoli zjednoduseniu
vypoctov uviedli tito aproximovant algebru do modelu riadenia, a predostreli algoritmus
na rieSenie motion planningu.

Algoritmus pracoval presne, s pocastiach konstantnymi vstupmi a doviedol mechaniz-
mus do koncovych bodov po uréitom poéte krokov. Tento pocet krokov zévisel na volbe
prepisania zlozeného toku do tokov zdkladnych vektorovych poli.

Nakoniec sme pouzili tento algoritmus pri simulaciach pohybov trident snake robota v
smeroch Lieovych zatvoriek pomocou ich nahradenia zédkladnymi polami, a vytvorenim 4
krokovych pohybov. Ilustrovali sme priebeh stradnic v ¢ase pocas pohybov z pociatocného
do koncového bodu, zvoleného tak, aby odpovedali vyssie uvedenym pohybom. Dalej sme
vyriesili zékladné pohyby, ktorymi boli pohyb v smere x, pohyb v smere y a rotécia okolo
osi z. Vysledky zmeny sturadnic trident snake robota v ¢ase tychto zakladnych pohybov
sme takisto ilustrovali v prostredi MATLAB.

V poslednej ¢asti sme pomocou Lafferriereho vety dokézali dosiahnut ten isty
pozadovany koncovy bod za kratsi ¢as a s mensSim poctom krokov, na zaklade iného
pristupu zvoleného pri rieSeni kroku ¢islo 2 v algoritme. Tento jav nas d'alej miti sa za-
oberat optimalnym riadenfm pomocou tohto algoritmu, na zaklade efektivnejsieho riesenia
algoritmu v kroku ¢islo 2. Tato otézka je v sicasnosti stale otvorenym problémom.
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