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Uvod

Matematické modely jsou abstraktni modely pouzivajici matematicky jazyk
k popisu systému z realného svéta. Vyuzivaji se v mnoha odvétvich, kde jednim
z nich je napiiklad popula¢ni dynamika. Ta je specifickd populaé¢nimi modely,
které jsou uzitecnym ndastrojem pro popis, simulaci a predikci jevu v ruznych
biologickych spole¢enstvech. Jednim z nejvice studovanych modelu populaéni dy-
namiky je model predator-korist. Nejznaméjsim je Lotka-Volterra model, jenz
popisuje interakci dvou zivocisnych druhu na uréitém uzemi, kdy jeden druh je
potravou pro ten druhy.

Cilem bakalarské préace je zobecnit tento klasicky model, tak aby vice od-
povidal realité. Konkrétné bychom se zaméfili na ¢len rustu populace koristi
a urcitym zpusobem do néj zakomponovali kapacitu prostredi. Jednou z moznosti
je naptiklad vyuzit logistickou (Verhulstovu) rovnici, jenz popisuje logisticky rust
jedné populace.

Prace je rozdélena do ¢tyt kapitol. V prvni kapitole si zavedeme matematicky
aparat nezbytny k pochopeni problematiky, kterou se budeme zabyvat. V druhé
kapitole si predstavime a vysetiime klasicky Lotka-Volterra model predator-kotist.
V praktické ¢asti, tedy poslednich dvou kapitolach, si sestavime dva zobecnéné
modely vychazejici z Lotka-Volterra modelu. Tyto modely nasledné vySetiime.
Zamérime se na stabilitu a typ kritickych bodu a vykreslime si fazové portréty

téchto modelu.



Kapitola 1

Matematicky aparat

V prvni kapitole si zavedeme matematicky aparat nezbytny k pochopeni pro-
blematiky, kterou se budeme dale zabyvat. VSechny tivahy, definice a véty budou

vychéazet ze zdroje [1], kde lze nalézt i dukazy zminénych vét.

1.1. Dynamické systémy

Dynamicky systém je matematicky model takového systému, ktery se méni
v case. U tohoto modelu se predpoklada, ze jeho vyvoj zavisi na vychozim stavu,
ale je nezavisly na konkrétnim case, v némz vychozi stav nastal.

Pred tim nez si definujeme dynamicky systém, si jesté zavedeme obecné znaceni

pro spojitost vektorové funkce:
e Symbol f € C(M) vyjadiuje, 7e slozky vektorové funkce f jsou spojité
na M.

e Zvolme k € N, pak f € C*(M) znaéi, ze slozky vektorové funkce f maji

spojité k-té derivace na M.

Definice 1.1.1. Nechf G je oteviend podmnoZina prostoru R” a vektorova funkce
o(t, ) zobrazuje mnozinu R x G do G. Dale necht ¢ € C(R x G) m4 nésledujici

vlastnosti:
(i) (0, %) = x° pro kazdé =° € G;

(ii) (t+ s, %) = (t, p(s, %)) pro kazdé t, s€ R, z° € G;
8



(iii) pro kazdé t € R existuje k zobrazeni (¢, -) inverzni zobrazeni a je rovno

‘P(_t7 )

Potom zobrazeni ¢ : R x G — G nazveme tok. Pro kazdé pevné ¢ € R nazveme

zobrazeni

pt,): G— G
dynamicky systém v R™.

Uvazujeme soustavu n autonomnich obycejnych diferencialnich rovnic prvniho
radu
2y (t) = fi(za(t), ... za(t)),
. (1.1)
T (t) = fu(@1(1), ., 2(2)).

Soustavu (1.1) 1ze ekvivalentné zapsat ve tvaru vektorové rovnice

Nyni si pfipomenme pojmy z teorie diferencialnich rovnic.

Definice 1.1.2. Resenim rovnice (1.2) na intervalu J C R rozumime vektorovou
funkci z(t) = (z1(t),...,z,(t)) takovou, ze € C*(J) splituje rovnici (1.2) pro
kazdé t € J.

Jelikoz rovnice (1.2) mé obvykle nekone¢né mnoho fesent, tak zékladni podminka,
kterou muzeme specifikovat jednotlivé feSeni se nazyva pocdtecni (Cauchyova)

podminka a je ve tvaru

21(0) = 2%, ..., 2,(0) = 2. (1.3)

Podminku (1.3) 1ze ekvivalentné zapsat ve tvaru
z(0) = =°. (1.4)

Bod z° nazyvame poédtecni bod resent.



Véta 1.1.3 (Zakladni véta o existenci a jednoznacnosti). Nechl G je oteviend
podmnozina v R™ obsahujici bod x°, f€ C*(G).
Potom tiloha (1.2), (1.4) md jediné Feseni p(t,z°) definované na mazimdlnim

intervalu Iz = (ago,bgo) C R obsahugicim 0.
V naésledujici vété si ukdzeme, jak rovnice (1.2) vytvari dynamicky systém.

Véta 1.1.4 (Generovani dynamického systému). Nechf x° je libovolny bod z
oteviené mnoziny G v R", f € CY(G) a o(t, °) je resenim tlohy (1.2), (1.4)
na R. Predpoklddejme, Ze o jako vektorovd funkce n+1 proménnycht, 29, ..., 2%
zobrazuje mnozinu R x G do G.

Potom ¢ je tok. Ddle pro kazdé pevné t € R je zobrazeni (t,-) : G — G

dynamicky systéem v R™.

Predstavme si nyni pojmy, jenz popisuji a charakterizuji dynamicky systém,

ktery rovnice (1.2) vytvari.

Definice 1.1.5. Graf feSeni ¢(t, £°) je mnozina viech bodu (¢, ¢(t, °)), kde
te .

Definice 1.1.6. Orbita feseni o(t, ) je mnozina vsech bodi (t, °), kde
te .

Orbitu jako ortogondlni projekci grafu fesenf (¢, °) do prostoru R™ znaéime

v(x2°) a m4 tvar
Y(x®) = {(z1(t),...,2(t)) 1 t € Ipo} C G.

Definice 1.1.7. Fdzovy portrét rovnice (1.2) je mnozina vSech FeSeni rovnice
spole¢né se Sipkami na orbitach, které vyznacuji pohyb bodu ¢(t, £°) na orbite
pro rostouci t. Prostor R™ obsahujici fazovy portrét rovnice (1.2) nazveme fazouvy

prostor.
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Stézejnim pojmem pro vySetieni fazového portrétu jsou kritické body (také

se vyuziva termin rovnovdzny bod nebo ekvilibrium).

Definice 1.1.8. Kriticky bod rovnice (1.2) je bod & = (z1,...,Z,) € R™ splaujici
soustavu rovnic
fl(l’l, e ,l’n> = O,

fn(xlv ce ,l’n) =0.

Kriticky bod odpovidé konstantnimu feseni (¢, &) = & rovnice (1.2). Dulezitou

vlastnosti kritického bodu je jeho stabilita, kterou definujeme nasledovné.

Definice 1.1.9. Kriticky bod & € G rovnice (1.2) nazveme stabilni, jestlize plati

Ve>036>0Vxl e G: ||z —2°|| <6 = ||p(t, 2°) — | <¢
pro kazdét > 0.

Definice 1.1.10. Kriticky bod & € G rovnice (1.2) nazveme nestabilni, jestlize

neni stabilni.

Definice 1.1.11. Kriticky bod & € G rovnice (1.2) nazveme asymptoticky sta-

bilni, jestlize je stabilni, a navic plati

Ir>0vae’ € G : |z — m0|| <r= 1tlim ll(t, a:o) — | =0.
—00

1.2. Planarni dynamické systémy

Polozime-li v definicich a vétach sekce 1.1 dimenzi n rovnu 2, dostidvame
planarni dynamické systémy, které vznikaji ze soustavy dvou autonomnich dife-

rencidlnich rovnic prvniho fadu

/() = f(x(t)), (1.6)



kde f : G — R? je obecné nelinedrni vektorova funkce dvou proménnych z1, s,

feCY(G) aGCR2

1.2.1. Planarni linearni dynamické systémy

Specialnim piipadem planarnich dynamickych systému jsou planarni linearni
dynamické systému s konstantni ¢tvercovou matici A, pro které ma rovnice (1.6)

tvar

x'(t)=A- x(). (1.7)

Poznatky z linearnich dynamickych systému pozdéji vyuzijeme k vySetieni
kritickych bodu nelinearnich dynamickych systému.

Fazové portréty linearnich dynamickych systému jsou charakterizovany praveé
matici A, konkrétné jejimi vlastnimi ¢isly. Proto si fazové portréty nyni klasifi-

kujeme.

Klasifikace fazovych portrétt rovnice (1.7):

Fazové portréty délime na tiidy, kde k nékterym lze urcit i konkrétni typ. Pro
determinant a stopu matice A budeme pouzivat znaceni det A, tr A a pro vlastni
¢isla A1, A2. Je nutné podotknout, ze nékteré z fazovych portrétu byly vynechany
z duvodu, Ze s nimi déle nebudeme pracovat. Proto celou klasifikaci a podrobné

odvozeni lze nalézt v [1].
I. Trida vylevka je charakterizovana nerovnostmi
detA >0, trA<DO.
K této tiidé zminime dva konkrétni typy fazovych portrétu.
(a) Typ wzel-vglevka (viz Obréazek 1.1) je charakterizovan vztahem
4det A < (tr A)%

Pak )\1 < 0, )\2 < 0.
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Obrazek 1.1: Uzel-vylevka (zdroj [1]).

Kriticky bod (0, 0) se u tohoto typu nazyva uzel-vjlevka a je asympto-
ticky stabilni.

(b) Typ ohnisko-vylevka (viz Obrazek 1.2) je charakterizovan nerovnosti
4det A > (tr A)*.

Pak \jo =a =i, a <0, #0.

Obrazek 1.2: Ohnisko-vylevka (zdroj [1]).

Kriticky bod (0, 0) se u tohoto typu nazyva ohnisko-vylevka a je asympto-
ticky stabilni.

13



II. Ttfida sedlo (viz Obrazek 1.3) je charakterizovana nerovnosti

det A < 0.
Pak )\1)\2 < 0.

Obrazek 1.3: Sedlo (zdroj [1]).

Kriticky bod (0,0) se u téhle tiidy nazyva sedlo a je nestabilni.
III. Tiida stred (viz Obrézek 1.4) je charakterizoviana podminkami
detA >0, trA=0.

Pak )\172 = ilﬁ, ﬁ 7é 0.

Obrazek 1.4: Stred (zdroj [1]).

Kriticky bod (0,0) se u téhle tidy nazyva stred a je stabilni.
Mezi vynechanymi fazovymi portréty jsou ve tiidé vylevka typy uzel-vylevka
s jednou, dvema a samymi vlastnimi primkami, dale tiidy zridlo, primka sta-
bilnich, ptipadné nestabilnich kritickych bodu a degenerovany fdzovy portrét.

14



1.2.2. Planarni nelinearni dynamické systémy

V bakalarské praci budeme pracovat pouze s planarnimi nelinearnimi dyna-
mickymi systémy, které tzce souvisi s linearnimi dynamickymi systémy. Pokud
kriticky bod nelinedrniho systému spliuje urcité podminky, tak prebira vlastnosti
kritického bodu linearniho systému. Lze tedy nalézt linearni systém prislusny
nelinearnimu systému. Nyni si definujeme pojmy, potiebné k vysvétleni tohoto

principu.

Definice 1.2.1. Kriticky bod & € G rovnice (1.6) se nazyva hyperbolicky (HKB),

ma-li Jacobiho matice

1 2
Df(z) = (1.8)
@ Of2 . _\ Of2 _ _
81’2
obé vlastni ¢isla s nenulovymi realnymi slozkami.
Definice 1.2.2. Kriticky bod & € G rovnice (1.6) se nazyva nehyperbolickyj
(NKB), mé-li Jacobiho matice (1.8) alespon jedno vlastni ¢islo s nulovou redlnou
slozkou.
Z predchozich definic vyplyvé, ze kriticky bod systému (1.6) je nehyperbo-
licky, pravé tehdy kdyz determinant nebo stopa Jacobiho matice (1.8) jsou nu-

lové.

Definice 1.2.3. Necht Z € G je kriticky bod rovnice (1.6). Rovnice

y' =Df(2)y (1.9)
se nazyva linedrni variacni rovnice k rovnici (1.6) v bodé Z.

Definice 1.2.4. Kriticky bod & rovnice (1.6) se nazyva vylevka, pokud existuje
okoli U bodu & takové, ze pro kazdy bod x¥ € U celd kladnd ¢ést orbity feseni

p(t, °) zistdva v U a navic plati

lim (¢, 2°) = &

t—o0
(viz Obrazky 1.1, 1.2).
15



Definice 1.2.5. Kriticky bod Z rovnice (1.6) se nazyvé sedlo, pokud existuji

body x° # & a x' # & takové, ze
1tlim pt,z°) =2 a lim ¢, ') ==
— 00 oo

(viz Obrazek 1.3).

Definice 1.2.6. Kriticky bod & rovnice (1.6), ktery je vylevkou, se nazyva oh-
nisko, jestlize existuje okoli U bodu & takové, ze pro kazdy bod x° € U obéhne
kladn4 ¢ast orbity fesenf (¢, ") nekoneénékrat bod &. Obéhnou-li orbity kolem

& pouze konecnékrat, nazyva se & uzel (viz Obrazky 1.2, 1.1).

Nyni si ukazeme, jak urcit tiidu, piipadné typ, u planarnich nelinearnich

dynamickych systému.

Véta 1.2.7. Necht & € G je HKB nelinedrni rovnice (1.6). Potom T je tiidy
— vylevka,
— sedlo,

pravé tehdy, kdyz je kriticky bod (0,0) linedrni variacni rovnice (1.9) v bodé &

pravé takovy.

Véta 1.2.8. Necht f € C*(G) a necht € G je HKB nelinedrni rovnice (1.6).
Potom x je typu

— uzel-vylevka,
— ohnisko-vyjlevka,
— sedlo,

pravé tehdy, kdyz je kriticky bod (0,0) linedrni variacni rovnice (1.9) v bodé &

pravé takovy.

16



Kapitola 2

Klasicky Lotka-Volterra model
predator-korist

V této kapitole se budeme zabyvat nejznameéjsim dvoudruhovym populacnim
modelem, zndmym jako Lotka-Volterra model, ktery se vyskytuje témér ve vsech
knihéch a ¢lancich pojednéavajicich pravé o populaéni dynamice. V této praci je
cerpano z [2], [3], [1].

Tento model vyvinuli nezavisle na sobé americky matematik, fyzikalni che-
mik a statistik Alfred J. Lotka a italsky matematik a fyzik Vito Volterra. Lotka
vyuzil model v roce 1925 k analyze interakci predatora a kofisti ve své knize o
biomatematice. Volterra publikoval stejny soubor rovnic v roce 1926. Inspiraci
pro néj byla spoluprace s moiskym biologem Umbertem D’Anconou, jenz zkou-
mal rybolov v Jaderském morti. Ten zjistil, ze se procento ulovenych ryb v mofi

béhem prvni svétové valky zvysilo, prestoze se rybolov v této dobé znacné snizil.

2.1. Sestaveni modelu

Uvazujeme dva zivocisné druhy, predatora a korist, které spolu interaguji na
urcitém tzemi, konkrétné jeden druh lovi ten druhy. Model méa nékolik predpokladu,

ze kterych nasledné sestavime soustavu dvou autonomnich diferencidlnich rovnic.

1. Oba druhy jsou rovnomeérné rozprostieny v omezeném prostredi, izolovaném

od vngjsich vlivu.
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2. Korist ma neomezené mnozstvi potravy a bez zasahu dravcu je narust jeji

populace piimo imérny jeji velikosti.

3. Preziti predatora zavisi pouze na kofisti, bez jeji pritomnosti predator

vymird a tento pokles je piimo imeérny velikosti jeho populace.
4. Predator ma neomezenou potiebu lovit.

5. Korist ani predator se nemuzou adaptovat na prostiedi, které se neméni,

a tedy nezvyhodnuje zadnou populaci.

Tyto predpoklady jsou uméle vytvofeny pro nas model, v piirodé nutné ne-
musi platit. V redlném prostredi zavisi na vyvoji populaci mnohem vice aspektu,
napriklad omezenost potravy pro kofist, migrace populace, adaptace druhu vuci
prostiedi, zasah jiného druhu, piipadné fakt, ze jeden jedinec nedokaze udrzet
populaci na zivu. Tyto aspekty nejsou do Lotka-Volterra modelu zahrnuty.

Sestaveni modelu za¢neme oznacenim si x = x(t), coz predstavuje velikost
populace koristi v ¢ase t a y = y(t) predstavujici velikost populace dravce v ¢ase t.
Tyto veliciny mohou byt také interpretovatelné jako hustota populace ¢i biomasa.
Pro jednoduchost s nimi ale budeme dale pracovat pouze jako s velikosti populace.

Predpokladejme, ze jeden dravec v casovém intervalu (t,¢ + At) (déle jen
za jednotku casu At > 0) potkd a néasledné sezere bx(t)At koristi, kde b > 0.
Z toho vyplyva, ze pii mnozstvi draveu y(t) bude ubytek kofisti vlivem lovu
roven bx(t)y(t)At. Dale z druhého predpokladu vime, ze za jednotku casu At
prirozené pribude ax(t)At kofisti, kde a > 0. V ¢ase t + At bude tedy mnozstvi

koristi vyjadieno jako
x(t + At) = x(t) + ax(t) At — bx(t)y(t) At.

Upravou rovnice a limitnim pfechodem pro At — 0 dostavame okamzitou zménu

populace Kkoristi

lim x(t + At) — x(t)
At—0 At

= ax(t) — bx(t)y(t).

18



Prvni rovnice ma tedy tvar

' = ax — bxy. (2.1)

Pomoci stejnych tvah sestavime i druhou rovnici. Za jednotku ¢asu At vzroste
populace draveu diky lovu kofisti o dx(t)y(t)At, kde d > 0. Pfirozeny ubytek
dravcu za jednotku ¢asu At je piimo umeérny velikosti jejich populace tedy cy(t) At,

kde ¢ > 0. V ¢éase t + At bude mnozstvi draveu
y(t + At) = y(t) — cy(t) At + dx(t)y(t) At.

I zde nés bude zajimat okamzity prirustek populace dravce, jenz je ve tvaru

L YA~y

At0 At = —cy(t) + dz(t)y(?).

Tak dostdvame druhou rovnici

/ j—

Yy = —cy + dxy. (2.2)

Vztahy (2.1) a (2.2) tvoii vyslednou soustavu dvou nelinedrnich diferencidlnich
rovnic Lotka-Volterra modelu
' = ax — by,
(2.3)

/ j—

Yy = —cy + dzy.

Nyni se jesté zastavime u vyznamu kladnych parametru a, b, ¢, d nasi sou-

stavy.

e Parametr a predstavuje koeficient rustu populace kofisti (natalitu - relativni

porodnost).
e Parametr ¢ zase umrtnost populace predatora (mortalitu).

e Parametr b predstavuje miru predace, tedy miru konzumace kofisti predatorem.
Interpretaci muze byt vice, pokud by dravec vzdy kotist usmrtil, 1ze si pa-
rametr predstavit jako pravdépodobnost setkani dravce s populaci kofisti,
ptipadné pravdépodobnost, ze predator zahubi kofist pfi jejich vzajemném

setkani.
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e Parametr d predstavuje miru rustu populace dravce vlivem lovu. Tento
parametr souvisi s mirou predace b, ale obecné nemusi byt stejny. Casto se
da parametr vyjadrit jako d = bd;, kde kladna konstanta d; charakterizuje

miru energie ziskané z biomasy kotisti.

2.2. Analytické reSeni

Nejprve se pokusime nalézt analytické feseni soustavy (2.3) v prvnim kvad-
rantu. Jednd se o systém dvou autonomnich nelinearnich rovnic prvniho fadu.

Soustavu si prepiSeme na nasledujici tvar

dx
— =z(a —by),
3 = tla—by)
dy
— =y(dxr — ¢).
=Y )
Rovnice soustavy vzajemné vydélime
dy y dv—c

dr a—-by =

Dostéavame rovnici se separovanymi proménnymi, kterou upravime a zintegrujeme
a — by dr — ¢
dy = dx.
Y x

aln|y| — by = dx — cln|z|+ C, C €R.

Po integraci dostavame

Jelikoz se pohybujeme v prvnim kvadrantu, muzeme vynechat absolutni hodnoty
alny+clnz — by — de = C.
Levou stranu si oznac¢ime jako funkci proménnych = a y
F(z,y) =alny+clnz — by — dx. (2.4)

Redeni systému (2.3) je dvojice (z(t),y(t)), kde z(t) > 0 a y(t) > 0, tak ze existuje
C € R takové, ze
F(z(t),y(t) =C, VteR.
Orbity systému tedy lezi na hladinach funkce F'.
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2.3. Fazovy portrét

Abychom ziskali vizualni predstavu, jak model funguje, pokusime se sestavit
fazovy portrét. Nejprve se zamérime na kritické body, v nichz dochazi k rovnovaze
a mnozstvi populace se v nich neméni.

Obé rovnice systému (2.3) polozime rovny nule a dostdvame dva kritické body

x1 = (0,0), (2.5)
_ c a
Poté sestavime Jacobiho matici systému (2.3), kterd ma tvar
a—by —bx
Df(x) = ( dyy dx_c)_ (2.7)

Nyni se budeme zabyvat kritickym bodem @, ktery dosadime do Jacobiho

Df(x:) = (8 _OC) :

Z kotenu charakteristického polynomu

matice a dostavame

(@ =M(=c=A) =0,

dostavame vlastni ¢isla Ay = a, Ao = —c. Diky predpokladu kladnych parametru
je jedno vlastni ¢islo kladné a druhé zaporné, kriticky bod je hyperbolicky a tudiz
podle Véty 1.2.7 muzeme urcit i jeho tiidu. Kriticky bod je tiidy sedlo, jedna
se tedy o nestabilni kriticky bod. Okoli tohoto bodu ve fazovém portrétu bude
priblizné vypadat jako v klasifikaci kritickych bodu 1.2.1 na Obrazku 1.3. Orbitou,
kterd se limitné blizi ke kritickému bodu, je kladna cast osy y a orbitou, kterd
sméruje z kritického bodu je kladna c¢éast osy .

Pokud bychom postupovali stejnym zpusobem i u kritického bodu &s, do-
stali bychom se k zavéru, ze tento kriticky bod je nehyperbolicky. Tudiz bychom
v naSem nelinearnim ptipadé podle Véty 1.2.7 nedokazali rozhodnout o jeho trideé,
i presto, ze by v linearnim pripadé byl tiidy stred a tedy stabilni kriticky bod.
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V tuto chvili ale muzeme vyuzit analytického feseni z predchozi sekce. Je-
likoz orbity systému (2.3) lezi na hladindch funkce (2.4), kde bod &, je pravée
ostrym lokdlnim maximem této funkce, tak jsou orbity uzaviené a obihaji kolem
kritického bodu &,. Z toho vyplyva, ze kriticky bod @4 je stabilni.

Nakonec budeme potiebovat jesté urcit smeér toku na periodickych orbitach.

Kdyz do soustavy (2.3) dosadime pocatecni podminku

o_ (¢ 0) 0,2 2.8
x (d,y A (2.8)
dostavame

/_%_@0

x d dy7

y =0.

Upravime-li prvni rovnici dostaneme

i -0 <o

Zména ve sméru osy x je zaporna a ve sméru osy y nulova, z ¢ehoz vyplyva, ze pro

pocéateéni podminku (2.8) je smér Sipek ve smérovém poli horizontélné zéporny.

a

Pokud bychom uvazovali 3° € (O, 3) dostali bychom opacny smér. Z téchto
poznatku vyplyva, ze periodické orbity obihaji kolem kritického bodu &5 proti
sméru hodinovych rucicek.

Model se da interpretovat nasledovné. Pokud je mnozstvi obou populaci ne-
nulové, tak populace osciluji kolem urcitych hodnot. Napiiklad v jeden moment
populace draveu narusta vlivem lovu kofisti. Z tohoto duvodu po ¢ase zacéne po-
pulace kortisti klesat. Tim padem pfestanou mit dravci dostatek potravy k udrzeni
tak velké populace a v ur¢ity moment prirozeny tubytek dravcu zacne prevySovat
jejich prirustek. Jelikoz koristi ubyva jejich prirozeny nepftitel, za¢ne se jejich
populace po ¢ase znovu obnovovat. Tento cely déj se opakuje periodicky. Zadn4
z populaci v tomhle pripadé nevyhyne. Ve specifickém ptipadé, kdy je mnozstvi

populace na hodnoté £ a dravci na hodnoté ¢, jsou obé populace v rovnovazném

bodé. Jejich mnozstvi se neméni.
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V nésledujicich Obrézcich 2.1, 2.2 muzeme vidét fazovy portrét Lotka-Volterra
modelu a pro lepsi zndzornéni oscilace i ¢asovy prubéh populaci pii uréitych

parametrech.

RN
/\\\
}) /'f
I
4

5
X (kofist)

Obrazek 2.1: Fazovy portrét Lotka-Volterra modelu s parametry a = 1.1, b =
04, c=04,d=0.1.

14

—— kofist
121 ---- predator
10
.

A
4

Obrazek 2.2: Casovy pribéh populaci Lotka-Volterra modelu s parametry
a=11,b=0.4, c=0.4,d=0.1, pro pocdtecni podminku z° = (10, 5).
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Kapitola 3

Prvni zobecnény model
predator-korist

Klasicky Lotka-Volterra model zjevné neodpovida naplno realité. Pokusime
se tedy o urc¢ita zobecnéni, ktera by méla vice odpovidat realnému vztahu popu-
lace predatora a koristi.

Predpoklad, ze populace korfisti bez vlivu predatora roste exponencialné, neni
zcela realisticky. V ptrirodé ma kofist omezené mnozstvi potravy, a také tizemi, na
kterém se nachézi, ma urcitou kapacitu (napt. velikost vodni oblasti, pole ¢i lesa).
Nejprve tedy zobecnime Lotka-Volterra model tak, ze v systému (2.3) nahradime
¢len rustu populace kotisti az clenem a®(zx), kde funkce ®(z) bude zdviset na
kapacité prostredi p > 0.

Novy systém bude vypadat nasledovné

' = ad(x) — bry,

(3.1)
y = —cy+day,
kde
(I)(l’) _ {l’, T < D,
p, TZ=2p
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Graf funkce ®(z) v prvnim kvadrantu muzeme vidét na Obrazku 3.1.

D(x)

0 P 2p
X

Obrazek 3.1: Funkce ®(z).

Funkce @ je definovana po castech. Do hodnoty x = p je linearni a od této
hodnoty dal je konstantni. Prakticky by toto zobecnéni znamenalo, ze se na
rustu populace koristi, pri dosazeni kapacity p, podili pouze mnozstvi jedincu
rovné kapacité prostedi p. Systém tedy budeme muset vysetfovat zvlast na obou
mnozinach, pro které je definovana funkce ® jejim predpisem.

Na mnoziné x < p je systém shodny se systémem klasického Lotka-Volterra
modelu, ktery uz mame vysetieny v kapitole 2. Z toho duvodu budeme v nasledujici
sekci vySetfovat systém (3.1) na mnoziné x > p.

Jesté je nutné zminit, ze funkce pravé strany soustavy (3.1) sice neni z C'(R?),

ale je alespon lipschitzovsky spojitd, takze plati jednoznacnost pocatecni tlohy.

3.1. VysSetreni systému v poloroviné x > p

Systém (3.1) v poloroviné x > p vypada nasledovné

' = ap — bxy,
(3.2)

/

Yy = —cy + dzy.
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Tento systém ma jediny kriticky bod

_ ¢ apd
x=\-—1, 3.3
<d bc ) (3:3)
ktery se nachazi v poloroviné x > p, pouze pokud je jeho prvni soutfadnice vétsi

nebo rovna parametru p. Z toho vyplyva vztah § > p. Jacobiho matice tohoto

systému vypada nasledovné

e

Po dosazeni kritického bodu a upravé dostavame matici

—apd _@
_ d
of@ = | e | (3.4)
be

Abychom zjistili, jaké tiidy je kriticky bod, zaméfime se na determinant a stopu

Jacobiho matice pravé v kritickém bodé

trDf(x) = —#, det Df(x) = apd.
Stopa je diky predpokladu kladnych parametru zaporna a determinant ze stejného
duvodu kladny. Kriticky bod (3.3) je hyperbolicky a podle klasifikace 1.2.1 t¥idy
vylevka, tim padem asymptoticky stabilni.
K urceni konkrétniho typu kritického bodu musime znat znaménko obou
vlastnich ¢isel Jacobiho matice. Z pomocného vzorce pro vypocet hodnot vlastnich

Cisel

tDf(2) % \/(tr Df(2))’ — 4det Df ()
2

A =

nas bude zajimat clen pod odmocninou, tedy diskriminant charakteristického
polynomu matice. Je to z duvodu, abychom zjistili, zda jsou vlastni ¢isla realna

nebo komplexni. Zajimé nas tedy vztah vyrazu

(trDf(z))?, 4detDf(z).
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V nésledujici vété si shrneme poznatky o vlastnostech kritického bodu a také

urcime jeho typ.

Véta 3.1.1. Kriticky bod (3.3) systému (3.2) je tridy vijlevka, tedy asymptoticky

stabilni. Navic plati
(a) Pokud ac%d >4, pak A\ <0, Xy <0, kriticky bod je typu uzel-viyjlevka.
(b) Pokud ac%d < 4, pak Mo = a£if, kde a < 0, f # 0, kriticky bod je typu
ohnisko-vylevka.

Dikaz. ad (a):  Predpokladejme ze plati vztah “C%d > 4. 7 klasifikace 1.2.1

vyplyva, ze typ uzel-vylevka je charakterizovan vztahem
(trDf(z))* > det Df(x).

Pro matici (3.4) dostavame

2
(@) > dapd,
C

Po zjednoduseni dostavame predpokladany vztah

Kriticky bod je v tomto pripadé opravdu typu uzel-vylevka.
ad (b):  Dukaz bychom vedli na stejném principu, jako u predchoziho bodu.
]

3.1.1. Fazovy portrét

Typ kritického bodu (3.3) systému (3.2) uz zndme z Véty 3.1.1. Dilezitym po-
znatkem je, ze tento kriticky bode je pro jakékoli hodnoty parametru a, b, ¢, d, p
asymptoticky stabilni.

Nyni se zamérime na zbylé aspekty fazového portrétu. Pokud bychom polozili

pravou stranu druhé rovnice soustavy (3.2) rovnu nule, dostavame rovnici

Yy = —cy +dxy = 0. (3.5)
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Tato rovnice se nazyva rovnice druhé izokliny. Charakterizuje mnozinu bodu, na
které je smér toku ve sméru osy y nulovy, tudiz na ni maji Sipky ve fazovém
portrétu horizontalni smér.

Z rovnice (3.5) dostdvdame dvé rovnice

jenz popisuji primky, na nichz je zména ve sméru osy y nulova. Na ose x je smér
toku horizontalné kladny a na primce x = $ je smér toku stejny, jako u totozné
primky vysetfené v Lotka-Volterra modelu v sekci 2.3.

Poslednim krokem je uréit, jak se chovaji orbity ve fazovém portrétu na ose
y. Proto do soustavy (3.2) dosadime pocateéni podminku x° = (0,4°), ¢° > 0

a dostavame rovnice

2'(0) =ap > 0,

Y (0) = —cy® < 0.
Zména ve sméru osy z je u téchto pocatecnich podminek vzdy kladna a ve sméru
osy y zaporna, blizici se k nule pro 3° — 0.

Vsechny dosavadni poznatky si vykreslime v Obrazku 3.2 do prvniho kvad-

rantu neuplného smérového pole.
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Obrézek 3.2: Césteéné smérové pole systému (3.2) s jednotkovymi vektory pro
a=11,0=04,¢c=04,d=0.1, p=4.

Spolu se znalosti charakteristik kritického bodu z Véty 3.1.1 muzeme usoudit,

ze fazovy portrét systému (3.2) bude vypadat jako na Obrazku 3.3.

n

y (predator)

6
x (kofist)

Obrézek 3.3: Fazovy portrét systému (3.2) proa = 1.1, b = 04, ¢ = 04, d =
0.1, p=4.
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3.2. Fazovy portrét prvniho zobecnéného modelu

Nyni se uz dostavame k vyslednému fazovému portrétu prvniho zobecnéného
modelu (3.1). Ten sestavime prostym spojenim levé poloroviny fézového portrétu
Lotka-Volterra modelu a pravé poloroviny fazového portrétu nami v predchozi

sekci vysetteného systému. Tyto poloroviny jsou oddéleny piimkou
x =p. (3.6)

Fazovy portrét ma vzdy dva kritické body. Prvni kriticky bod lezi v poc¢atku
soustavy soutadnic

%, = (0,0).

Tento kriticky bod je tiidy sedlo, které je nestabilni. U druhého kritického bodu
x2 bude zélezet na tom, ve které poloroviné se nachazi, tedy vztah hodnot 7 a p.

Mohou nastat tti pripady vysledného fazového portrétu, které si nyni rozebereme.

(a) Pokud plati nerovnost < < p, tak se kriticky bod 2, nachézi v levé poloro-

viné od piimky (3.6) a méa soutfadnice

== (33)
To=(-,-).
2T \d b
Kriticky bod je stabilni. Lezi v levé poloroviné fazového portrétu, ktera
odpovida Lotka-Volterra modelu. Prava polorovina odpovida systému (3.2)

bez kritického bodu. Fazovy portrét pro nerovnost § < p muzeme vidét na

Obrazku 3.4.
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Obrazek 3.4: Fazovy portrét prvniho zobecnéného modelu pro a = 1.1, b =

04,¢c =04,d = 0.1, p = 5 s Cervené oznacenymi kritickymi body a modfe
oznacenou piimkou z = p.

(b) Pokud plati nerovnost § > p, tak se kriticky bod &2 nachdzi v pravé polo-

roviné od primky (3.6) a ma soufadnice

_ ¢ apd
To=1|-,— ).
27 \d’ be
Kriticky bod je tridy vyjlevka, tudiz je asymptoticky stabilni. Lezi v pravé po-
loroviné fazového portrétu, kterda odpovida systému (3.1). Leva polorovina

odpovida Lotka-Volterra modelu bez kritického bodu @. Fazovy portrét

pro nerovnost £ > p mizeme vidét na Obrazku 3.5.
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Obrazek 3.5: Fazovy portrét prvniho zobecnéného modelu pro a = 1.1, b =
04,¢c =04,d = 0.1, p = 3 s Cervené oznacenymi kritickymi body a modfte
oznacenou piimkou z = p.

(c) Pokud plati rovnost $ = p, tak kriticky bod &, lezi pfimo na piimce z = p

w=(25)

Leva polorovina odpovidd Lotka-Volterra modelu a prava systému (3.2).

a ma souradnice

Jelikoz kriticky bod @5 lezi v bodé, ve kterém neni prava strana soustavy
(3.1) diferencovatelna (nemd diferencidl v bodé @2), nedokdzeme rozhod-
nout o stabilité kritického bodu jen z klasické teorie. ,,Z jedné strany prebira
vlastnost stability levé poloroviny a z druhé strany vlastnost asymptotické
stability pravé poloroviny.“ Fazovy portrét a priblizeni na kriticky bod &,

pro rovnost § = p muzeme vidét na Obrazcich 3.6, 3.7.
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Obrazek 3.6: Fazovy portrét prvniho zobecnéného modelu pro a = 1.1, b =
04,¢c =04,d = 0.1, p = 4 s cervené oznacenymi kritickymi body a modfte
oznacenou piimkou z = p.
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Obrazek 3.7: Priblizeni na okoli kritického bodu ;.

3.3. Interpretace

Model je pro vztah parametri £ < p témét totozny s Lotka-Volterra modelem,
jedinym rozdilem je, ze orbity jsou vice prilehlé k ose x. Prakticky by to mohlo
znamenat, ze po poklesu populace dravce trva déle, nez jeho populace zacne znovu
rust. K rustu tedy dravec obecné potiebuje vice kofisti, nez tomu je u Lotka-

Volterra modelu.
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Pro vztah parametri & > p se uz model lisi, jelikoZ se ze stabilniho kritického
bodu &, stava asymptoticky stabilni. Dusledkem toho je, ze pro kazdou kladnou
pocateéni podminku x° v obou slozkach je w-limitnim bodem orbity v(x°) préve
kriticky bod @®,. Prakticky to znamend, ze se mnozstvi obou populaci po case
ustalf v bode (&£, 44).

d’ be

3.4. Parametr p

Na konec kapitoly se jesté zaméiime na rovnovazny bod @2, a to na jeho
soufadnice, v piipadé, ze bychom uvazovali parametr p jako proménnou. Pro
pE <§, oo) jsou souradnice kritického bodu vzdy &y = (g, %) Zmeéna nastava az

c apd

kdyz p € (O, g) Soufadnice se méni na Ty = (E? W)» kde druha souradnice je

zavisla na proménné p. Prozkoumame, jak se druha soutadnice chova pro krajni

hodnoty p € (O, g)

lim 24 _ g,
p—07t be

! apd  a
im — = —.
pS” be b

Z téchto poznatku vyplyva, ze kapacita prostiedi p nem4 vliv na mnozstvi kotisti
v rovnovazném bodé, ale pouze na mnozstvi dravcu a to tak, ze se zmensSujici
se kapacitou se zmensuje i mnozstvi draveu v rovnovazném bodé. Tyto vysledky
nejsou moc intuitivni. Je mozné, ze pri¢ina bude ve tvaru modelu. V nasledujici
kapitole se tedy pokusime o lepsi zobecnéni.

Nyni jesté prozkoumame, jak proménnad p ovlivni typ kritického bodu. Budeme

vychézet z Véty 3.1.1. Pro krajni hodnoty p € (O, g) dostavame

apd
lim 25— 0 <4,
p—0t C
. apd a
lim — = —.
ps € c
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Kdyz vezmeme v tivahu poznatky z Véty 3.1.1, tak pro p — 0" je kriticky bod
Ty pro jakékoli hodnoty zbylych parametru a, b, ¢, d typu ohnisko. Pro p — 5~

dokazeme o typu rozhodnout az po srovnani hodnoty vyrazu ¢ s cislem 4.
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Kapitola 4

Druhy zobecnény model
predator-korist

Jelikoz vysledky z predchozi kapitoly pii interpretaci parametru p nebyly
dostacujici, pokusime se o druhé zobecnéni klasického Lotka-Volterra modelu.
V nasledujici sekci se seznamime s dulezitou rovnici jednodruhovych populacnich

modelu, kterou vyuzijeme pravé k nasemu zobecnéni.

4.1. Logisticka (Verhulstova) rovnice

Jednou ze stézejnich rovnic jednodruhovych populaénich modelu je logisticka
rovnice, také znamd jako Verhulstova rovnice (viz []), jenz ma tvar

¥ =ax (1 — %) , (4.1)

kde x = z(t) je velikost populace v case ¢t a kladna konstanta a reprezentuje
koeficient rustu populace. Kladny parametr K se da interpretovat jako kapacita
prostiedi, pripadné predstavuje mnozstvi populace, které je prostiedi schopno
uzivit.

Rovnici (4.1) lze vyfesit metodou separace proménnych (viz [0]). Nejprve na-

lezneme separované funkce



jejichz defini¢ni obory jsou
D(f) =R, D(g) = (0,00).

Déle nalezneme konstantni feseni polozenim pravé strany rovnice (4.1) nule

Nyni se zaméfime na nekonstantni feSeni. Rovnici (4.1) si pfepiSeme na tvar

dr  ax (K —x)

a - K

ktery upravime a zintegrujeme

[ = te = [

Na levé strané rovnice vyuzijeme rozklad na parcialni zlomky

1 1
/;—l—K_Idx—/adt

a zintegrujeme na
Injz| —In|K —z|=at+C, CeR.

Abychom se zbavili absolutni hodnoty vySetifme rovnici zvlast pro z € (0, K)
ax € (K,00).
Pro x € (0, K) dostavame

In (Kl’_x) = at + C. (4.2)

Funkce z + In (=

) zobrazuje interval (0, K) na R, proto ¢ € R. Po upravé

rovnice (4.2) a definovani C} = e dostdvame

T

=C e Cy>0.
K —=z 1€, 1
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Nésledneé si vyjadiime funkei x(t)

Kat
l’(t) . 01 €

= 4.3
14 C’leat ( )

Dalsim krokem bude uréit hodnotu C';. Do rovnice dosadime pocateéni podminku

x(0) = zg a C si vyjadiime
Zo
K — o ‘

01:

Dosadime C; do rovnice (4.3) a dostavame feSeni logistické rovnice (4.1) pro

pocateéni podminku x(0) = xg, kde zo € (0, K)

oneat
t) = . LER.
z(t) (K — x9) + zoe

Pro z € (K, 00) dostavame rovnici

In (fo) = at + C. (4.4)

Funkce z + In (IfK) zobrazuje interval (K, 00) na (0,00), proto prava strana

rovnice (4.4) musi spadat do tohoto intervalu. Z toho vyplyva, ze t € (—%, 00).
Stejnym zpusobem jako v predeslém postupu si z rovnice (4.4) vyjddiime funkci
a(t)

—C’lKeat

l‘(t) = 1—761166”57 Cl > 0.

Po dosazeni pocatecni podminky a vyjadreni si konstanty

Zo

Oy = —20
1 I'O—K7

dostavdme fesen{ logistické rovnice (4.1) pro zo € (K,00), kde t € (=<

,00).
Tento interval jesté muzeme upravit, aby misto konstanty C' obsahoval poc¢ateéni
podminku xy a dostavame

zoKe 1
t) = , te (——1 (L)m)
l’( ) (K _ xO) +l’0€at o zo—K
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Do Obrazku 4.1 si vykreslime ¢tyfi konkrétni charakteristicka feseni rovnice

(4.1).

25
20 1
x(t) = ]
10 4 »
5
1T
DI':I DIS lll:l 1 I5 EI':I 2I5 3Il'.]
t

Obrazek 4.1: Resenf logistické rovnice s parametry a = 1.5, K = 10 pro po¢atecni
podminky xqg =0, v = K, xg = 5, ¢ = 25.

4.2. Sestaveni modelu

Stejné jako u prvniho zobecnéného modelu v kapitole 3 budeme nahrazovat
v soustavé (2.3) klasického Lotka-Volterra modelu ¢len rustu populace kofisti az.
Jak uz predchozi sekce napovida, tento ¢len v rovnici nahradime pravé pravou
stranou logistické rovnice (4.1). Toto zobecnéni se d& interpretovat tak, ze bez
zasahu dravce by se velikost populace koristi limitné blizila ke kapacité prostredi,
kterou tu zastupuje kladna konstanta K. Pro z(0) < K by se jednalo o rust
a pro z(0) > K o pokles. Z praktického hlediska prostiedi nedokaze pojmout
(nebo uzivit) vétsi mnozstvi jedincu, nez mé prirozené dano. Samo tedy populaci
redukuje, nebo brzdi jeji rust. Ve specifickém piipadé, kdy x(0) = K, populaci

udrzuje v rovnovazném stavu.
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Z poznatku predchoziho odstavce dostavame systém druhého zobecnéného

modelu

¥ =ax (1 - %) — bay, 45)

/

Yy = —cy + dzy.

Funkce pravé strany soustavy (4.5) je z C*(R?), takze plati jednoznaénost pocatecni

ulohy.

4.3. VySetreni modelu

Soustava (4.5) ma tii kritické body

& = (0,0), (4.6)
Ty = (K, O), (4.7)
%= (35~ 30i) (4.8)

Jelikoz se pohybujeme v prvnim kvadrantu roviny, kriticky bod @3 bude exis-
tovat pouze v pripadé, ze jeho druha souradnice bude nezaporna, coz vyjadiuje
nerovnost K > <. Navic pti rovnosti budou druhy a tteti kriticky bod totozné.

Jacobiho matice systému (4.5) vypadd nasledovné

D)~ [ & W ") (4.9)

dy dr — ¢
Typ kritickych bodu uréime v nésledujici véte.

Véta 4.3.1. Kriticky bod &, systému (4.5) je tridy sedlo. Pro kritické body xo

a &3 mohou nastat ndsledujici dva pripady:
(a) Pokud § > K, pak @ je tiidy vylevka a &3 nelezi v pronim kvadrantu.

b) Pokud < < K, pak @2 je tridy sedlo a x3 je tridy vylevka.
d
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Diikaz. Kriticky bod &; ma stejné souradnice i Jacobiho matici

Df(z.) = (8 _OC)

jako kriticky bod v klasickém Lotka-Volterra modelu. Je tedy i stejné tiidy sedlo.
ad (a):  Predpoklddejme, Ze plati nerovnost § > K. Dosadime &, do Jaco-

biho matice (4.9) a dostavame matici

_ —a —bK
Df(xy) = (O dK—c)' (4.10)
Pro jeji determinant plati
det Df(@2) = —a(dK — ¢).

Z predpokladu si K zapiSeme jako K = 5 — ¢, kde € > 0. Po dosazeni do rovnice

determinantu dostdavame

_ c

det Df(x2) = —a (d (a —8) - c) :

Rovnici upravime

det Df (x2) = ade.
Determinant je tedy kladny. Dale si vyjadiime stopu matice (4.10)

trDf(x2) =dK —a —c.

Stejnym zpusobem jako u determinantu stopu upravime a dostdvame

tr Df(@z) = —a —¢.

Stopa matice je tedy zaporna. Kladny determinant a zapornda stopa Jacobiho
matice charakterizuji podle klasifikace kritickych bodu 1.2.1 tiidu vylevka.

Nyni se zaméfime na kriticky bod Z3. Pokud nerovnost ¢ > K dosadime do
jeho druhé souradnice, vyjde zaporna hodnota, tudiz se &3 nenachazi v prvnim

kvadrantu a do fazového portrétu ho nezahrneme.
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ad (b):  Pfedpoklddejme, Ze plati nerovnost § > K. Podobné jako v prvni
casti dukazu si diky pfedpokladu zapfSeme K jako K = £+ ¢, kde ¢ > 0. Po

dosazeni a uprave dostavame zaporny determinant
det Df(z2) = —a(de).

Z toho vyplyva, ze kriticky bod &, je podle klasifikace tiidy sedlo.
Kriticky bod @3 se uz diky nerovnosti 5 < K nachézi v prvnim kvadrantu,
tudiz ho vySetiime. Soufadnice dosadime do Jacobiho matice (4.9) a dostavame

madtici

Pro jeji determinant plati

_ ac? cl
det Df(&3) = ac — o = oc (1 - E?) :

tak ve vyrazu g% délime mensi ¢islo

Jelikoz predpokladame nerovnost K < £,
vétsim, tudiz bude tento vyraz ostie mensi nez 1. Z toho plyne, Ze je determinant

kladny. Vyjadiime si stopu matice

tr Df(j:;) = —%.

Ta je diky predpokladu kladnych parametru zaporna. Podle klasifikace je tedy
kriticky bod @3 tiidy vylevka.
[

Poznamka. Lze si povSsimnout, ze v predchozi vété nemame zahrnut pripad pro
K = %. Pro tuto nerovnost by platilo, ze kritické body @2 a Z3 jsou totozné.

Jejich Jacobiho matice by vypadala nasledovné
_ _ —a —bK
D) =Dy - (o).
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Vsimnéme si, ze determinant této matice je nulovy. Z toho vyplyva, ze totozné kri-
tické body @2 a @3 jsou nehyperbolické, proto nemuzeme s nasim matematickym
apardtem nic fici o jejich stabilité nebo typu. Z tohoto duvodu se o pripad K = §
nebudeme zajimat. Je nutné podotknout, ze se tento jev déje, jelikoz je rovnice

(4.5) v bodé (K,0) v bifurkaci pro bifurka¢ni hodnotu parametru K = 4.

Z Véty 4.3.1 muzeme usoudit, ze druhy zobecnény model ma v zavislosti na
hodnotéch parametru ¢, d, K dva charakteristicky odlisné fazové portréty, které

nynf zvlast sestavime.
(a) Model ma pro vztah parametri £ > K dva kritické body:
nestabilni @, = (0,0),

asymtoticky stabilni @2 = (K,0).

Kriticky bod @, je ttidy sedlo a @5 tiidy vylevka. Smér Sipek na osach x a
y je témér stejny, jako u Lotka-Volterra modelu. Jedinou vyjimkou je, ze se

smeér Sipek na ose x méni pti prechodu pres druhy kriticky bod.

Nyni se zaméiime na izokliny systému (4.5), coz jsou kiivky na kterych
je zména ve sméru souradnicovych os rovna nule. Pront izoklina, na niz je

nulova zména ve sméru osy x, se stava z osy y a primky popsané rovnici
y=-——==. (4.11)

Tato ptrimka protina kriticky bod &, a tok na ni ma v prvnim kvadrantu
fazového portrétu vertikalné zaporny smér. Druhou izoklinu tvoii osa x a
primka

c

= - 4.12
T d7 ( )

na nichz ma tok horizontalné zaporny smeér.
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Nyni uz zname vSechny indicie pro sestaveni fazového portrétu, ktery si

vykreslime v Obrazku 4.3.

) \ %E:

SN —
&Lﬁ_——
% S —E—

00 05 10 15 20 25 30 35 40

Obrézek 4.2: Fézovy portrét druhého zobecnéného modelu pro K < £, konkrétné
K = 3. Zbylé parametry: a = 1.1,b = 04, ¢ = 0.4, d = 0.1. Cervené jsou
oznaceny kritické body a modfe izokliny (4.11), (4.12).

Z fazového portrétu muzeme usoudit, ze pro kazdou kladnou pocatecni
podminku z° je w-limitnim bodem orbity v(x") kriticky bod Z,. Z hle-
diska naseho modelu to znamena, Ze populace dravce pri vztahu parametru
S > K vzdy vymfie a pokud populace koristi neni nulovd, tak se ustali
v hodnoté K. Z toho vyplyva, ze pii pomérné malé hodnoté kapacity K, je

nasledkem zanik populace predatora.

(b) Model mé pro vztah parametru $ < K tii kritické body:
nestabilni @, = (0,0),

nestabilni @, = (K,0),

asymtoticky stabilni x3 = (2, % — b;—;{) .
Kriticky bod &; je stejny jako v predchozim piipadé. Smér Sipek na osach
x a y je také stejny s vyjimkou toho, ze kriticky bod @, je tentokrat tridy
sedlo. Kriticky bod &3 je tridy vylevka.
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[zokliny maji stejny tvar jako v predchozim piipadé s vyjimkou toho, ze
obé izokliny (4.11), (4.12) nyni prochazi kritickym bodem @3, pres ktery se

meéni jejich smér Sipek na opacny. Fazovy portrét si vykreslime v Obréazku

f\:\‘

oo @ @

1} ! i 5 B

(&)

Obrézek 4.3: Fézovy portrét druhého zobecnéného modelu pro K > £, konkrétné
K = 8. Zbylé parametry: a = 1.1,b = 0.4, ¢ = 0.4,d = 0.1. Cervené jsou
oznaceny kritické body a modfe izokliny (4.11), (4.12).

Z fazového portrétu muzeme usoudit, ze pro kazdou kladnou pocatecni
podminku x° je w-limitnim bodem orbity v(x") kriticky bod @3. Z hle-

diska naseho modelu to znamen4, ze se populace dravce i kofisti pro vztah
c a ac

77 bd_K>’ pokud obé populace

parametri § < K po ¢ase ustali v bodé (

obsahuji alespon par jedincu.
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V préaci jsme si predstavili nékolik populacnich modelu popisujicich vztah
predatora a kotisti. Nejprve jsme zkoumali klasicky Lotka-Volterra model, jenz
popisuje oscilaci obou populaci, kdy ve fazovém portrétu orbity systému obihaji
periodicky kolem rovnovazného bodu. Na tomto modelu jsme provedli urc¢ita zo-
becnéni, kterd souvisela se ¢lenem rustu populace koristi. Do prvniho zobecnéného
modelu jsme zahrnuli kapacitu prostiedi a to tak, ze pii dosazeni mnozstvi popu-
lace koristi této kapacity, se na rustu populace mohlo podilet pouze ono mnozstvi
rovné kapacité. Tato zména zapricinila, Ze za uréitého vztahu parametru se popu-
lace misto oscilace ustalily v rovnovazném bodé. U druhého zobecnéného modelu
jsme si predstavili logistickou (Verhulstovu) rovnici, kterou jsme poté nahradili
¢len rustu populace kotisti. Dosli jsme k zavéru, ze v tomto modelu se po case
mnozstvi obou populaci ustali v rovnovazném bodé. V piipadé urcitého vztahu
parametru se muze stat, ze populace dravce vymie a mnozstvi kotisti se ustali
v hodnoté kapacity prostiedi. Z obou modelu vyplyva, ze urc¢ité omezeni popu-
lace koiisti ovliviiuje hlavné populaci dravce. A to tak, Ze se bud jeho mnozstvi

v rovnovazném bodé snizi, nebo dokonce dravec vymfe.
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