Pedagogicka Jihoceska univerzita
fakulta v Ceskych Budgjovicich

Jiho&eska univerzita v Ceskych Budé&jovicich
Pedagogicka fakulta
Katedra matematiky

Bakalarska prace

Funkcionalni rovnice

Vypracovala: Zuzana Beniskova
Vedouci prace: RNDr. Libuse Samkova, Ph.D.

Ceské Budéjovice 2020



Prohlaseni

Prohlasuji, ze svoji bakaldiskou praci na t¢éma Funkciondlni rovnice jsem vypracovala
samostatné¢ pouze s pouzitim pramenii a literatury uvedenych v seznamu citované

literatury.

Prohlasuji, ze v souladu s § 47b zdkona ¢. 111/1998 Sb. v platném znéni souhlasim
se zvefejnénim své bakalafské prace, a to v nezkracené podobé, elektronickou cestou
ve vefejné pristupné casti databdze STAG provozované Jihoceskou univerzitou
v Ceskych Budgjovicich na jejich internetovych strankach, a to se zachovanim mého
autorského prava k odevzdanému textu této kvalifikacni prace. Souhlasim dale s tim, aby
toutéz elektronickou cestou byly v souladu s uvedenym ustanovenim zdkona ¢. 111/1998
Sb. zvetejnény posudky Skolitele a oponentli prace i zaznam o prabéhu a vysledku
obhajoby kvalifika¢ni prace. Rovnéz souhlasim s porovnanim textu mé kvalifika¢ni prace
S databazi kvalifikacnich praci Theses.cz provozovanou Narodnim registrem

vysokoskolskych kvalifika¢nich praci a systémem na odhalovani plagiati.

V Ceskych BUdGOVIiCiCh oo



Podékovani

Chtéla bych podeékovat pani RNDr. Libusi Samkové, Ph.D. za vécné ptipominky, velkou

trpélivost a nesmirnou ochotu béhem psani této bakalaiské prace.



Anotace

Tato prace se zabyva funkcionalnimi rovnicemi a jejich metodami, které vychazeji
z u¢iva pro ZS. Je vhodna jako piiprava na matematické olympiady pro talentované zaky
na 2. stupni ZS a nizich gymnaziich. Jedna se o prehlednou studii zahrnujici jak postupy
feseni doplnéné o slovni komentare, tak i tvofeni vlastnich tloh. Prace muze poslouzit

jako rozsifeni u¢iva matematiky pro vyssi gymnazia.

Annotation

This work deals witch functional equations and their methods which are based on the
curriculum for primary school. It is suitable as a preparation for mathematical olympiads
for talented students at second grade of primary schools and lower grammar schools. It is
a well arranged study involving both solution procedures supplemented with comments
and the creation of own tasks. The work can serve as an extension of mathematics

curriculum for higher grammar schools.
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Uvod

V bakaléiské praci se vénuji funkcionalnim rovnicim a jejich metodam. Dale se také
zamétuji na vytvareni vlastnich uloh. K tématu mé ptivedla mé vedouci prace, pani
doktorka Samkova. Chtéla jsem psat o néfem, co m¢ bavi nebo o tématu, které mi je

znamé. V opacném piipad¢ vim, Ze se takové prace nepiSou snadno.

Rada jsem pocitala rtizné rovnice a piiklady s vyrazy. Pani doktorka Samkova mé
seznamila s funkciondlnimi rovnicemi a dala mi néjaké priklady na pocitani.
Po prostudovani bylo rozhodnuto o mé bakaléatské praci. Jednalo se o rovnice a proc

se nenaucit néco nového?

Jelikoz se jedna o téma, se kterym se v bézné vyuce studenti na zakladnich skolach ani
na gymnaziich nesetkaji, mize byt tato prace vyuzita pro nadané zaky, kteti se chtéji
zucCastnit matematickych olympiad, ptipadné pro studenty vysokych Skol jako studijni

material.

Funkcionalni rovnice se objevily jiz v n¢kolika rocnicich matematickych olympiadach.
Piikladem moze byt padesaty roénik v sekci Ulohy domaciho kola kategorie A, kde
zadani zné€lo: Najdéte vsechny funkce f: R— R takové, Ze pro vsechna realna cisla x, y
plati x?+ y2+ 2-f(xy) = fix + y) -(f(x) + f(y)). Jako dalsi ptiklad bychom mohli pouzit

54. ro¢nik matematické olympiady, kde se rovnéz objevily funkcionalni rovnice.

Uplné prvni kapitola je vénovana piipomenuti zakladnich pojmi, jako jsou funkce

a rovnice. Tyto pojmy se nam pfi vysvétlovani funkciondlnich rovnic budou hodit.

Na zacatku prace nejprve uvadim definici a seznamuji s tématem, aby studenti védéli,
co vlastné pocitaji. Je vhodné zabrousit i trochu do historie a uvést zde par matematickych

kapacit, které se zabyvaly danou problematikou.

Nasledujici kapitolou jsou vybrané metody feSeni, které odpovidaji matematickym
schopnostem Zakiim druhého stupné zakladni Skoly. KaZzdd metoda je demonstrovéna
piikladem a kazdy piiklad je doprovazen komentafem pro lepsi vysvétleni. Neni na Skodu

ukdzat, jak se u takovych ptikladl déla zkouska.

Rozhodné je zajimavé, ze u takovych typil tloh sta¢i mala nepozornost, Spatné prectené
zadani a hned fesite jinou rovnici. Tomu jsem vénovala dalsi kapitolu. Samoziejmeé

nemohou chybét ukazkové ptiklady.



Zavé€reénou kapitolou, ne vsak méné dulezitou, je vytvafeni takovych rovnic. Tato
kapitola mize ¢tenati pomoci ucelit si vSechny ziskané informace a mohou ji vyuzit

i kantofi ke tvofeni prikladd pro své studenty.

V posledni ¢asti jsem uvedla nékolik malo zadanych ptikladi pouze s vysledky, aby
si studenti mohli sami vyzkouSet spocitat néjaké rovnice a zaroven si mohli ovérit

spravnost feSeni.

Bakalafska prace ma tedy mnoho smérii vyuziti. Poslouzi jako studijni material pro
studenty druhého stupné zakladni Skoly nebo nizsich gymnaziich, kteti chtéji rozvijet své
schopnosti. Dale miize byt tato prace vyuZzita i jako inspirace pro kreativni ucitele

matematiky.

Ve

Rozhodn¢ by se dalo praci nasledné rozsifit o uziti funkcionalnich rovnic Vv praxi,
piipadné ji jeSté vice rozvést. Jelikoz se jedna o préci spiSe zaméfenou pro studenty
druhého stupné zakladni Skoly, zdmémé jsem vynechala pfili§ odbornych termint

a zdlouhavych detailt, abych zanechala jeji ¢tivost a srozumitelnost.



1 Zakladni pojmy

Ze zacatku je nejprve nutné uvést a vysvétlit zédkladni pojmy, které budeme dale
potiebovat k definovani funkcionalnich rovnic. Z nazvu vyplyva, ze si fekneme, cO to
jsou funkce a rovnice. S tim souvisi terminy jako definic¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti
funkce. Jedna se o velmi obsahla témata, v této praci vSak nemame dostatek prostoru na
jejich podrobné zpracovani, proto se jich dotkneme pouze okrajové a vyselektujeme

si informace, které jsou pro nase dalsi kapitoly potiebné.

1.1 Rovnice

Jak uz znazvu vyplyva, bude se jednat o rovnost. Ta se v matematice zapisuje
znaménkem rovnitkem ,,=*. Rovnice se skldda z levé a pravé strany, které jsou rozdélené
rovnitkem. Ob¢ strany jsou si tedy rovny. Toto rozdé€leni se vyuziva i u zkousky, kdy

provadime kontrolu spravnosti feseni. Jako ptiklad mizeme uvést obycejnou rovnost.
3+41=4

Zde vidime, Ze leva strana se rovnd té pravé. Ale rovnice nejsou slozené pouze z ¢islic,
nybrz mohou obsahovat i neznamé (proménné). Opét miizeme provést rozdéleni

na rovnice o jedné nezndme a na rovnice o vice neznamych.

1.1.1 Rovnice o jedné neznamé

Nejjednodussi rovnice obsahuji pouze linearni vyrazy, tj. vyskytuji se v nich pouze
konstanty a nasobky proménné X. Rovnici upravujeme pomoci ekvivalentnich uprav:
pri¢itani a od¢itani stejného vyrazu k obéma stranam rovnice, Upravy vyrazu na levé

a prave strané. Pomoci takovych tprav ji pievedeme do tvaru
X =a,

kde a je feseni (Umime matiku, 2020).
Ptikladem je rovnice 3x + 2 = x — 2x + 4.
Priklad 1.

3x+2=x—-2x+4
Resent:
Nejprve si vSechny nezndmé pievedeme na levou stranu a vSechna ¢isla zase na pravou.
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4x = 2
Ted’ uz staci jen vydélit pravou stranu ¢tyfmi a mame vysledek rovnice.
1
xX=z
2

Jako dukaz spravnosti feSeni provedeme zkousku. Vysledek dosadime do ptvodni

rovnice jako nezndmou. Pocitame zvlast' levou a pravou stranu, které se musi rovnat.

Zkouska:
L=3212=.
B 2
P=t_2244=]
N 2 2
L=P

1.1.2 Rovnice o vice neznamych

V tomto piipadé uz nepocitame pouze jednu neznamou X, ale i dalsi proménné (y, z).
S takovymi rovnicemi se vétSinou setkdme v podobé soustavy rovnic. Existuje zde
metoda dosazovaci nebo s€itaci. Tim si zjistime jednu z proménnych a diky ni

vypocitame ostatni nezname.
Jako piiklad nam postaci soustava rovnic o dvou neznamych.
Priklad 2:

3x+y=2x—2

2y —x=4+vy

Resent:

K vypoctu vyuziji dosazovaci metodu, ktera spociva ve vybéru pouze jedné proménné

Z jedné rovnice. Ja si tieba z prvni rovnice vyjadiim y.
y=-x—2

Do druhé rovnice dosadim za y sviij dosavadni vysledek, a tim zjistim hodnotu X.

10



2 (—x—2)—x=4+(—x—-2)
—3x—4=—-—x+2
x=-3
Hodnotu x dosadim do naseho vyjadieného y a mam feseni soustavy rovnic.
y=-(=3)-2
y=1

Jako procviceni si mizete udélat zkousku, kde opét porovnavate levou a pravou stranu

rovnice, nejdiive u prvni a poté u druhé.

Co se ty€e rovnic, nam tyto informace posta¢i K vysvétleni funkcionalnich rovnic.
Samoziejmé existuji rizné typy rovnic jako kvadratické, goniometrické a mnoho dalSich.
Teémi se zde ale zabyvat nebudeme. MliZzeme se tedy podivat na dalsi dilezity pojem, a to

jsou funkce.

1.2 Funkce

Bez znalosti pojmu funkce se nemizeme bavit o funkciondlnich rovnicich. Protoze to je
piesné feSeni naseho problému. Definic, co to ta funkce vlastné je, je mnoho. Zalezi,
Z jakého matematického pohledu se na n¢ budeme divat. My si z toho kvanta vybereme

pouze nékteré z nich.

Definice: Necht' A, B jsou mnoziny. Pak funkce f je takova relace z mnoziny A do
mnoziny B, kterd kazdému prvku mnoziny A pfifadi pravé jeden prvek mnoziny B.

Mnozina A je defini¢ni obor funkce f, mnozina B je obor hodnot funkce f. Piseme
f:A- B.

Plati-li vztah B c A, pak f je funkce na mnoziné A (uZiva se téZz nazev transformace
mnoziny A). Jsou-li A, B podmnoziny mnoziny R v§ech realnych ¢isel, nazyva se f realna

funkce (Beranek, 2004, s. 5).
To nam na srozumitelnosti moc neptidalo, tak zkusime upravené;jsi verzi.

Definice: Funkce je predpis, ktery kazdému cislu X z defini¢niho oboru A prifadi prave

jedno y z oboru hodnot B. Funkci obvykle zapisujeme ve tvaru
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y=f),
¢1 ji mizeme vyjadrit explicitné
fiy=x,
kde proménna X je argument funkce (Matematika, 2020).

Zni to mnohem Iépe, ale v obou ptipadech jsme se setkali s matematickymi terminy, diky
kterym se funkce definuje. PfibliZime si je v nasledujicich podkapitolach a pro lepsi

predstavivost si uvedeme i grafy nékterych funkci.

1.2.1 Defini¢ni obor a obor hodnot

Zacneme defini¢nim oborem funkce. Jedna se o vSechny vstupni hodnoty argumentu x.
Defini¢ni obor se zna¢i D(f). Mnozi studenti si tento obor pamatuji jako podminky nebo
jako osu x. Pokud dana funkce nepotiebuje Zadnou podminku, pak je defini¢ni obor roven

celé mnozing realnych ¢isel (obr. 1).

Jestlize vSak mame naptiklad argument X ve jmenovateli, zavede se jasnd podminka,

7e x # 0. Tedy definiénim oborem takové funkce jsou vSechna redlna ¢isla kromé nuly

(obr. 2).

Obr. 1: f(x)=2x+1(program Geogebra) Obr. 2: f(x)= % (program Geogebra)
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Oborem hodnot jsou vnimany vystupni hodnoty, osa y. Znaci se H(f). Tento obor zavisi

na omezenosti funkce. Opét mizeme vyuzit priklad linedrni funkce
f(x) =2x+1,

kde oborem hodnot jsou vSechna realna Cisla, jelikoz tato funkce neni nijak omezena

(obr. 1). Neni tomu tak ale napfiklad u kvadratické funkce typu
f(x) = x2,

Jasné vidime, ze at’ dosadim jakékoliv zaporné Cislo, stejné dostanu kladné. Oborem

hodnot této funkce jsou tedy vSechna redlna kladna Cisla véetné nuly.

Defini¢ni obor 1 obor hodnot jsme zvykli psat pomoci intervalu, redlnych ¢isel ptipadné
pomoci nacrtkd oSy x a osy y. Jedna se o zékladni vlastnosti funkce, diky nimz je také

definovana.

1.2.2 Prosta a spojita funkce

Zde uz prechazime na vlastnosti, které nemusi mit kazd4d funkce. Ale co se tyce
funkciondlnich rovnic, jsou pro nas dulezité. Samoziejm¢e existuje 1 monotonnost,
rozdéleni na liché a sudé, rostouci a klesajici a omezenost, které jsme se malinko dotkli.

Pro nasi problematiku vSak nejsou tyto vlastnosti tak potiebné.

Prostou funkci se rozumi takova funkce, ktera pravé jednomu X piifadi pravé jedno y.
Lidsky feceno, hodnota y se nesmi vyskytovat vice nez jednou. Graficky se da vyuzit
rovnobézka s 0sou X, kterd prochazi danou funkci. Pokud takova rovnobézka ma s funkci

pouze jeden prusecik, jedna se o prostou funkci.
Vyuzijeme piiklady z minulé podkapitoly. Linearni funkce
fx)=2x+1
ma pro dvé riizna X taky dve rizna y (obr. 1). Zatimco kvadraticka funkce
fQx) = x?
ma s rovnobézkou vzdy dva pruseciky (kromé vrcholu).

Spojitost funkce znamend, Ze dand funkce neobsahuje Zz4dné mezery, skoky, neni

,rozkouskovana®. Jinymi slovy ,probiha plynule”. Nejlépe si to vysvétlime na
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prikladech. Opét vyuziju priklad linearni funkce, ktera ,,probiha plynule®, je tedy spojita
na daném defini¢nim oboru. Pfikladem nespojité funkce je nase znama

2

"

flx) =

Podminka x # 0, tedy nula, nam brani v plynulosti. Funkce se da oznacit jako nespojita
na celém definiénim oboru (obr. 2). Dalsim piikladem nespojité funkce miazou byt

goniometrické funkce tangens a kotangens.

Co se tyce zakladnich pojmt, nam vySe uvedené dostatecné postaci, abychom konecné

mohli prejit k funkciondlnim rovnicim a jejich metodam.
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2 Co to jsou funkcionalni rovnice?

V této kapitole se pokusime uvést postacujici definici, vysvétlime danou problematiku,
aby zak védél, co vlastné pocitd. Predstavime si nékolik méalo matematickych kapacit,

které se tomuto tématu vénovaly.

2.1 Definice a rozdéleni
Ptesnou definici pojmu funkcionélni rovnice nejsme s to podat. Lze vSak fici, Ze to je
rovnice, u niz se hleda jista neznama funkce (nebo i vice neznamych funkci) na zakladé

zadanych vlastnosti této funkce (Davidov, 1984, s. 5).

Funkcionalni rovnice jsou podobné jako algebraické rovnice, aZ na to, Zze nezndmou

proménou jsou spiSe funkce nez realna ¢isla (Small, 2007, s. 1).

Pro zacatek jsme si uvedli dvé definice z naSich hlavnich zdroji literatury. Z obou tvrzeni
nam vyplyvaji stejné informace a to, ze feSenim takové rovnice je funkce a dilezitost zde

hraji i podminky (zadani ptikladu).

Pro kazdou neznamou funkci musi byt uréeno, odkud tuto funkci lze vybirat, tzn. je
ur¢ena mnozina piipustnych feSeni. To v praxi znamend, zZe mohou byt stanoveny
podminky na spojitost hledané¢ funkce, jeji ohraniCenost, definicni obor atp.

(Beranek, 2004, s. 9).

Ptiklad zadani funkcionalni rovnice:

Naleznéte vSechny funkce f: R — R takové, ze pro kazdé x,y € R plati
fOy)—fx) =y +x.

Vsechny tyto terminy jsme si piedstavili v minulé kapitole, takze ndm nejsou cizi. Pro¢

je v8ak dulezité vénovat zadani velkou pozornost, si ukazeme v nadchazejici kapitole.

Ze rovnice miizeme rozdélit podle poétu neznamych, uz vime. Neni tomu jinak ani
u funkcionalnich rovnic. Ale v tomto ptipadé plati znamé potekadlo ,,¢im vic, tim lip*.
Jakmile méame totiz vice proménnych, naskytuje se nam daleko vice metod feSeni nez
Vv pfipadé jedné proménné. Metodam feseni vénujeme zvlastni podkapitolu, jesté predtim

Se vSak ptesuneme do historie.

15



2.2 Zpatky ke korentiim

Teorie feseni funkcionalnich rovnic je jednim z nejstarSich odvétvi matematické analyzy.
K rozpracovani této teorie podstatné prispéli matematici Euler, d’Alembert, Cauchy,
Gauss, Weierstrass, Abel, Darboux, Hilbert a dalsi. Ulohy vedouci na funkcionélni
rovnice vznikaji nejcastéji pii feSeni problému z geometrie, mechaniky, aerodynamiky
apod. (Davidov, 1984, s. 3).

Nemame tu dostatek prostoru pro predstaveni kazdého vySe uvedeného matematika.

Vybereme proto ty nezédkladné;si, kteti nejvice ptispéli ke zkoumani této problematiky.

2.2.1 Nicole Oresme a Gregory of Saint-Vincent
Ptiklady ¢asnych funkcionalnich rovnic lze vysledovat az do prace matematika ¢trnactého
stoleti Nicole Oresme, ktery poskytl nepfimou definici linearnich funkci pomoci

funkcionalni rovnice (Small, 2007, s. 1).

Béhem nasledujicich ne€kolika set let byly pouzity funkcionélni rovnice, ale nevznikla
obecna teorie takovych rovnic. Pozoruhodny mezi takovymi matematiky byl Gregory
of Saint-Vincent (1584-1667), jehoz prace na hyperbole (obr. 3) implicitné vyuzila

funkcionalni rovnici

fGy) = fO) + F),

a propagovala teorii logaritmu (Small, 2007, s. 4).

L

J&y) = %) + 1)

area = f{x)

Obr. 3: Gregory of Saint-Vincent a jeho teorie logaritmu (Small, 2007, s. 5)
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2.2.2 Augustin-Louis Cauchy
Ackoli N. Oresmeova definice linearity mize byt interpretovana jako casny ptiklad
funkcionalni rovnice, nepiedstavuje vychozi bod pro teorii funkcionalnich rovnic. Téma

funkcionalnich rovnic je piesnéji datovano z prace A. L. Cauchyho (Small, 2007, s. 6).
Funkcionalni rovnici obzvlasté spojovanou s Cauchym je

f+y)=fC)+ O,

pro vSechna redlnd X a y, a je nazyvana jako tzv. Cauchyho rovnice. Tato rovnice

je splnéna jakoukoliv funkci ve formeé

f(x) = ax,

kde konstanta a je libovolnym realnym ¢islem. Substituci y = ¢ a diferenciaci vzhledem

k x dostaneme
frlx+c)=f'(x)
pro vSechna reéalna c.
Z toho vyplyva, ze f* je konstantni funkce a proto, je f linearni funkci typu
f(x) =ax+b.
Substituci zpatky do Cauchyho rovnice uré¢ime, ze b = 0 (Small, 2007, s. 8-9).

2.2.3 Jean d‘Alembert
Pti zkoumani jistych problémtl z mechaniky dospél francouzsky matematik d’Alembert

k funkcionélni rovnici

fx+y) + fx—y)=2f)f ().

Budeme hledat jen takova feseni f(X), jeZ jsou definovana a spojita pro vSechna X, a navic
spliiuji podminku |f(x)| < 1. Jednim takovym feSenim je ziejmé konstantni nulova

funkce. Pokud spojita funkce f(X) vyhovuje danym podminkam, je nutné tvaru
f(x) = cos Ax,

kde A je libovolné realné ¢islo (Davidov, 1984, s. 81-84).

17



Jak uvadi (Peskova 2012), Cauchy doplnil d"Alambertovu rovnici o jedno fesSeni

a predstavil tak kompletni sadu spojitych feseni této rovnice

0

F) =1 0, S050%
%, b>0

Dalsi obecné metody feseni funkcionalnich rovnice pomoci pouze velmi obecnych
algebraickych struktur pfedvedl Krapez. Nicméné tématikou funkcionélnich rovnic
se zabyvali dalsi velikdni matematické védy, zejména tedy matematické analyzy, jako
jsou Euler, Gauss, Weierstrass, Babbage apod. V soucasné dob& patii mezi nejveétsi
teoretiky v oblasti funkcionalnich rovnic mad’arsko-kanadsky matematik Janos Aczél

(Peskova, 2012).
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3 Vybrané metody FeSeni

V této kapitole si uvedeme par jednoduchych metod, na které by zak 2. stupné ZS mél
svymi matematickymi schopnostmi sta¢it. Cekaji nas celkem &tyfi metody, z toho
si pouze tii predvedeme na piikladech, které budou doplnéné pro lepsi vysvétleni

komentafem a feSeni ilustrujeme grafy.

Vzhledem k tomu, ze neexistuje zadna univerzalni metoda pro feSeni funkcionalnich
rovnic, je tfeba pii jejich FeSeni postupovat piipad od piipadu (Calabek, Svréek,

2000/2001, s. 130).

3.1 Cauchyho metoda
Cauchyho metoda tkvi — feCeno co nejobecnéji — Vtom, Ze se nejprve uréi feSeni
uvazované funkcionalni rovnice, které je definovano na néjaké husté mnoziné readlnych

Cisel. Poté se vyuzije spojitosti tohoto feSeni a definuje se pro libovolna redlna cisla.

Obvykle se feSeni hleda nejprve na mnoziné vSech raciondlnich ¢isel. Za timto ucelem

se Casto postupuje podle nasledujiciho schématu:

1. N¢jaky vhodnym postupem (napiiklad substitu¢ni metodou) se uréi feSeni f(x) dané
funkcionalni rovnice na mnoziné vSech ptirozenych cisel.
2. Dokaze se, ze takto nalezené feseni vyhovuje rovnici také
a) prox =0,
b) pro vSechny celé zaporné hodnoty proménné X,
C) pro vSechny racionalni hodnoty proménné X.
3. Vyuzije se hustoty mnoziny racionalnich ¢isel a spojitosti funkce f(x); tim bude

zaruceno, Ze takto ur€ené feSeni vyhovuje rovnici pro libovolné reédlné hodnoty X.

Takto formulovand Cauchyho metoda je vhodna pouze pro takové funkciondlni rovnice,

jejichz feSeni je definovano a spojité na celé ¢iselné ose (Davidov, 1984, s. 44-45).

Tato metoda mi nepfijde umérnd schopnostem zakiim zdkladni Skoly, proto si ji
nebudeme nijak ilustrovat na piikladech. Pfesto mi vSak pfislo vhodné na ni alespon
poukazat, jelikoz se jedna o jednu z nejzndméjsich metod, co se funkciondlnich rovnic

tyce.
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3.2 Substitu¢ni metoda

Miuzeme ji znat pod trivialnim nazvem jako tzv. metoda specifikace proménnych.

Substitu¢ni metoda feseni funkcionalnich rovnic spoc¢iva — feeno co ,,nejobecnéji* —
Vv nésledujicim postupu: Piedpokladame, ze dana funkcionalni rovnice uz néjaké feseni
ma, a vhodnymi zdménami proménnych a dosazovanim konkrétnich hodnot se snazime
najit explicitni tvar tohoto feSeni. Poté ovéfime, zda takto ziskand funkce dané

funkcionalni rovnici také skutecné vyhovuje (Davidov, 1984, s. 7).

Specifikujeme-li n€které proménné, tj. dosadime-li specialni hodnoty v argumentech
proménné dané funkcionalni rovnice, ,,rozSifime* mnozinu moznych feSeni. Specifikace
proménnych mé charakter dasledkové tipravy a pfi jejim pouziti je proto zkouSka soucasti
feSeni. Dale pak zpravidla najdeme hodnotu funkce v nékterém bod¢ defini¢niho oboru
a pomoci ni nasledné ur¢ime vlastnosti a tvar hledané funkce. Pomoci téchto krokl pak
uréime dal$i potiebné hodnoty a specifické vlastnosti hledané funkce (Calabek, Svréek,

2013, s. 323-324).

Je zieymé, Ze specifikovat pii feSeni funkcionalni rovnice mizeme 1 nékolik proménnych
(parametr) soucasné. Funkcionalni rovnice Casto obsahuji jako proménnou v hledané
funkci vyraz, ktery obsahuje nékolik pomocnych proménnych (parametrii), pomoci nichz
je hodnota proménné vytvorena. Cilem specifikace proménnych je snizeni jejich poctu.
Uvedend metoda je pfitom zakladem cel¢ fady dalSich metod, které 1ze efektivné vyuzit

pfi feseni funkcionalnich rovnic (Calabek, Svréek, 2013, 5.324).
Priklad 3: Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro libovolné X, y € R plati

f+f)=x+y.

Reseni: Specifikaci proménnych x = 0 a y = 0 dostaneme rovnici

f(0)+£(0) =0,

ze které po upraveé vychazi, Ze

£(0) = 0.
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Vracime se do pivodni rovnice a opét vyuzijeme specifikaci proménnych (substituci)

y = 0 a ziskame
fx)+f(0)=x+0.
Uz vime, Ze £(0) = 0. Resenim této rovnice je tedy f(x) = x pro viechna x € R.

Abychom si ovétili spravnost feseni, provedeme zkousku.

Zkouska:
L=x+y
P=x+y
L=P

Leva strana se rovna pravé, tedy fesSenim dané funkcionalni rovnice je skute¢n€ nalezena

funkce f(x) = x (obr. 4).

Obr. 4: Reseni f{x)=x (program Geogebra)

V publikaci (Calabek, Svréek, 2013, s. 325) jsem nalezla chybu ve vypoétech u étvrtého

ptikladu. Myslim, ze neni na Sskodu zde chybu opravit.
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Priklad 4: Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro libovolnd X, y € R plati

fx+y)=2fx—y)+fx)-2f(y) =y — 2.

Reseni: Specialni volbou (specifikaci proménnych) x =0 a y =0 dostaneme
—2f(0) = — 2, tedy f(0) = 1. Timto dosazenim jsme zjistili, Ze pro kazdou funkeci f,

ktera je feSenim dané funkcionalni rovnice, plati f(0) = 1.

Opét vyuzijeme metodu specifikace proménnych tak, ze v dané funkcionélni rovnici

polozime x = 0. Dostaneme tak
fO)=2f(=x»)+fO0)-2f(») =y -2
coZ po uprave dava
fO)+2f(=y) =y -3
(Calabek, Svréek, 2013, s. 325).
A to je pravé ta chyba. Po upravé je totiz rovnice

fO)+2f(=y) =3-y.

Daéle uz maji priklad v potadku a vysledek sedi. Jedna se o nepatrnou pocetni chybu, ktera
mize vzniknout z nepozornosti nebo z unavy, tedy nic, co by se i nam ostatnim

smrtelnikim nemohlo stat.

Zde si piiklad dopoc¢itame. VySe uvedeny vztah plati pro vSechna realna ¢isla y, pak tedy

y=yay=-y.
f@)+2f(=y)=3-y
fy»)+2f(y) =3+y

Na vyse uvedené rovnice pohliZime jako na soustavu dvou linedrnich rovnic a feSenim je

f)=y+1.

3.3 Symetrie proménnych

Pfi feSeni funkciondlnich rovnic lze pomérné casto efektivné vyuzit také symetrie
nekterych dvou proménnych, a to prave v jedné ze stran zadané rovnice (nebo nékteré jeji
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¢asti). V podobnych ulohach je potfeba mnohdy predpokladat (nebo dokazat), ze hledana

funkce je na daném defini¢nim oboru prosta (Calabek, Svréek, 2013, s. 326).

Co znamend, kdyz fekneme, ze je funkce prosta, jsme si uz vysvétlili v prvni kapitole.

Nicméné zkracené zopakujeme.
Rekneme, ze funkce f je na daném defini¢nim oboru D prosta, prave kdyz plati:

Pokud pro uréita X, y € D je splnéna rovnost f(x) = f(y), pak x = y (Calabek, Svréek,
2013, s. 326).

Priklad 5: Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro libovolné X, y € R plati
fO)+1=fxy)+1

Reseni: Vidime, Ze pokud na pravé strané prohodim x a y, nedojde k zadné zméné. Prava
strana je tedy symetricka k obéma proménnym X ay. Musi byt rovna i leva strana rovnice

takové zméné. Tudiz plati
fGO+1=f+1
pro vSechna x, y € R.

Abychom urcili funkéni hodnotu v bodé x = 0 definicniho oboru hledané funkce,

polozime f(0) = c, kde ¢ € R. MiZzeme vyuzit substituci y = 0 a dostaneme

fx)+1=Ff(0)+1.

Jasné vyplyva, ze vysledkem je f(x) = c, kde c je realny parametr, ale je tomu skute¢né

tak? O tom se piesved¢ime zkouskou. Dosazujeme do uplné puvodni rovnice.
Zkouska:
L=fx)+1=c+1
P=fxy)+1=c+1
L=P

Resenim zadané funkciondlni rovnice je jakakoliv konstantni funkce, tedy f(x) = c,

kde ¢ € R . Jedna se o rovnobézku s 0S0U X, na obrazku se ¢ = 1 (obr. 5).
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Obr. 5: Jedno z reSenich f(x)=1 (program Geogebra)
Opét jsem v publikaci (Calabek, Svréek, 2013, s. 328) objevila chybu, ktera se tentokrat

tyka pravé symetrii proménnych, a to v piikladu devét. Jelikoz se jedna o procvicovaci
ptiklady, je zde uvedeno pouze zadéani a vysledek. Ten je bohuZel uveden Spatné. Takze

si cely ptiklad spocitame.
Priklad 6: Urcete vSechny funkce f: R — R takové, ze pro libovolné X, y € R plati
fe+y=f(F) + )~ 1.

Reseni. Vyuzijeme zde symetrii proménnych. Vidime, ze na pravé stran¢ se nam nic

nezméni, pokud prohodime X za y a naopak. Pro levou stranu tedy plati
f+y =7 +x
Polozime f(0) = c, kde ¢ € R . PouZijeme substituci y = 0 a ziskdme
fx) =x+c,
kdec e R.

Nasledné provedeme zkousku, kde se autofi ziejmé dopustili chyby, jelikoz jako vysledek

uvedli f(x) = x + 1. Nezapomenime, Ze zkousku provadime s ptivodni rovnici ze zadani.
Zkouska:

L=f(x)+y=x+c+y
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P=f(f)+f)-1=flx+c+y+c)—1=x+y+3c—1
x+y+c=x+y+3c—-1
c=2

Jediné mozné feSeni je f(x) = x + %pro vSechna x € R (obr. 6).

Obr. 6: Resent fix) =x+% (program Geogebra)

3.4 Ekvivalentni Gipravy

Na zavér této kapitoly tu mame metodu, ktera ndm je znama z prvni kapitoly. Jedna
se 0 pouhé ekvivalentni Gipravy jako pfesouvani z jedné strany rovnice na druhou, délent,
ptipadé nasobeni atd. Malokterych funkcionalnich rovnic jsou vsak stavény takovym

zpusobem, aby se daly tak snadno vypocitat.

Priklad 7: Naleznéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro libovolné X, y € R plati
fO+f)+1=x+f)+2

Resent: f(y) se mi po obou stranach odeéte, jednicku odeétu od dvojky a mam vysledek

fX)=x+1
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pro vSechna x € R.
Zkouska:
L=f)+fy)+1=x+1+y+1+1=x+y+3
P=x+f)+2=x+y+1+2=x+y+3
L=P

Dana funkcionalni rovnice ma feseni f(x) = x + 1 pro vSechna x € R (obr. 7).

Obr. 7: Reseni f{(x)=x+1 (program Geogebra)

Abychom potad nebyli jen u konstantnich nebo line4rnich funkci, zkusime néco tézsiho.
Priklad 8: Uved'te vSechny funkce f: R — R takové, ze pro libovolné X, y € R plati

@+y=x2+y.

Resent: Argument y se mi opét po obou stranach odeéte. Rovnici vynasobim dvojkou

a mam feSeni
f(x) = 2x?
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pro vSechna x € R.

Zkouska:
X 2x?
L=&+y=—+y=x2+y
2 2
P=x*+y
L=P

Obr. 8: Reseni f{x)=2x? (program Geogebra)
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4 Zadané podminky funkcionalni rovnice

Pfi vlastnim feSeni funkciondlnich rovnic je nutno dusledné respektovat zadané
podminky, nebot’ jakakoliv (byt na prvni pohled velmi mald) zména napf. v popisu
rovnice nebo v zadani defini¢éniho oboru, popt. oboru hodnot hledané funkce, vede
k prekvapivym zménam v systému feSeni zadané funkcionalni rovnice (Calabek, Svréek,

2013, s. 322).

Ptesné&ji, jakékoliv zuzeni definicniho oboru hledané funkce vede vzdy k ,,rozSifeni*
systému feSeni dané funkcionalni rovnice. Zuzeni oboru hodnot hledané funkce miize
vést ve smyslu inkluze ke ,,zmenSeni“ mnoziny feSeni dané funkciondlni rovnice

(Calabek, Svréek, 2013, s. 323).

4.1 Podminky pro hledanou funkci
Priklad 9: UrCete vSechny funkce f: R - R* takové, Ze pro libovolné x, y € R plati

3f(xy) = f(x) + f).

Reseni: Symbolem R*rozumime mnozinu kladnych realnych &isel, bez nuly. Pomoci

substituce y = 0 a x = 0 dostaneme
3f(0) = f(0) + f(0)
f()=0.
Vracime se do piivodni rovnice a uzijeme specifikaci proménné y = 0, potom
3f(x-0) = f(x) + £(0)
f(x) =0.

Nase feSeni ovSem nespliiuje danou podminku, funkciondlni rovnice tedy nema feSeni.
Kdybychom v8ak nechali obor hodnot jako mnoZinu vSech redlnych ¢isel nebo alespont
jako mnozinu vSech nezdpornych realnych &isel (R§), pak by tento vysledek rovnici

vyhovoval (obr. 9), a dokonce by nam vysla i zkouska.
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Obr. 9: Resent f(x)=0 (program Geogebra)

4.2 Zmény koeficientii v zadani

Priklad 10: Naleznéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro libovolné X, y € R plati
flx+y)+f(x) - f(y) = 2x* + 2xy.
Reseni: Vyuziju substituci y = 0, x = 0 a ziskdm
f0)+f(0)-f(0)=0

f(0) =0.

V ptuvodnim zadani provedu opét substituci ovSem uz jen y = 0 a dostavam vysledek
fG) + f(x) = 2x?

f(x) =%
pro vSechna x € R.
Zkouskou si ovéfim spravnost feseni.
Zkouska:

L=fx+y)+f0)—fO)=x+y)?+x*—y?=2x"+2xy

P =2x%+2xy
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L=P

Resenim dané funkcionalni rovnice je funkce kvadratickd f(x) = x? pro viechna x € R

(obr. 10).

Obr. 10: Reseni f{x)= x? (program Geogebra)

Ted’ si predvedeme, Ze to neni jenom o podminkéch, ale i o zadani piikladu. Pouzijeme
stejny piiklad, akorat ho trochu zménime. Pouze pted f(x + y) ddme dvojku a uvidime,

CO se stane.

Priklad 11: Naleznéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro libovolné X, y € R plati
2f(x +y) + f(x) = f(y) = 2x° + 2xy.
Reseni: Pouziju substituci y = 0, x = 0 a dostanu
2f(0) +f(0)—f(0)=0
f(0) = 0.

Vracim se do pivodniho zadani a provedu opét substituci jen y = 0 a mam vysledek

2f(x) + f(x) = 2x?
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2x?
f (x) = T
Vysledek nevypada Spatné, ale je skutecné spravny? O tom se presvédcime zkouskou.
Zkouska:
L=2f(x+y)+f(x)—f(y) =2(x +y)* +x* —y* = 3x* + dxy + y°
P =2x?+2xy
L+P
Leva strana rovnice se nerovna té prave, tedy dand funkcionélni rovnice nema feSeni.

Zde jasn¢ vidime, ze vysledek muze vypadat jak pékné, tak vabnég, ale nemusi byt vzdy
spravny. Praveé z toho diivodu provadime zkousky, které ndm mnohdy ptijdou zbytecné,

ale véite, Ze nejsou.
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5 Vytvareni vlastnich aloh

Tato kapitola vysvétluje, jak se takové tlohy tvoii. Jedna se o takové zkouSeni a hrani
,co by, kdyby*“. Kapitola je pfedevSsim pfinosna pro ucitele matematiky, ale vé&tim,
ze | studentim muiZze pomoci si ucelit znalosti o funkcionalnich rovnicich, a jesté 1épe je
pochopit. Zaroven se zaci nauc¢i odhadnout, jakou metodu zvolit a piedvidat vyslednou

funkeci.

Vzdycky ze zacatku, nez viibec zacnu s celym tim procesem, tak si rozmyslim, jak chci,
aby vysledna hledand funkce vypadala a podle toho se to vSechno odviji. VSechny

piiklady budou fesené v mnozinég redlnych Cisel, takze prvotni podminky Uplné€ vypustim.

51 Funkce f(x) =0

Asi neexistuje jednodussi funkce. Zacnu tim, Ze v predpisu budu mit pouze neznamé
funkce, nechci zde zddné osamocené proménné. Daleko 1épe se mi fesi funkcionalni
rovnice dvou proménnych, ale tato hledana funkce je natolik trividlni, Ze mizeme vytvofit

1 ptiklad funkciondlni rovnice jedné proménné.
Priklad 12:
fG) =2f(x) = f*(%)

Pokazdé musim mit argument f(x). Je to ta ma hledana funkce, kterou z rovnice musim

,vysekat“. Aby to nebylo pfili§ banalni, pouzila jsem f2(x).
Resent.
Ted’ si vSechny neznamé ptevedu na levou stranu a rovnici pro usnadnéni vydélim -1.
—fO) - f2(x)=0
fG)+f2(x)=0
Z rovnice vytknu f(x) a dostanu
fG)-(1+£0)=0.

Danému zadani odpovidaji dvé funkce, a to f(x) = 0 a f(x) = —1. Ted uz jen zaleZi,

jestli nam s obéma vyjde zkouska.

Zkouska:
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1 f)=0
L=f)—-2fx)=0
P=f2(x)=0
L=P
2. flx) = -1
L=f)-2f(x)=-1+2=1
P=f*(x)=1
L=P

V obou ptipadech nam vysla zkouska, takze feSenim dané rovnice jsou obé funkce. Jak
vypada graf funkce f(x) = 0, vime (obr. 9). Co se tyce funkce f(x) = —1, tak ta vypada

obdobné¢, az na to, Ze je posunuta o jedni¢ku po 0se y smérem dold.

Pokud bychom vylozené chtéli pouze funkci f(x) = 0, tak mizeme upravit podminky,
tim myslim obor hodnot omezit na mnozinu nezapornych realnych &isel (Rg), jejiz

soucasti je nula, ale uz ne -1. Tim padem by rovnice méla jen jedno feSeni.

A ted’ si mizu hrat s koeficienty, takze pted kazdy argument vloZim (pro mé zatim

neznamy) koeficient. Rovnice dostane formu

a-f)+b-f(x)=c-f2(x).

Pocitam jako béZnou funkcionalni rovnici.
(a+b) f(x)—c-f2(x)=0
fG)-((a+b)—c-f(x))=0

Opét dostanu dva vysledky. Prvni funkce je f(x) = 0 a druhd je f(x) = @, pticemz

koeficienty a, bac € R, ¢ # 0.

Zde vidime, Ze pokazdé ziskam funkci f(x) = 0. Druha funkce vSak zavisi na kazdém

z koeficientl. Jesté ale nemame vyhrano, ¢ekd nas zkouska.
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Zkouska:

L=a-f)+b-f(x)=(a+bh) (“jb)
RN CED
L=P

a,baceR,c+#0.

V nasem prvnim ptipadé jsme zvolili koeficienty takto: a=1, b=-2 a c=1.
Nasledujici priklad obsahuje a = 2, b = 1 a ¢ = 3. Podle obecné verze by druha funkce

méla znit f(x) = 1.
Priklad 13:
2f(x) + f(x) = 3f*(x)
Resent:
f)=f2(x)=0
f-(1-f)=0
Podle vypoéti ndm to zatim vychazi a nyni zkusime provést s feSenim f(x) = 1 zkousku.
ZkouSka:
L=2f(x)+f(x)=3
P=3f%x)=3
L=P

Zkouska nam potvrdila, Ze 1 timto zpGisobem miizeme ménit zadani ptikladu a vysledek

bude vychazet.
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5.2 Linearni funkce

V takovém ptipadé uz potfebujeme ,,0samocené* argumenty X. Mlizeme si vybrat tfeba
funkci £ (x) = x +1. Potfebujeme rozhodné f (x), x a jednic¢ku. Zbytek uz jsou jen takové

dopliky, které by nam mohly, tfeba pomoci substituce, vypadnout.
Priklad 14:
2f(xy) + f(x) =x+2f(y) +1

Pied f (xy) jsem si zvolila dvojku, ale mohl by to byt jakykoliv jiny koeficient, stejné tak
jsem ho pouzila i pfed f(y), jelikoz dopfedu vim, Ze budu pouzivat metodu substituce.

Ovsem uz ted’ vidim uskali u zkousky.
Resent:
Jak uz jsem napoveédéla, vyuziju specifikaci proménnych x = 0ay = 0.
2f(0) + f(0) =2f(0) +1
fO) =1
Vracim se do ptivodni rovnice pouze se substituci y = 0.
2f(0)+f(x) =x+2f(0)+1
fx)=x+1
pro vSechna x € R.

A dostavam vysnény vysledek f(x) = x + 1 (obr. 7). Podivame se na zkousku, u které

citim komplikace.
Zkouska:
L=2fy)+f(x)=2-(xy+ 1) +x+1=2xy+x+3
P=x+2f(y)+1=x+2y+3

L+P
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Jak jsem ocekavala, jsou tu komplikace. Zadana rovnice tedy nema feSeni, ale pojd'me
se na to podivat jinym pohledem a polozme si otazku, jak bychom méli zadani upravit,

aby nam zkouska vysla?

Jednoduse vidime, ze x + 3 obsahuje jak leva strana, tak i ta prava. Na levé stran¢ mam
2xy a na pravé pouze 2y, které kdyz vynasobim x, tak mi zkouska vyjde. Mohla bych
toho docilit tim zptisobem, Zze bych upravila pravou stranu ptivodniho zadani. Nova

funkciondlni rovnice by méla formu

2f(xy) + f(x) = x + 2f(xy) + 1.

To bych ovSem viibec nemusela pocitat rovnici substitu¢ni metodou a hned ze zacatku

bych odecetla na obou stranach 2 f (xy) a méla bych vysledek.

Opét vyzkousim pted kazdy argument vlozit neznamy koeficient a vypoc¢itam obecnou

rovnici ptivodniho zadani.
a- fxy)+b-f(x)=c-x+d-f(y)+e
a-f(0)+b-f(0)=d-f(0)+e
(a+b—-d)-f(0)=e
Zde vidime, Ze mame op¢ét dvé moznosti vypoctu.
1. (a+b—d)=0t.(d =a+b),tedy e = 0a f(0) mize byt cokoliv

2. (a+b—d)#0,pakf(0) = ——

Nejprve vypocitdme prvni moznost. Vracim se do piivodni rovnice se substituci y = 0.
a-f(O)+b-f(x)=cx+(a+b)-f(0)+0
b-f(x)=c-x+(a+b) f(0)—a-f(0)

Pokud b = 0, pak
c-x=0.
Za téchto podminek rovnice nema feseni. Chci, aby platilo pro vSechnax € R = ¢ = 0.

Jestlize b # 0, potom
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f(x)zc-x+(a+b)-bf(0)—a-f(0).

Provedeme zkousku za podminek d = a + b, tedye =0ab # 0.

c-xy+(a+b)-f(0)—a-f(0) c-x+(a+b)-f(0)—a-f(0)
a- 5 +b- 5 =

c-y+(a+b) f(0)—a-f(0)
b

=c-x+(at+bh):
a-(c-xy+(a+b)-f(O)—a-f(O))+b-(c-x+(a+b)-f(0)—a-f(0))=
=bc-x+(@+b)(c-y+(a+b) f(0)—a-f(0)
ac-xy+ab-f(0)+bc-x+b%-f(0)=bc-x+(a+hb)-(c-y+b-f(0))
ac'xy=ac-y+bc-y
Pokud ¢ = 0, pak by zkouska vysla a feSenim rovnice by byla funkce f(x) = f(0).
Jestlize ale ¢ # 0, potom
ax=a+b.

Ze zkousky vidime, ze a # 0. Pokud by tomu tak nebylo, pak by neplatilo b # 0. Tento

vysledek nam nevyhovuje, protoze chci, aby platilo pro vSechna x € R.

Jesté nas ale Cekd vypocet druhé moznosti feSeni za podminek (a + b — d) # 0, pak

f(0) =

e
(a+b-d)’

Vypocet je podobny jako Vv pifedchozi moznosti s tim, ze vysledkem je

+b-f(x)=c-x+d-

e e
“arb—d @rb—d) ¢

cx+d r—e—te—a-—e—x
F(x) = (a+b—d)b (a+b—d)’

pri¢emz koeficienty a, b, c,dae € R, rovnéz jakox E R, b # 0,a + b # d.

Zkouska:
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e e
A oy Ty R CE T I

a

b
e e
+b_C'x+d'm+e‘“'m_
b -
e e
cytd —F3—xte—a —=—757—x
ccxtd- (a+b—d) (a+b d)_l_e

b

e e
”(C“y+dka+b—@+e_“(a+b—@)+

e e
+b(“x+dka+b—@+3_“(a+b—@)_

=bc-x+d-<c-y+d- )+be

e e
CEY T AT )]

: ad —— R L S ¢
ac-xy+2-ad (a+b—d)+ae a (a+b—d)+bd CEY )
_b;— d- +d2;+d
P larb-—a Y CETED

ac-(a+b—d)-xy+2-ade+ae-(a+b—d)—a’e+ bde —
—abe=(a+b—d)-cd-y+d?e+(a+b—d)-de

a’c-xy+ abc-xy —acd-xy+ 2-ade + a’*e + abe — ade — a*e + bde —
—abe = acd+y+ bcd -y —cd? -y + d?e + ade + bde — d?e

a’c-x +abc-x—acd-x = acd + bcd — cd?

Pokud ¢ = 0, pak je vysledkem rovnice

d

fO=avb—a
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pficemza,e € R,c=0,b#0,a+ b # d.
Jestlize ¢ # 0, potom
a’-x+ab-x—ad-x =ad+ bd — d?
ax-(a+b—-d)=d-(a+b—4d)
a-x=d.
Pokavad’ a = 0 = d = 0 a vysledkem je funkce

c'x+e

fx) = T

za podmineka = 0,b #0,c #0,d =0,e € R.
Pokud je ale a # 0, pak, aby vysla zkouska, musi platit x = 3, coz opét nechci.

Priklad 15: Urcete vSechny funkce f: R = R takové, Ze pro libovolné X, y € R plati
2f) + f(y) =2x+y.

Rovnici predvedeme v obecném tvaru a to tak, ze pred kazdou proménnou doplnime

neznamy koeficient. Rovnice bude mit tvar
a f)+b-f(y)=c-x+d-y+e.
Pouzijeme substituci x = 0,y = 0
a-f(0)+b-f(0)=e
(a+b)-f(0) =e.
V této fazi mame dvé moznosti.

1. (a+b) =0, pak tedy e = 0 a £(0) miiZe byt jakékoliv (£(0) € R).

2. (@+b)#0,f(0)=—

a+b’

Nejprve najdeme vysledek pro prvni moznost. Polozim substituci y = 0.

a-f(x)+b-f(0)=c-x+e
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a-f(x)=c-x—b-f(0)+e

Pokud by a = 0, nezapominejme, ze (a + b) = 0ae = 0, pak by b = 0 a rovnice by se

upravila na tvar
cx=0.

Tato cesta tedy nikam nevede. ReSenim funkcionalni rovnice ma byt funkce, coz v tomto

pfipad¢ neni. Za téchto podminek rovnice nema feSeni.

Jestlize a # 0, miZzeme jim vyd¢lit rovnici a vysledkem je

f(x)zc-x+e—b-f(0).

Vyuzijeme podminky (a + b) = 0 ae = 0, tedy b = —a a vysledek upravime na tvar

f(x)zc-x+a-f(0)

f() = ==+ f(0).

S timto vysledkem provedeme zkousku.

Zkouska:
L=a-f(x)+b-f(y)=c-x+a-f(0)+b-<%+f(0)>
b=-a
L=cx+a-f(0)—c-y—a-f(0)=c-x—c-y
P=cx+d-y+e
e=0

P=c-x+d-y
Ted’ obé strany spojime dohromady. Leva strana se rovnd té pravé prave kdyz,

c'x—cry=c-x+d-y
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Prvnim vysledkem rovnice
a f(x)+b-f(y)=c-x+d-y+e
je
G0 = <+ £(0),
pficemz (a+b) =0=b=—-a,e=0af(0)eR,a#0a—c=d.
Jesté€ nas ale Cekd druhd moznost, a to za téchto podminek (a+ b) # 0,

f(0) = aﬁ. Postup vypoctu je analogicky s postupem vySe uvedenym, akorat do

vysledku dosadime nasSe hodnoty

a-f(x)=c-x—b-f(0)+e
3 e
a-f(x)—c-x—b-a—_l_b+e

Pokud by a = 0, pak

Jenze toto feSeni ndm nevyhovuje.

Pokud a # 0, pak

c'x+e—b-

S timto vysledkem provedeme zkousku.

Zkouska:

e
.c-x+e—b- .c-y+e—b-a+b

e
a+b+b
a a

a =c'x+d-y+te

a-(c-x+e—b-aL_Lb)+b-(c-y+e—b-aeﬁ)=ac-x+ad-y+ae
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e e
ac-x+ae—ab-—+bc-y+be—b2-a—= ac-x+ad-y+ae

a+b +b
b-——+bc-y+be—b? ——=ad-
Wrgwp POy TRe T T Ay

—abe + (abc + b?c) -y + (abe + b%e) — b?e = (a*d + abd) - y
abc-y+b*c-y=a%*d-y+abd-y
abc + b%c = a*d + abd

Z toho vysledku vyplyva nékolik moznosti feSeni. Bud a =ca b =d, neboa=> a
¢ = d. Jinym feSenim mtze byt bc - (a + b) = ad - (a + b), (a + b) # 0, tedy bc = ad,

a+0,tedyd = E, piiemz a, b,cae € R.
a
Druhym vysledkem rovnice
a f)+b-fy)=c-x+d-y+e

je

c-x+e—b-
fx) = —&+9

pficemz (a+b) #0,a+0ae€R Buda=cab=d, neboa=>bac=d. Nebo

be v o
dzzc,prlcemza,b,c,dE]R.

5.3 Kvadraticka funkce

Pouziju myslenky z ptedchozich podkapitol a v zadani rovnice rozhodné budu vyzadovat

n&jak upravené f(x) a x2.
Priklad 16:
fx+y)=2f(y) =x*—y*
Resent:
Omlouvam se za monotonnost, ale opét vyuZziju substituci x = 0ay = 0.
f(0)=2f(0)=0
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f(0)=0
Substituce y = 0
f(x) —2f(0) = x?
fx) =x?

Vysledkem je zékladni kvadraticka funkce f(x) = x?2 (obr. 10). Kvuli zkousce to ale

bude chtit mensi upravy v zadani. Pojd'me si to predvést.
Zkouska:
L=flx+y)-2f() = (x+y)? —2y> =x>+2xy —y°
P =x?—y?
L+P

Zkouska nam opé€t nevysla. Podivame se, kde je problém. Celou pravou stranu mam
inalevé, jen mi tam piebyva 2xy. Jelikoz argument obsahuje y a my vyuzivame
substituci y = 0, miizeme 2xy bez vycitek pfipsat na pravou stranu rovnice. Finalni

rovnice bude vypadat
flx+y)—2f(y) =x%—y? + 2xy.

Naposledy si vyhrajeme s koeficienty této rovnice. Nejprve si ukazeme, jakou dostane

obecnou formu
a fx+y)+b-f(y)=c-x*+d-y*>+e-xy.
Novou funkciondlni rovnici vypocitdme pomoci osvédcené substituéni metody
a-f(0)+b-f(0)=0
f(0) =0
a-f(x+0)+b-f(0)=c-x?

c-x?

f&x) =

a
pro vSechna x € R, i pro koeficienty a, b,c,dae € R, a # 0.
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Pokud by a = 0, pak by rovnice opét neméla smysl.

Z hledané funkce vyplyva, Ze jaké bude mit x? pred sebou &islo, zavisi na koeficientech

a a c. Ostatni ndm vypadly béhem pocitani, to znamena, ze na jejich velikosti nezalezi.

Pied nami je posledni komentovany piiklad. Pouziju stejné zadani s koeficienty a = 2,

b=3,c=4,d=1ae =5. Hledanou funkci by méla byt f(x) = 2x2.
Priklad 17:
Nova funkciondlni rovnice ma znéni
2f(x +y) +3f(y) = 4x? + y? + 5xy.

Resent:
Pustime se do vypocta

2f(0)+3f(0)=0

f(0)=0
2f(x+0) + 3f(0) = 4x?
f(x) = 2x?
pro vSechna x € R.
Spravnost ovérime zkouskou.
Zkouska:
L=2f(x+y)+3f(y) =4-(x+y)*>+ 6y = 4x? 4+ 8xy + 10y?
P =4x?+y?+ 5xy
L+P

Zkouska nam nevysla i piesto, Ze jsme hybali nezavislymi koeficienty. To znamena,

7e zadani rovnice musi zlstat v ptivodni verzi, a to

fx+y)—2f(y) = x* —y? + 2xy.
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Existuji takové rovnice, které jsou presné nastavené a nedd se s nimi nijak hybat,

,vyhrat®. Jak vidite, tak i ndm se mtize podaftit takovou rovnici vytvotit.
Pokusime se o vytvoteni dalsi obecné rovnice s vysledkem kvadratické funkce.

a f)+b-fy)=c-x*+d-y?

a-f(0O)+b-f(0)=0
(a+b)-f(0)=0
Pokud (a + b) = 0, pak je £(0) libovolné a a # 0.
a-f(x)=c-x*—b-f(0)

Pokud by a = 0, pak by pro nas rovnice nem¢la smysl.

_c-x*—b-f(0)
fx) = p
Zkouska:.
alc.xz_b.f(o)_l_b.c-yz—b'f(o):C_x2+d_yz
a a
w2 _h.
b f(0) +b-—2 ab f(O):d'yz
b?-f(0) bc-y®
b-f(0)+———=————d-y’

ab - f(0) + b%- f(0) = bc-y?—ad-y?
= bc =ad A b?> = —ab nebo f(0) = 0.
b? = —ab
b?>+ab=0
b - (a + b) = 0 = splnéna nase podminka (a + b) = 0.

Pokud (a + b) # 0, potom f(0) = 0. Vyuzijeme substituci y = 0.
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a f(x)+b-f(0)=c-x?
a-f(x)=c-x?

Jestlize a = 0, pak rovnice nema feSeni. Pokud a # 0, potom

2

c'x
fx) = .
Zkouska:
- x? c-y?
a- b- =c-x*+d-y?
2
c-y
b= =d-y?
a y

I bc
To tedy znamena, ze d = pu

5.4 Shrnuti

Na zavér si zopakujeme zadani obecnych funkciondlnich rovnic a vysledky pro kazdou
hledanou funkci. Uvedeme, za jakych podminek, dany vysledek plati. Pro vétsi

piehlednost jsou ptiklady uspotadany do tabulek.

Tabulka 1: Piiklad 12

Zadani Vysledek Podminky
a fQ)+b-f)=c-f2(x) | f)=0f()=""2 | abceR c#0
Tabulka 2: Priklad 14
Zadani Vysledek Podminky
a - fxy)+b-f(x)=(a+b) f(y) fx)=t a,b,teR
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Tabulka 3: Piikiad 14

Zadani Vysledek Podminky
c.x+e b?&O,C#—'O,
b-f(x)=c-x+e f(x) =
b eeR

Pokud chci linearni feSeni f(x) = px + q, tak zvolimp = %, tedyc=b-paq = %, tedy

e = b - g arovnice bude mit tvar
b-fx)=b-p-x+b-q.

Jestlize chei feseni f (x) = 4x + 7, tak zvolim tieba 4 =, tedy 8 = 2-4 a7 = —, tedy

14 = 2 - 7 arovnice bude mit tvar

2 f(x)=8x+ 14.

Tabulka 4: Prikiad 14

Zadani Vysledek Podminky

d (a+b—d)+0,

a-fxy)+b-fx)=d-f(y)+e f(x):m b#0e€eR

Tabulka 5: Priklad 15

Zadani Vysledek Podminky

a - f(x)—a-fly)=c-x—c-y f(x)=%+t a+0,c,teR

Pokud chci linearni feSeni f(x) = px + q, tak zvolim p = 2 tedy c=a-p aq=t,

t € R, potomi g € R a zvolim tedy rovnici
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a-fx)—a-fy)=ap-x—a-p-y.

Jestlize chci linearni feSeni f(x) = 2x + 3, tak zvolim tfeba 2 = %, tedy 4=2-2 a

3 = t, zvolim tedy rovnici

2f(x) = 2f(y) = 4x — 4y.

Tabulka 6: Priklad 15

Zadani Vysledek Podminky
FC)+bFO) b e—b gy | “TNF

a-fx)+o-f(y)=a-x+0-y+e — a
fG)=x+ a a*+0,eeR

e
a+b

Pokud chci linearni feSeni f(x) = px + q, tak vidim, Ze p = 1, tedy q = ET

2
2-1—2-
Pokud chci linedrni feSeni f(x) =x+ 1, tak p =1 a tieba 1 = % Takze rovnice

bude mit tvar

fO+f)=x+y+2

Tabulka 7: Priklad 15

Zadani Vysledek Podminky

e
c x+e—§

a-fx)+a-fly)=c-x+c-y+e Fx) = a+0,c,eeER

Pokud chci linearni feSeni f(x) = px + q, tak zvolim p = 2, tedyc=a-paq= %,

zvolim tedy rovnici

a-f(x)—a-fy)=a-p-x+a-p-y+te.
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Jestlize chci linearni feSeni f(x) = 3x + 1, tak zvolim tfeba 3 = g, tedy 6=2-3 a

4

1= 75 zvolim tedy rovnici

2f(x) — 2f(y) = 6x + 6y + 4.

Tabulka 8: Priklad 16

Zadani Vysledek Podminky
Faty)+b ) =coxt+d-y? cxt | boda
afx+y)+o-f(y)=c-x“+d-y“+e-xy x) =
f&) a eeER,a#0

Pokud chci kvadratické feSeni f(x) = 0x? + px + q, tak zvolim o = 2, tedy c = a-o,

p aq se vV tomto piipadé€ rovnaji nule. Zvolim tedy rovnici

a fx+y)+b-f(y)=a-o0-x>+d-y*+e-xy.

Jestlize chci kvadratické feSeni f(x) = 3x?2, tak zvolim tieba 3 = %, tedy 3 =1- 3, tedy

rovnici

fx+y)+b-f(y)=3x2+d-y?>+e-xy.

Tabulka 9: P#iklad 17

Zadani Vysledek Podminky
bc C'X'Z (a+b)¢0,a¢0
a-f(x)+b- =c x*+—-y? =
fG)+b- () S| = o

Pokud chci kvadratické feSeni f(x) = 0x? + px + q, tak zvolim o = 2 tedyc=a-o,p

a g se v tomto piipade€ rovnaji nule. Zvolim tedy rovnici

49



b-a-o 5

- y2,

a f)+b-f(y)=a-o-x*+
Takze pokud bych chtéla jako vysledek f(x) = 4x2, pak by tieba g =4, tedy 8 = 2- 4.
Rovnice by tedy méla tvar
2f(x)+ b f(y) =8x%+b-4y=

A timto zpiisobem vytvortite kvantum zajimavych ptikladl na téma funkcionalni rovnice.
Neberte, prosim, tento zplisob jako jediny. Je to pouze mé metoda, jak jsem pii tvofeni

postupovala.
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6 Priklady na procvicovani

V nasi posledni kapitole najdete ptiklady funkcionalnich rovnic na procviceni.
Nezapomente provadét zkousku, spravny vysledek mate u kazdého ptikladu v zévorce.
Pro vSechny ptiklady méme stejné podminky: Naleznéte vSechny funkce f:R — R

takové, Ze pro libovolné X, y € R plati
D fO+f+1=x+f)+2
[f(x) =x+1]
2) fLO)—f)-fO) =f0)-x
[f (x) = 0]
3 ¥y fx®)+2f(xy) =f(x) —x+2
[nemé tedent]

4) 2f () + f(y) — 2x* = y?
[f (x) = x?]
5) f(f(x)+ () = —2f(x) + 4y

[f(x) = —2x]

) 2/(0) - 2() = ~2£*() + ()
[fo=0rw=3
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[ Zavér

Cilem této bakalarské prace bylo predstavit zaklim ne tak zndmé téma funkcionalnich
rovnic, se kterymi se mohou setkat na matematickych olympiadach, jak jsme si nazorné
uvedli jiz v avodu. Pokouseli jsme se 0 kreativitu, takze tu naleznou jak fesené ptiklady,

tak grafy hledanych funkei.

Béhem c¢teni této prace si Ctenar zopakoval zakladni matematické pojmy jako rovnice,
funkce, neznama (proménna), defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti funkce. Bez téchto

znalosti by se nam jen té€Zko definovaly funkcionalni rovnice.

vvvvvv

Pokud bych méla vytknout pouze jednoho, rozhodné by to byl A. L. Cauchy, ktery

vytvofil 1 vlasti metodu feSeni.

To nas pfivadi pravé ktém nejjednodussim metoddm, které jsme si piedstavili
na prikladech. Celou kapitolu doprovazely barevné grafy vyslednych funkci. Veskeré
grafy této bakalaiské prace byly vytvoreny diky programu Geogebra.

Nesmime zapominat, jak velkou pozornost musime vénovat Cteni zadani, jelikoz
se snadno muze stat, ze piehlédneme néjakou zasadni informaci a dopustime se tak
obrovské chyby. Této problematice jsme vénovali samostatnou kapitolu, abychom

vystihli jeji dulezitost.

Dale jsme piedvedli, jak se takové funkcionalni rovnice vytvaieji a jak si S nimi ¢lovék
muze vyhrat. Nebudu lhat, da to praci vymyslet ptiklad, ktery vychazi néjak rozumné
a zaroven, aby vysledek prosel i zkouSkou. Rozhodné to neni aktivita pro zacate¢niky,

kteti se s funkciondlnimi rovnicemi teprve seznamuyji.

A na zavér tu mame par prikladi na procvi¢ovani, opét velky boj ptiklady vymyslet a dat

jim ,,ucesanou* formu. Ale podafilo se, jak vidite. Slovo ,,vzdat se* nemam ve slovniku.

Tato prace by si rozhodné zaslouzila n&jaké rozsifeni. JelikoZ je zamétend pro Zaky
2. stupné ZS, musela jsem se drzet pii zemi a selektovat spoustu informaci, abych vybrala

jen ty srozumitelné.

Pokud by préace byla psana tieba pro studenty vysSich gymndzii nebo i vysokych Skol,

kde se dokonce v matematice vyskytuje predmét vyloZzené¢ zaméteny na funkcionalni
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rovnice, psala by se bez omezeni a mnohem lépe. Mohli bychom vyuzit spoustu definic

pti vymysleni novych uloh.

Na zavér jesté musim Fict, jak mé piekvapilo, Ze k této problematice existuje velmi malo
zdroji. Cerpala jsem piedevsim ze tii kniZek, z toho kazd4 byla mali¢ka a tenoucka
a jedna dokonce i v angli¢tin¢. Déle tu mame zdroje internetové, které jsem nechtéla tolik
vyuzivat kvuli nejisté kvalité informaci a nesmime zapominat na ¢lanky, ve kterych

se i vyskytovaly chyby.

I tak si ale myslim, Ze jsem se s danym tématem ,,poprala“ obstojné. Pevné vétim,

7e préce je Ctiva, srozumitelnd a Ze ,,pfinese své ovoce*.
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