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Uvod

Cilem této bakalarské prace je seznamit ctenare s pojmem derivace
komplexni funkce, jednim z klicovych pojmt komplexni analyzy. Pri studiu tohoto
textu se predpoklada znalost realné analyzy a zakladni znalost komplexnich ¢isel
a teorie o funkcich komplexni proménné.

Prace zacina pojednanim o historii komplexnich ¢isel a komplexni analyzy,
aby mel ctenar predstavu o tom, jak dlouhym vyvojem si musel pojem
komplexniho ¢isla projit, jaka jména jsou s nim spojovana a ve které dobé se
zacina formovat teorie komplexni analyzy. V tomto pojednani ctenar zjisti, ze
zpocatku 1 nékteri velci matematikové nepovazovali komplexni ¢isla za skutecny
matematicky pojem, a to predevsim z toho divodu, ze pomérné dlouhou dobu je
nebyli schopni nadefinovat a prakticky neveédéli, jak na né pohlizet. Predevsim
diky tomu, zZe se jejich otazkou postupné zabyvalo stale vice matematiku, ziskala
komplexni ¢isla nejen duvéru, ale 1 zaslouzené misto v oblasti matematické
analyzy. A jak jiz dnes vime, nejen komplexni cisla, ale hlavné teorie o funkcich
komplexni proménné vyraznym zplsobem prispély k reseni mnoha aplikacénich
problémau.

Hlavni text prace je rozdélen do dvou kapitol. Prvni kapitola pojednava
o pojmu derivace komplexni funkce a jejich vlastnostech, v druhé pak najdeme
pojednani o holomorfnich funkcich. Celym textem se prolinaji definice, véty a jina
tvrzeni psané s prihlédnutim k pouzité literature. Vzhledem k omezené délce této
prace, jsou az na dvé vyjimky uvedené pouze odkazy na dukazy téchto vét a
tvrzeni. Prace obsahuje také mnoho prikladi. Zadani priklada je prevzato, popr.
Inspirovano neresenymi priklady, které najdeme v pouzitych publikacich. Pokud
neni receno jinak, tyto priklady jsem spocitala sama.

Prvni kapitola je psana spise formou sbirky tuloh. Obsahuje zakladni
definice a veéty, predevsim vsak navod k reseni raznych typovych priklada. Druha
kapitola je vice teoreticka. Je dale ¢lenéna, pricemz dilezita je predevsim druha
podkapitola, kde se ctenar dozvi o vyuziti vlastnosti holomorfnich funkeci
pri vypoctu krivkovych integrali komplexni funkce. Jak dale uvidime, holomorfni
funkce nabizeji mnoha zkraceni ¢i zjednoduseni vypoctu krivkovych integrala a
také dalsi vyuziti.



Historie

Historie komplexnich cisel saha az do 16. stoleti. Konkrétné roku 1545
vydal italsky matematik, filosof a astronom Gieronimo Cardano (1501 — 1576)
knihu snazvem Ars Magna de Regulis Algebraicis, ve které se zabyval
algebraickym resenim rovnic prvniho az ctvrtého stupné. Pri zkoumani
kubickych rovnic dosel k vysledkiim, ve kterych se mu objevily odmocniny
ze zapornych ¢isel. V této souvislosti také zjistil, Ze s odmocninami ze zapornych
¢isel se muzeme setkat jiz u rovnic kvadratickych. Jako priklad uvedl tlohu,
ve které chteél rozdélit ¢islo 10 na dvé casti tak, aby jejich soucin byl roven
&slu 40. Uloha jej zavedla ke kvadratické rovnici x(10 — x) = 40, jejimz reSenim
byly dva koteny x; = 5++/—15 a x, = 5 —vV/—15. Kdyz kofeny mezi sebou zpétné
vynasobil, musel dostat ¢islo 40:

(5++v-15)- (5 —vV-15) = 25 — (V=15 - V—15) = 25 — (—15) = 40

Tato rovnost tedy plati za predpokladu, ze v—15-v—15 je rovna cislu —15.
Navzdory tomu, ze Cardano takto definované koreny nepovazoval za skutecna
reseni, prispél svymi studiemi k objevu komplexnich ¢isel.

Jako prvni se vsSak kubickymi rovnicemi zabyval matematik jménem
Scipione del Ferro, ktery tidajné ovladal metodu resSeni rovnic x3 + ax = b, kde
a,b > 0. Své poznatky vsak nikdy nepublikoval, stejné jako Niccola Fontana
zvany Tartaglia, ktery patrné jako prvni nasel postup reseni kubickych rovnic.
Gieronimo Cardano v knize Ars Magna zobecnil pravé Tartagliovu metodu.
Jelikoz byl Cardano prvni, kdo metodu feseni kubickych rovnic publikoval, byly
po ném pojmenovany vzorce pro jejich reseni. Jak ale historie naznacuje, jejich
skutecnym objevitelem byl Niccolo Fontana.

S komplexnimi c¢isly dale pracoval italsky matematik Rafael Bombelli
(1526 — 1572), ktery se ve své knize pustil jiz do po¢itdni s komplexnimi é&isly,
pricemz odmocninu ze zaporného cisla vyresil tim zptasobem, zZe pred odmocninu
z absolutni hodnoty tohoto ¢isla napsal specialni slovni spojeni jiné pri odcitani a
jiné pri s¢itani. Toto jeho slovni spojeni vlastné odpovidalo pozdéjsimu oznaceni
komplexni jednotky i resp. —i.

Vyvoj komplexnich cisel sice postupoval pomalu, zabyvalo se vsak jimi
stale vice matematik. V 17. a na prelomu 17. a 18. stoleti to byl napriklad
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francouzsky matematik Albert Girard (1595 — 1632) a francouzsky matematik a
filosof René Descartes (1596 — 1650), od kterého pochazi dodnes pouzivané
oznaceni - ,imaginarni”. Ani on nepovazoval komplexni koreny za skutecna
reseni a nazyval je tudiz terminem imaginarni. S komplexnimi cisly byva
spojovan i anglicky matematik a teolog John Wallis (1616 — 1703) a dalsi velka
jména jako Isaac Newton (1643 — 1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716)
nebo Johann Bernoulli (1668 — 1748). V prvni étvrtiné 18. stoleti pak francouzsky
matematik Abraham de Moivre (1667 — 1754) objevil dtilezity vztah, dnes zndmy
jako Moivreova veta

(cos@ +i-sin@)™ = cos(np) ti-sin(ne).

V 18. stoleti se postupné zacala rozvijet myslenka o komplexnich funkcich
komplexni proménné, pricemz poprvé se sni setkavame u francouzského
matematika, fyzika a filosofa Jeana Le Rond d’Alemberta (1717 — 1783). O rozvoj
téchto uvah se zaslouzil predevsim svycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler
(1707 — 1783). Jeho zijem smétoval predevsim k elementdrnim komplexnim
funkecim a mna zakladé svych vyzkuma rozpracoval teorii o vztahu
mezi exponencialni funkci, logaritmickou funkei a goniometrickymi funkcemi
v komplexnim oboru. V navaznosti na tuto teorii vyjadroval komplexni c¢isla
v goniometrickém tvaru. Dale definoval goniometrické funkce sinus a kosinus
v komplexnim oboru dodnes platnymi vzorci

ef+e? _ eZ—e 2
cosz=———, sinz= -
2 21

Vdécime mu také za oznaceni komplexni jednotky v—1 symbolem i. Eulerovy

myslenky byly vyznamné pro pozdéjsi ivahy o funkcich komplexni proménné.

Na konci 18. stolet{ v§znam komplexnich &isel znaéné posilil. Casto se jiz
vyuzivala v riznych matematickych aplikacich, stale vSak nebylo zcela jasné, jak
na né pohlizet. Na prelomu 18. a 19. stoleti a na pocatku 19. stoleti se zacala
mezl matematiky rozvijet myslenka o geometrické interpretaci komplexnich ¢isel.
Jako prvni ji publikoval norsky kartograf a geodet Caspar Wessel (1745 — 1818)
ve spolupraci s Danskou akademii véd. S myslenkou o geometrické interpretaci
komplexnich cisel pracovali také dalsi matematici: francouzsky matematik a
fyzik Lazare Nicolas Marquerite Carnot (1753 — 1823), od kterého pochézi dne$ni
pojmenovani komplexni ¢islo, dale francouzsky matematik Adrien-Quentin Buée
(1748 — 1826), svycarsky matematik Jean Robert Argand (1768 — 1822), ktery
zavedl termin modus pro absolutni hodnotu komplexniho ¢isla nebo britsky
matematik John Warren (1796 — 1852). Tato jména zaujimaji ve vyvoji
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komplexnich ¢isel, predevsim pak v Uvahach o geometrické interpretaci
komplexnich ¢isel, vyznamné postaveni. Vydali radu publikaci, ve kterych

vvvvv

bez vétsi odezvy.

Mezi nejvyznamnéjsi jména v historii komplexnich cisel patri Carl
Friedrich Gauss (1777 — 1855), némecky matematik a fyzik, ktery definoval
komplexni ¢isla jako body roviny (podle néj byla pozdéji pojmenovana Gaussova
rovina) a tim ujasnil zplsob, jak komplexni éisla chépat. Dal tak komplexnim
¢islim matematicky korektni podobu a jeho pohled na komplexni cisla se
pod jeho vlivem znacné rozsiril. Své predstavy o komplexnich cislech jako bodech
roviny vyuzil jiz v roce 1799 ve své disertacni praci pri dukazu zakladni veéty
algebry, v souvislostech tuto teorii popsal ve své knize Theoria residuorum
biquadraticorum publikované v roce 1831, ve které mimo jiné napsal, ze
».geometricka interpretace komplexnich cisel vrha na jejich metafyzické chapani
nové svétlo’. Komplexnimi ¢isly se zabyval také Gaussiv soucasnik,
William Rowan Hamilton (1805 —1865), irsky matematik, fyzik a astronom, ktery
komplexni ¢isla definoval jako usporadané dvojice realnych c¢isel. Tuto svou teorii
prezentoval v knize Theory of conjugate functions, or algebraic couples
publikovanou v roce 1837, ve které také definoval aritmetické operace s takto
zavedenymi komplexnimi ¢isly.

U zrodu moderni komplexni analyzy stal francouzsky matematik Augustin
Louis Cauchy (1789 — 1857), ktery ji systematicky popsal po vzoru realné
analyzy. Vyznamnym zplsobem se podilel na tvorbé teorie o krivkovych
integralech komplexnich funkci a primitivnich funkcich a je autorem mnoha
znamych tvrzeni. Zaklady geometrické teorie komplexnich funkci polozil némecky
matematik Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866) a o rozvoj
integralniho poctu a predevsim reprezentaci komplexnich funkei radami se
zaslouzil dal$i némecky matematik Carl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 —
1897). Ten v roce 1841 uvedl tzv. Laurentiv rozvoj holomorfni funkce, ktery
nezavisle na ném zverejnil v roce 1843 francouzsky matematik Pierre Alphonse
Laurent (1813 — 1854).

Komplexni analyza dnes plni vyznamnou funkci v radé aplikaci, napft.
v teoretické fyzice, hydrodynamice, teorii elektromagnetického pole, v teorii
elektrickych obvodt, kartografii nebo aerodynamice.

Podrobnéji se muze c¢tenar o historii komplexnich ¢isel a komplexni
analyzy do¢ist ve zdrojich [1], [4], [5] a [13].



I. Derivace komplexni funkce

Jedny ze stézejnich pojmt komplexni analyzy jsou pojmy derivace a
diferencial funkce. Derivace funkce komplexni proménné se definuje obdobnym
zpusobem jako v realné analyze pomoci limity funkce.

Definice I. 1. (Derivace komplexni funkce v bodé) Bud f komplexni funkce
komplexni proménné definovana a konecna v néjakém okoli U(z) bodu z € C.
Rekneme, ze f m4 derivaci v bodé z (nebo ze existuje derivace funkce f v bodé z),
jestlize existuje konecna limita

I fz+h)—f(2)
1m .
h—-0 h

v, ;g . ; v v, . ’ af(z
Toto cislo pak nazyvame derivaci funkce f v bodé z a znac¢ime je f (z) nebo %.
V navaznosti na definici derivace komplexni funkce v bodé je treba rici, ze
v komplexnim oboru derivaci zavadime jako konec¢nou limitu, podobné také bod z
je konecné komplexni ¢islo. V C tedy nezavadime pojem nevlastni derivace a

nedefinujeme derivaci funkce v bodé co.

Poznamka. Derivace funkce f vbodé z, € C je tedy podle definice rovna

limy,_, w Oznacime-li z, + h = z, dostaneme

_ f(2)—f(20)
lim —————.
-z Z— Z
To znamena, ze pri vhodné substituci mizeme konecnou limitu definujici derivaci
komplexni funkce v bodé zapsat vjiném tvaru. V publikacich se setkavame

s obéma zpusoby definovani tohoto pojmu.

Nyni si nadefinujeme dulezity pojem diferencial funkce v bodé, tzce
souvisejici s pojmem derivace funkce.

Definice I. 2. (Diferenciil funkce v bodé) Bud f komplexni funkce komplexni
proménné definovand a konecna v jistém okoli U(z) bodu z € C. Rekneme, ze
funkce f ma v bodé z diferencidl (resp. Ze je diferencovatelnd v bodé z), jestliZe
existuji ¢islo a € C a funkce 1 spojita v bodé 0, n(0) = 0 takova, ze pro vSechny
body h néjakého okoli U(0) 1ze prirtastek f v bodé z vyjadrit ve tvaru



1) fEz+h)—f(z) =ah+h-n(h).

Linearni funkci ah proménné h pak nazyvame diferencialem funkce f v bodé z a
znacime jej d f(2).

Mezi derivaci a diferencialem plati stejny vztah jako v realném oboru a
popisuje jej nasledujici veta.

Véta I. 1. Funkce f ma vbodé ze C derivaci, jestlize je vtomto bodé z
diferencovatelna. V tomto piipadé je d f(z) = f (2)h, tj. &islo a ve vztahu (1) je
rovno f (z).

Dtikaz. Viz [12, str. 55], [9, str. 31].

Pro vypocet derivace funkce komplexni proménné se obvykle vyuziva rada
pravidel pro derivovani (resp. vlastnosti), kterd jsou, jak zjistime déle, éasto
analogickd s pravidly (resp. vlastnostmi) z redlné analyzy. Tento fakt plyne pravé
z obdobné definice derivace a také ze skutecnosti, ze vlastnosti limity funkce
muzeme mnohdy prenést zrealné analyzy do analyzy komplexni. V nékterych
pripadech vsak lze derivaci funkce pomeérné snadno spocitat primo pomoci
definice, coz nam ukazuje nasledujici priklad.

Priklad I. 1. Podle definice spocitejte derivace nasledujicich funkei:

1

a) f(2) =

z2’

Nejprve dosadime podle funkéniho predpisu zadané funkce do limity definujici
f(@)—f(20)

derivaci funkce v bodé: lim,_,,
0 z-z

Poté zjednodusime slozeny zlomek na jednoduchy, pouzijeme vzorec pro rozklad
dvojélenu a? — b? na souéin a dile upravime na limitu, do které jiz lze dosadit z,
za z. Po dosazeni jesté upravime na vhodny tvar.

1_1 25 —2*
.z z§ . z%Z . (20— 2)(z0+ 2)
lim = lim -—— = lim > =
720 Z—Zg  z-zZ0 220 z-zy 2278(z — Zp)
. —(z—z))(zg+2) . —(z0+2)
= lim >3 =lim ———=
z-z0  z2%2z5(z — zg) zozy 7273

—(z0 +20) -2z 2

2,2 4
z5z§ Z Zy
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b) f(2) = 2.

Nejprve opét dosadime podle funkéniho prepisu zadané funkce do limity, poté
pouzijeme vzorec pro rozklad dvojélenu a® — b3 na soucin a upravime na limitu,
do které jiz lze dosadit z, za z. Po dosazeni upravime na vhodny tvar.

z3—z8  (z—20)(2% + zzy + 22)

lim = lim = lim (2% + zzy + 2z&) = z§ + z§ + z% = 3z}
Z—Z Z — ZO Z—Zg Z — ZO Z—Z

V nasledujicich vétach si uvedeme zakladni vlastnosti derivace funkce
v komplexnim oboru a néktera pravidla pro derivovani, ktera se vyuzivaji
pri vypoctech. Cerpéno predevsim z [9], [12] a [14].

Vétal. 2. Je-li f(2) = c, pak f(z) =0, kde c € C.
Dtikaz. Provadi se analogicky jako v realném oboru.

Véta I. 3. Necht funkce f,g maji derivace v bodé z € C. Pak v tomto bodé maji
derivace téz funkce c- f (c € C), f + g, f * g a plati vzorce:

@ [ f@]'=cf(2)
@) F@Dxg@'=fD+g)
@ @ 9@]'=f@- 9@ +f(2): 9.

Jestlize navic g(z) # 0, ma v bodé z derivaci téz funkce g a plati:

@) _f@ 9@ - @) 9@
9(2) 9%(2) '

Dtukaz. Provadi se analogicky jako v realném oboru.

(5)

Pravidlo I. 1.
Pro komplexni funkei f(z) = z" plati
(6) (z")'=nz"?!, kden€N, z€eC.
Dikaz. Viz. [9, str. 81].
Ptiklad I. 2. Derivujte funkei f(z) = 223 — 522 + 1.

Pro vypocet derivace funkce f(z) = 2z3 — 5z2 + 1 vyuzijeme Vétu I. 2., vztahy (2)
a (3) z Véty 1. 3. a Pravidlo I. 1.
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Derivace zadané funkce je tedy rovna
f(z2) =(22z%-52%2+1)" =622 — 10z, proz€ C.

z%-3z-2
2z

Priklad I. 3. Derivujte funkei f(z) =

V tomto prikladu vyuzijeme pro vypocet derivace opét Vétu I. 2., dale vztahy (2),
(3) a (5) z Véty L. 3. a Pravidlo I. 1. Derivace zadané funkce je tedy rovna

1,1
T2 z2

22-32-2\ (22-3)-22—(22—-32-2)-2 272 +4
2z a 472 T 472

f'(Z)=<

pro z € C — {0}.

Nasledujici véta udava souvislost existence derivace komplexni funkce a
diferencovatelnosti jejich slozek a patri ke stézejnim vétam teorie o derivaci
funkce komplexni proménné.

Véta I. 4. Funkce f(z) = u + i v definovana v jistém okoli U(z) boduz =x + iy €
C ma v tomto bodé derivaci, jestlize plati:

1. Funkce Ref(z)=u(x,y) a Imf(z)=v(x,y) jsou vbodé (x,y)
diferencovatelné.
2. V bodé (x,y) jsou splnény tzv. Cauchyovy-Riemannovy podminky

du OJv
ax  dy
Ju av
oy ox

Jsou-li splnény podminky 1. a 2., pak pro f (z) plati vzorce

,()_au+,av dv Jdu
fZ_(')x [

x dy lay'
Dtikaz. Viz. [9, str. 83], [12, str. 58] nebo [14, str. 32].

Piiklad I. 4. [10, str. 51], [12, str. 59] (Vypodet derivace exponencidlni funkce)
Reseni tohoto prikladu je prevzato z publikace, pricemz je mirné pozmeénéno
zadani a postup reseni je vice rozepsan.

Exponencialni funkce v komplexnim oboru ma tvar

f(z) =e*=e*(cosy +isiny), proz=x+yi € C.
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K vypoctu derivace exponencialni funkce vyuzijeme Vétu I. 4. Nejprve si
spocitame slozky této funkce. Redlna slozka Re f(z) je rovna Re f(z) = u(x,y) =
e*cosy a 1maginarni slozka Imf(z)je rovna Imf(z)=v(x,y)=e*siny.
Exponencialni funkci tedy mtzeme prepsat do tvaru f(z) =Re f(z) +i-Im f(z) =
u(x,y) +i-v(x,y), konkrétné

f(z) =e?*=e*cosy+i-e*siny.

Nyni spocitame prvni parcidalni derivace funkci u(x,y) a v(x,y) podle obou

promeénnych:
du(x,y) v(xy) .
(7) T = e”cosy (9) T =e"siny
ou(x,y) . . v(x,y)
(8) By - e*siny (10) ay - e* cosy

Vratme se zpét k parcialnim derivacim funkei u(x,y),v(x,y). Jak mtzeme vidét
ze vztahu (7), (8), (9) a (10), obé funkce maji spojité parcialni derivace prvniho
radu podle proménnych x,y vkazdém bodé (x,y) a tudiz existuji totalni
diferencialy funkci u, v v kazdém bodé (x,y). Prvni podminka je tedy splnéna.

Druhou podminku ovérime rovnéz ze vztahu (7), (8), (9) a (10). Vidime, ze

ouxy) _ ov(xy) _ ou(x,y) ov(xy) _
ax dy —ercosy a dy ax

funkce je tedy diferencovatelna v kazdém bodé z € C a pro kazdy bod z € C plati

—e*siny = — —e*siny. Exponencialni
(e?) = u, +iv, = e*cosy + ie*siny = e*(cosy + isiny) = e?.

Priklad I. 5. Vysetrete, kde je diferencovatelna funkce:

a) f(z) = Re z.

Diferencovatelnost tohoto typu funkce je treba resit pomoci Véty 1. 4. Nejprve je
treba funkci f(z) vyjadrit ve tvaru f(z) = u + iv. Funkci f(z) = Re z zapiSeme
pomoci realné a imaginarni slozky timto zptsobem: f(z) = f(x +iy) =x. To
znamena, ze u(x,y) =x av(x,y) =0, tedy f(z) =x=x+1i-0.

Spocitame prvni parcialni derivace funkei u, v podle proménnych x, y:

du(x,y) _q av(x,y) _0
0x 0x
du(x,y) _ 0 av(x,y) _0

ay dy
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Jak muzeme vidét, Cauchyovy-Riemannovy podminky nejsou splnény v zadném

.. ou _ o ou _ o o 0 _ ,
bodé: E_lio_ay a ay—O—O—ax . Proto funkce f(z)=Rez neni

diferencovatelna v zadném bodé a f (z) neexistuje.
b) f(z) = x?y2.

Budeme postupovat stejnym zptisobem jako v pripadé I. 5. a). Uréime redlnou a
imaginarni slozku funkce f(z) = x%y?, tedy

u(x,y) = x*y?
v(x,y) = 0.

Dale spoc¢itame prvni parcialni derivace funkei u, v podle proménnych x, y:

ou(x,y) v(x,y)
ax A ax O

ou(x,y) _oy2 ov(x,y) _0
dy Y dy

Pri aplikaci Cauchyovych-Riemannovych podminek dostaneme soustavu:
2xy2 =0
—2x%y =0

Aby byl soucin roven nule, je treba, aby aspon jeden z ¢initeld byl roven nule. To
znamena, ze mame tri moznosti:

1. x =0 ay jelibovolné - tento pripad odpovida ¢islim na imaginarni ose

2. x je libovolné a y = 0 - tento pripad odpovida ¢isliim na realné ose

3. x=0 a y=0 - bod poditku (tento piipad je zahrnut v prvnich dvou
pripadech)

Zavér tedy je, Ze pro body na redlné a imaginirni ose ma funkce f(z) = x%y?
derivaci (je diferencovatelnd).

o f(2) = x* + iy?.

Opét postupujeme stejné. Uréime realnou a imaginarni slozku zadané funkce.
Redln4 slozka u(x,y) je rovna u(x,y) = x? a imaginarni slozka v(x,y) je rovna

v(x,y) = y2.
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Spocteme prvni parcialni derivace:

ou(x,y) v(x,y)

— = 2x —=0
0x 0x

ou(x,y) _ 0 av(x,y) _
dy dy Y

Z Cauchyovych-Riemannovych podminek plyne soustava:
2x =2y
0=0

Z prvni rovnice soustavy vidime, ze potrebujeme cisla, ktera maji stejnou realnou
a imagindrni éast, tedy x =y neboli Rez=1Imz. Funkce f(z)=x?+iy? je
diferencovatelna pro z € C, pro ktera plati Re z = Im z.

d f(z) =2xy — i(x? —y?).

I vtomto pripadé bude postup stejny. Uréime slozky zadané funkce. Realna
slozka se rovna u(x,y) = 2xy a imagindrni slozka v(x,y) = —(x? — y?).

Nyni spoc¢itame prvni parcialni derivace téchto funkei:

du(x,y) _ ov(x,y) _ oy
0x Y 0x

du(x,y) _ oy av(x,y) _5
dy dy Y

Cauchyovy-Riemannovy podminky jsou splnény v kazdém bodé (x,y), tzn., Ze
funkce f(z) = 2xy — i(x? — y?) je diferencovatelna v kazdém bodé z € C.

P¥iklad I. 6. Dokazte, ze funkce f(z) = |z|?> m4a derivaci pouze v bodé z = 0.

K reseni tohoto prikladu vyuzijeme rovnéz Vétu I. 4. a také poznatkl, které
zname z teorie o komplexnich ¢islech. Vime, Zze modul komplexniho ¢isla neboli

jeho absolutni hodnota je rovna |z| =+/x2 + y2. Vzorec pro absolutni hodnotu
dosadime do predpisu funkce f(z) a dostaneme

f(2) =212 = (JxZ +92) =22 +y2.

Véta 1. 4. pozaduje splnéni dvou podminek. K ovéreni obou podminek
potrebujeme spocitat prvni parcialni derivace realné a imaginarni slozky funkce
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f(2), tedy funkci u(x,y), v(x,y). Redlnd ¢ast je rovna u(x,y) =x*+y? a
imaginarni v(x,y) = 0. Parcialni derivace téchto funkci podle obou proménnych
spoc¢itame snadno:

du(x,y) _ - ov(x,y) _ 0
0x 0x

ouxy) _, oY) _
dy Y dy

Prvni podminka z Véty I. 4. je splnéna a z Cauchyovych-Riemannovych podminek
dostaneme soustavu:

2x =0
—2y=0

Tato soustava ma pouze jediné reseni, bod x =0, y =0, ktery odpovida bodu
podatku. Funkce dand predpisem f(z) = |z|?> m4 tedy derivaci skutené pouze
v jediném bodé z = 0.

Priklad I. 7. Dokazte, ze funkce f(z) = Z nema derivaci v zadném bodé.

Tento priklad nas opét zavede k Véte 1. 4. Nejprve vsak pouzijeme znalosti
z teorie o komplexnich c¢islech. Vime, ze pro komplexné sdruzené c¢islo k ¢islu
z=x+1iy plati vztah Z=x—1iy. Funkci f(z) =Z tedy prepiseme do tvaru
f(z) = x — iy. Nyni lze snadno urcit realnou a imaginarni ¢ast této funkce:

u(x,y) =x
v(x,y) = -y

Prvni parcialni derivace funkei u, v podle proménnych x,y jsou dany vzorci:

du(x,y) _1 av(x,y) _ 0
0x 0x

ou(x,y) . ov(x,y) _ 4
dy dy

Cauchyovy-Riemannovy podminky nejsou splnény pro zadny bod (x,y), protoze
podminku 1 = —1 nesplnuje zadné x ani y. Proto neexistuje derivace funkce
f(z) = Zv zadném bodé z € C.
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Véta I. 5. (O derivaci slozené funkce) Existuje-li derivace f (z,) v bodé z, € C a
derivace g'(wy) v bodé w, = f(z,) € C, pak existuje derivace slozené funkce go f
v bodé z, a plati

(g°f) /(Zo) = g/(f(zo))f,(zo)-
Dtikaz. Viz. [12, str. 56].

Priklad I. 8. (Vypodet derivace goniometrickych funkei) Spoctéte derivaci funkce
f(z) =sinz.

Goniometricka funkce sinus se v komplexni analyze definuje takto:

iz _ e—iz
(11) sinz= T
Vztah (11) nejprve vhodné rozepiseme
e?—e7z 1 . 1
sinz=—2i =Zelz—ze“z.

K vypoctu derivace pouzijeme Priklad I. 4. o derivaci exponencialni funkce, vztah
(3) z Véty 1. 3. a Vétu L. 5. o derivaci slozené funkce:

(- )’_1 . iz ( ) —iz_1 iz_|_1 —iz_eiz+e_iz_
Sin z _Zi L'e 2 l)-e —Ze 26 = 2 = C0SZz

Z vypoctu derivace lze vidét, ze plati vztah
(sinz) = cos z.

Derivaci funkce sinus v komplexni analyze vypocteme podle analogického vzorce,
ktery zname zrealné analyzy. Stejnym zpusobem Ilze také dokazat, ze 1
pro ostatni goniometrické funkce plati obdobna pravidla pro derivovani:

(cosz) = —sinz
(tg2) = —
87 cos? z
1
t _—
(cotg 2) sin? z

Priklad I. 9. Najdéte oblasti, v nichz jsou nasledujici funkce diferencovatelné, a
stanovte jejich derivace.
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a) f(Z) = €0 Z

Pro vypocet derivace funkce f(z) = e S? pouzijeme Priklad I. 4. o derivaci
exponencialni funkce, Vétu 1. 5. o derivaci slozené funkce a Priklad I. 8. o derivaci
goniometrickych funkei, ¢imz dostaneme

f(z) = —e®S%-sinz,proz € C.
b) f(z) = e™% - sin(z?)

Pro vypocet derivace zadané funkce pouzijeme vztah (4) z Vety 1. 3,
Pravidlo I. 1., Priklad I. 4. o derivaci exponencialni funkce, Vétu I. 5. o derivaci
slozené funkce a Priklad I. 8. o derivaci goniometrickych funkeci.

Derivace funkce zadané f(z) je tedy rovna
f(2) = e7%(=1) - sin(z?) + e7% - cos(z?) - 2z
= —e 7 -sin(z?) + 2z - e % - cos(z?)

= e~?[2z - cos(z?) — sin(z?)],pro z € C.

cosz
1+z2

c)f(z) =z

Pro vypocet derivace zadané funkce pouzijeme Vétu 1. 2., vztahy (3), (4), (5)
z Véty 1. 3., Pravidlo I. 1. a Priklad I. 4., ¢imz dostaneme

cos z —sinz (14 z2%) —cosz- 2z

f’(z)=1-1+zz+z (14 z2)?

cosz (1+ z%) + z(—sinz (1 + z?) — cos z - 2z)
(1 + z2)2

cosz(1+2z%?)—z-sinz(14+2z%)—z-cosz-2z
(1 + z2)2

_ (1 +2*)(cosz —z-sinz) — 2z% cos z
a (14 z2%)2

,proz € C— {+£i}.

V nékterych pripadech muze byt vyhodnéjsi uvazovat misto kartézskych
souradnic (x,y) souradnice polarni (r,¢). Jak zname zteorie o komplexnich
cislech, kazdé komplexni cislo z v algebraickém tvaru z = x + iy € C lze pomérné
jednoduchym zptsobem prepsat do tvaru goniometrického:

z = |z|(cos ¢ + i - sin @)
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Jestlize symbol |z| pro absolutni hodnotu (resp. modul) komplexniho
¢islanahradime pismenem r a =zavedeme substituci cos¢@ +i-sing = e,
dostaneme dulezity tvar komplexniho ¢isla, ktery se v nékterych publikacich
oznacuje jako exponencialni:

z=r1-e¥

Uvazujeme-li pri reseni prikladu polarni souradnice, je treba si davat pozor
na aplikaci nékterych vét. Napriklad tak casto pouzivané Cauchyovy-
Riemannovy podminky je treba prepsat do polarnich souradnic a to takto:

Uvazujeme funkci f(z), priéemz z = re'? € C, tedy
f(2) = f(re*) = g(r, ).
Zaroven tuto funkci f(z) mizeme rozepsat do slozek:
f(2) =f(re’®) = g(r,9) =0, @) +i-n(r,¢)

Podle odvozeni v [9, str. 83] se Cauchyovy-Riemanovy podminky vyjadii ve tvaru

9 1 0n
or r d¢
1 9§  0On
r dp  Or

a plati

_— ] —

r (0 _677) 1(677 _65)
dp 0@/

(12) f’(z)=f'(rei"’)=;<ai+lﬁ -

VA

Priklad I. 10. Ovérte splnéni Cauchyovych-Riemannovych podminek v polarnich
souiadnicich pro funkci f(z) =lnz=Inr+ip, z=r-e%, o€ (0,2n), r>0 a
spoctéte jeji derivaci.

Nejprve si pro funkei f(z) =Inz =Inr + i@ ur¢ime redlnou a imaginarni slozku,
tedy

E(r,o) =Inr

n(r,e) = e.
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Spocitame prvni parcialni derivace téchto funkei podle proménnych r, ¢:

05 1 671_0
or r or
d d
do dg

Ze spocitanych parcialnich derivaci lze vidét, ze funkce &,n jsou diferencovatelné
a také, ze Cauchyovy-Riemannovy podminky v polarnich souradnicich jsou
splnény v kazdém bodé z = re'?. Nyni jen zbyva spocitat derivaci zadané funkce
f(z) =Inz =Inr + ip podle vztahu (12).

f/(Z)=(lnz)/=£<§+i3—2)=§<Z—Z—i%)=£<%+i-0>=§(1—i-0)=§

pro z € C — {0}
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II. Holomorfni funkce

Definice II. 1. Rekneme, 7e funkce f je holomorfni v bodé z € C, jestlize je
diferencovatelnd v néjakém okoli U(z) bodu z, tj. kdyz existuje derivace f(2)
pro kazdy bod z € U(z). Dale rekneme, ze funkce f je holomorfni na oteviené
mnoziné M c C, jestlize je diferencovatelna na mnoziné M, tj. kdyz je holomorfni
v kazdém bodé z oteviené mnoziny M.

V nékterych starsich publikacich mutzeme holomorfni funkce najit
pod terminem regularni ¢i ,,analytické” funkce.

Z vét o derivovani funkci (zejména Véta I. 3.) az definice holomorfni
funkce plynou ruzna tvrzeni o holomorfnich funkcich — zejména tvrzeni
0 holomorfnosti souctu, soucinu a podilu holomorfnich funkei.

Poznamka. Nyni vysetfujeme holomorfni funkci f(2) =u(x,y)+i-v(x,y)
v oblasti D € C takovou, ze v(x,y) = Im f(z) = 0 pro kazdy bod oblasti D € C. Pak

také prvni parcialni derivace g—z a Z—; jsou nulové v oblasti D a podle Cauchyovych-

. , , . vv ou du 1. 2 , , v
Riemannovych podminek je rovneéz Ty 0 vD. Zrealné analyzy vime, ze

v tomto pripadé je funkce u konstantni v oblasti D. Obdobny vysledek dostaneme
1 v pripadé, kdy budeme funkci f(z) = u(x,y) +i-v(x,y) uvazovat takovou, ze
u(x,y)=Ref(z) =0 v D. Této uvahy vyuzijeme Kk tvrzeni, zZe jedinymi
holomorfnimi reidlnymi (resp. ryze imaginirnimi) funkcemi v oblasti D jsou
konstantni funkce.

Priklad II. 1. Vysetrete, na jakych oblastech jsou funkce z Priklada I. 4. a 1. 7.
holomorfni.

V Prikladu I. 4. jsme gzjistili, Ze exponencialni funkce f(z) =e” =e*cosy+
i-e*siny je diferencovatelna v kazdém bodé z € C, tzn., Ze je holomorfni v celé
Gaussoveé rovine.

V Piikladu I. 8. jsme dokézali, Ze funkce f(z) =2z nemda derivaci (neni
diferencovatelna) v zddném bodé z € C. O funkci f(z) = Z tedy mtZeme ¥ici, Ze
neni holomorfni v zadném bodé z € C.
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Priklad II. 2. Zjistéte, na jaké oblasti je funkce f(z) = z - Re z holomorfni.

K reseni tohoto prikladu vyuzijeme Vétu I. 4., pomoci které zjistime, v kterych
bodech m4 funkce f(z) derivaci (je diferencovatelnd).

Nejprve je tedy treba prepsat funkci f(z) =z-Rez do algebraického tvaru
f(z) = u + iv a najit tak redlnou a imaginarni cast této funkce:

f(z)=z'Rez=f(x+iy)=(x+iy) x=x%+ixy,
tedy
u(x,y) = x?
v(x,y) = xy.

Nyni spocitame prvni parcialni derivace funkeci u, v podle proménnych x, y:

au_z 617_
ox ox 2
au_o 617_
dy ay

Pri aplikaci Cauchyovych-Riemannovych podminek dostaneme soustavu rovnic:

Cauchyovy-Riemannovy podminky jsou splnény pouze v jednom bodé x = 0,y = 0,
kterému odpovida bod pocatku, tedy z = 0.

Funkce f(z) =z-Rez je tedy diferencovatelna pouze vbodé z=0 a
derivace v tomto bodé je rovna f(z) = 0. Nyni k samotnému zadani piikladu,
tedy k otazce, kde je zadana funkce holomorfni. Nasli jsme pouze jeden bod,
ve kterém je zadana funkce diferencovatelna. Nicméné tento bod nevyhovuje
definici holomorfni funkce v bodé (v z4dném jeho okoli neni zadani funkce
diferencovatelnd) a tudiz v tomto bodé neni zadani funkce holomorfni. Z toho
plyne, ze funkce f(z) = z - Re z neni holomorfni v zadném bodé z € C.
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IL. 1. Geometricky vyznam derivace komplexni funkce

Cerpéno z [12], [14]. Nejprve si piipomeneme pojem kiivka. Kiivkou
rozumime libovolné spojité zobrazeni ¢ libovolného intervalu (a,b) c R do
mnoziny C, zapisujeme @:{a,b) - C. Bod ¢(a) resp. ¢(b) se nazyva pocatecni,
resp. koncovy bod. Znacime p.b.¢ =¢@(a), kb.¢ = @(b). Mnozinu ¢({a,b))
nazyvame grafem krivky ¢ a znacime jej [¢]. Nyni jiz mUzZeme pristoupit ke
geometrickému vyznamu derivace komplexni funkce.

Necht je dana funkce f holomorfni v bodé z, € C a dale necht plati f (z,) =
0, piricemz derivaci f (z,) mtizeme zapsat ve tvaru

f/(Zo) = |f/(Zo)|€W,
kde y = arg f (z,).

Dale uvazujme krivku ¢: (a,b) —» C takovou, ze plati ¢(t,) = z, pro néjaky
bod t, € (a,b) a zaroven existuje nenulovd derivace ¢ (t,). Z predpokladu
o nenulovosti derivace kiivky ¢ plyne, Ze existuje prislusny teény vektor krivky
@, ktery oznacime T, (t,) = el Cislo a =arge(t,) uddvd az na celodiselny
nasobek 27 velikost thlu, ktery svira kladna realna poloosa a tecny vektor T, (o)

krivky ¢.

Zobrazenim f:z — f(z) = w prejde bod z, do bodu w, = f(z,) a krivka ¢ prejde
v krivku ¢(t) = flp(t)], kde te(a,b) a plati Y(ty) = fle(ty)] = w,. Také
pro kiivku ¥ je splnéna nenulovost jeji derivace, tedy

(13) Y (te) = f(z0) - 9 (tp) # 0.

Proto rovnéz existuje tecny vektor této krivky i, ktery oznacime Ty, (ty) = elf.
Cislo B = argy (¢,) analogicky udava az na celoéiselny ndsobek 27 velikost dhlu,
ktery svira kladnd realna poloosa a tecny vektor Ty, (ty) kiivky . Ze vztahu (13)
dostdvdime B=y—a, resp. y=B—a. Cislo yeargf(z,) tedy udavd az
na celociselny nasobek 2m velikost uhlu, o ktery se otoci tecny vektor krivky ¢
v bodé t, v zobrazeni f. Pritom je dulezité, ze nezalezi na volbé kiivky ¢.
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Zbyva jesté objasnit geometricky vyznam modulu derivace, tedy cisla
|f (20)| - Je ztejmé, Ze je rovno vztahu

f(2) — fzo)|

|z — z|

|f/(Zo)| = lim
z—2Z,

POdﬂ. |f (2)—f(20)]

|z—zo|

pri zobrazeni f. Cislo | f /(Zo)l tedy nazyvame koeficientem dilatace zobrazeni f

udava, vjakém poméru se meéni délka vektoru z-—z,

v bodé z,. Pokud je modul derivace mensi nez 1, vzdalenost obrazu se zkrati
(kontrakce), naopak pokud je modul derivace vétsi nez 1, vzdalenost obrazl se
prodlouzi (dilatace).

Dusledek: Je-li funkce f holomorfni v bodé z, a zaroven plati f(z,) # 0, potom
zobrazeni f zachovava (orientované) Ghly sevirené kiivkami prochazejicimi bodem
Z,y a to jak co do velikosti, tak co do sméru jejich orientace.

Definice II. 1.1. Rekneme, ze zobrazeni f je konformni 1. druhu v bodé z, € C,
jestlize:

1. Zobrazeni f je spojité v bodeé z,.
2. Zobrazeni f zachovava orientované uhly seviené kiivkami prochazejicimi
bodem z, Gak co do velikosti, tak co do orientace).

Pokud zobrazeni f zachovava velikost ihlt, avsak méni jejich orientaci, mluvime
o konformnim zobrazeni 2. druhu v bodé z,.

V nasledujici vété vyslovime postacujici podminku pro konformnost
zobrazeni 1. druhu:

Véta II. 1.1. Necht funkce f je holomorfni vbodé z, € C. Je-li f(z,) # 0, pak
zobrazeni f je konformni 1. druhu v bodé z,.

Priklad II. 1.1. Vysetrete, ve kterych bodech prestavuje exponencialni funkce
konformni zobrazeni 1. druhu.

Pripomenme si tvar exponencialni funkce v komplexnim oboru:
f(z) = e*(cosy +isiny)

Z Piikladu I. 4. vime, ze f(z) =f(z). V Piikladu II. 1. jsme gzjistili, Ze
exponencialni funkce je holomorfni v celé Gaussové roviné. K reseni prikladu
vyuzijeme Veéty II. 1.1. Jelikoz je exponencialni funkce holomorfni v celé
Gaussoveé roving, zbyva zjistit, pro které body Gassovy roviny plati f (z,) # 0.
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Ulohu vsak budeme fesit opacneé, zeptame se, zda existuji body, pro které
plati £ (z,) = 0. Bod z, je komplexni é&slo, tedy z, = x, + iy,. Dosadime do vztahu
pro derivaci, pricemz vime, ze f (zy) = f(zo) = 0, tedy

f(zy) = e¥o(cosy, + isiny,) = 0.
Pri reseni této rovnice dojdeme ke vztahtim:
cosy, =0
siny, =0

které nejsou splnény pro zadné (x,,y,), tzn., zZe neexistuje c¢islo zy = x, + iy,
pro které by platilo f(z,) = 0. Podminky z Véty II. 1.1. jsou splnény pro vsechna
z€ C a tudiz exponencialni funkce je konformnim zobrazenim 1. druhu
pro vsechna z € C.

I1. 2. Vyuziti vlastnosti holomorfnich funkci

Holomorfni funkce zaujimaji v komplexni analyze skuteéné vyznamné
postaveni a prolinaji se takrka celou teorii o komplexnich funkcich. Jejich
specifickych vlastnosti se vyuziva v ruznych oblastech komplexni analyzy. V této
podkapitole se zamérime na jejich vyuziti v rameci vypoctu krivkovych integrala
komplexni funkce. Holomorfni funkce nam mohou v kombinaci s urc¢itymi jinymi
vlastnostmi vyrazné usnadnit praci s vypoctem urcitych typu kirivkovych
integral.

II. 2.1. Cauchyova véta

Jesteé nez vyslovime Cauchyovu veétu, ve zkratce si pripomeneme pojmy s ni
uzce souvisejici. V kapitole o geometrickém vyznamu derivace komplexni funkce
jsme si na zacatku pripomneéli pojem krivka. Ten je dulezity také v souvislosti
s Cauchyovou vétou. Rekli jsme si, co rozumime pod pojmem graf krivky a také
jak jej znacime. Mimoto jsme si vysveétlili pojmy koncovy a pocatecéni bod krivky.
V souvislosti s tim je treba Tici, ze pokud tyto dva body splyvaji, rekneme, ze
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kiivka je uzavrena. Specialnim typem krivek je tzv. Jordanova krivka.
Jordanovou krivkou rozumime kazdou prostou a uzavrenou krivku. Jordanovy
krivky maji jednu dulezitou vlastnost, kterou budeme dale potrebovat a kterou si
shrneme v nasledujici véte.

Véta II. 2.1.1. (Jordanova véta) Necht ¢ je Jordanova kiivka v C, tj. [¢] c C.
Potom existuji otevirené souvislé mnozZiny (oblasti) Int ¢ a Ext ¢, z nichZ prvni je
omezena a druha neomezena, takové, ze plati

1. C—[¢] =Intp UExtep, pricemz Inte, Extp jsou neprazdné disjunktni
mnoziny.
2. [@] tvori spoleénou hranici mnozin Int ¢ a Ext ¢.

Mnozina Int¢ se nazyva vnitrek kiivky ¢ a mnozina Ext¢ se nazyva vnéjsek
krivky ¢.

Dtikaz. Navzdory tomu, zZe se tvrzeni této vety zda byt velmi intuitivni, dikaz je
pomérné obtizny. Najdeme jej napiiklad v publikaci [Cerny, 1983].

Dalsi pojem, ktery potrebujeme, je jednoduse souvisla oblast. Tento pojem
souvisi s Jordanovou krivkou. Oblast D nazveme jednoduse souvislou, jestlize
pro kazdou Jordanovu krivku ¢ lezici v D plati, ze také jeji vnitrek lezi v této
oblasti D, tedy Int ¢ c D.

Nez si nadefinujeme stézejni pojem nasledujicich kapitol — krivkovy
integral komplexni funkce, je jesté treba si vysvétlit pojem po castech hladka
krivka. Kiivku nazveme po castech hladkou, jestlize existuje déleni D:a =t, <
t; < - <t, = b intervalu (a, b) takové, ze na kazdém intervalu (t,_,,t;) déleni D
je derivace ¢@'(t) spojita a rizna od nuly. Ve vnitinich bodech intervalu (t;_q, t;)
tedy existuji tecny, v bodech t;_;,t, prislusné polotecny. Délka po ¢astech hladké
krivky se spocita podle vzorce

b
d(p) = f 0 ()] dt.

V tomto shrnuti o kiivkovych integralech se omezime pouze na zakladni
definici a véty, které budeme v nasledujicim textu potrebovat. Celou teorii o
kiivkovych integralech najde étenat predevsim v [12], [14].
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Definice II. 2.1.1. Je-li ¢:{(a,b) » C po castech hladka krivka a f komplexni
funkce konec¢na a spojita na [¢], pak kiivkovym integralem funkce f pres kiivku
@ nazyvame

b
(14) f () dz f flo®]- ¢'(® dt,
@ a

pokud integral na pravé strané existuje jako Riemanntv integral z komplexni
funkce realné promeénné.

Véta II. 2.1.2. (Pro odhad kiivkového integralu) Je-li ¢ po éastech hladka kiivka
a f komplexni funkce konecna a spojita na jejim grafu [¢], pak plati odhad

z€[gp]

| @ dz| < suplr@l -
[

Duikaz. Je analogicky dukazim podobnych tvrzeni pro krivkové integraly
II. druhu.

Véta II. 2.1.3. (O aproximaci kiivkového integralu) Necht D c C je oteviena
mnozina a ¢:(a,b) » C je krivka konecné délky. Bud f komplexni funkce,
konecna a spojita v D. Pak pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdou volbu
bodu

(15) ZO = (P(a):ZLZz: ---on = (P(b) € [(,0],

Pro niz je d(gy) = d(@|{ty_1,tx)) < 6, lezi graf [Y] odpovidajici lomené cary
s vrcholy (15) v D, a plati

([f(z)dz—ll‘f(z)dz < e

Dtikaz. Viz [Cerny, 1967].

vvvvvv

v komplexni analyze.
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Véta II. 2.1.4. (Cauchyova véta) Necht D je jednoduse souvisld oblast
neobsahujici bod « a necht f je holomorfni funkce v oblasti D. Pak pro kazdou
Jordanovu krivku ¢, jejiz graf lezi v oblasti D, tedy [¢] c D, plati

(pff(z) dz = 0.

Dtikaz. Podle [14]. Kompletni dtikaz Cauchyovy véty (viz napt. [Cerny, 1967]
nebo [Rudin, 1977]) je pomérné rozsihly, proto se omezime jen na hlavni
myslenku. Dukaz provedeme ve trech krocich.

1. Predpokladejme, ze [¢] je kladné orientovany obvod trojuhelnika.
Trojuihelnik, tedy vnittek Jordanovy kiivky Int ¢ rozdélime stiednimi prickami
na ctyri shodné trojuhelniky, jejichz kladné orientované obvody oznacime
[01], [92], [@3], [@1]. Tuto situaci vidime na Obr. II. 2.1.1.

©1
@2
o X

. -~
-

Obr. II. 2.1.1. (Zdroj [14, str. 75])

7Z vlastnosti integralu komplexni funkce plyne, zZe

I=jf(z)dz= 24: ]f(z)dz.
@ =1yl

Z integralli na pravé strané vybereme ten, jehoz absolutni hodnota je vétsi nebo
rovna nez absolutni hodnoty zbyvajicich t¥i integrali. Reknéme, 7Ze je to napr.

integral f(p1 f(2) dz.
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Potom plati, ze
16) |1 <4 ff(z) dz|
o1

Trojihelnik Int ¢f, tedy vnitiek nové vzniklé Jordanovy kiivkyp], opét rozdélime
strednimi prickami na ctyri shodné trojihelniky, jejichz kladné orientované
obvody oznaé¢ime obdobné [¢l], [¢3], [@3], [p3]. Opét plati

ff(z)dz=§4: ff(z)dz.
o1 J=1 )

Z integralll na pravé strané rovnéz vybereme ten, jehoz absolutni hodnota je vétsi
nebo rovna absolutnim hodnotam tri zbyvajicich integrald. Nyni reknéme, Ze je to

napr. integral f(pl f(z) dz. Potom obdobné plati
2

ff(z) dz| < 4 ff(z) dz|,
o1 »3
coz spolu s predchozi nerovnosti (16) dava nerovnost
1] < 42 f f(2) dz|.
®3
Budeme-li timto zptisobem dale pokracovat, obdrzime nerovnosti

17) |1 <4 jf(z) dz
Pn

a posloupnost podobnych uzavirenych trojihelnikt Int ¢}, Int ¢ D Int @i D Int @3 D
<+ D Intl D+ takovych, ze délka stran (n+ 1)-tého trojuhelnika se rovna
poloviné délek prislusnych stran n-tého trojihelnika. Podle toho oznacime

d=d(p),d, =d(e}) = % a obecné d,, = d(¢}) = ;in pron=123....

Daéle existuje bod z, takovy, ze z, € N2, Int @} a tudiz i z, € D. Jelikoz je funkce f
holomorfni v bodé z,, existuje derivace f (z,).
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K libovolnému realnému cislu € > 0 existuje § >0 takové, ze U(z,,8)c D a
pro kazdé z z redukovaného §-okoli bodu z, a plati

f@)—f(z0) .
=z fz)|<e,
odtud

(18)  |f(2) = f(20) — f (20)(z = 20)| < &(z = 7).

Nyni vyuZijeme tvrzeni, které najdeme v [14, str. 72]. Je-li ¢ uzaviena kiivka,

pak f(p z"dz =0 pron =0,1,2.... Jelikoz pro libovolné n tedy plati

[ @) + 1 )G - )] dz = o) [ dz+ 1) [ 2ds+mf @) [ dz=o0,
5 5 5

]

je
a9 [ f@dz= [[f@) - f @) - f )z - )] da
Pn on
Jestlize bod z lezi v trojuhelniku Int@l, pak jisté plati |z — z| S;in, tzn., zZe

vzdalenost dvou boda v tomto trojuhelniku neni vétsi nez jeho obvod. Ze vztahu
2z, € Int @} c D a z toho, ze d,, = Zd—n — 0 pro n = o plyne, ze pro dostatecné velka n
je [pi] € U(zy,6). Podle vztaht (18), (19) a Véty II 2.1.2 pro odhad krivkového
integralu dostavame pro dostatecné velka n odhad

d2

, d d
[ r@ ao| =| [ 1F@ - £ = ) = 20)] da| < e = e 5
Pn P

Z nerovnosti (17) pak dostaneme odhad |I| < ed?. A jelikoz € > 0 je libovolné malé
cislo, plati I = 0. Tim jsme dokazali Cauchyovu vétu pro trojihelnik.

2. Nyni budeme predpokladat, ze [¢] je uzaviena lomena cara, tzn., ze
mnozina M = Int ¢ U [¢] € D je uzavreny n-uhelnik (n > 3). Pokud je M konvexni,
potom je mozné integral [ = fq) f(z) dz vyjadrit jako soucet integralt téze funkce

po jistych trojahelnicich s vrcholy ve vrcholech lomené cary [¢]. S vyuzitim
prvniho kroku dikazu potom dostaneme I = 0. Pokud M neni konvexni, pak je
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mozno tuto mnozinu rozlozit na konecny pocet konvexnich mnohouhelnikua. I
v tomto pripadé se nakonec dostaneme k vysledku I = 0.

3. Predpokladame, ze ¢ je libovolna uzavrena krivka konecné délky a
[pl € D. Svyuzitim Véty II. 2.1.3. o aproximaci krivkového integrald a
predchozich krokd dojdeme k nerovnosti

ff(z)dz <eg,
")

ktera je pti libovolném & > 0 mozna jen tehdy, kdyz I = f(p f(z)dz = 0.

Nyni si uvedeme néktera zobecnéni Cauchyovy véty.

Véta II. 2.1.5. Necht D je jednoduse souvisla oblast neobsahujici bod « a necht
funkce f je holomorfni v oblasti D. Pak pro kazdou uzavienou kirivku ¢ konecné
délky, jejiz graf lezi v oblasti D, plati

;’[f(z) dz = 0.

Zobecnéni v této vété spoéiva v tom, ze kiivka ¢ mtlize mit ndsobné body (neni jiz
pozadovéana prostota kiivky ¢).

Dtikaz. Viz [Cerny, 1967].

Véta II. 2.1.6. Necht D je vnitrek Jordanovy krivky ¢: (a, b) = C konecné délky a
necht f je holomorfni v oblasti D, a kone¢n4 a spojitd na jejim uzavéru D = D U
[¢]. Potom plati

lf(z) dz = 0.

Dale jesté existuje zobecnéni Cauchyovy véty pro vicendsobné souvislou
oblast, které si vSak uvadét nebudeme. Najdete jej napi. v [9, str. 111],
[12, str. 130] nebo [14, str. 78]. Uvedeme si vsak jinou vétu — o nezavislosti
krivkového integralu na integracni cesté.
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Véta II. 2.1.7. Necht D je jednoduse souvisla oblast neobsahujici bod « a f je
holomorfni funkce v oblasti D. Necht z;, z, jsou libovolné dva body oblasti D a ¢,y
jsou krivky konecéné délky v oblasti D takové, zZe plati p.b.¢ =p.b.y =z,
k.b.¢ = k.b.y = z,. Potom plati

[ r@dz= [ r@az,
@ Y

tj. integral funkce f po krivce nezavisi na volbé krivky ¢, ale jen na jejim
pocatecnim a koncovém bodé.

Dtkaz. Tvrzeni této véty je dusledkem Véty II. 2.1.5. aplikované na uzavienou

kirivku w = ¢ — .

z2

21

Obrazek II. 2.1.2. (Zdroj [14, str. 82])

Je pak

lfdz=(}!fdz+lpfdz=0, tj. (pffdz—llfdz=0.

Poznamka. Takovy integral, ktery nezavisi na integracni ceste, se obvykle znaci

fZZf f(z) dz. Nicméné tvrzeni této véty neplati obecné. Neplati pro vicenasobné
souvislé oblasti nebo pro nékteré specifické typy integrald.
Cauchyova véta se pouziva k vypoctu rtiznych typl integrala. V nékterych

pripadech lze tuto vétu aplikovat primo na nami hledany integral, a jak uvidime
na prikladu, vypocet je pak velmi jednoduchy.
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Priklad II. 2.1.1. Vypoctéte integral f(p % , kde ¢ je kruznice |z| = %

Integrovana funkce neni holomorfni pouze v bodé z = i, ktery nelezi ve vnitini
oblasti kirivky ¢. To znamena, Ze ve vsech bodech oblasti D = Int¢ je funkce

f(z) = ﬁdz holomorfni. Dale je také zrejmé, ze kiivka ¢ je uzavrena. Tim jsou
splnény predpoklady Cauchyovy véty, coz nam vyrazné usnadni praci s vypoctem
tohoto integralu. Podle Cauchyovy véty je tedy hodnota tohoto integralu nulova.

Casto se tato véta pouziva tim zplsobem, ze vezmeme vhodnou holomorfni
funkci, ktera se zadanym integralem urcitym zpuisobem souvisi a zvolime
vhodnou uzavrenou integracéni cestu ¢. Tato integracni cesta je vlastné mnozina
cest, které zaviseji na né¢jakém parametru, resp. parametrech, napr. ¢, = @L+¢@?2.

Jak jsme jiz vysSe dokazali, podle Cauchyovy véty plati f(p f(z)dz=0. Je-li
lim, f(pl f(z) dz rovna hledanému integralu, pak, pokud je to snazsi, staci misto

ni najit lim, f(pz f(2) dz. Pritom je ¢asto vyhodné kiivku ¢@? rozdélit na vice ¢asti

a hledat limitu pro kazdou z nich. Timto zpusobem c¢asto najdeme zobecnéné
integraly nebo integraly ve smyslu hlavni hodnoty, pak je treba ovérit, zda
spocitany vysledek je 1 vysledkem nami hledaného integralu.

Piiklad II. 2.1.2. [9, str. 114], [10, str. 69], [14, str. 80]. (Vypocet Fresnelovych
integral) Tento piiklad a jeho feSeni je pirevzato z publikaci.

Spocitejte Fresnelovy integraly

+00 +00
j cos(t?) dt,j sin(t?) dt
0 0

jako zobecnéné integraly, tj. ve smyslu lim,_ for f(t) dt.

Budeme uvazovat funkci f(z) = iz’ ktera je holomorfni v celé Gaussoveé roviné.
Protoze pro realné z je e'?” = cos(z2) + i - sin(z2), stadi spocitat f0+°°eit2dt a pak
vzit realnou a imaginarni ¢ast vysledku. Podle Cauchyovy véty plati pro kazdou

uzavienou krivku ¢ konecné délky f(p e’ dz = 0.
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Zvolime integracni kiivky ¢ = ¢, + ¢, + @3, kde:

A y

(pl(t) = tlt € (Oﬁr)
, s
(pZ(t) =r- eltlt € (OI_)
@3 4

P2 _ iZ

@3(t) = (r—t)e’s,t €40,7)
t z
) p1T B

Obr. II. 2.1.3. (Zdroj [14, str. 81])

Integral podél ¢ vyjadrime jako soucet integralt podél ¢4, ¢,, ¢; a kazdy z nich

rozepiseme podle vzorce (14), dostaneme tak rovnost:

r
(20) feitzdt +ir
0

T
2,20t V2
girte®oitgy 7(1 + 1) f e~"ds = 0.
0

o — oy

Dale v této rovnosti prejdeme k limité pro r — +oo. Zjistime, zZe pro limitu

posledniho integralu ve vztahu (20) pro r — +oo plati

T + 00
. _c2 2 \/E
lim esds=JeSds=—,
r—o0 2
0 0

tzv. Euler — Poissonuv integral. Nyni potrebujeme dokazat, Ze existuje vlastni

limita prostredniho integralu ve vztahu (20) pro r — co. Plati

T T
4 4
, ir2p2it .2 2 .
0< lrfe” e oit 4t Srflelr cos 2t-r smzteltl dt =
0 0

T T
7 7 - ,
2 in 2 _p24t T [ _247 ml—e™"
=r|e T SM2gt<r | e mwdt= —r—z[e n] =
4r o 4 T
0 0
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)

jelikoz pro t € (0,7) plati sin2t > % a limr_,+ool_+ = 0. Uzitim Véty o limité t#{
funkeci dostaneme, zZe limita, kterou hledame, je nulova. Mtizeme pak také rici, ze
existuje lim,_ foreitzdt (limita prvniho integralu ve vztahu (20) pro r —» o) a

plati

+00
. V2
f eltzdt—7(1+ i)\/Z—E= 0.

0

Odtud porovnanim realnych a imaginarnich casti dostaneme Fresnelovy

integraly
[e'e] oo \/2_
j cos(t2) dt = j sin(t2) dt = T”.
0 0

II. 2.2. Cauchyuv integralni vzorec

V této casti uvedeme dulezitou vlastnost holomorfnich funkci. Hodnoty
holomorfni funkce a jejich derivaci uvnitt oblasti lze za jistych predpoklada urcit
pomoci hodnot této funkce na hranici uvazované oblasti.

Véta II. 2.2.1. (Cauchytv integralni vzorec) Necht ¢ je kladné orientovana
Jordanova krivka konecné délky a [¢] c C. Dale necht funkce f je holomorfni
v oblasti D = Int¢ a konecna a spojita na jejim uzavéru D = Int¢ U [¢]. Potom
hodnotu funkce f v libovolném bodé z € D lze vyjadiiv vzorcem

1 f©
F@) =5 | 7256
(Y

Dtkaz. Viz [9, str. 122], [12, str. 132] nebo [14, str. 83].

Poznamka.
1. Pokud jsou splnény predpoklady z Cauchyovy integralni véty, lze na zakladé

Cauchyovy véty rici, ze pro kazdy bod z € Ext ¢ plati f(p gd( =0.

2. Dtsledkem Cauchyova integralniho vzorce je Véta o stredni hodnoté pro
kruznici, ktera rika, ze hodnota funkce f, ktera je holomorfni v oblasti D = Int¢ a
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koneéné a spojita na jejim uzavéru D, ve stiedu kruhu je rovna stiedni hodnoté
této funkce na hranici kruhu, tj. f(z,) = i ) 0211' f(zo + re't)dt.

3. Cauchyuv integralni vzorec lze zobecnit, coz popisuje Cauchytv vzorec pro
vicendsobné souvislou oblast. Najdeme jej napt. v [12, str. 133; 14, str. 85].

4. Mame-li krivku (p konecné délky a funkci f konecnou a spojitou na jejim grafu

[p], pak 1ntegral — f(p ];@Z) d{ = F(z) se nazyva integral Cauchyova typu.

Nyni se budeme zabyvat nékterymi vlastnostmi integraltt Cauchyova typu.
Véta II. 2.2.2. Necht ¢: (a, b) — C je kirivka konecné délky a f je konecna a spojita
funkce na jejim grafu [¢]. Pak pro kazdé p € Z, p # 0 je funkce

1 £

F(z) = 2mi ) ({ —z)P
¢

d¢

holomorfni v mnoziné M = C — [¢] a pro kazdé z € M plati

f Rl J ()
" 2ni) dz (Z—Z)p = 2mi ((—z)erl

Dtikaz. Viz [12, str. 134], [14, str. 86].

Poznamka

Véta II. 2.2.1 rika, ze homomorfni funkci f lze v libovolném bodé z € Int ¢
vyjadrit Cauchyovym integralnim vzorcem

f()—— @ ,

2mi — z
@

Integral na pravé strané je Cauchyova typu, tzn., ze podle Vety II. 2.2.2. pro
p = 1 ma funkce f ma pro kazdé z € Int ¢ derivaci, ktera je dana vzorcem

1 [ f©
‘) G- %

£ =5
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Opét mame na pravé strané integral Cauchyova typu a lze tedy znovu aplikovat
stejny postup. Indukei potom dostaneme Cauchytv integralni vzorec pro n-tou
derivaci, tedy pro kazdé z € Int ¢ a kazdé n € N plati

|
@) [P =1 f Z ! (j))nﬂdz.
(Y

Na zakladé téchto Gvah lze vyslovit dulezitou vétu, ktera nema v realném
oboru zadnou analogii.

Véta II. 2.2.3. Necht f je holomorfni funkce na oteviené mnozné M c C, tj takova,
7e pro kazdé z € M existuje derivace f(z). Pak na mnoziné M existuji derivace
vsech radu funkce f, které jsou rovnéz holomorfnimi funkcemi v této mnoziné M.

Dtikaz. Tvrzeni plyne z Vét II. 2.2.1. a II. 2.2.2. a Gvah v posledni Poznamce.

Priklad II. 2.2.1. Uzijte Cauchyova integralniho vzorce pro vypocet integralu,
pricemz ¢ je kladné orientovana Jordanova krivka.

a) fq) ezldz, p:lz—1]=1

72—

Zvolime f(2) =£ , tedy I= f(p gdz. Funkce f(z) splnuje predpoklady

Vety II. 2.2.1. a bod z = 1 lezi uvnitr krivky ¢, jelikoz |1 —1| =0 < 1.

Muzeme tedy na tento priklad aplikovat Cauchytv integralni vzorec:

1 (f® f@ [ e
OB e Ll P Ll e

® ® ®

e
dz = 2mi- f(1) =2ni-z=m‘e

2
b) f(p z +22+2 dz, ¢:|z| =3

z+

Zvolime f(z) =z +2z+ 2, tedy I = f(p %dz. Funkce f(z) splnuje predpoklady

Vety II. 2.2.1. a bod z = —2 lezi uvnitr krivky ¢, jelikoz |-2| = 2 < 3.

Muzeme tedy pouzit Cauchytv integralni vzorec:

f (@) @) dz = f—zz+zz+2d2=2ﬂi'f(—2)=47Ti

1
D=0 =% > ) 7= Z+2

¢ P ¢
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c)f¢ %dz, p:lz+1=2
Zvolime f(z) =e%, tedy I= f(p %dz. Funkce f(z) splnuje predpoklady
Vety I1. 2.2.1. a bod z = 0 lezi uvnitr ktrivky ¢, jelikoz |0 + 1| =1 < 2.

Muzeme tedy pouzit Cauchyuv integralni vzorec:

f(O)—— f(ZZ) =3 @dz=fe7lzdz=2ni-f(0)=2ni

2mi
® ) )

d) f(p coszd 0 |Z| 1

Zvolime f(z) =cosz, tedy I = f(p %dz. Funkce f(z) splnuje predpoklady
Vety II. 2.2.1. a bod z = 0 lezi uvnitt kirivky ¢, jelikoz |0| = 0 < 1.

Muzeme tedy pouzit Cauchytuv integralni vzorec:

f( ) jCOZSZdz=27ri-f(0)=2ni

O =5 [ 2
¢

%

e)f(p . zle p:lz+il=1

Zvolime f(z) =z?, tedy I = f(p Z_(f_(—szimdz. Funkce f(z) splnuje predpoklady

Vety II. 2.2.1. Bod z = —5 + 2i vsak nelezi uvnitt krivky ¢, jelikoz
|-5+2i+i| =|-5+3i| =v34>1.

Z tohoto divodu je hodnota integralu rovna nule.

f) fq) Szi:zdz, o:|z| =2

Zvolime f(z) = sinz, tedy I = f(p %dz. Funkce f(z) splnuje predpoklady Veéty II.
2.2.1. a bod z = i lezi uvnitr krivky ¢, jelikoz |i| = 1 < 2.

Muzeme tedy pouzit Cauchytuv integralni vzorec:

f) =5= f(z) /(2) dz = f ;lizl dz = 2mi - f(i) = 2mi - sin(i)

2mi —l zZ—1
@ @ @
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g2 f(p ﬁdz, @:lz+2i| =2
Nejprve zjistime koreny jmenovatele, abychom mohli zvolit funkeci f(z). Koreny

jsou z; =242i a z, =2—2i. Jako bod z zvolime koren z,, tedy z =2 —2i.
Z

Integral fgo dz nyni prepiseme vhodnym zptsobem:

z2-2z42
z
z z— (24 20)
e R et )|
f22—22+2 z fZ—(Z—Zi) ’
10 Y
. . v . z
Funkci f(2) je tedy treba zvolit jako f(z) = puETEnE

Nyni mtzeme pro vypocet integralu pouzit Cauchytv integralni vzorec:

N_ L f(2)
f(z_Zl)_ZTtijZ—(Z—Zi)dZ -
¢

f(2) 3 z O Sl SR
| rmazante= | oz =mi f@ -2 = 2mi g = n 1)
¢ @

W[, e 9 lz=11=3

z(1-2)

Zvolime f(z) = —e;z, tedy I = f(p %dz. Funkce f(z) splnuje predpoklady
Veéty I1. 2.2.1. a bod z =1 lezi uvniti kiivky ¢, jelikoz |1 —1| =0< % Muzeme

tedy pouzit Cauchytv integralni vzorec:

f(_Z)l dz = @ dz = j = dz = 2mi- f(1) = —2mei

10— 1
=553 = Py
P

")
Priklad II. 2.2.2.

Uzijte zobecnéni Cauchyova integralniho vzorce pro vypocet integralu [ 22222 dz,

¢ (z-1)?
pricemz @: |z| = 2 je kladné orientovana Jordanova krivka.
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Zvolime f(z) =z-cosz, tedy I = f(p %dz. Funkce f(z) splnuje predpoklady pro

pouziti zobecnéni Cauchyova vzorce a bod z =1 lezi uvnitr krivky ¢, jelikoz
1] =1< 2.

Prvni derivace funkce f(z) je rovna
f(z) =cosz—z-sinz.

Po dosazeni do vztahu (19) dostaneme:

1 Z"COSZ
2mi ) (z —1)2 z
@

)=

Odtud

Z* CO0Sz

(z—1)?
@

dz = 2mi- £ (1) = 2m(cos 1 — sin 1)i.

II. 2.3. Primitivni funkce

Primitivni funkce v komplexni analyze se definuje analogicky jako
primitivni funkce pro funkce jedné realné proménné.

Definice II. 2.3.1. Bud D c C oteviena mnozina a dale F, f dvé funkce takové, ze
plati F'(z) = f(2) pro kazdé z € D. Pak irekneme, Ze funkce F je primitivni funkce
k funkei f v D.

Ma-li funkce f primitivni funkci F(z) v D, pak ma nekonecné mnoho
primitivnich funkei v této mnoziné. Stejné jako v realné analyze totiz plati, Ze je-
li F(z) primitivni funkce k funkci f v D, pak také F(z) + ¢ pro libovolné c € C je
primitivni funkce k této funkei.

V komplexni analyze vsak neplati tvrzeni, ze ke kazdé funkeci f spojité
na otevirené mnoziné existuje primitivni funkce na této mnoziné, jako tomu bylo
u funkci jedné realné proménné. Pokud vsak umime tuto primitivni funkeci

v oteviené mnoziné D obsahujici [¢] najit, je moZné integral fq) f(2) dz snadno

spocitat, pomoci nasledujici véty.
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Véta II. 2.3.1. Necht funkce f je spojitd v oteviené mnoziné D c C a ma v D
primitivni funkei F. Je-1i ¢: (a, b) - D kiivka konecné délky, pak plati

ff(z) dz = F(b) — F(a).
@

Dtikaz. Viz [14, str. 89].

Nyni je otazka, kdy primitivni funkce k funkci f existuje. Ukazuje se, ze
existence primitivni funkce tzce souvisi s nezavislosti integralu na integracni
cesté. Pripomenme si, co to znamena.

Definice II. 2.3.2. Necht f je konetna a spojita funkce v otevirené mnoziné D c C.
Rekneme, ze kiivkovy integral funkce f nezavisi na integracni cesté, jestlize

ff(z)dz=ff(z)dz
® Y

pro kazdé dvé krivky ¢,y v D, které maji konecnou délku a plati p.b.¢p = p.b. 1,
k.b.¢ = k.b.1.

Nezavislost integralu na integracni cesté muzeme vsak popsat 1 jinym
zpusobem, pomoci nasledujici véty.

Véta II. 2.3.2. Krivkovy integral konec¢né a spojité funkce f nezavisi v oblasti D
na integracni ceste, jestlize pro kazdou uzavienou krivku w, [w] € D, konecné
délky, je

ff(z) dz = 0.

Dtkaz. Viz. [12, str. 137], [14, str. 90]. Jen pfipomenu, ze Uvahy se zakladaji
na dvou krivkach ¢,y konecné délky, které maji spolecny pocatecni a koncovy
bod. Pak mtizeme také Tici, ze w = ¢ — ¥ je uzaviena krivka konecné délky.

Véta II. 2.3.3. Necht funkce f je konecna a spojita v oblasti D c C. Pak funkce f
m4 v D primitivni funkci, jestlize kiivkovy integral funkce f (podél libovolné po
¢astech hladké kiivky w) nezavisi v D na integraéni cesté.

Dtkaz. Viz. [12, str. 137], [14, str. 90].
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Dasledek: Je-li funkce f holomorfni v jednoduse souvislé oblasti D, pak k této
funkeci f existuje v dané oblasti primitivni funkce F.

Dtkaz. Tvrzeni plyne z Vét II. 2.1.7. a I1. 2.3.3.

Priklad II. 2.3.1. Spoctéte integral f(p e“dz, kde krivka ¢ je orientovany oblouk
elipsy x? + 4y? = 4 s podateénim bodem a = —i a koncovym bodem b = i.

V tomto prikladu vyuzijeme Véty II. 2.3.1. a II. 2.3.2. Funkce f(z) =e? je
holomorfni v celé Gaussové roviné. Ma tedy primitivni funkci F(z), kterou

v tomto pripadé umime snadno urcit: F(z) = eZ. Integral f(p e? dz je tedy roven

j e?dz =F(b) —F(d) = el —e7l,
¢
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Zaver

Cilem této prace bylo seznamit ctenare s pojmem derivace komplexni
funkce a pojmy s nim souvisejici, predevsim priblizit oblast holomorfnich funkei.
V prvni kapitole, ktera je vénovana primo pojmu derivace funkce komplexni
proménné, se podarilo tento pojem predstavit pomoci vybranych definic a vét,
predevsim pak pomoci rady prikladi. Diky praktickym prikladim muze ¢tenar
lépe pochopit, jak tento pojem chapat. Po precteni prvni kapitoly ¢tenar zjisti, ze
rada pravidel pro derivovani lze prenést z realné analyzy do analyzy komplexni a
samotny vypocet derivace je tak analogicky. Existuji zde vsak pravidla, ktera
nemaji v realné analyze obdobu. Vybrala jsem priklady tak, aby obsahly ty
analyze, tak ty, které vyzaduji slozitéjsi reseni. Mimo jiné jsem pripojila priklady
o derivaci nékterych znamych elementarnich funkeci, jako jsou funkce
exponencialni, logaritmické nebo goniometrické. K vypoctu derivace téchto funkci
analogicky. Derivaci exponencialni funkce komplexni proménné je rovnéz funkce
samotna, derivaci logaritmické funkce komplexni proménné je funkce lomena a
také pro goniometrické funkce v komplexni analyze plati obdobné vzorce, které
zname z realné analyzy.

V druhé kapitole o holomorfnich funkcich jsem se zameérila predevsim
na jejich vyuziti v teorii o krivkovych integralech komplexni funkce. Zde se ¢tenar
analyze. Z tohoto divodu je v praci rozepsan také jeji dikaz. Diky této vété se
nam vypocty nékterych typl integrald podstatné zjednodusi, mimoto nabizi také
reseni pro spoustu jinych dloh. Co se tyce Cauchyova integralniho vzorce, prace
obsahuje spoustu priklada, ve kterych se ¢tenar presvédci o tom, ze vhodna volba
holomorfni funkce nam otevie dalsi moznosti vyuziti jejich vlastnosti
pro zjednoduseni vypoctu krivkovych integrald. Mimoto, dtsledkem tohoto
Cauchyova integalniho vzorce je velmi dulezité tvrzeni, které nema v realné
analyze obdoby. Mame-li holomorfni funkeci v oteviené mnoziné M, pak v M
existuji derivace vsech rada této funkce, které jsou rovnéz holomorfnimi
funkcemi v M. V podkapitole o primitivnich funkcich se objevuji dalsi zajimava
tvrzeni o holomorfnich funkcich, ktera nam mohou pomoci s jednodussim
vypoctem integralti. Dulezity je také duasledek téchto tvrzeni, Ze k holomorfni
funkci v jednoduse souvislé oblasti existuje primitivni funkce v této oblasti.
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Teorie o holomorfnich funkcich je velmi rozsahla. Holomorfni funkce maji
mnoho dalsich vyznamnych vlastnosti. Velmi dutlezité jsou rozvoje holomorfnich
funkei v mocninné rady — tzv. Taylorova rada, vlastnosti nulovych bodu
holomorfnich funkei nebo pojem index bodu vzhledem ke krivece, ktery umoznuje
zobecnit Cauchyuv integralni vzorec také pro uzaviené krivky, které nejsou
Jordanovy. S holomorfnimi funkcemi také souvisi Laurentovy rady, izolované
singularni body nebo harmonické funkce, pomoci kterych mutizeme urcit
holomorfni funkeci, zname-li pouze jeji realnou, resp. imaginarni slozku. Jednim
z klicovych pojma komplexni analyzy je reziduum funkce v bodé, jelikoz
Reziduova véta je zobecnénim Cauchyovy véty a nachazi cetné aplikace nejen
pri vypoctu integralu.
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