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ABSTRAKT

Tato prace se v uvodni teoretické casti zabyva resersi Hamiltonovské mechaniky ve
srovnani s Lagrangeovskym priistupem. Na zakladé téchto metod jsou odvozeny
pohybové rovnice ¢tvrtinového modelu automobilu. Ty jsou nasledné pouzity pro ucely
simulace a analyzy vibraci karosérie jedouciho vozu v zavislosti na nerovnostech
vozovky.

Kli¢ova slova

Lagrangeovy rovnice, Hamiltonovska mechanika, ¢&tvrtinovy model automobilu,
Matlab / Simulink.

ABSTRACT

The thesis is mainly focused on the comparison between Hamiltonian and Lagrangian
formulations of classical mechanics. This research was used in order to derive equations
of motion of a quarter car model and use them to simulate and analyze car body
vibrations based on road irregularities.
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Lagrange's equations, Hamiltonian's mechanics, quarter car model, Matlab / Simulink.



UMTMB Ondrej Sikora
ESIVUT v Brné

BIBLIOGRAFICKA CITACE

SIKORA, Ondiej. Vyuziti Hamiltonovych rovnic pri reSeni kmitani soustavy s vice
stupni volnosti. Brno, 2021. 50 s. Dostupné také z: https://www.vutbr.cz/studenti/zav-
prace/detail/132897. Bakalafska prace. Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta
strojniho inZenyrstvi, Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky. Vedouci
prace: Ing. Jan Pokorny.



https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/132897
https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/132897

UMTMB Ondrej Sikora
ESIVUT v Brné

PROHLASENI

ProhlaSuji, Ze jsem bakalafskou praci na téma Vyuziti Hamiltonovych rovnic pfi feSeni
kmitani soustavy s vice stupni volnosti vypracoval samostatné s pouzitim odborné
literatury a pramentl, uvedenych v seznamu, ktery tvofi ptilohu této prace.

Datum Ondrej Sikora



UMTMB Ondrej Sikora
ESIVUT v Brné

PODEKOVANI

Na tomto misté bych chtél podékovat svému vedoucimu bakalaiské prace, Ing. Janu
Pokornému, za jeho cenné piipominky, rady a postichy.



UMTMB Ondrej Sikora

FSI VUT v Brnée

OBSAH
1 ZAKLADY KLASICKE MECHANIKY .....ccoovvviiitieeeereeeeeeeeenensesenns 13
11 HmOtNY DO .eeiiiiiieiiiiccii e 13
1.2 MeChaniCKA SOUSTAVA ...c.uvuee ettt e e e e e e e e e e e e e e e e ee e neeeens 13
1.3 SUMACHT] KONVEKCE ..coiveveiiiiii ettt ettt e e e e e e e e e e e 13
1.4 Z0ODECNENE SOUFAANICE ..ovvveeee ettt e e e e e e e e e e ee e e e e 13
1.5 Lagrangeovy rovnice prviniho fadu........cccccoviiiiiiiiiii e, 14
1.6  Integrélni a diferencialni principy mechaniky..........cccoceoiiiiiiiiiiiniicnnns 14
1.7 Hamiltonlv princip nejmensi aKCe .........ccevvvveiieiiiiiiiiiie e 16
2 POHYBOVE ROVNICE .....coooooovoeeeeeeee et ee e eeeees e eee e e eeerereeeensn e 18
2.1 Lagrange Joseph a Hamilton Wiliam ............cccccoeviiiiiiiiiccc e 18
2.2 TeoretiCKA MECHANTIKA. .. .ccoe ettt e e e e e eeeeeees 18
3 LAGRANGEHO FORMALISMUS ...ttt eanaeens 20
3.1  Lagrangeovy rovnice 2. FAdU........cceriiiiiiiiniiiisc e 20
3.2 ZAKONY ZAChOVANT......eiiiiiiiiiiiec e 22
4 HAMILTONUV FORMALISMUS .....oooovoveeeeeeeeeeeeee e, 26
4.1 Legendreova dudlni transformace ............ccooeriieiiiiiieniie e 27
4.2  Hamiltonovy diferencialni roVNiCe .........coeeieeiiiieiieiiiesie e 29
4.3  Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic...........cccovviiiiiiiniiininiinne 29
4.4  Vlastnosti Poissonovych zdvorek ............cccoiiiiiiiiiicnce 29
DV IBRACE . ... e e et aaraaa— 31
LTS R Q1 0312 U T T TR TR 31
LT N 111 1<) o) DT 31
6 PRIKLAD S JEDNIM STUPNEM VOLNOSTT .....c.coovieiieeeeeeeeeein, 32
B.1  RESENA SOUSTAVA ..cvvveveeeeiereeeeeereeereees e e ees e eeseseeeeseees e eesese e eserees et ereeseeesens 32
6.2 LagrangeoVy FOVIICE ........cceiirierieieeieiente st ste st sie s nne e bt b sneas 32
6.3 HamMIItONOVY FOVNICE .....ccveiiiieiie ettt 33
6.4  KNINoVNa SIMUIINK ..o 34
6.5  SIMUIINK MOUE ..o e 35
6.6 Odezva NA DUAICT STIU .vuvneee et e e e e e e e e e e e eeaaeeenes 35



UMTMB Ondrej Sikora

FSIVUT v Brne
7 PRIKLAD SE DVEMA STUPNI VOLNOSTT ......coovvivieieeeeeeeeeeen, 36
7.1 REBENA SOUSTAVA.c.virrereerierereeeeeseseseseessseeseesesereeseseseesesseeetessesseesesssesens 36
7.2 LagrangeOVy FOVIICE ........cccuierieeuieireieientestestesie e st e e sne s b b sne e eneas 38
7.3 HamiltoNOVY FOVNICE .......ccveiiiciecieecece e 38
7.4 VOIba PArAMELITL ......eeviiiiiiiieiiieie et 40
7.5 SIMUIINK MOGEI ...t 43
7.6 Odezvy na vstupni SIZNALY........ccovveriiiiiiiiiiieee s 44
8 SROVNANI ZKOUMANYCH METOD ......coooovieeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeenen 47
ZAVER ..o oo eee et e et e e et et et et e e e ee et et et e e e ee et et et e e et et et et e e e ee et enaenes 49
SEZNAM POUZITYCH ZDROJU ... eeeeeeeeeeee s 50

10



UMTMB Ondrej Sikora
ESIVUT v Brné

11



UMTMB Ondrej Sikora
ESIVUT v Brné

UvVOD

Tato prace se v uvodni casti zabyva reSerSi klasické mechaniky. Jsou vysvétleny
zakladni pojmy, které jsou podstatné pro celou bakalarskou praci. Mezi ty nejdulezitéjsi
patii zobecnéné soutradnice, mnozina tendence, princip nejmensi akce a Lagrangeva
funkce. Nasledné jsou odvozeny pohybové rovnice dle Lagrangeho a Hamiltonova
formalismu.

V této praci je také zminka o teorému Emmy Neotherové. A zatimco Lagrangeho
funkce L zavisi na Case, poloze a rychlosti, tak Hamiltonova funkce H zavisi misto na
rychlosti na hybnosti soustavy. V jednotlivych kapitolach je popsan obecny postup
sestaveni pohybovych rovnic pro oba formalismy.

V druhé poloving, v praktické casti prace, je feSen piiklad mechanického
oscilatoru, tedy kmitani télesa zavé$eného na pruziné a tlumici, ktery je buzen vnéjsi
silou, jejiz velikost se méni v ¢ase deterministicky. Soustava je popsana rovnicemi dle
obou vySe zminénych formalismii a vyslednd pohybova rovnice je simulovana
v programu Matlab / Simulink.

Daéle je pak tfeSen piiklad ¢tvrtinového modelu vozidla, ktery je charakterizovan
pomoci dvou hmotnych téles - karoserie vozu a samotného kola s pneumatikou.
Z divodu potieby nahrazeni realné soustavy pomoci modelu, jsou pro model voleny
hodnoty neznamych parametrti jak pro tlumeni tlumicd, tak pro tuhosti pruzin. Rovnice
soustavy jsou nazorné odvozeny dle obou formalismi a feSeny v softwaru. Oproti
piedeslému modelu se sleduje vychylka karoserie vozu v zavislosti na vychylce zmény
vozovky.

V této praci jsou sledovany tii rizné ptiklady zmény vysky vozovky, tyto piipady
maji za cil simulovat jizdu automobilu po zvrasnéné cesté, dale vjezd a vyjezd auta
z vytluku na silnici a jako posledni simulace je proveden piejezd pies zpomalovaci
retardér. Na zakladé téchto téi simulaci je sledovana vychylka odpruzené a neodpruzené
¢asti vozidla v zavislosti na vertikalni vychylce vozovky.

Podstatnou ¢asti mé bakalaiské prace je kapitola osmd, ve které jsou srozumitelné
porovnany vyhody a nevyhody formalismt dle Lagrange a Hamiltona.

12
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1 Zaklady klasické mechaniky

V tvodni kapitole jsou formulovany zdkladni principy klasické mechaniky, kinematiky
a dynamiky téles. Diky nim je mozné postoupit dile a nadefinovat Newtonlv,
Lagrangetiv a Hamiltondv formalismus klasické mechaniky. Teoretickd mechanika se
zabyva formulaci zakladnich mechanickych zakont v kiivocarych soutadnicich [4].

1.1 Hmotny bod

Pro zjednoduseni pohybu realného télesa, nebo soustavy téles v prostoru, je zaveden
fyzikéalni model hmotny bod. U takového modelu télesa jsou zanedbany jeho rozméry
a vesSkera hmotnost je soustfedénd do jeho tézisté. Takova idealizace muze byt
provedena pouze Vv piipad¢€, ze neni podstatna deformace ani otaeni télesa v prostoru.
Kftivka, kterou opisuje hmotny bod pii pohybu télesa se nazyva trajektorie a je uréena
pruvodi¢em (polohovym vektorem). Délka trajektorie je draha I. Trajektorie hmotnych
bodi mize byt realna, nebo virtualni [1].

1.2 Mechanicka soustava

Soustava, kterd je popsdna jednotlivymi velikostmi, hmotnostmi, rychlostmi
a zrychlenimi jejich bodli. Pohyby mohou byt omezeny, podminky, které pohyb téles
soustavy ovliviiuji, nebo omezuji, se nazyvaji vazby [1]. Vazebni podminku
Vv kartézském soufadnicovém systému lze definovat ve tvaru:

¢=&yz%y%1) 1.1.
kde ¢ je funkce, x, y, z jsou polohy soutadnic, X, y, Z rychlosti soufadnic a t je Cas.

1.3 Sumacni konvekce

Einsteinova sumacéni konvekce slouzi k usnadnéni zapisii sumacnich vzorcti a rovnic.
Je uzite¢na hlavné v ptipadech, kde se hojné vyskytuji soufadnice. Jsou-li tedy ve
vyrazu dva stejné, libovolné indexy, automaticky se pies né bude scitat [5]. A to dle
nasledujiciho ptedpisu:

N

z axb, = a1by + ab, + ...+ a,b, = ayby 1.2.
k=1

kde a, b jsou konstanty; k a n jsou jednotlivé ¢leny v poradi.

1.4 Zobecnéné souradnice

Zobecnéné souradnice poloh a rychlosti v zavislosti na ¢ase jsou potiebné k definovani
stavu systému. Jako zobecnéné soufadnice jSOU nazyvany takové, které jsou nezavislé
na hlavnim soufadnicovém systému. Soufadnice, kterymi se mechanicky systém
popisuje, jsou nazyvany konfigurace (qy,9qs, ..., qn). Pro né se uréuje také mnozina
tendence (tedy mnozina jednotlivych rychlosti) jako ¢asova derivace zobecnénych

soufadnic (4,42, -, qn) [2]-

13
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Na obr.l.a) je znaroznén konfiguraéni prostor ve kterém jsou vykreslené
hodnoty zobecnénych soutfadnic. Na obr.1.b) je znazornéna fazova trajektoric bodu
zavisla na zobecnéné poloze a zobecnéné rychlosti v daném sméru jedné osy [4].

Trajektorie polohy hmotného bodu Fazova trajektorie ve sméru jedné
ve 2D prostoru soufadnice
di 4 q1 4
az a1
a) b)

Obr.1. a) polohova a b) fazova trajektorie

1.5 Lagrangeovy rovnice prvniho fadu

Lagrangeovy rovnice prvniho druhu jsou pohybové rovnice bodl, které umi popsat
casovy vyvoj soustavy. Zabyvaji se systémy, ve kterych existuji vazby, ty po uvolnéni
vytvoii dodateéné sily, které nemohou byt zanedbany [3].

@(x1, %2, e, X, t) = 0 1.3.
kde ¢ je zavislost na jednotlivych polohach x a ¢ase t.

1.6 Integralni a diferencialni principy mechaniky

Varia¢ni pocet se snazi optimalizovat trajektorii pohybu tak, aby nasel tu nejvyhodné;si.
Zavede se rychlostni pole, které definuje, jakou rychlosti je sledovany objekt schopny
se pohybovat v jednotlivych smérech daného soufadnicového systému. Rychlostni pole
je funkci polohy a &asu v soufadnicovém prostoru. Ulohou varia¢éniho poétu je nalézt
Vv systému nejvyhodnéjsi moznou trajektorii z hlediska ¢asu, hleda se tedy y(t). Soustava
hmotnych bodl, kterd vznikne z plivodni soustavy tak, ze se kazdy z bodii posune,
je nazyvana soustavou variovanou. Variace je obecné jakakoli zména veliCiny, kterou
lze povazovat za malou. Variace J znamenad néktery z moznych pftirastkd [1].
V diferencialnim poctu se hledaji minima a maxima funkce, jako extrém vyjdou body
V soufadnicovém systému, na rozdil od varia¢niho principu, kde jako extrém vyjde
hledana funkce.

Necht' existuje rychlostni pole takové, které je v ¢asovém pritbéhu neménnég, ale
je zavislé na vzdalenosti od pocatku soutadnicového systému. Ukolem je dostat se
Z pocatku systému na druhou stranu. Dulezité je, aby se bod dostal skrze rychlostni
pole za co nejmensi Cas, tedy co nejrychleji [5]. A pravé takova trajektorie nemusi
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byt zhlediska vzdalenosti nutné¢ ta nejkratsi [10]. Celkovy cas pohybu bodu po
trajektorii odvodime z rovnice:

dr

vioy) = - 1.4.

Z této rovnice se vyjadii ¢asovy prubéh:
dt = & 15
v(x,y) a

kde v(x,y) je pole rychlosti, r je vektor polohy at je cas.

Pro vyjadfeni ¢asového pribéhu je potieba rovnici 1.5. integrovat, bod A je pocate¢ni
bod trajektorie a bod B je koncovy bod hledané trajektorie:

T_j — j,/dx2+dy jw/1+(dy/dx)2
v(x,y

v(x,y) v(x,y) 1.6.

kde T je trajektorii bodu.

Vzhledem k tomu, Ze se integruje ptes dx, pro body A a B se berou jejich x-ové hodnoty
soufadnic XA a xB. Vysledny ¢asovy priibéh mezi body ma tvar:

- f\/”dy 17.

v(x,y)

Ukolem této variaéni Glohy je najit zavislost y(x) tak, aby trajektorie T byla z hlediska
¢asu optimalni, hledan je takovy Casovy extrém, aby byl vysledny ¢as co nejmensi.

xB

T(x4,x5) = f F[x,y(x),dy(x) ] dx 1.8.

XA

Funkce, které nejsou zavislé pouze na jednotlivych proménnych, ale na dalSich
funkcich, se nazyvaji funkcionaly. Takovy zépis pfifadi slozZité funkci realnou hodnotu.
Viz rovnice 1.8., kde je za integralem funkce, ktera je zavisla na proménné Yy(X)
a zaroven i na jeji derivaci dy(x).

Klasickym pfikladem, kde se pouzivda rovnice 1.7. je hledani idealni
brachystochrony. To je kiivka, ktera ma za ukol dostat téleso zbodu A do bodu
B co nejrychleji. Vyjadfuje tedy idealni rovnici tvaru naklonéné roviny z hlediska
¢asu [5].
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1.7 Hamiltonuav princip nejmensi akce

Vlivem pusobeni sil v ¢ase za souCasného respektovani vazebné podminky dojde
k posunuti bodu po jeho skute¢né trajektorii r. Virtualni posunuti oq(t) je kazdé takové
infinitezimalni posunuti, které se mulize v soustavé uskutecnit vzhledem k okrajovym
podminkam vazeb [4].

tp

q (t) realna

q (t)virtuélni

Obr.2. Definice virtualniho posunuti
Z obr.2. je patrné, Ze:

SCI(t) = Q(t)virtuélni - Q(t)reélné 19.

Virtudlni trajektorie se neuskute€nila, nebyla z né&jakého divodu pro soustavu
vyhodna. Téchto trajektorii miaze byt nekonecné mnoho a kazda znich je
infinitezimalni. Pfi volbé §q(t) se zjistuje velikost virtualniho posunuti vzdy pro stejny
¢as vzhledem k realnému posuvu. Takovému posunuti se fika izochronni variace [1].
Takovéa variace ma dvé zakladni vlastnosti:

a) Virtualni i realné posunuti vzdy musi vychazet ze stejného bodu A a ve
stejném bod¢ B se na konci potkat. Plati tedy:

5q(ty) =0 1.10.

dq(tg) =0 1.11.

16
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b) Operace derivovani a variovani je zaménnd, plyne to ztoho, ze virtudlni
posunuti se zjistuje ve stejném Case a Casova derivace se jej tedy netyka.

—8q=6— 1.12.

Z fyzikalniho hlediska je zajimavéjsi hledat funkci polohy zavislé na case q(t).
Na rozdil od rovnice 1.8., kde T je funkci po¢ate¢ni a koncové polohy bodu, u principu
nejmensi akce se piedpoklada existence funkce L. Takova funkce je zavisld na case,
vSech zobecnénych soufadnicich a jejich prvnich ¢asovych derivacich. Zapis funkce
S (akce), jakozto integralu z Lagrangeovy funkce je nasledovny:

S(tAJ tB) = -]-L (t, 91,492, -, qn, éI1' éIZ' ""Qn) dt 1.13.

kde S se nazyva akce, L je Lagrangeovou funkci, ta je po¢atecni a tg je koncovy Cas.

V této rovnici (1.13) se na rozdil od Newtonovské mechaniky ptedpoklada
princip vyhodnosti a takovy posuv nemusi byt nutné tim nejrychlejsim. Pohyb se
uskute¢ni po trajektorii, pro kterou je akce, tedy [ L dt, minimélni. Zékladnim tkolem
teoretické mechaniky je nalézt Lagrangeho funkci L tak, aby z ni dopoctené trajektorie
byly v souladu s experimentalné naméfenymi skute¢nostmi.

Nasledujici kapitola se zabyva mozZnostmi, jak popsat soustavu za pomoci
pohybovych rovnic.

17
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2 Pohybové rovnice

Pti samotném navrhu modelu mechanické soustavy, ve které jsou dynamické sily
zanedbatelné (rychlosti pohybu soustavy jsou nizké), je mozné spokojit se pouze
s modelem Ccist¢ kinematickym. Dynamické sily ovSem nemohou byt zanedbané
Vv soustavach s relativné vysokymi rychlostmi [3]. Jejich efekty budou ovliviiovat
nasledné chovani systému. U soustav s vice stupni volnosti se pouzivaji maticové zapisy
diferencidlnich pohybovych rovnic. Pro trivialni 1D soustavy se pouziva k feSeni
metoda redukce. Slozitéjsi soustava mize byt zapsana pomoci rovnic dle Newtonova
formalismu, které vychazeji z Newtonova druhého pohybového zakona.

2.1 Lagrange Joseph a Hamilton Wiliam
Lagrange Joseph-Louis (1736 - 1813), byl francouzsky matematik, fyzik a astronom
italského puvodu. Je autorem dila Mécanique analytique (1788), které bylo
z matematického pohledu prvni Uplnou koncepci klasické mechaniky. Lagrangeova
koncepce mechaniky je odlisna od Newtonovské, nemusi se rozkladat sily [4].

Tato bakalarskd prace se zabyva dal$i moZnosti, jak sestavit dynamické

pohybové rovnice — formalismem, ktery popsal v roce 1833 irsky matematik, astronom
a fyzik, sir Wiliam Rowan Hamilton (1805 — 1865).

2.2 Teoreticka mechanika

Existuji tfi zakladni zptisoby, jak se vénovat problémum z teoretické mechaniky.

‘ Lagrangeova funkce ‘ Lagrangeovy rovnice

vzajemné odvozeni

‘ Hamiltonova funkce ‘ Hamiltonovy rovnice
‘ Dynamicka promé&nna ‘ Casovy vyvoj

Obr.3. Prehled reseni

> <= Owm
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Z obr.3. vyplyva, ze tfi zminéné pfistupy jsou ve vysledku ekvivalentni, jde pouze
o jin¢ formulace. Existuji 1 dalsi zplsoby feSeni pohybovych rovnic
v klasické mechanice. Formalismus Newtonovy metody vychazi z druhého Newtonova
pohybového zékona F = mad. Pro modelovani se musi uvolnit viechna t&lesa a vazby
se nahradi silovym ptisobenim. Pro rovinné ulohy se vypise 3n rovnic a pro prostorové
ulohy 6n rovnic. Kde n je pocet stupnid volnosti dané soustavy. Po nésledné tiprave se
dojde k soustav¢ diferencialné algebraickych rovnic.

Mezi dalsi zptsoby diferencialniho piistupu se fadi Gaussiv princip, ktery je
zaloZzeny na pravdépodobnosti pohybu soustavy. A dle Herzova formalismu se
prostorovy pohyb uskutecni vyhradné po nejpiiméjsi trajektorii, jakou vazby
ptipoustéji [1].

Hamiltonav princip byl odvozen z Lagrangeho formalismu. A proto je nezbytnou
soucasti k popisu Hamiltonovych rovnic nutnost odvodit prvné Lagrangeho rovnice,
kterymi se zabyva dalsi kapitola.
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3 Lagrangeho formalismus

Lagrangeova funkce L je skalarni a nezavisla na volbé soufadnicového systému.
V konzervativnim 1D poli jsou potieba K uréeni funkce L pouze dvé veli¢iny skalarni
a to energie kinetickd Ex (v literatufe téz znacend jako T) a energie potencidlni
Ep (neboli V). Naopak nekonzervativni systém je takovy, kde neni definovana
potencialni energie [10].

3.1 Lagrangeovy rovnice 2. fadu

Zna se funkce L(t,q,q) a hleda se gk(t) pro vyslednou minimalni hodnotu integralu
[ L dt. V takovém piipadé musi byt variace zminéného integrdlu rovna nule. Resi se
izochronni variace, tedy nezavisla variace na Case a u takové se smi zaménit potadi
integrovani a varirovani. Uvodnim krokem je:

jaL(t, q,q)dt =0 3.1.

kde L je Lagrangova funkce, & je variace, q je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna
rychlost at je Cas.

A variace vyrazu 3.1. je nasledovna:

” 5 O s O e v s Ok e Tar=o 3.2
ql aqz q aqn qn aql ql aqz q2 aqn qn e

kde L je Lagrangova funkce, § je variace, g je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna
rychlost a t je Cas.

Vzhledem k nepiehlednosti zapisu rovnice 3.2. se pouzije Einsteinova sumacni
konvekce (viz kapitola 1.3.). Takovy zapis rovnice je poté ve tvaru:

f[aLS +aL6']dt—0 3.3
aqy T 94y i B o

kde L je Lagrangova funkce, & je variace, g je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna
rychlost at je Cas.

Variace z ¢asové derivace ma zapis:

d
0g, = 6 — 3.4.
qrx = dt
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V nasledujicim kroku dojde k piehozeni operace variace a derivace. Takova uprava se
déla z davodu, aby bylo virtudlni posunuti vSude v rovnici, nikoli jen posunuti
u derivace virtualniho posunu.

. . . . g d .
Ptes integraci PerPartes se osamostatni §q; od vlivu ¢asové derivace e

f[ Sqx — d aL) qk]dt+[ 6qk]t3— 0 3.6.
aqk dtaqk

kde L je Lagrangova funkce, & je variace, q je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna
rychlost at je Cas.

Ze znalosti rovnic 1.10. a 1.11. je patrné, Ze ¢len [;TL 6qk] iﬁ z rovnice 3.6. je nulovy.
k

Po dalsi apravé rovnice 3.6., kde se vytkne §q; vznika:

f[ d aL]a dt = 0 37
9q.  dtog, )°T T "

Takovy integral je roven nule v libovolnych mezich. Vysledkem téchto operaci je:

oL daL]6 ., .
9qe  dtoagl ° T <

kde &gy je nezavisla hodnota na vyrazu v zavorce, a tedy vyraz v zavorce sam o sob¢ je
roven nule. Po sefazeni dle nejvyssi derivace se rovnice 3.8. dostane do tvaru:

) 3.9.

kde L je Lagrangeova funkce, q je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna rychlost
ak=1,2, ..n

Rovnice 3.9. je znama jako Lagrangeova rovnice II. Fadu. Lagrangeovy
rovnice druhého tadu jsou zalozeny na analytick¢ dynamice. Prvné se zvoli pocet
n stupiit volnosti soustavy a stejny pocet nezadvislych zobecnénych soutadnic
gk. Nasledné se sestavi rovnice kinetické, potencialni a disipativni energie v zavislosti
na gk a provedou se jednotlivé derivace. Po dosazeni do Lagrangeovy rovnice 2. fadu se
ziska n diferencialnich rovnic [1].
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Za zminku stoji povSimnout si podobnosti rovnice 3.9. s Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi, které jsou ve tvaru:

d
- = 3.10.
i (p) = F

Cili ¢asova derivace hybnosti je rovna sile. Po upravé rovnice 3.9. do tvaru:

d L 0L 311
Je ziejmé, ze se rovnice opét dostane do tvaru, kde je Casova derivace hybnosti rovna
sile. Struktura rovnic 3.10. a 3.11. je podobna.

Lagrangeova rovnice II. fadu (3.9.) neuvazuje vnitini ztratu energie tfenim, ani
jinou disipativni energii. V pfipadé¢ nutnosti uvazovat odpadni teplo, musi se
Lagrangeovy rovnice pozménit a na pravou stranu se poté misto nuly zapisuje Reillyho
disipativni funkce.

Podstatné je nalézt lagrangian L(t, q, q) tak aby odpovidal skute¢nosti a byl tedy
v souladu s ptirodou. Pro L se voli rovnice L = Ex — Ep, ktera je kli¢ovou Lagrangho
funkci pro konzervativni systémy. A aby se dala diferencidlni rovnice jednoznaéné
vyfesit, je potfeba znat dvé pocateéni podminky. Pro zobecnénou polohu g (t,) a pro
zobecnénou rychlost g, (t,). Rovnice nabyva nasledujiciho tvaru:

d (0E,\ OE, OE, O0E, oW 0A
( "") AR il N 3.12.

E a.CI] - aqj aCI] aqj aéh - a_qj

kde Ej je kinetick4 energie, E,; je disipativni energie, E, je potencidlni energie, W je
vykon, A je prace, ( je zobecnéna soutfadnice a ¢ je zobecnénou rychlosti.

3.2 Zakony zachovani
V roce 1916 Emma Noether objevila, ze zakony zachovani souviseji se symetriemi
v prirod€. Stac¢i vyhledat ptirodni symetrii a tim nalezneme zdkon zachovéni. Pti hledani
novych rovnic pro interakci se tak prvné hledaji symetrie a na jejich zdkladech se
odvozuji fyzikdlni principy a popisné rovnice systému. Cely tento koncept je nesmirné
vyznamny [4].
Obecna Lagrangeho funkce:

L= L(t, dk, qk) 3.13.

kde L je funk¢ni zavislost na Case t, zobecnéné souradnici  a zobecnéné rychlosti g.

22



UMTMB Ondrej Sikora
ESIVUT v Brné

Rovnici 3.13. 1ze napsat do obecné Lagrangeho rovnice (3.9.) druhého tadu, kde
plati symetrie vzhledem k posunuti: q, — qy + 6q,. V takovém ptipadé, kdyz tato
symetrie plati, Lagrangian nemize byt zavisly na q,. Z toho plyne, Ze rovnice je pro
jednu konkrétni zobecnénou soutadnici q; Vvzhledem K poloze systému imunni [4].
A plati nasledujici vztahy:

oL
—=0 3.14.
0qy
d (0L ) =0 3.15
dt\dq,/ o
oL
(—) = konst. 3.16.
04

kde L je Lagrangeho funkce, ¢ je zobecnéna rychlost a t je Cas.

Zobecnéna hybnost p se zachovava pouze tehdy, je-1i systém symetricky vuci
posunuti v parametru q. V trividlnich ptipadech v kartézském systému povazujeme
hybnosti v danych smérech systému za prosty soucin hmotnosti a rychlosti: p = mv,

vvvvvv

vyjadtit, vychazi se z Lagrangeho rovnice:

oL 3.17
Pk = — A7.
0qx
A rovnice:
F, = oL 3.18
e 0qy o

kde L je Lagrangeho funkce, p je zobecnénou hybnosti, F je zobecnéna sila, q je
zobecnéna soutadnice a g je zobecnéna rychlost.

Pro zakon zachovani energie plati, ze celkova energie soustavy, je obecné
definovana jako veli¢ina zachovavajici se pfi Casové translaci [2]. Symetrii tedy
je posunuti ve sméru casové osy. Predpoklada se, Ze soustava ma v Case t; a v Case
ty — t; + 6t shodnou energii. Plati-li symetrie v posunuti v Case, tak Lagrangeova

. C g y s Lo oL
funkce L = L(t, qx, i) nesmi zaviset na Case, jeji Casova derivace Pl 0. Lagrangeova

funkce bude zavisla pouze na zobecnéné soutradnici a zobecnéné hybnosti;
L = L(qy, qx)- Nulovou ¢asovou zménu je mozné rozepsat nasledujicim zptisobem:
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oL 9

L qu

oL dgy _

E_ (')qk dt

dL_[d(
dt  ldt

dt

d /oL
(Bha-1) =

9

9qx

aq, dt

L

oL dgy _

aq, dt

3.19.

3.20.

3.21.

kde L je Lagrangeho funkce, t je ¢as, q je zobecnéna soutfadnice a g je zobecnéna
rychlost.

Casova derivace dané kombinace je nulova, to znamena, e vyraz v zavorkach je
konstantni [10]. Zakon zachovani energie existuje ve tvaru odvozeném z Lagrangeovy
funkce nasledné:

oL

E=—,
0qx

qk — L

kde E je celkova energie soustavy a ¢ je zobecnéna rychlost.

3.22.

Jednotlivé translace jsou jednoznacné spjaté s danymi symetriemi a vznika zakon
zachovani.

1.

No gk~

Casova symetrie
Polohova x symetrie
Polohové y symetrie
Polohovéa z symetrie
Natoceni v 0se X
Natoceni v ose y
Natoceni v 0se z

ot
OX
oy
0z
é‘)(Px(yl)
dpy(X,2)
8(PZ(Xiy)

Ll

E

Px
Py
Pz
Lx
Ly
Lz

kde E je energie, p« je hybnost, Lk je moment hybnosti a index k znazoriuje jednotlivé
soufadnice.
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Py
(px X

Obr.4. 3D prostor

Ke kazdé vzniklé udalosti U (t, X, Y, Z, ¢x, @y, ¢z) existuje odpovidajici si zakon
zachovani Z (E, px, Py, Pz, Lx, Ly, Lz), ktery souvisi s posunutimi. Pokud se trojrozmérny
kartézsky systém (X, y, z) na obr.4. roz§iti v ¢tyfrozmérny systém (x, y, z, t), k sedmi
vySe zminénym zavislostem se piidaji dal§i tii. Tedy symetrie mezi casem
a jednotlivymi osami (Lorentzova symetrie). Timto se zabyva kvantova fyzika
a plynou z toho zakony zachovani spinu. Ve ¢tyfrozmérném systému jsou Ctyfi translace
a Sest rotaci kolem vlastnich os. Dohromady existuje deset zdkladnich symetrii, které
jsou nazyvané jako Poincarého grupa symetrii [5].

Na obr.4. je znazornén trojrozmérny obecny prostor, kde jsou popsany osy
X, Y, Z v€etn¢ jejich smért a jednotlivé natoceni ¢ prostoru kolem danych os.

Nyni je jasné, Ze symetrie jsou ve fyzice nesmirn¢ dileZité. Na dalSich stranach
je popsan Hamiltonliv formalismus, ve kterém se symetrie vyskytuji, konkrétné spjaté
se zékonem zachovani hybnosti. A diky znalostem Lagrangeova formalismu miize byt
nyni odvozen pfistup Hamiltoniv.
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4 Hamiltondv formalismus

Mezi hlavni vyhody Hamiltonovych rovnic patii, Ze jsou na rozdil od Lagrangeovych
rovnic pouze rovnicemi sprvni derivaci. I kdyz jich je dvojnasobné mnozstvi,
numerické feSeni takovych rovnic je snadné€jsi a umoziiuje napsat zavislosti libovolnych
dynamickych proménnych [4]. Hamiltonovy rovnice jsou nazyvany také kanonickymi
rovnicemi /z reckého kdanos = zdakon/. Na rozdil od piedeslych principd je tento
formalismus integralni. Charakteristikou tohoto piistupu je, Ze jsou sledovany veskeré
zmény po delsi casovy usek, nejen zmény polohy, jak udévaji Lagrangeovy rovnice, ale
také Casovy vyvoj energie kinetické a potencidlni. K tomuto je potfeba nalézt takovou
funkci, ktera je schopna variace pohybii soustavy dokonale popsat [6]. Hamilton odvodil
charakteristickou funkci z Lagrangeho formalismu, ve kterém je Lagrangeho funkce
popsana jako:

L(qk G, £) = Ex(qr G £) — Ep (i, Gier £) 4.1.

kde g je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna rychlost, Ey je kineticka energie, E), je
potencidlni energie a t je ¢as.

Na zéklad¢ znalosti zakoni zachovani, hlavné zobecnéné hybnosti (rovnice 3.17.)
a zobecnéné energie (rovnice 3.22.), se zobecnéna energie piepiSe pomoci zobecnénych
hybnosti do tvaru:

E = prdr — (Qk, G, t) 4.2

kde E je energie soustavy, p je hybnost, g je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna
rychlost at je Cas.

Nyni se rovnice 4.2. upravi a provede se diferencial energie:

o oL oL oL
dE = pydqy + qrdpy — @qu - a_qkdq" ——dt 43,

kde E je energie soustavy, L je Lagrangeho funkce, p je hybnost, q je zobecnéna
soutadnice, ¢ je zobecnéna rychlost a t je Cas.

Po dalsich upravach, kde ze znalosti Lagrangeovy rovnice (3.9.), je vyraz

aL . o 0L . , d s . .
a0 zobecnénd hybnost a ¢len EPm Je roven vyrazu — py, vyplyva z diferencialu energie
k k

(rovnice 4.3.) nasledujici:

oL

dE = prdqy + qrdpr — Drdqy — Drdqy — T dt 4.4,

kde E je energie soustavy, L je Lagrangeho funkce, p je hybnost, p je derivovana
hybnost, q je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna rychlost at je Cas.
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A na zav¢ér této upravy se pouze odectou stejné Cleny:

) ) oL

kde E je energie soustavy, L je Lagrangeho funkce, p je hybnost, p je derivovana
hybnost, q je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna rychlost at je Cas.

Je dobré si v§imnout, Zze z rovnice 4.5. uplné zmizely diferencidly zobecnénych
rychlosti. Energie tedy pujde vzdy popsat tak, aby nebyla funkci rychlosti. Na misto
rychlosti je energie v Hamiltonové formalismu zavisla na hybnostech. A pro hybnosti
plati v ptfirod€ zakony zachovani.

Vlastnost funkce L, ze je vyjadiena v zavislosti na zobecnéné poloze, rychlosti
a Case, odrazi skutecnost, Ze tato funkce je schopna reagovat na jakoukoliv zménu stavu
systému [4]. Matematicka formulace Hamiltonova integralniho principu je nasledujici:

t2

t1

kde ¢ je variace, g je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna rychlost, t; je pocatecni
a to koncovy cas.

Pro izochronni variace plati §t = 0. Okrajové podminky variace drahy maji stejny
pocatecni a koncovy bod. Hamiltoniiv princip vybira ze vSech moZznych n-rozmérnych
ktivek spojujici vychozi bod s bodem koncovym pravé jednu takovou kiivku, ktera ma
v ¢asovém intervalu (t;,t,), nejmensi hodnoty [10]. Pro hledanou zavislost funkce
nabyva integral:

tz

t1

kde H je Hamiltonova funkce, q je zobecnénad soutadnice, ¢ je zobecnéna rychlost
atje cas.

4.1 Legendreova dualni transformace
Legendreova transformace dokdZe zmeénit zavislosti na cCase, zobecnéné poloze
a rychlosti a pfejit k zavislosti na case, zobecnéné soufadnici a hybnosti. Tato

transformace lze provést vzdy, jen jeji obtiZznost se méni v zdvislosti na slozitosti
soustavy.

(t,q,9) = (t,q,p) 4.8.

kde t je ¢as, q je zobecnéna soutadnice, ¢ je zobecnéna rychlost a p je hybnost.
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Hamiltonova funkce H je energie popsana diky hybnostem a nevyskytuji se v ni
rychlosti. Energii E lze piepsat vzhledem k Hamiltonianu nasledovné:

E =H(t,q,p) 4.9.

kde H zna¢i Hamiltonovou funkci, q je zobecnéna soufadnice, p je zobecnéna hybnost
atje Cas.

Na rozdil od funkce L, H nezavisi na rychlosti, nybrz na hybnosti. Ty jsou
diferencial Hamiltonovy funkce:
0H 0H

oH
dH(t, q,p) = Edt + a—qkqu + Edpk 4.10.

kde t je Cas, q je zobecnéna soufadnice, p je hybnost a H je Hamiltonova funkce.
Diferencial Hamiltonovy funkce (rovnice 4.10.) musi byt stejny jako diferencial

energie (rovnice 4.5.). Rovnice nabyvaji pti pfimém srovnani stejnou hodnotu a ze
zminénych rovnic lze tedy vypsat nasledujici ¢tyti fakta:

dH = dE 411,
oH ol 4.12.
3t at

— 4.13
, = _9H 4.14
pk - aqk . .

kde H je Hamiltonova funkce, L je Lagrangeova funkce, g je zobecnéna soufadnice, ¢ je
zobecnéna rychlost, p je hybnost, p je ¢asova derivace hybnosti a t je Cas.

Z vyse uvedenych rovnic plyne, ze jestlize hamiltonian neobsahuje Ccas,
neobsahuje jej ani lagrangian. A dle teorému Neotherové existuje symetrie posunuti
V Case a zachovava se energie zvolené soustavy. A ta symetrie se pozna prave tak, ze
L ani H neobsahuje ¢as t.

Rovnice 4.13. a 4.14. jsou nazyvany Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi.
Jsou to dvé diferencialni pohybové rovnice prvniho fadu.
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4.2 Hamiltonovy diferencialni rovnice

Vyse jsou sepsané Hamiltonovy diferencialni rovnice prvniho fadu, ze kterych se
zjistuje Casovy vyvoj vSech zobecnénych soufadnic qi(t) a zobecnénych hybnosti
pr(t). Ve tvaru, kde je nalevo jiz vyjadienad nejvyssi derivace. U Lagrangeho rovnic
jsou jako pocatecni podminky poloha a rychlost na zacatku. Pro Hamiltonovy rovnice se
musi zjistit pocatecni poloha a hybnost [6].

Obecny postup feseni:
a) Zjisti se Lagrangeova funkce L zvoleného systému
b) Stanoveni pocate¢nich podminek py(ty) a qi(to)

c) Vypocet zobecnénych hybnosti p, = ;TL
k

d) Vypocet energie E = :TL qr — L
k

e) Provede se Legenderova dualni transformace s cilem ziskat E(t, q, p)
f) Samotné feSeni Hamiltonovych rovnic s poc¢atecnimi podminkami

4.3 Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Necht’ existuje dynamicky proménna funkce Z, kterd bude zaviset pouze na zobecnéné
poloze a hybnosti, tedy Z(q, p). Provede se jeji Casova derivace [4].

dZ 9z dq, 0Zdp, 9Z dH 9Z dH

— = = - 4.15.
dt  0qx dt = Opp dt  0qrdpr Opxdqy

kde Z je funkce zobecnéné polohy a hybnosti, g je zobecnéna soutadnice, p je hybnost,
H je Hamiltonova funkce a t je ¢as.

4.4 Vlastnosti Poissonovych zavorek

Lze dokazat, Ze funkce {f,g} se nezméni pii kanonickych transformacich. Jsou
podstatné pro formulaci tvrzeni hamiltonovské mechaniky [6]. Jednd se o dalsi
strukturu, ktera vede k feSeni rovnic. Plati zde Lieova algebra, stejné jako pro vektory
a matice. Lisi se pouze objekty (vektory x matice x funkce) a operace (vektorovy soucin
X maticovy soucin x derivovani) a ma to stejné vlastnosti [4].

a) {f.g}= —1{9.f} z definice jde vidét: antisymetri¢nost

b) {f,f}=0 nulovost

¢) {f+g.h}={f,h}+ {g,h} derivace sou¢tu funkce
d) {«f,g}=x{f g} plati linearita

e) {f{gn}+ {ghf3}+{h{fg}}=0 Bianciho identita
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Zakladni Poissonovy zavorky:
a) pro zobecnéné soutadnice:

dqx 0q, dqx 0q, _

- = 4.16.
aqy dpy,  0py, 0qy

{awa} =

b) pro zobecnéné hybnosti:

dpy 9p; dpy Op,
) = — =0 4.17.
PPt = G0 S, apy 4

C) pro soufadnici a hybnost:

0qx Op; 0qx Op;
) = — =4 4.18.
{9k 01} 94, 0Dy Opy, 04y, kl

kde q je zobecnéna soutadnice, p je hybnost, a &,; je Knockerovo delta.

Vsechny Poissonovy zavorky jsou nulové, protoze derivace soutfadnice podle
hybnosti a derivace hybnosti podle soufadnice, je vzdy nulova. Pouze v piipad¢ c),
pokud se jednd o zavorku obsahujici soufadnici a jeji hybnost (kterd odpovidad dané
soufadnici), Poisonova zavorka je nenulova.

&y se nazyva Knockerovo delta, které je rovno jedné pro k = a nule pro k # 1.
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5 Vibrace

Kmitani a tlumeni je pro inzenyrstvi velice podstatné. Kmitani je neodlucitelné od
mechaniky a ma svou roli ve vSech oborech strojirenstvi, kde sehrava velkou roli praveé
mechanické kmitani, které vznika pti praci kazdého stroje. S nechténym kmitanim
soustavy je bohuzel spjata také zivotnost stroje, ¢im vice je rozkmitany, tim krat$i je
jeho Zivotnost. Ukolem modelovani a aplikovani pohybovych rovnic na soustavy je co
nejvice eliminovat rusivé kmity a tim prodlouzit Zivotnost stroje, zvysit jeho bezpecnost
a snizit jeho namahani a hlu¢nost [3].

5.1 Kmitani

Mechanické kmitani lze rizné dé€lit do nékolika skupin.

a) Podle vzniku kmitani

Kmitiani volné je takové, kter¢é po pocate¢nim vychyleni soustavy
z rovnovazné polohy jiz neni ddle buzeno zadnou vnéjsi silou. Soustava se
vychyli tak, Ze se ud€li n-hmotnym bodim impulzem sily vychylka, rychlost,
¢i zrychleni. Pro vynucené kmitani (buzené) je potieba stale udrzovat vlivem
budicich sil pohyb soustavy. Budici sily se mohou d¢lit na deterministické
(periodické a harmonické) nebo stochastické (nahodné). Samobuzené
kmitani je neZddouci jev v mechanickych soustavach. Vznika diky ndhodnym
zdrojim energie (vitr, voda, okolni vibrace) z okoli modelované soustavy [8].

b) Podle typu modelu soustavy

Linearni soustavy, které lze popsat linedrn€ zavislymi diferencidlnimi
rovnicemi. V takovych soustavach plati podminka, ze sila, ktera vraci téleso
do ptvodni polohy je linedrn€ umérna velikosti vychylky. Naopak nelinearni
soustavy (tedy daleko realnéjSi) Uzce souvisi s fyzikdlnimi vlastnostmi
materialtu [2].

5.2 Tlumeni

Proces, pfi kterém se Cast kinetické energie ze soustavy vytrci, je nazyvan tlumenim.
Mechanické tlumeni zplsobuje postupnou pieménu energie kmitani do jiné formy,
kmitavy pohyb bez vnéjSiho buzeni postupné zanikne. Tlumeni je pasivnim prvkem
modelu a je to souhrn vsech nevratnych déji doprovazenych ztratou kinetické energie.
U modelt, které jsou rozkmitany budici silou a zarovenn obsahuji tlumeni, se tlumeni
projevuje Vv grafu zavislosti budici sily a polohy na Case fazovym posuvem mezi
Casovym pribéhem budici sily a aktudlni vychylky. Tedy nejednoznacnou, zavislosti
mezi silou a vynucenou polohou télesa.

Tlumeni vzdy pisobi v zaporném sméru vektoru rychlosti v daném bodé. Mezi
prvky tlumeni se po boku samotnych tlumict fadi také tlumeni ve vazbach (Sroubové
a svafované spoje), aerodynamicky a hydrodynamicky odpor a také materidlové
tlumeni, které je dano vnitinimi odpory materiala [2].
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6 Priklad s jednim stupném volnosti

Sestou kapitolou za¢ina druhd, prakticka ¢ast mé bakalaiské prace. Pied piikladem na

téleso se dvéma stupni volnosti (2DOF — ,,degrees of freedom*) se bude tato kapitola

prvné zabyvat jednoduchym piikladem s jednim stupném volnosti (1DOF). Modelové

téleso na obr.5. je tvofeno télesem s hmotnosti m, pruzinou o tuhosti K a tlumi¢em
s konstantou tlumeni b. Téleso je buzeno vnéjsi silou F(t), ktera doda systému v klidu
potfebou energii k rozkmitani. Tento piiklad slouzi pro ovéfeni spravné funkce

vypoctového modelu v programu Matlab / Simulink.

6.1 ReSena soustava

7

Fo

Obr.5. Soustava s jednim stupném volnosti

Pro vypocty byly zvoleny nasledujici hodnoty konstant:

hmotnost télesa: m = 25 kg
tlumeni b=1,5Nsm*
tuhost k=20 Nm
budici sila F(t)=(—3; 6) N

6.2 Lagrangeovy rovnice

Pro zvolenou soustavu na obr.5. Ize napsat nasledujici rovnice:

1
Energie kineticka: E, = Emyz 6.1.
kde m je hmotnost a y je rychlost.
. 7 /4 1
Energie potencialni: E, = > ky? 6.2.

kde k znamena tuhost a y vychyleni polohy.
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1
Energie disipativni: E; = 5 by? 6.3.

kde b je tlumeni a y je rychlost.

Rovnice se upravi dle Lagrangeova formalismu z rovnice 3.12. a rovnou se vyjadii
nejvyssi derivace, kterd nabyva tvaru:

1
y=—[by—ky+F()] 6.4.
m
kde y je zrychleni, m je hmotnost, b je tltumeni, y je rychlost, k je tuhost, y vychylka
polohy a F je budici sila.
6.3 Hamiltonovy rovnice

Nasledujici rovnice byly odvozeny na zaklad¢ znalosti Hamiltonovych kanonickych
rovnic z kapitoly 4.1. Energie soustavy, tedy energie kineticka Ex, potencialni Ep
a disipativni Eq Se nemusi znovu vypisovat, jsou stejné jako v pfedchozim Lagrangeové
formalismu, stale se popisuje tentyz model z obr.5., volba vypoctové metody k urceni
pohybovych rovnic nema vliv na energie samotné [1].

Hamiltonova funkce ma tvar:
H = Ek + Ep 65

kde H je souctem kinetické Ex a potencialni Ep energie.

Kineticka energie 6.1. mize byt zapsana taktéz pomoci hybnosti:

1
E. = —pv 0.6.
k ZPJ’

kde p je hybnost a y je rychlost télesa soustavy.

Po dosazeni rovnice 6.1. a rovnice 6.2. do rovnice 6.5. Ize model popsat nasledovné:

1 1
— 52 2 6.7.
H > my + 2ky

kde m je hmotnost, y vychylka, y rychlost polohy a k je tuhost.

Disipativni funkce, tedy energie tltumeni se da nahradit zobecnénou silou Fy, takto:

_ aEd_

= = by 6.8.
b 3y by

kde Fy je sila tlumeni, Eq je disipativni energie, y je rychlost a b je konstanta tlumeni.
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Hamiltonova kanonicka rovnice pro derivovanou hybnost, ktera je rozsifena o soucet sil
na soustavu pusobicich je dana:

) = 6H+ F 6.9
p_ ay LAY

kde suma sil je souctovou funkei budici sily a sily od tlumeni: )} F = F(t) + F, (¢t).

Po dosazeni rovnice 6.7. a 6.8. do rovnice 6.9. vznika nasledujici zavislost:
p= —ky+by+F(t)=my 6.10.

kde p je derivace hybnosti p, k je tuhost, b je konstanta tlumeni, F(t) je budici sila a m je
hmotnost.

Po vyjadreni nejvyssi derivace, v tomto ptipadé zrychleni zavéSeného télesa,
vyjde rovnice, kterd je totoznd srovnici 6.4. dle Lagrangeova formalismu
z predchazejici kapitoly. Z toho vyplyva skuteCnost, ze pohybové rovnice soustavy
S jednim stupném volnosti jsou pfi vyjadifovani dle dvou nezavislych formalisml dle
Lagrange a Hamiltona ve vysledku stejné, jen postup jejich ziskani je odlisny.

6.4 Knihovna Simulink

Nasledujici tabulka tab.l. zobrazuje struény piehled zékladnich blokt knihovny
programu Simulink. A obsahuje vSechny bloky pouzité v této bakalarské praci pro
potteby modelovani ptikladd s jednim i se dvéma stupni volnosti.

Schéma Nazev Pouziti
+ Add Pomoci tohoto bloku Ize libovolné s¢itat ¢i
+ > odcitat libovolné mnozstvi vstupnich signala
Gain Pomoci tohoto bloku Ize nésobit signal
> zvolenou konstantou
1 > Integrator Blok integruje vstupni signal v ¢asové doméné
s
) Au > Derivative Blok derivuje vstupni signal v casové doméné
Ar

Tab.1. Schématické bloky v Simulinku
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6.5 Simulink model

W

X'k a

o=

Obr.6. Schéma reSent

Na obr.6. je zobrazeno schéma vypoctového modelu soustavy z obr.5. dle pohybové
rovnice 6.4. Model je z prostfedi Simulink, kde je pouzito schématické znaceni pro
zrychleni, rychlost a vychylku:a=y;v=y;x=Yy.

6.6 Odezva na budici silu

Ze schématu z obr.6. vznikl v Matlabu a Simulinku nasledujici graf zavislosti polohy

a rychlosti télesa na deterministicky se ménici budici sile, kterd rozkmit4 soustavu.
Budici sila F(t) [N]

6[— i Budici sila F(t) [N]

4= 1

poloha [m], rychlost [m/s]
I I

poloha [m]
rychlost [m/s]

Obr.7. Graf zavislosti polohy a rychlosti télesa na budici sile F(t)

Obr.7. ukazuje zavislost polohy x [m] (modra barva) a rychlosti v [ms?] (ervena
barva) télesa na budici sile F(t) [N]. Lze vidét, Ze dochazi ke zpozdéni odezvy polohy
télesa v zavislosti na budici sile, z grafu je tedy patrné, ze modelovana soustava zcela
jisté obsahuje prvky tlumeni. Budici sila na obr.7. je ¢asové proménna, s ostrou hranou
zmény velikosti. Obdobnym zplisobem bude vznikat v ptikladu se dvéma stupni
volnosti signal simulujici jizdu po zvrasnéné vozovce.
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7 Priklad se dvéma stupni volnosti

Jako ptiklad se dvéma stupni volnosti (2DOF) se v této praci fesi dynamika odpruzeni
kola vozidla ve vertikalnim sméru. Prvni stupen volnosti pfedstavuje odpruzena hmota
(karoserie vozu) a druhy je hmota neodpruzena (samotné zavéseni kola s pneumatikou).
Je vytvoren Ctvrtinovy model auta (v anglictiné quarter car model), tedy nejjednodussi
model chovani vozidla v jedné¢ ose. Model obsahuje jedno kolo, které je nahrazeno
tlumi¢em a pruzinou, dal$i tlumi¢ s pruzinou zjednoduSuje samotné zavéSeni napravy
kola, pfipevnéné ke karoserii vozu. Takovy model ov§em nemuze vystihnout chovani
vozidla jako celku, pouze zjednodusi cely systém. Nezohlednuje kolébani vozu, tedy
pripad, kdy se prava strana vozu dostava do jiné vysky nez leva. Nebere v uvahu ani
houpani, tedy piedozadni kolébani vozu. Model, kterym se tato bakalaiska prace
zabyva, taktéz linearizuje vliv vSech tlumicl a pruzin, které maji obecné nelinearni
charakteristiky.

Model zjednodusuje realnou soustavu a pomoci vypoctového modelu se ziska
pfiblizné feSeni této soustavy. Neni-li k dispozici zadny z komer¢nich vypoctovych
softwarti ptfimo ur¢enych pro plny (klasicky) model vozu a je-li charakteristiku vozu
potiebné analyzovat daleko ptesnéji, nez jen s vyuzitim Etvrtinového (vypoctového)
modelu, tak takovy vysledny model ma sedm stupnd volnosti. Dalsim divodem
Kk pouziti modelu se sedmi stupni volnosti muze byt ptipad, kdy je pro fesitele nezadouci
zanedbat vlivy jak kolébani, tak houpani a krouceni vozu [7].

V pfipadé, Ze se zjednoduSuje ctyikolové vozidlo s d€lenou piedni napravou
a zadni napravou nedélenou, je takovy model tvofeny ¢tyfmi hmotami, které jsou
vzajemné propojeny tlumici a pruzinami. Téleso charakterizujici karoserii vozu ma
V prostoru tfi stupné volnosti (vertikdlni pohyb, kolébani a houpani), poté téleso
modelujici zadni napravu mé dva stupné volnosti (vertikdlni pohyb a kolébani) a na
zavér dveé stejna télesa, které predstavuji predni kola vozu, které maji kazda jeden
stupenl volnosti (pouze vertikalni pohyb).

7.1 ReSena soustava

Obr.8. Zavéseni kola vozidla [11]
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Takovato trojrozmérnd soustava se zjednodusi na dvourozmérnou pomoci
jednoduchého modelu, ktery obsahuje dvé oddélené hmotné ¢asti, dvé pruziny a dva
tlumige. Casti jsou navzajem spojeny kinematickymi vazbami. Po sepsani pohybovych
rovnic se provede feSeni modelu v programu Matlab a Simulink, jako proménna vstupni
veli¢ina je povazovana Yo, ktera reprezentuje virtualni povrch vozovky. Tato prace se
nezaobird tvorbou stavového modelu, jakozto matematického popisu dynamické
soustavy za pomoci matic.

Simulovany model se bude popisovat nasledujicimi symboly:

Yo — virtualni povrch vozovky [m]

Y1 — vychylka polohy neodpruZené ¢asti modelu [m]

V1 — rychlost neodpruzené ¢asti modelu [ms™1]

V1 — zrychleni neodpruzené ¢asti modelu [ms™2]

y2 — vychylka polohy odpruZzené ¢asti modelu [m]

Vs — rychlost odpruzené ¢asti modelu [ms™1]

Vs — zrychleni odpruzené ¢asti modelu [ms™2]

mi — hmotnost kola, pneumatiky a neodpruzené ¢asti  [kg]

m2 — hmotnost odpruZené ¢asti étvrtinového modelu  [kg]

b1 — tlumeni pneumatiky [Nsm™1]

b2 — tlumeni odpruzené &asti [Nsm™1]

k1 — tuhost pneumatiky [Nm™1]

ko — tuhost odpruzené &asti [Nm™1]
mz2

=
<
[ ]

ka2 Lrlbz

[

kid |l /b1 Tyﬂ

SIS S S S

Obr.9. Soustava se dvéma stupni volnosti
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Na obr.9. je znazornén Ctvrtinovy model soustavy se dvéma stupni volnosti
(2DOF), pro ktery budou sestaveny rovnice. V automobilovém pramyslu se pii
zjiStovani vertikalni odezvy ctvrtinového modelu pouziva jesté systém aktivniho
tlumeni, jez by byl umistén na obr.9. mezi télesa s hmotnostmi my a mo.

7.2 Lagrangeovy rovnice

V reSerSni Casti této bakalaiské prace, v kapitole 3. jsou odvozeny Lagrangeovy
rovnice, je tedy patrné, Ze pro modelovani se musi stanovit funkéni hodnoty energie
kinetické Ex, potencialni Ep a disipativni Eq pro danou soustavu modelu auta. V modelu
na obr.9. nevystupuje zadna budici sila, ani prace.

Kineticka energie soustavy:

1,1
Ex = smyi + smyy3 7.1
2 2
Potencialni energie soustavy:
By = 2k = 90)* + 5ka(ys = 31)° 7.2
p= 5k V1= Yo 5 2 YV2—M1 L
Disipativni energie soustavy:
L ..
Eq = §b1(3’1 —¥0)* + Ebz()& —y1)? 7.3.

Rovnice se derivuji dle zobecnénych soufadnic y1 a y2. Po vyjadieni nejvyssi derivace
nabyvaji nasledujiciho tvaru diferencialnich pohybovych rovnic dle Lagrangeova
formalismu (po dosazeni do rovnice 3.12.):

1
V1= m_1 [b1 (Yo — 1) + ba(¥2 —¥1) + k1 (Vo —y1) + k2 (¥2 — y1) | 7.4.
. 1 ) )
Y2 = o [b,(y1 — ¥2) + k(1 — ¥2)] 7.5.

2

7.3 Hamiltonovy rovnice

Nasledujici rovnice byly odvozeny na zakladé znalosti Hamiltonovych kanonickych
rovnic  z kapitoly 4.1. Energie soustavy, tedy energie kinetickd Ex,
potencidlni Ep a disipativni Eq se nebudou znovu odvozovat, jsou stejné jako
Vv pfedchozim Lagrangeové formalismu, stéle se popisuje tentyz model.
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Pro zacatek teSeni se stanovi Hamiltonova funkce H, ktera je souctem kinetické
a potencialni energie:

H= E.+ E, 7.6.

Rovnice 7.6. se mize pouzit k urCeni pohybovych rovnic systému se dvéma stupni
volnosti. Rovnice nabyva nasledujici podobu:

1

11 1
H = §m1Y12 + EmzyZz + Ekl(yl —¥o)* + Ekz(YZ —¥y1)? 7.1.

Disipativni funkce, tedy energie tlumeni se da nahradit zobecnénou silou
S linedrni zavislosti. Znaménko minus je tady z toho divodu, Ze sila, kterd plisobi na
tlumeni tlumice je orientovana vzdy proti pohybu télesa. Pro prvni z tlumica dle téchto
vztahu plati:

d0E, ) ) . .
Fy, = v = b1(¥o —y1) + by (2 — y1) 7.8.
Y1
A pro druhy tlumic:
b2 = 3y, 21— Y2 =

kde Fp1 je sila od prvniho tlumice a Fp? je sila od druhého tlumice.

Nyni jsou vSechny jednotlivé rovnice pfipraveny k dosazeni do Hamiltonovy
kanonické rovnice rozsitené o disipativni energii:

. oH
Prx = _a_qk+ Fbk 710

kde Fu jsou jednotlivé zobecnéné sily k-tych tlumica bx.

Pro prvni derivace hybnosti neodpruZené ¢asti modelu plati rovnice:

H .
+(Fb1+Fb2) = m1y1 711

P o

Po dosazeni rovnice 7.7., 7.8. a 7.9. do rovnice 7.11., se dostane nasledujici:

P1 =My = —kiy1 + k1Yo + kay2 — kay1 — biys + biyo + bay, — bays 7.12.
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Nyni se vyjadii nejvyssi derivace, zbytek se pfevede na pravou stranu a vytknou
se konstanty pted zavorky:

1
V1= m_1 [k1 (Yo — y1) + k2(y2 —y1) + b1 (Yo — Y1) + b (Y2 — ¥1)] 7.13.

Z rovnice 7.13., ktera udava zrychleni neodpruzené casti modelu y; vyplyva stejna
funk¢ni zavislost jako pfi FeSeni v Lagrangeové formalismu. Rovnice 7.13. je tedy
shodné s rovnici 7.4.

Stejnym zplisobem Se provede také vypocet pro zbyvajici prvni derivace hybnosti, dle
nasledujici rovnice:

. oH N
P2 = —g -+ Frz = M2y 7.14.

kam se dosadi funk¢ni zavislosti 7.7. a 7.9. Rovnice se dostane do tvaru:

P2 = myy, = —kyy, + k¥ — byy, + byy, 7.15.

A na zavér této upravy se pouze vyjadii nejvyssi derivace a pro piehlednost se vytknou
konstanty tlumeni a tuhosti:

1
Vo = m_z [ko(y1 — ¥2) + b (1 — 2] 7.16.

Takto odvozena rovnice 7.16. je totozna srovnici 7.5. Z vysledkd plyne, Ze
pohybové rovnice soustavy, tentokrat se dvéma stupni volnosti jsou nezavislé na
metod¢ odvozeni. Shoda mezi rovnicemi vzniklymi z Lagrangeova a Hamiltonova
pristupu byla jasn€ prokazana.

7.4  Volba parametri

Hodnoty hmotnosti m1 a mz jsou dané tak, Ze se modeluje vz s vdhou M = 2 tuny, ktera
odpovida primémné celkové hmotnosti standardné naloZeného vozu velikosti Skody
Octavia. Model je ¢tvrtinovy, ktery se v této praci fesi jako idealni, predpoklada se tedy
rovnomérné rozloZeni hmotnosti vozu na vSechna ¢tyfi kola. Hmotnost my byla dana
jako soucet vahy 17" kola, pneumatiky a vahy tlumice s pruzinou, jako mi = 35 Kkg.
Hmotnost mz byla nasledné dopocitana jako: (M / 4 —m; ) = 465Kkg.

Postup navrhu zbylych hodnot byl nasledovny: prvné¢ se v modelu (obr.9.)
polozily hodnoty tuhosti pruziny k2 a tlumeni tlumice b2 rovny nule. Takto se zjistovala
odezva pouze neodpruzené Casti modelu, tedy osy kola. Zvolené varianty pro hodnoty
tuhosti a tlumeni pneumatiky jsou piehledné sepsany v tab.2.
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Varianta 1 ki =4 200 Nm*
by = 15 Nsm™?
Varianta 2 ki =1000 Nm*
b1 = 100 Nsm'?
Varianta 3 ki = 25000 Nm*
b1 = 80 Nsm*

Tab.2. Varianty pro model pneumatiky

Takto zvolené hodnoty jednotlivych variant byly pouZzity pro simulaci jizdy prijezdu
vymolem. Nasledujici graf porovnava vSechny tfi varianty konstant mezi sebou.

Prijezd vymolem =
0
-0.02
-0.04
-0.06
-0.08
0.1
|_|_ Prijezd vymolem
Varianta 1, Varianta 2, Varianta 3
0.1
0.05
1]
" N\ D
0.1 W
-0.15 Warianta 1 []
U V V V Varianta 2
0.2 Varianta 3 [|
I
0 2 4 (] ] 10 12 14 16 18 20

Obr.10. Graf zavislosti vychylky osy kola v zavislosti na volbé vstupnich
parametri Z tab.2. pri priijezdu vymolem

Na zaklad¢ zvolenych hodnot ztab.2. vznikl graf (obr.10.) ktery znazornuje
zavislosti vychylky osy kola vozu, ktery projizdi vymolem (schéma vymolu na obr.15.).
Pro hodnoty tuhosti a tlumeni pneumatiky byl vybran zeleny signal (Varianta 1),
ktery ma ve srovnani s ¢ervenym signalem (Varianta 3) mensi amplitudu. Ve srovnani
s modrym signdlem (Varianta 2) dokaze rychleji sledovat vychylku vozovky.
Nejpodstatngjsi ale je, ze se u zeleného signalu jedna o tlumené kmitani. Proto byla
pro nasledné potfeby modelovani vybrana prvni varianta hodnot z tab.2. Tato varianta
byla zvolena rovnéz proto, aby se vychylka osy kola co nejvice blizila samotné
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vychylce simulovaného povrchu vozovky. Tim se v simulaci chovani modelu zaruci,
7e pneumatika bude co nejvice v kontaktu s vozovkou a nebude odskakovat.

Posléze se obdobnym zpisobem (variantou nékolika vstupnich dvojic pro
hodnoty k. a bz, kde hodnoty tuhosti a tlumeni pneumatiky ki a b byly jiz jasné dané)
volily hodnoty tuhosti pruziny k> a tlumeni tlumice b s dirazem na co nejefektivnéjsi
odtlumeni nerovnosti vozovky pro karoserii vozidla. Volba téchto hodnot je pro
vysledné chvéni karoserie naprosto podstatnd. Tato prace se nezaobird vypoctem
idedlnich hodnot, nybrz jejich pouhou volbou. Toto ma za nasledek nedokonalé
odpruzeni skute¢ného vozu, ovSem pro potieby modelovani a grafického znazornéni
vysledku je takovyto postup naprosto dostacujici.

Pro konkrétni vypocty simulovaného modelu Vv této praci byly zvoleny nésledujici
hodnoty neznamych:

m1 = 35 kg m2 = 465 kg
b1 =15 Nsm? b, = 950 mNsm™
ki = 4200 Nm™! k> = 150 Nm™?

Na nasledujicim obr.11.a) je ukazka scriptu pro feSeni rovnic a na obr.11.b) je
snimek okna workspace z prostiedi Matlab, ve kterém jsou abecedné sefazeny hodnoty
zvolenych konstant uloZzenych v paméti softwaru pro nésledné feseni diferencialnich
rovnic 7.4. a 7.5. v programu Simulink.

; - zi:ar all Workspace
3 - close all Name Value
4
5 fhmotnosti | b1 15
6 — ml = 35; b2 0.9500
= m2 = 465; kT 4200
8 ineodpruzena &ast | k2 150
9 — bl = 15; i m1 35
10 - k1 = 4200; | m2 465
11 fodpruzend East
1= b2 = 0.95;
13 — k2 = 150;

a) b)

Obr.11. a) script a b) workspace v Matlabu
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7.5 Simulink model

VSTUPHMI SIGMAL

Obr.12. Schéma reseni pohybovych rovnic 7.4. a 7.5. v prostredi Simulink

V obr.12. je pouzit subsystém, ktery se bude meénit v zavislosti na volbé vstupniho
signalu, vysledny signal ze subsystému bude vzdy charakterizovan zménou vysky
virtualni polohy a jeji rychlosti. Bylo zde také pouzito schématické znaceni pro polohu,
rychlost a zrychleni k-tého prvku schématu:

Yk = Yk
Yk = Vk 7.17.
Yk = ag
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7.6 Odezvy na vstupni signaly

Pro vertikalné kmitajici soustavu je podstatné znat odezvu jednotlivych ¢asti (odpruzené
a neodpruzené) soustavy na dany vstupni signal. V tomto ptipad¢ na vstupni vychylku
povrchu vozovky. Odezva se bude pozorovat na tfech rozdilnych vstupnich
zavislostech. Na nahodném (stochastickém) signalu (obr.14.), dale na prijezdu
vymolem (0br.16.) a nakonec na piejezdu pies zpomalovaci retardér (obr.18.).

a) Stochasticky signal

Zvrasnéni vozovky

Random number
Obr.13. Subsystém modelu pro stochasticky signal

Na obr.13. je zobrazen nahodny signal, ktery reprezentuje realné zvrasnéni vozovky pro
potieby simulace. Tento signal vznika v bloku Random number, ktery je nastaveny tak,
ze se vysledna hodnota signdlu méni vzdy po 2,5 sekundéch, kde vysledny signal
nabyva hodnot (—3,5) cm.

0.15]

|

0.05|

\wﬁa | U

. Zvrasnéni vozovky
= yychylka polohy neodpruzené casti modelu
= yychylka polohy odpruzené éasti modelu
T T
0.1 I |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.14. Graf zavislosti polohy [m] karoserie a neodpruzené casti modelu V zavislosti na
stochastickém vstupnim signdlu [m]

—
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——
S
—
T

Na obr.14. jsou vysledky analyzy kmitani zvolené mechanické soustavy se dvéma
stupni volnosti v zavislosti na jizdé po zvrasnéné vozovce. Odezva neodpruzené casti
modelu se sklada ze silné kmitajiciho signalu (v obr.14. modrou barvou), ktery
reprezentuje vibrace osy kola, na které je pfendSena kazda nerovnost vozovky. Naopak
odpruzend karoserie vozu ma daleko plynulejsi vychylky (Cervena barva) bez néhlych
zmén polohy, coz v praxi znamend vyssi pohodlnost pro cestujici.
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b) Prijezd vymolem

01 —p-

Pfejezd vymolem

——

———t

FR——
+

+ + +

(L [RET—

Pulse Generator Add

Obr.15. Subsystém modelu pro prijezd vymolem

Na obr.15. je zobrazen subsystém pro vznik signalu reprezentujiciho prijezd
vymolem o hloubce 0,1 m. Blok Pulse Generator vytvoti skokovy signal v paté sekundé
simulace z hodnoty 0,1 m na hodnotu 0 m a po 11 sekundach se signal vrati do své
puvodni hodnoty. Pomoci konstanty je zvolena referen¢ni hodnota poc¢atecni a koncové
vychylky vozovky do hladiny nula. Diky tomu se bude na obr.16. sledovat zavislost
polohy karoserie a neodpruzené ¢asti vozu bez jakéhokoli ptedchoziho ruseni.

| ' Il
T Mm,\m oL

1 IULANASASSS

0.2 1 1 [ 1 L Prejezd vymolem =
vychylka polohy neodpruzené Easti modelu

=== yychylka polohy odpruZené &asti modelu
| | | | | | | I I
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.16. Graf zavislosti polohy [m] karoserie a neodpruzené casti modelu V zavislosti na
V zavislosti na prijezdu vymolem [m]

Na obr.16. je patrna nahla zména polohy vozovky, konkrétné je simulovany
vjezd, prijezd a nasledné vyjeti z vymolu na ideédlni (dokonale rovnou) vozovku. Diky
vysoké hodnot¢ tuhosti pneumatiky ve srovnani s tuhosti pruziny karoserie pneumatika
1épe sleduje povrh vozovky, coz je chténé z hlediska bezpecnosti jizdy vozu. Odpruzena
¢ast modelu (v obr.16. cervenou barvou) pomaleji sleduje vychylku vozovky diky
nizkému tlumeni a hodnoté tuhosti. Pravé takové nastaveni ma pozitivni vliv na
pohodlnou a bezpecnou jizdu automobilem. Na vychylce osy kola (modra barva
signalu) je patrné, jak naro¢ny prijezd takovym vymolem, vzhledem k celkovému
namahani a inavé jednotlivych komponenti, zejména osy kola, je.
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c) Prejezd pres retardér

/\/4» u| F——»+

Abs

Sine waves Add

Retardér

Obr.17. Subsystém modelu pro prejezd pres retardér

Na obr.17. je schéma subsystému pro signal reprezentujici vychylku ptejezdu pies
retardér. Pro vznik takového signalu byly pouzity dvé shodné sinusovky o periodé
T =5 s a amplitudé 0,075 m. Vysledny signal, ktery ma tvar valcové Usece je dan
souctem klasické sinusové funkce a hodnoty sinusu v absolutni hodnoté. Tim se doséhlo
jedné kladné pualviny o amplitudé 0,15 m, kterd pifedstavuje jednoduchy virtudlni
retardér o maximalni vysce 15 cm.

[ | [ [ | I

= yychylka polohy necdpruzené Easti modelu [~
vychylka polohy cdpruzené Easti modelu

016

Obr.18. Graf zavislosti polohy [m] karoserie a neodpruzené casti modelu v zavislosti na
prejezdu pres retardér [m]

U obr.18. se odezva polohy karoserie (Cervena barva) projevi az po samotném
prijezdu pres retardér. Z toho vyplyva, ze odezva karoserie na vstupni signdl, v tomto
pfipadé na vychylku zpisobenou piejezdem ptes zpomalovaci zafizeni je hodné zavisla
na hodnoté tlumeni mezi osou kola a samotnou karoserii. Zaroven je rovnéz vidét, ze
simulovany model odtlumi maximalni vychylku, kterd ¢ini 15 cm takovym zplisobem,
ze se samotny viiz vychyli pouze o 13 cm. Poté dojde k naslednému utlumeni vibraci.
Z odezvy neodpruzené Casti (modra barva) se opét potvrzuje fakt, ze pneumatika ma
schopnost sledovat vozovku bez velkych odskoki (ovSem s velkou frekvenci
jednotlivych kmitit).
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8 Srovnani zkoumanych metod

Lagrangeova a Hamiltonovskd mechanika jsou dilezit¢é pojmy, které spadaji pod
klasickou mechaniku. Lagrangeovu mechaniku vytvofil italsky matematik Joseph Louis
Lagrange v roce 1788, zatimco Hamiltonovskou mechaniku vytvotil William Rowan
Hamilton v roce 1833 [13]. V kontextu klasické mechaniky je vhodné napsat, Ze jsou
Lagrangeovy a Hamiltonovské formulace ekvivalentni Newtonovské mechanice.

Lagrangeova mechanika je ve srovnani s Newtonovskou mechaikou
matematicky propracovanéjsi a systematiCtéj$i koncept. Pro aplikaci Lagrangeovy
mechaniky nebyly zavedeny zadné fyzikalni koncepty. KdyZz Newtonova formulace
klasické mechaniky neni vhodna, Lagrangeova mechanika je velmi uzite¢na pfti feseni
mechanickych problémi.

V konceptu Lagrangeovské mechaniky je trajektorie fyzikalniho systému
obsahujiciho Castice odvozena feSenim Lagrangeovych rovnic v jedné ze dvou forem,
bud’to jako Lagrangeovy rovnice prvniho druhu, nebo Lagrangeovy rovnice druhého
druhu. V kazdém z téchto dvou typd je matematickd funkce L pojmenovand jako
lagrangian, oznacovana jako funkce zobecnénych (generalizovanych) soutadnic, jejich
casovych derivaci a Casu.

Lagrangidn je nastroj k popisu pohybu (velmi uzite¢ny nastroj ve vsech
oblastech fyziky), na druhé strané, ve skuteCnosti neptedstavuje nic fyzicky
smysluplného, protoze je to rozdil dvou energii. Dale neexistuje nic takového jako
zachovani lagrangidnii, takze obecné se nejednd o konzervativni veli¢inu. To déva
Hamiltonianovi v mnoha vécech jasné navrch.

Hamiltonovska mechanika je matematicky rovnéz velmi propracovana
formulace klasické mechaniky. Tento koncept prispél k formulaci statistické mechaniky
a kvantové mechaniky. Sir Hamilton jej vyvinul s tim, ze vychazel z Lagrangeovy
mechaniky.

V Hamiltonovské mechanice existuje matematicka funkce H pojmenovana jako
hamiltonian, je to funkce zobecnénych soufadnic, jejich hybnosti a ¢asu. Hamiltonovska
mechanika je pievladajici pfistup pouzivany ve statistické mechanice. Mimo jiné proto,
ze hamiltonian piedstavuje celkovou energii a kviili zakonu zachovani energie systému,
je veli¢inou konzervativni. Tim, ze Hamiltonovsky pfistup vSak pfedpoklada, ze je
systém konzervativni, jej to znevyhodiuje s ohledem na Lagrangetv piistup.

Na zavér, hamiltonidn je zakladni soucésti kvantové mechaniky, protoze jej lze
pouzit k vypoctu celkové energie. Dale ma Hamiltonovskd mechanika jasnou vyhodu
oproti Lagrangeovi v feseni hlubsich a filozofickych otazek ve fyzice. Lagrangian se
naopak pouziva spise v nééem, jako je klasicka teorie pole a kvantova teorie pole [13].

Kazdopadné plati pravidlo, Ze v klasické mechanice lze Lagrangeovu
a Hamiltonovskou mechaniku pouzit na stejné véci a pifi vybéru vétSinou jde jen
o vlastni preference. Oba pftistupy poskytnou stejné pohybové rovnice a oba mohou byt
pouzity k odvozeni stejnych fyzikéalnich zakont a je s nimi mozno popsat stejné jevy. Je
potieba zdiraznit, Ze v klasické mechanice nejsou rozdily mezi hamiltoniany
a lagrangiany vyrazné.

Kli¢ovy rozdil mezi Lagrangeovou a Hamiltonovskou mechanikou je v tom, ze
Lagrangeova mechanika popisuje rozdil mezi kinetickou a potencialni energii, zatimco
hamiltonovska mechanika popisuje soucet kinetickych a potencialnich energii.

Pro systém s n nezavislymi zobecnénymi soufadnicemi Hamiltonovsky pfistup
urcuje diferencialni rovnice 2n prvniho fadu. Na rozdil od Lagrangeovy mechaniky ma
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hamiltonian dvakrat tolik nezavislych proménnych nez lagrangian, coz je ovsem velka
vyhoda, nikoli nevyhoda, protoze rozSifuje oblast moznych transformaci, které lze
pouzit ke zjednoduseni feSeni. Zaroven numerické feseni diferencialnich rovnic prvniho
fadu je nesporn¢ jednodussi, oproti feSeni diferencialnich rovnic druhého tadu
u Lagrangeho mechaniky. A toto je jedna z velkych vyhod Hamiltonovské mechaniky.

Lagrangeova mechanika je obvykle zastoupena v néfem, co se nazyva
konfiguracni prostor, zatimco hamiltonianska mechanika je zastoupena ve fazovém
prostoru (viz obr.1.). Je to dalsi z podstatnych rozdil, oba pfistupy se od sebe lisi
zpisobem, jakym jsou zastoupeny. Tim je mysleno, ze ve fyzice je typické
reprezentovat fyzikalni systémy v rGznych prostorech, které jsou uziteCné pro
vizualizaci stavil systémut a také pro popis povahy fungovani konkrétniho systému.
Fazovy prostor je obecné uziteCny pro popis pohybu systému, na rozdil od
konfigura¢niho prostoru, ktery poskytuje pouze informace o moznych polohach riznych
komponent systému. Rozdil mezi témito dvéma prostory je ten, ze konfiguracni prostor
je reprezentaci v§ech moznych prostorovych poloh systému [13].

I kdyZ se na prvni pohled muze zdat, ze mezi témito dvéma formulacemi
mechaniky je mnoho rozdili, ve skutecnosti jde jen o rizné pohledy na popis stejnych
jevi. Obé tyto formulace vSak maji své vlastni vyhody.

Nize je pro piehlednost uvedena tabulka podstatnych rozdili mezi Lagrangeovou
a Hamiltonovou mechanikou.

Lagrangeova mechanika Hamiltonova mechanika
Joseph Louis Lagrange, 1788 William Rowan Hamilton, 1833
Diferencialni rovnice druhého fadu Dv¢ diferencialni rovnice prvniho fadu
Rozdil kinetické a potencidlni energie Soucet kinetické a potencialni energie
Pohyb je popsan polohou a rychlosti Pohyb je popsan polohou a hybnosti
Konfiguracni prostor Fazovy prostor
Lagrangian neni konzervativni veli¢ina Hamiltonian je konzervativni veli¢ina

Tab 3. Podstatné rozdily mezi Lagrangeovou a Hamiltonovskou mechanikou
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ZAVER

Ukolem této bakalaiské prace bylo provést reSersi zakladnich principti klasické
mechaniky za pomoci Lagrangeho a Hamiltonova formalismu, tedy tak, aby feSeni
pohybovych rovnic nebylo zalozeno jen na Newtonovych zakonech. Byl
zminén teorém Neotherové, Poincarého grupa symetrii a Poissonovy zavorky. Prace
si nekladla za cil stat se podrobnym popisem klasické mechaniky, nybrz byt stru¢nou
vstupni branou do tématu.

Ve treti kapitole je odvozen Lagrangeho formalismus, na ktery plynule navazuje
dalsi kapitola, ktera se zabyva ptistupem Hamiltonovym. Na zaklad¢ uvodni reserse se
tesily dva priklady. Prvnim piikladem bylo téleso s jednim stupném volnosti. Vytvoril
se model mechanického oscilatoru a po sestaveni pohybovych rovnic dle obou
formalismt zvlast, se sledovala zavislost rychlosti a zrychleni vzhledem k velikosti
budici sily oscilatoru.
rovnice Ctvrtinového modelu vozidla, volily se vhodné velikosti tlumeni a tuhosti
pneumatiky a rovnéz hodnoty odpruzeni samotného vozu. Na zaklad¢ vzniklého modelu
Vv prostifedi Matlab / Simulink se sledovalo odpruzeni karosérie vozu s ohledem na jizdu
vozu po silnici, prijjezd vymolem a piejezd ptes zpomalovaci retardér.

Pro oba pfiklady byly odvozeny jak Lagrangeovy rovnice II. fadu, tak
Hamiltonovy kanonické rovnice. Po vyjadieni maji pohybové rovnice shodny tvar,
jsou tedy nezavislé na zvoleném formalismu, pouze postup jejich ziskani je odlisny.

V klasické mechanice se pouziva Lagrangeho formalismus Kk odvozeni
pohybovych rovnic soustavy, které ve vysledku maji n diferencidlnich rovnic druhého
fadu (kde n je pocet stupiiti volnosti dané soustavy). Zatimco Hamiltoniv formalismus
ma 2n diferencialnich rovnic, ov§em prvniho fadu. Z matematického hlediska je
tedy snadnéj$i pocitat rovnice dle Hamiltonova formalismu, ktery zjednodusuje
numerickou 1 analytickou préci s pohybovymi rovnicemi.

Dalsi rozdil mezi témito ptistupy je, Ze Lagrangeho formalismus je definovan jako
rozdil kinetické a potencidlni energie, zatimco Hamiltonlv jako jejich suma. Diky
souctu energii je hamiltonidn konzervativni veli¢inou, coz lagrangidn rozhodné neni.
Ten zaroven nereprezentuje nic fyzikalné uchopitelného. A v uvodni Kkapitole, je
uvedena rozdilnost ve zobrazovacim prostoru, kdy Lagrange vyuziva konfiguraéni
prostor, zatimco Hamilton prostor fazovy.

Podstatné ale je, ze odvozené pohybové rovnice Vv klasické mechanice dle obou
formalisma budou ve vysledku vzdy shodné, nebot’ popisuji stejnou trajektorii pohybu
télesa. Tato skutecnost byla jasné prokazana i v obou demonstra¢nich piikladech v mé
bakalaiské praci.
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