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ABSTRAKT

Tato prace se v uvodni teoretické Casti zabyva reSer§i Hamiltonovské mechaniky ve
srovnani s Lagrangeovskym pfistupem. Na zakladé téchto metod jsou odvozeny
pohybové rovnice ¢tvrtinového modelu automobilu. Ty jsou nasledné pouzity pro ucely
simulace a analyzy vibraci karosérie jedouciho vozu v zavislosti na nerovnostech
vozovky.

Klicova slova

Lagrangeovy rovnice, Hamiltonovska mechanika, ctvrtinovy model automobilu,
Matlab / Simulink.

ABSTRACT

The thesis is mainly focused on the comparison between Hamiltonian and Lagrangian
formulations of classical mechanics. This research was used in order to derive equations
of motion of a quarter car model and use them to simulate and analyze car body
vibrations based on road irregularities.
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Lagrange's equations, Hamiltonian's mechanics, quarter car model, Matlab / Simulink.
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UvVOD

Tato prace se v uvodni Casti zabyva reSerSi klasické mechaniky. Jsou vysvétleny
zakladni pojmy, které jsou podstatné pro celou bakalaiskou praci. Mezi ty nejdulezitéjsi
patii zobecnéné soufadnice, mnozina tendence, princip nejmensi akce a Lagrangeva
funkce. Nasledné jsou odvozeny pohybové rovnice dle Lagrangeho a Hamiltonova
formalismu.

V této praci je také zminka o teorému Emmy Neotherové. A zatimco Lagrangeho
funkce L zavisi na Case, poloze a rychlosti, tak Hamiltonova funkce H zavisi misto na
rychlosti na hybnosti soustavy. V jednotlivych kapitolach je popsan obecny postup
sestaveni pohybovych rovnic pro oba formalismy.

V druhé poloving€, v praktické casti prace, je feSen piiklad mechanického
oscilatoru, tedy kmitani télesa zavéSen¢ho na pruzin€ a tlumici, ktery je buzen vné&jsi
silou, jejiz velikost se méni v Case deterministicky. Soustava je popsana rovnicemi dle
obou vysSe zminénych formalismii a vysledna pohybova rovnice je simulovana
v programu Matlab / Simulink.

Dale je pak feSen priklad ctvrtinového modelu vozidla, ktery je charakterizovan
pomoci dvou hmotnych téles - karoserie vozu a samotného kola s pneumatikou.
Z divodu potieby nahrazeni realné soustavy pomoci modelu, jsou pro model voleny
hodnoty neznamych parametrti jak pro tlumeni tlumici, tak pro tuhosti pruzin. Rovnice
soustavy jsou nazormné odvozeny dle obou formalismi a feSeny v softwaru. Oproti
predeslému modelu se sleduje vychylka karoserie vozu v zavislosti na vychylce zmény
vozovky.

V této praci jsou sledovany tii rizné priklady zmény vysky vozovky, tyto pripady
maji za cil simulovat jizdu automobilu po zvrasnéné cesté, dale vjezd a vyjezd auta
z vytluku na silnici a jako posledni simulace je proveden piejezd pies zpomalovaci
retardér. Na zakladé téchto tii simulaci je sledovana vychylka odpruzené a neodpruzené
Casti vozidla v zavislosti na vertikalni vychylce vozovky.

Podstatnou casti mé bakalarské prace je kapitola osma, ve které jsou srozumitelné
porovnany vyhody a nevyhody formalismua dle Lagrange a Hamiltona.

12



UMTMB Ondrej Sikora
FSIVUT v Brné

1 Zaklady klasické mechaniky

V tvodni kapitole jsou formulovany zakladni principy klasické mechaniky, kinematiky
a dynamiky téles. Diky nim je mozné postoupit dale a nadefinovat Newtonav,
Lagrangetv a Hamiltoniv formalismus klasické mechaniky. Teoretickd mechanika se
zabyva formulaci zakladnich mechanickych zakont v kfivocarych soutadnicich [4].

1.1 Hmotny bod

Pro zjednoduseni pohybu realného télesa, nebo soustavy téles v prostoru, je zaveden
fyzikalni model hmotny bod. U takového modelu télesa jsou zanedbany jeho rozméry
provedena pouze v piipad€, ze neni podstatna deformace ani otaCeni télesa v prostoru.
Kftivka, kterou opisuje hmotny bod pfi pohybu télesa se nazyva trajektorie a je uréena
pruvodi¢em (polohovym vektorem). Délka trajektorie je draha [ Trajektorie hmotnych
bodi muze byt realna, nebo virtualni [1].

1.2 Mechanicka soustava

Soustava, ktera je popsana jednotlivymi velikostmi, hmotnostmi, rychlostmi
a zrychlenimi jejich boda. Pohyby mohou byt omezeny, podminky, které pohyb téles
soustavy ovliviiyji, nebo omezuji, se nazyvaji vazby [1]. Vazebni podminku
v kartézském souradnicovém systému lze definovat ve tvaru:

¢ =(XY2%Y,21t) 1.1.

kde ¢ je funkce, x, y, z jsou polohy soutadnic, x, y, Z rychlosti soufadnic a ¢ je Cas.
1.3 Sumacni konvekce

Einsteinova sumacni konvekce slouzi k usnadnéni zapist sumacnich vzorct a rovnic.
Je uzite¢na hlavné v pripadech, kde se hojné vyskytuji soutfadnice. Jsou-li tedy ve
vyrazu dva stejné, libovolné indexy, automaticky se pres né bude scitat [5]. A to dle
nasledujiciho predpisu:

N
Z agb, = a;by + azb, + ...+ a,b, = aiby 1.2.
k=1

kde a, b jsou konstanty; k a n jsou jednotlivé Cleny v poradi.

1.4 Zobecnéné souradnice

Zobecnéné souradnice poloh a rychlosti v zavislosti na ¢ase jsou potiebné k definovani
stavu systému. Jako zobecnéné souradnice jsou nazyvany takové, které jsou nezavislé
na hlavnim soufadnicovém systému. Soufadnice, kterymi se mechanicky systém
popisuje, jsou nazyvany konfigurace (qy,qy, ..., qn). Pro né se urCuje také mnozina
tendence (tedy mnozina jednotlivych rychlosti) jako Casova derivace zobecnénych
soutadnic (g4, g2, ---, qn) [2].

13
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Na obr.l.a) je znaroznén konfiguracni prostor ve kterém jsou vykreslené
hodnoty zobecnénych soutradnic. Na obr.1.b) je znazornéna fazova trajektorie bodu
zavisla na zobecnéné poloze a zobecnéné rychlosti v daném sméru jedné osy [4].

Trajektorie polohy hmotného bodu Féazova trajektorie ve sméru jedné
ve 2D prostoru soufadnice
EWY C.11 A
az 41
a) b)

Obr.1. a) polohova a b) fdzovd trajektorie

1.5 Lagrangeovy rovnice prvniho radu

Lagrangeovy rovnice prvniho druhu jsou pohybové rovnice bodu, které umi popsat
casovy vyvoj soustavy. Zabyvaji se systémy, ve kterych existuji vazby, ty po uvolnéni
vytvori dodatecné sily, které nemohou byt zanedbany [3].

@ (X1, X9, e, X, t) = 0 1.3.
kde ¢ je zavislost na jednotlivych polohéach x a Case 7.

1.6 Integralni a diferencialni principy mechaniky

Variacni pocet se snazi optimalizovat trajektorii pohybu tak, aby nasel tu nejvyhodnéjsi.
Zavede se rychlostni pole, které definuje, jakou rychlosti je sledovany objekt schopny
se pohybovat v jednotlivych smérech daného soutadnicového systému. Rychlostni pole
je funkci polohy a &asu v soufadnicovém prostoru. Ulohou variatniho poétu je nalézt
v systému nejvyhodnéjsi moznou trajektorii z hlediska Casu, hleda se tedy y(¢). Soustava
hmotnych bodu, ktera vznikne z ptivodni soustavy tak, Ze se kazdy zbodi posune,
je nazyvana soustavou variovanou. Variace je obecné jakakoli zména veli¢iny, kterou
lze povazovat za malou. Variace 0 znamena néktery z moznych pfirastka [1].
V diferencialnim poctu se hledaji minima a maxima funkce, jako extrém vyjdou body
v soufadnicovém systému, na rozdil od variacniho principu, kde jako extrém vyjde
hledana funkce.

Necht existuje rychlostni pole takové, které je v Casovém prub€hu neménné, ale
je zavislé na vzdalenosti od pocatku soufadnicového systému. Ukolem je dostat se
z pocatku systému na druhou stranu. Dulezité je, aby se bod dostal skrze rychlostni
pole za co nejmensi Cas, tedy co nejrychleji [5]. A pravé takova trajektorie nemusi
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byt z hlediska vzdalenosti nutné ta nejkratsi [10]. Celkovy cas pohybu bodu po
trajektorii odvodime z rovnice:

dr

v(x y) = dt 1.4.

Z této rovnice se vyjadii Casovy prubéh:
dt = & L5
~ v(xy) o

kde v(x,y) je pole rychlosti, r je vektor polohy a # je Cas.

Pro vyjadreni ¢asového prubéhu je potieba rovnici 1.5. integrovat, bod A je pocatecni
bod trajektorie a bod B je koncovy bod hledané trajektorie:

v(x, ) v(x,y) L.6.

kde T je trajektorii bodu.

Vzhledem k tomu, ze se integruje pres dx, pro body A a B se berou jejich x-ové hodnoty
soufadnic xA a xB. Vysledny Casovy prubéh mezi body ma tvar:

T = f"”dy 17,

v(x,y)

Ukolem této variaéni ulohy je najit zavislost y(x) tak, aby trajektorie T byla z hlediska
Casu optimalni, hledan je takovy Casovy extrém, aby byl vysledny ¢as co nejmensi.

xB

T(xy,x5) = f Flx,y(x),dy(x)]dx 1.8.

XA

Funkce, které nejsou zavislé pouze na jednotlivych proménnych, ale na dalSich
funkcich, se nazyvaji funkcionaly. Takovy zapis pfitfadi slozité funkci realnou hodnotu.
Viz rovnice 1.8., kde je za integralem funkce, ktera je zéavisla na proménné y(x)
a zaroven 1 na jeji derivaci dy(x).

Klasickym pfiikladem, kde se pouziva rovnice 1.7. je hledani idealni
brachystochrony. To je kifivka, kterd ma za tkol dostat téleso zbodu A do bodu
B co nejrychleji. Vyjadiuje tedy idealni rovnici tvaru naklonéné roviny z hlediska
Casu [5].
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1.7 Hamiltonuv princip nejmensi akce

Vlivem pusobeni sil v Case za soucasného respektovani vazebné podminky dojde
k posunuti bodu po jeho skutecné trajektorii ». Virtualni posunuti dq(z) je kazdé takové
infinitezimalni posunuti, které se mize v soustavé uskuteCnit vzhledem k okrajovym
podminkam vazeb [4].

tp

q (t)reélné

q (t)virtuélm'

Obr.2. Definice virtudlniho posunuti
Z obr.2. je patrné, ze:

6q(t) = Q(t)virtuélni - Q(t)reélné 1.9.

Virtualni trajektorie se neuskuteCnila, nebyla z néjakého divodu pro soustavu
vyhodna. Téchto trajektorii mulze byt nekonecné mnoho a kazda znich je
infinitezimalni. Pfi volbé 6q(t) se zjistuje velikost virtualniho posunuti vzdy pro stejny
cas vzhledem k realnému posuvu. Takovému posunuti se fika izochronni variace [1].
Takova variace mé dvé zakladni vlastnosti:

a) Virtudlni 1 redlné posunuti vzdy musi vychazet ze stejného bodu A a ve
stejném bod¢ B se na konci potkat. Plati tedy:

dq(ty) =0 1.10.

5q(tg) =0 1.11.

16
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b) Operace derivovani a variovani je zameénna, plyne to z toho, ze virtualni
posunuti se zjistuje ve stejném Case a Casova derivace se jej tedy netyka.

—6q = 65— 1.12.

Z fyzikalniho hlediska je zajimavéjsi hledat funkci polohy zéavislé na Case ¢g(t).
Na rozdil od rovnice 1.8., kde T je funkci pocatecni a koncové polohy bodu, u principu
nejmensi akce se piedpoklada existence funkce L. Takova funkce je zavisla na Case,
vSech zobecnénych soufadnicich a jejich prvnich Casovych derivacich. Zapis funkce
S (akce), jakozto integralu z Lagrangeovy funkce je nasledovny:

S(tA, tB) = fL (t'qllqzl""qn'qllqzl ...,qn) dt 113

kde S se nazyva akce, L je Lagrangeovou funkci, t4 je pocatecni a tp je koncovy ¢as.

V této rovnici (1.13) se na rozdil od Newtonovské mechaniky predpoklada
princip vyhodnosti a takovy posuv nemusi byt nutné tim nejrychlej§im. Pohyb se
uskuteéni po trajektorii, pro kterou je akce, tedy [ L dt, minimalni. Zakladnim tkolem
teoretické mechaniky je nalézt Lagrangeho funkci L tak, aby z ni dopoctené trajektorie
byly v souladu s experimentalné naméfenymi skutecnostmi.

Nasledujici kapitola se zabyva moznostmi, jak popsat soustavu za pomoci
pohybovych rovnic.

17
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2 Pohybové rovnice

Pfi samotném navrhu modelu mechanické soustavy, ve které jsou dynamické sily
zanedbatelné (rychlosti pohybu soustavy jsou nizké), je mozné spokojit se pouze
s modelem Ccisté kinematickym. Dynamické sily ovSem nemohou byt zanedbané
v soustavach s relativné vysokymi rychlostmi [3]. Jejich efekty budou ovliviiovat
nasledné chovani systému. U soustav s vice stupni volnosti se pouzivaji maticové zapisy
diferencialnich pohybovych rovnic. Pro trivialni 1D soustavy se pouziva k feSeni
metoda redukce. Slozitéj$i soustava muze byt zapsana pomoci rovnic dle Newtonova
formalismu, které vychéazeji z Newtonova druhého pohybového zakona.

2.1 Lagrange Joseph a Hamilton Wiliam
Lagrange Joseph-Louis (1736 - 1813), byl francouzsky matematik, fyzik a astronom
italského pluvodu. Je autorem dila Meécanique analytique (1788), které bylo
z matematického pohledu prvni uplnou koncepci klasické mechaniky. Lagrangeova
koncepce mechaniky je odlisna od Newtonovské, nemusi se rozkladat sily [4].

Tato bakalarska prace se zabyva dal§i moznosti, jak sestavit dynamické

pohybové rovnice — formalismem, ktery popsal v roce 1833 irsky matematik, astronom
a fyzik, sir Wiliam Rowan Hamilton (1805 — 1865).

2.2 Teoreticka mechanika

Existuji tii zakladni zpusoby, jak se vé€novat problémum z teoretické mechaniky.

‘ Lagrangeova funkce ‘ Lagrangeovy rovnice

vzajemné odvozeni

- Hamiltonova funkce ‘ Hamiltonovy rovnice
B Dymamici proménns [ Casors vivo

Obr.3. Prehled reseni

<P = Owm
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Z obr.3. vyplyva, ze tfi zminéné pfistupy jsou ve vysledku ekvivalentni, jde pouze
o jiné formulace. Existuji 1 dal§i zpusoby feSeni pohybovych rovnic
v klasické mechanice. Formalismus Newtonovy metody vychazi z druhého Newtonova
pohybového zékona F = mad. Pro modelovani se musi uvolnit viechna t&lesa a vazby
se nahradi silovym ptasobenim. Pro rovinné ulohy se vypiSe 3n rovnic a pro prostorové
ulohy 6n rovnic. Kde n je pocCet stupna volnosti dané soustavy. Po nasledné Upravé se
dojde k soustavé diferencialné algebraickych rovnic.

Mezi dalsi zpusoby diferencialniho pfistupu se fadi Gaussuv princip, ktery je
zalozeny na pravdépodobnosti pohybu soustavy. A dle Herzova formalismu se
prostorovy pohyb uskutecni vyhradné po nejpiiméjsi trajektorii, jakou vazby
ptipoustéji [1].

Hamiltonav princip byl odvozen z Lagrangeho formalismu. A proto je nezbytnou
soucasti k popisu Hamiltonovych rovnic nutnost odvodit prvné Lagrangeho rovnice,
kterymi se zabyva dalsi kapitola.
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3 Lagrangeho formalismus

Lagrangeova funkce L je skalarni a nezavisla na volbé soufadnicového systému.
V konzervativnim 1D poli jsou potreba k urceni funkce L pouze dvé veliCiny skalarni
a to energie kinetickd Ejy (v literatufe téz znaCena jako 7) a energie potencialni
E, (neboli V). Naopak nekonzervativni systém je takovy, kde neni definovana
potencialni energie [10].

3.1 Lagrangeovy rovnice 2. radu

Zna se funkce L(t,q,q) a hleda se gi(t) pro vyslednou minimalni hodnotu integralu
[ L dt. V takovém piipadé musi byt variace zminéného integralu rovna nule. Resi se
izochronni variace, tedy nezavisla variace na Case a u takové se smi zaménit poradi
integrovani a varirovani. Uvodnim krokem je:

fSL(t, q,q)dt =0 3.1.

kde L je Lagrangova funkce, § je variace, g je zobecnéna soutadnice, g je zobecnéna
rychlost a 7 je Cas.

A variace vyrazu 3.1. je nasledovna:

oL oL oL oL . oL . oL .
f [—6q1 +—6qy ..+ =—6q, +=—64; +=—384, ...+ =—38G,|dt =0 3.2
99, 94,

0q, 0qn 04, 0qn

kde L je Lagrangova funkce, § je variace, g je zobecnéna soutadnice, g je zobecnéna
rychlost a 7 je Cas.

Vzhledem k nepiehlednosti zapisu rovnice 3.2. se pouzije FEinsteinova sumacni
konvekce (viz kapitola 1.3.). Takovy zapis rovnice je poté ve tvaru:

f[aL5 +6L6']dt—0 3.3
0qy Tk 0qy | & = o

kde L je Lagrangova funkce, § je variace, g je zobecnéna soutadnice, g je zobecnéna
rychlost a 7 je Cas.

Variace z Casové derivace ma zapis:

d
Sa, = &5 — 3.4.
qk dt qk

20



UMTMB Ondrej Sikora
FSIVUT v Brné

V nasledujicim kroku dojde k pifehozeni operace variace a derivace. Takova uprava se
déla z davodu, aby bylo virtualni posunuti vSude v rovnici, nikoli jen posunuti
u derivace virtualniho posunu.

f [ qk] dt = 3.5,

.. : . o L d
Ptes integraci PerPartes se osamostatni §q;, od vlivu Casové derivace e

f[ Sqx — d aL) qk]dt+ [—6qk]t3— 0 3.6.
aqy dtaq d

kde L je Lagrangova funkce, § je variace, g je zobecnéna soutadnice, g je zobecnéna
rychlost a 7 je Cas.

tp

Ze znalosti rovnic 1.10. a 1.11. je patrné, ze Clen [%&gk] t, Zrovnice 3.6. je nulovy.
k

Po dalsi aprave rovnice 3.6., kde se vytkne 6q; vznika:

d oL

- = 3.7.
f P dtaqk]‘sq"dt 0

Takovy integral je roven nule v libovolnych mezich. Vysledkem téchto operaci je:

oL d 0L
____.] 85q, =0 3.8.
k

kde dqy je nezavisla hodnota na vyrazu v zavorce, a tedy vyraz v zavorce sam o sob¢ je
roven nule. Po sefazeni dle nejvyssi derivace se rovnice 3.8. dostane do tvaru:

— =0 3.9.

kde L je Lagrangeova funkce, g je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna rychlost
ak=12 .. .n

Rovnice 3.9. je znama jako Lagrangeova rovnice II. radu. Lagrangeovy
rovnice druhého fadu jsou zalozeny na analytické dynamice. Prvné se zvoli pocet
n stupnii volnosti soustavy a stejny pocet nezavislych zobecnénych soufadnic
qr. Nasledné se sestavi rovnice kinetické, potencialni a disipativni energie v zavislosti
na g a provedou se jednotlivé derivace. Po dosazeni do Lagrangeovy rovnice 2. fadu se
ziska n diferencialnich rovnic [1].
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Za zminku stoji povSimnout si podobnosti rovnice 3.9. s Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi, které jsou ve tvaru:

d
- F 3.10.
dt (Px)

Cili ¢asova derivace hybnosti je rovna sile. Po upravé rovnice 3.9. do tvaru:

d oL  dL 311
dtdg,  dqx o
Je zfejmé, ze se rovnice opét dostane do tvaru, kde je Casova derivace hybnosti rovna
sile. Struktura rovnic 3.10. a 3.11. je podobna.

Lagrangeova rovnice II. fadu (3.9.) neuvazuje vnitini ztratu energie tfenim, ani
jinou disipativni energii. V pfipadé nutnosti uvazovat odpadni teplo, musi se
Lagrangeovy rovnice pozménit a na pravou stranu se poté misto nuly zapisuje Reillyho
disipativni funkce.

Podstatné je nalézt lagrangian L(t, q, q) tak aby odpovidal skute¢nosti a byl tedy
v souladu s pfirodou. Pro L se voli rovnice L = Ex — Ep, ktera je klicovou Lagrangho
funkci pro konzervativni systémy. A aby se dala diferencialni rovnice jednoznaéné
vyfesit, je potieba znat dvé pocateéni podminky. Pro zobecnénou polohu g (t,) a pro
zobecnénou rychlost g (t,). Rovnice nabyva nasledujiciho tvaru:

d (OE 0E, O0E; OE, oW 0A
_< k>_ k224 27P = 3.12.

dt 6&]1 aqj a% aqj 6&]1 - aqj

kde Ej je kineticka energie, E; je disipativni energie, E, je potencialni energie, W je
vykon, A je préce, g je zobecnéna soufadnice a ¢ je zobecnénou rychlosti.

3.2 Zakony zachovani

Vroce 1916 Emma Noether objevila, ze zakony zachovani souviseji se symetriemi
v prirod€. Staci vyhledat ptirodni symetrii a tim nalezneme zakon zachovani. Pti hledani
novych rovnic pro interakci se tak prvné hledaji symetrie a na jejich zakladech se
odvozuji fyzikalni principy a popisné rovnice systému. Cely tento koncept je nesmirné
vyznamny [4].

Obecna Lagrangeho funkce:

L :L(t,qk,qk) 3.13.

kde L je funkCni zavislost na Case ¢, zobecnéné soutadnici g a zobecnéné rychlosti g.
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Rovnici 3.13. 1ze napsat do obecné Lagrangeho rovnice (3.9.) druhého tadu, kde
plati symetrie vzhledem k posunuti: g, — qx + 8q,. V takovém pripadé, kdyz tato
symetrie plati, Lagrangian nemuze byt zavisly na qi. Z toho plyne, Ze rovnice je pro
jednu konkrétni zobecnénou souradnici g, vzhledem k poloze systému imunni [4].
A plati nasledujici vztahy:

oL
—=0 3.14.
qy
4(9L) g 13
dt\oq,/ o
oL
(—) = konst. 3.16.
ofep

kde L je Lagrangeho funkce, g je zobecnéna rychlost a ¢ je Cas.

Zobecnéna hybnost p se zachovava pouze tehdy, je-li systém symetricky vici
posunuti v parametru ¢g. V trividlnich pfipadech v kartézském systému povazujeme
hybnosti v danych smérech systému za prosty soucin hmotnosti a rychlosti: p = mv,

™ , d - 7 Ve v v o o v
vyjadfeny ze vztahu z(mv) = F. U slozitéSich pfipadi se nemlze hybnost takto
vyjadfit, vychazi se z Lagrangeho rovnice:

oL 3.17
Pk = — 17.
qy
A rovnice:
F, = oL 3.18
k -_ aqk . .

kde L je Lagrangeho funkce, p je zobecnénou hybnosti, F je zobecnéna sila, g je
zobecnéna souradnice a g je zobecnéna rychlost.

Pro zakon zachovani energie plati, ze celkova energie soustavy, je obecné
definovana jako veli¢ina zachovavajici se pfi Casové translaci [2]. Symetrii tedy
je posunuti ve sméru ¢asové osy. Predpoklada se, ze soustava ma v Case t; a v Case
t; — t; + 6t shodnou energii. Plati-li symetrie v posunuti v Case, tak Lagrangeova

oL
P 0. Lagrangeova
funkce bude zavisla pouze na zobecnéné souradnici a zobecnéné hybnosti;

L = L(qy, qx)- Nulovou Casovou zménu je mozné rozepsat nasledujicim zptisobem:

funkce L = L(t, qx, qx) nesmi zaviset na Case, jeji ¢asova derivace
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oL _ _ 19,
dL_[d<6L)], N 6qu’k_0 3.90
at ~ lac\ag ™™ 3g, at ~ e
d(aL ' L)—O 3.21
dt\ag, * ") = o

kde L je Lagrangeho funkce, ¢ je Cas, g je zobecnéna soufadnice a q je zobecnéna
rychlost.

Casova derivace dané kombinace je nulova, to znamena, ze vyraz v zavorkach je
konstantni [10]. Zakon zachovani energie existuje ve tvaru odvozeném z Lagrangeovy
funkce nasledn¢:

oL

E:—,
04

G — L 3.22.

kde E je celkova energie soustavy a ¢ je zobecnéna rychlost.

Jednotlivé translace jsou jednoznacné spjaté s danymi symetriemi a vznikd zakon
zachovani.

1. Casova symetrie ot — E

2. Polohova x symetrie Ox — Px
3. Polohovay symetrie dy — Py
4. Polohova z symetrie oz — pz
5. Natoceni v ose x dox(y,z) — Lx
6. NatocCeni v ose y dpy(x,z) — Ly
7. Natoceni v ose z d3pz(X,y) — Lz

kde E je energie, px je hybnost, Ly je moment hybnosti a index k znazortiuje jednotlivé
souradnice.
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‘px X

Obr.4. 3D prostor

Ke kazdé vzniklé udalosti U (t, X, y, z, @x, @y, ¢2) existuje odpovidajici si zakon
zachovani Z (E, px, py, Pz Lx, Ly, Lz), ktery souvisi s posunutimi. Pokud se trojrozmérny
kartézsky systém (X, y, z) na obr.4. rozsiii v ¢tyfrozmérny systém (X, y, z, t), k sedmi
vySe zminénym zavislostem se piidaji dalsi tfi. Tedy symetrie mezi Casem
a jednotlivymi osami (Lorentzova symetrie). Timto se zabyva kvantova fyzika
a plynou z toho zakony zachovani spinu. Ve ctyfrozmérném systému jsou Ctyfi translace
a Sest rotaci kolem vlastnich os. Dohromady existuje deset zdkladnich symetrii, které
jsou nazyvané jako Poincarého grupa symetrii [5].

Na obr.4. je znazornén trojrozmérny obecny prostor, kde jsou popsany osy
X, Y, z v€etné jejich sméra a jednotlivé natoCeni ¢ prostoru kolem danych os.

Nyni je jasné, ze symetrie jsou ve fyzice nesmirné€ dulezité. Na dalSich stranach
je popsan Hamiltoniv formalismus, ve kterém se symetrie vyskytuji, konkrétné spjaté
se zakonem zachovani hybnosti. A diky znalostem Lagrangeova formalismu mutze byt
nyni odvozen piistup Hamiltonav.
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4 Hamiltonuv formalismus

Mezi hlavni vyhody Hamiltonovych rovnic patii, ze jsou na rozdil od Lagrangeovych
rovnic pouze rovnicemi s prvni derivaci. I kdyz jich je dvojnasobné mnozstvi,
numerické feSeni takovych rovnic je snadnéj$i a umoziuje napsat zavislosti libovolnych
dynamickych proménnych [4]. Hamiltonovy rovnice jsou nazyvany také kanonickymi
rovnicemi /z Feckého kdanos = zakon/. Na rozdil od predeslych principt je tento
formalismus integralni. Charakteristikou tohoto pfistupu je, ze jsou sledovany veskeré
zmeny po delsi Casovy usek, nejen zmény polohy, jak udéavaji Lagrangeovy rovnice, ale
také Casovy vyvoj energie kinetické a potencialni. K tomuto je potfeba nalézt takovou
funkci, ktera je schopna variace pohybu soustavy dokonale popsat [6]. Hamilton odvodil
charakteristickou funkci z Lagrangeho formalismu, ve kterém je Lagrangeho funkce
popsana jako:

LGk Gro V) = Ex(qr i ©) — Ep (i Gir ) 4.1.

kde g je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna rychlost, Ey je kineticka energie, E, je
potencialni energie a 7 je Cas.

Na zakladé znalosti zakona zachovani, hlavné zobecnéné hybnosti (rovnice 3.17.)
a zobecnéné energie (rovnice 3.22.), se zobecnéna energie prepiSe pomoci zobecnénych
hybnosti do tvaru:

E = prdr — (Qk, Grs ) 4.2.

kde E je energie soustavy, p je hybnost, g je zobecnéna soufadnice, g je zobecnéna
rychlost a 7 je Cas.

Nyni se rovnice 4.2. upravi a provede se diferencial energie:

. oL oL Ol
dE = prdqy + qrdpy — O_qkdq" — @qu — Edt 43.

kde E je energie soustavy, L je Lagrangeho funkce, p je hybnost, g je zobecnéna
soufadnice, ¢ je zobecnéna rychlost a ¢ je Cas.

Po dalSich upravach, kde ze znalosti Lagrangeovy rovnice (3.9.), je vyraz
d . v oL . , d L ., :
# zobecnéna hybnost a Clen 34, J€ roven vyrazu - py, vyplyva z diferencialu energie
k k
(rovnice 4.3.) nasleduyjici:

. . . aL
dE = ppdqy + §rdpr — Prdqr — prdqyx — Edt 4.4,

kde E je energie soustavy, L je Lagrangeho funkce, p je hybnost, p je derivovana
hybnost, g je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna rychlost a 7 je Cas.
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A na zaveér této upravy se pouze odectou stejné Cleny:

) ) oL
dE = qdpx — prdqy — Edt 4.5.

kde E je energie soustavy, L je Lagrangeho funkce, p je hybnost, p je derivovana
hybnost, g je zobecnéna soufadnice, ¢ je zobecnéna rychlost a 7 je Cas.

Je dobré si vS§imnout, ze z rovnice 4.5. uplné zmizely diferencialy zobecnénych
rychlosti. Energie tedy pujde vzdy popsat tak, aby nebyla funkci rychlosti. Na misto
rychlosti je energie v Hamiltonové formalismu zavisla na hybnostech. A pro hybnosti
plati v pfirod€ zdkony zachovani.

Vlastnost funkce L, Ze je vyjadfena v zavislosti na zobecnéné poloze, rychlosti
a Case, odrazi skutecCnost, ze tato funkce je schopna reagovat na jakoukoliv zménu stavu
systému [4]. Matematicka formulace Hamiltonova integralniho principu je nasledujici:

t>

t1

kde 0 je variace, g je zobecnéna souradnice, g je zobecnéna rychlost, #; je poCatecni
a r2 koncovy cas.

Pro izochronni variace plati 6t = 0. Okrajové podminky variace drahy maji stejny
pocatecni a koncovy bod. Hamiltontv princip vybira ze v§ech moznych n-rozmérnych
kiivek spojujici vychozi bod s bodem koncovym praveé jednu takovou kiivku, ktera ma
v Casovém intervalu (t;,t,), nejmensi hodnoty [10]. Pro hledanou zavislost funkce
nabyva integral:

t>

t1

kde H je Hamiltonova funkce, g je zobecnéna soutfadnice, g je zobecnéna rychlost
atje Cas.

4.1 Legendreova duailni transformace

Legendreova transformace dokdze zménit zavislosti na Case, zobecnéné poloze
a rychlosti a prejit k zavislosti na case, zobecnéné souradnici a hybnosti. Tato
transformace lze provést vzdy, jen jeji obtiznost se méni v zavislosti na slozitosti
soustavy.

(t,q,9) - (t,q,p) 4.8.

kde ¢ je Cas, g je zobecnéna soutadnice, g je zobecnéna rychlost a p je hybnost.
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Hamiltonova funkce H je energie popsana diky hybnostem a nevyskytuji se v ni
rychlosti. Energii E lze ptepsat vzhledem k Hamiltonianu néasledovné:

E =H(t,q,p) 4.9.

kde H znaci Hamiltonovou funkci, g je zobecnéna soufadnice, p je zobecnéna hybnost
atje cas.

Na rozdil od funkce L, H nezavisi na rychlosti, nybrz na hybnosti. Ty jsou
v praxi dulezit€j§i a plati pro né zakony zachovani hmotnosti. Nyni se provede
diferencial Hamiltonovy funkce:

dHtap) = Har v My 1+ 9, 4.10
'q'p - at aqk qk apk pk . .

kde ¢ je Cas, g je zobecnéna soutadnice, p je hybnost a H je Hamiltonova funkce.
Diferencial Hamiltonovy funkce (rovnice 4.10.) musi byt stejny jako diferencial

energie (rovnice 4.5.). Rovnice nabyvaji pfi pfimém srovnani stejnou hodnotu a ze
zminénych rovnic lze tedy vypsat nasledujici Ctyfti fakta:

dH = dE 4.11.
oH oL 4.12.
ot ot

7, = oH 4.13
qk = Ipr 13.
), = oH 4.14
Pk = 9qx 14.

kde H je Hamiltonova funkce, L je Lagrangeova funkce, ¢ je zobecnéna soutadnice, ¢ je
zobecnéna rychlost, p je hybnost, p je Casova derivace hybnosti a 7 je Cas.

Z vySe uvedenych rovnic plyne, Zze jestlize hamiltonidn neobsahuje Ccas,
neobsahuje jej ani lagrangian. A dle teorému Neotherové existuje symetrie posunuti
v ¢ase a zachovava se energie zvolené soustavy. A ta symetrie se pozna prave tak, ze
L ani H neobsahuje Cas .

Rovnice 4.13. a 4.14. jsou nazyvany Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi.
Jsou to dvé diferencialni pohybové rovnice prvniho fadu.
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4.2 Hamiltonovy diferencialni rovnice

Vyse jsou sepsané Hamiltonovy diferencidlni rovnice prvniho fadu, ze kterych se
zjistuje Casovy vyvoj vSech zobecnénych soufadnic g, (t) a zobecnénych hybnosti
pr(t). Ve tvaru, kde je nalevo jiz vyjadiena nejvyssi derivace. U Lagrangeho rovnic
jsou jako pocatecni podminky poloha a rychlost na zacatku. Pro Hamiltonovy rovnice se
musi zjistit poCatecni poloha a hybnost [6].

Obecny postup feseni:
a) Zjisti se Lagrangeova funkce L zvoleného systému
b) Stanoveni pocate¢nich podminek py(ty) a qx(top)
o " ] oL
¢) Vypocet zobecnénych hybnosti p;, = %0
d) Vypocet energie E = :—qL qr — L
k

e) Provede se Legenderova dualni transformace s cilem ziskat E(t, q, p)
f) Samotné feseni Hamiltonovych rovnic s po€atecnimi podminkami

4.3 Poissonova formulace Hamiltonovych rovnic

Necht' existuje dynamicky proménna funkce Z, ktera bude zaviset pouze na zobecnéné
poloze a hybnosti, tedy Z(q, p). Provede se jeji ¢asova derivace [4].

dZ _ 0Z dqy = 0Z dp, 0Z dH 0Z dH

= _ = — 4.15.
dt  0dqy dt * Opy dt  0qidpy,  Oprdqy 3

kde Z je funkce zobecnéné polohy a hybnosti, ¢ je zobecnéna soutadnice, p je hybnost,
H je Hamiltonova funkce a ¢ je Cas.

4.4 Vlastnosti Poissonovych zavorek

Lze dokazat, ze funkce {f,g} se nezméni pfi kanonickych transformacich. Jsou
podstatné pro formulaci tvrzeni hamiltonovské mechaniky [6]. Jedna se o dalsi
strukturu, ktera vede k feSeni rovnic. Plati zde Lieova algebra, stejné¢ jako pro vektory
a matice. LiSi se pouze objekty (vektory x matice x funkce) a operace (vektorovy soucin
x maticovy soucin x derivovani) a ma to stejné vlastnosti [4].

a) {f.9}= —1{9f1} z definice jde vidét:  antisymetri¢nost

b) {f,f}=0 nulovost

o) {f tg ht={f h}+ {g,h} derivace souétu funkce
d) {«xf,g}=x{f g} plati linearita

e) {f{gn}+ {93+ {hif.g}}=0 Bianciho identita
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Zékladni Poissonovy zavorky:

a) pro zobecnéné soutadnice:

0qk 091 _ 09k 091 _
0qw Opw  Opw 0qy

{90 q} = 4.16.

b) pro zobecnéné hybnosti:

Opr 0pr  Opi Opy
{ » } = - = 0 4.17.
Pio Pt daqy 0py,  0py, 0qy,

¢) pro soufadnici a hybnost:

dqx Op.  0qy Opy
0qw Opw  Opw 0qy

kde g je zobecnéna soutadnice, p je hybnost, a §;; je Knockerovo delta.

{903 = =8 4.18.

Vsechny Poissonovy zavorky jsou nulové, protoze derivace soufadnice podle
hybnosti a derivace hybnosti podle soutfadnice, je vzdy nulova. Pouze v pfipadé c),
pokud se jedna o zavorku obsahujici soufadnici a jeji hybnost (ktera odpovida dané
soufadnici), Poisonova zavorka je nenulova.

Oy se nazyva Knockerovo delta, které je rovno jedné pro k = [ a nule pro k = L.
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5 Vibrace

Kmitani a tlumeni je pro inZenyrstvi velice podstatné. Kmitani je neodlucitelné od
mechaniky a ma svou roli ve vSech oborech strojirenstvi, kde sehrava velkou roli prave
mechanické kmitani, které vznikd pii praci kazdého stroje. S nechténym kmitanim
soustavy je bohuzel spjata také zivotnost stroje, ¢im vice je rozkmitany, tim kratsi je
jeho Zivotnost. Ukolem modelovani a aplikovani pohybovych rovnic na soustavy je co
nejvice eliminovat rusivé kmity a tim prodlouzit zivotnost stroje, zvySit jeho bezpecnost
a snizit jeho namahani a hlu¢nost [3].

5.1 Kmitani

Mechanické kmitani 1ze rizné délit do neékolika skupin.

a) Podle vzniku kmitani

Kmitani volné je takové, které po pocateCnim vychyleni soustavy
z rovnovazné polohy jiz neni dale buzeno zadnou vnéjsi silou. Soustava se
vychyli tak, Ze se udéli n-hmotnym bodim impulzem sily vychylka, rychlost,
¢i zrychleni. Pro vynucené kmitani (buzené) je potieba stale udrzovat vlivem
budicich sil pohyb soustavy. Budici sily se mohou délit na deterministické
(periodické a harmonické) nebo stochastické (nahodné). Samobuzené
kmitani je nezadouci jev v mechanickych soustavach. Vznika diky nahodnym
zdrojiim energie (vitr, voda, okolni vibrace) z okoli modelované soustavy [8].

b) Podle typu modelu soustavy

Linedrni soustavy, které lze popsat linearné zavislymi diferenciadlnimi
rovnicemi. V takovych soustavach plati podminka, ze sila, ktera vraci téleso
do ptuivodni polohy je linearné iumérna velikosti vychylky. Naopak nelinearni
soustavy (tedy daleko realnéjsi) tzce souvisi s fyzikalnimi vlastnostmi
materialu [2].

5.2 Tlumeni

Proces, pii kterém se Cast kinetické energie ze soustavy vytraci, je nazyvan tlumenim.
Mechanické tlumeni zpusobuje postupnou preménu energie kmitani do jiné formy,
kmitavy pohyb bez vnéjSiho buzeni postupné zanikne. Tlumeni je pasivnim prvkem
modelu a je to souhrn vSech nevratnych déji doprovazenych ztratou kinetické energie.
U modeld, které jsou rozkmitany budici silou a zaroveni obsahuji tlumeni, se tlumeni
projevuje v grafu zavislosti budici sily a polohy na Case fazovym posuvem mezi
Casovym prubéhem budici sily a aktualni vychylky. Tedy nejednoznacnou, zavislosti
mezi silou a vynucenou polohou télesa.

Tlumeni vzdy pusobi v zaporném sméru vektoru rychlosti v daném bodé. Mezi
prvky tlumeni se po boku samotnych tlumi¢t tfadi také tlumeni ve vazbach (Sroubové
a svarfované spoje), aerodynamicky a hydrodynamicky odpor a také materidlové
tlument, které je dano vnitinimi odpory materiala [2].
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6 Priklad s jednim stupném volnosti

Sestou kapitolou za¢ina druha, prakticka Gast mé bakalaské prace. Pred piikladem na
téleso se dvéma stupni volnosti (2DOF — | degrees of freedom™) se bude tato kapitola
prvné zabyvat jednoduchym piikladem s jednim stupném volnosti (1DOF). Modelové
téleso na obr.5. je tvoreno télesem s hmotnosti m, pruzinou o tuhosti k a tlumicem
s konstantou tlumeni b. Téleso je buzeno vnéjsi silou F(t), ktera doda systému v klidu
potfebou energii k rozkmitani. Tento priklad slouzi pro ovéfeni spravné funkce
vypoctového modelu v programu Matlab / Simulink.

6.1 ReSena soustava

4

Fo

Obr.5. Soustava s jednim stupném volnosti

Pro vypocty byly zvoleny nasledujici hodnoty konstant:

hmotnost télesa: m =25 kg
tlumeni b=1,5Nsm'
tuhost k =20 Nm™'
budici sila F(t)=(-3; 6) N

6.2 Lagrangeovy rovnice

Pro zvolenou soustavu na obr.5. 1ze napsat nasledujici rovnice:

T 1
Energie kineticka: E, = Emyz 6.1.
kde m je hmotnost a y je rychlost.
. 4 4 1
Energie potencialni: E, = > ky? 6.2.

kde k znamena tuhost a y vychyleni polohy.
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C 1
Energie disipativni: E; = Ebyz 6.3.

kde b je tlumeni a y je rychlost.

Rovnice se upravi dle Lagrangeova formalismu z rovnice 3.12. a rovnou se vyjadii
nejvyssi derivace, ktera nabyva tvaru:

1
j = —[by —ky + F(t)] 6.4.
m
kde y je zrychleni, m je hmotnost, b je tlumeni, y je rychlost, k je tuhost, y vychylka
polohy a F je budici sila.

6.3 Hamiltonovy rovnice

Nasledujici rovnice byly odvozeny na zakladé znalosti Hamiltonovych kanonickych
rovnic z kapitoly 4.1. Energie soustavy, tedy energie kinetickd E, potencialni E,
a disipativni E; se nemusi znovu vypisovat, jsou stejné jako v pfedchozim Lagrangeoveé
formalismu, stale se popisuje tentyz model z obr.5., volba vypoctové metody k urCeni
pohybovych rovnic nema vliv na energie samotné [1].

Hamiltonova funkce m4 tvar:
H = Ex+ E, 6.5.
kde H je souctem kinetické Ei a potencialni E, energie.

Kineticka energie 6.1. muze byt zapsana taktéz pomoci hybnosti:

1
— Zpv 6.6.
Ey > Py

kde p je hybnost a y je rychlost télesa soustavy.

Po dosazeni rovnice 6.1. a rovnice 6.2. do rovnice 6.5. 1ze model popsat nasledovné:

1 1
= —mv2+ —kvy? 6.7.
H 2my + > y

kde m je hmotnost, y vychylka, y rychlost polohy a & je tuhost.

Disipativni funkce, tedy energie tlumeni se da nahradit zobecnénou silou Fy, takto:

_0E;

Fy= 55 = by 6.8.

kde Fy je sila tlumeni, Ey je disipativni energie, y je rychlost a b je konstanta tlumenti.
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Hamiltonovéa kanonicka rovnice pro derivovanou hybnost, ktera je rozsifena o soucet sil
na soustavu pusobicich je dana:

) = 6H+ F 6.9
p_ ay o

kde suma sil je sou¢tovou funkci budici sily a sily od tlumeni: ), F = F(t) + F,(t).

Po dosazeni rovnice 6.7. a 6.8. do rovnice 6.9. vznika nasledujici zavislost:
p= —ky+by+F(t) =my 6.10.

kde p je derivace hybnosti p, k je tuhost, b je konstanta tlumeni, F(¢) je budici sila a m je
hmotnost.

Po vyjadieni nejvyssi derivace, v tomto piipadé zrychleni zavéSeného télesa,
vyjde rovnice, ktera je totozna srovnici 6.4. dle Lagrangeova formalismu
z predchazejici kapitoly. Z toho vyplyva skuteCnost, ze pohybové rovnice soustavy
s jednim stupném volnosti jsou pii vyjadiovani dle dvou nezavislych formalismu dle
Lagrange a Hamiltona ve vysledku stejné, jen postup jejich ziskani je odlisny.

6.4 Knihovna Simulink

Nasledujici tabulka tab.l. zobrazuje strucny piehled zakladnich blokd knihovny
programu Simulink. A obsahuje vSechny bloky pouzité v této bakalarské praci pro
potieby modelovani piikladii s jednim i se dv€ma stupni volnosti.

Schéma Nazev Pouziti
) N Add Pomoci tohoto bloku lze libovolné scitat ¢i
) + > odcitat libovolné mnozstvi vstupnich signala
Gain Pomoci tohoto bloku lze nasobit signal

) -K- ) zvolenou konstantou

) 1 > Integrator Blok integruje vstupni signal v casové doméné
s

) Au > Derivative Blok derivuje vstupni signal v casové doméné
At

Tab. 1. Schématické bloky v Simulinku
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6.5 Simulink model

A

Obr.6. Schéema reseni

Na obr.6. je zobrazeno schéma vypoctového modelu soustavy z obr.5. dle pohybové
rovnice 6.4. Model je z prostfedi Simulink, kde je pouzito schématické znaceni pro
zrychleni, rychlost a vychylku: a = y; v=y; x = y.

6.6 Odezva na budici silu

Ze schématu z obr.6. vznikl v Matlabu a Simulinku nésledujici graf zavislosti polohy

a rychlosti télesa na deterministicky se ménici budici sile, ktera rozkmita soustavu.

Budicf sila F(t) [N]
T \ [

6[— i Budici sila F(t) [N]

4= 1

poloha [m], rychlost [m/s]
I

poloha [m]

0.4 rychlost [m/s]

BNV

0.3

6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.7. Graf zavislosti polohy a rychlosti télesa na budici sile F(t)

Obr.7. ukazuje zavislost polohy x [m] (modra barva) a rychlosti v [ms™] (Eervena
barva) télesa na budici sile F(#) [N]. Lze vidét, ze dochézi ke zpozdéni odezvy polohy
télesa v zavislosti na budici sile, z grafu je tedy patrné, ze modelovana soustava zcela
jisté obsahuje prvky tlumeni. Budici sila na obr.7. je ¢asov€ proménna, s ostrou hranou
zmény velikosti. Obdobnym zpusobem bude vznikat v piikladu se dvéma stupni
volnosti signal simulujici jizdu po zvrasnéné vozovce.
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7 Priklad se dvéma stupni volnosti

Jako priklad se dvéma stupni volnosti (2DOF) se v této praci fesi dynamika odpruzeni
kola vozidla ve vertikadlnim sméru. Prvni stuperi volnosti pfedstavuje odpruzena hmota
(karoserie vozu) a druhy je hmota neodpruzené (samotné zavéSeni kola s pneumatikou).
Je vytvoren Ctvrtinovy model auta (v anglictiné quarter car model), tedy nejjednodussi
model chovani vozidla v jedné ose. Model obsahuje jedno kolo, které je nahrazeno
tlumicem a pruzinou, dalsi tlumic s pruzinou zjednodusuje samotné zavéSeni napravy
kola, ptipevnéné ke karoserii vozu. Takovy model ovsem nemiize vystihnout chovani
vozidla jako celku, pouze zjednodusi cely systém. Nezohlediiuje kolébani vozu, tedy
ptipad, kdy se prava strana vozu dostava do jiné vysky nez leva. Nebere v uvahu ani
houpani, tedy predozadni kolébani vozu. Model, kterym se tato bakalarska prace
zabyva, taktéz linearizuje vliv vSech tlumict a pruzin, které maji obecné nelinearni
charakteristiky.

Model zjednodusuje realnou soustavu a pomoci vypoctového modelu se ziska
ptiblizné feSeni této soustavy. Neni-li k dispozici zadny z komercnich vypoctovych
softwarti ptfimo urenych pro plny (klasicky) model vozu a je-li charakteristiku vozu
potfebné analyzovat daleko presnéji, nez jen s vyuzitim ctvrtinového (vypoctového)
modelu, tak takovy vysledny model ma sedm stupid volnosti. Dalsim divodem
k pouziti modelu se sedmi stupni volnosti mize byt pfipad, kdy je pro fesitele nezadouci
zanedbat vlivy jak kolébani, tak houpani a krouceni vozu [7].

V pfipadé, ze se zjednodusuje cCtyikolové vozidlo s délenou predni napravou
a zadni napravou nedélenou, je takovy model tvofeny Ctyfmi hmotami, které jsou
vzajemné propojeny tlumi€i a pruzinami. Téleso charakterizujici karoserii vozu ma
v prostoru tfi stupné€ volnosti (vertikdlni pohyb, kolébani a houpani), poté téleso
modelujici zadni napravu ma dva stupné volnosti (vertikalni pohyb a kolébani) a na
zavér dveé stejna télesa, které predstavuji predni kola vozu, které maji kazda jeden
stupen volnosti (pouze vertikalni pohyb).

7.1 ReSena soustava

Obr.8. Zavéseni kola vozidla [11]
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Takovato trojrozmérnd soustava se zjednodu$i na dvourozmérnou pomoci
jednoduchého modelu, ktery obsahuje dvé oddélené hmotné Casti, dvé pruziny a dva
tlumige. Casti jsou navzajem spojeny kinematickymi vazbami. Po sepsani pohybovych
rovnic se provede feSeni modelu v programu Matlab a Simulink, jako proménna vstupni
veliCina je povazovana yo, ktera reprezentuje virtualni povrch vozovky. Tato prace se
nezaobird tvorbou stavového modelu, jakozto matematického popisu dynamické
soustavy za pomoci matic.

Simulovany model se bude popisovat nasledujicimi symboly:

Yo — virtualni povrch vozovky [m]

Yl — vychylka polohy neodpruzené ¢asti modelu [m]

V1 — rychlost neodpruzené ¢asti modelu [ms™1]

V1 — zrychleni neodpruzené ¢asti modelu [ms~2]

y2 — vychylka polohy odpruzené ¢asti modelu [m]

Vs — rychlost odpruzené ¢asti modelu [ms™1]

V2 — zrychleni odpruzené ¢asti modelu [ms~2]

mi — hmotnost kola, pneumatiky a neodpruzené Casti  [kg]

ms — hmotnost odpruzené ¢asti ¢tvrtinového modelu  [kg]

by — tlumeni pneumatiky [Nsm™1]

b2 — tlumeni odpruZené &asti [Nsm™1]

ki — tuhost pneumatiky [Nm™1]

ko — tuhost odpruzené ¢asti [Nm™1]
m?2

=
<
[ &)

I

Obr.9. Soustava se dvéma stupni volnosti
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Na 0br.9. je znazornén Ctvrtinovy model soustavy se dvéma stupni volnosti
(2DOF), pro ktery budou sestaveny rovnice. V automobilovém pramyslu se pfi
zjistovani vertikalni odezvy Cctvrtinového modelu pouziva jesté systém aktivniho
tlument, jez by byl umistén na obr.9. mezi télesa s hmotnostmi m; a mo.

7.2 Lagrangeovy rovnice

V reSerSni Casti této bakalarské prace, v kapitole 3. jsou odvozeny Lagrangeovy
rovnice, je tedy patrné, ze pro modelovani se musi stanovit funkéni hodnoty energie
kinetické Ex, potencialni E, a disipativni Ey pro danou soustavu modelu auta. V modelu
na obr.9. nevystupuje zadna budici sila, ani prace.

Kineticka energie soustavy:

E = %mlyf + %mzyg 7.1.

Potencialni energie soustavy:
E, = %kl(yl —Y0)® + %kz(YZ —¥1)°? 72.

Disipativni energie soustavy:
Eq = %b1(3"1 — ¥o)? + %bz(J"Z —y1)? 7.3.

Rovnice se derivuji dle zobecnénych souradnic y; a y2. Po vyjadieni nejvyssi derivace
nabyvaji nasledujiciho tvaru diferencialnich pohybovych rovnic dle Lagrangeova
formalismu (po dosazeni do rovnice 3.12.):

1 . .
V1= m_[b1(370 —y1) + by (Y2 —y1) + ki(Yo —y1) + k2 (y2 —y1) ] 7.4.
1
. 1 . .
V2 = m_2 [b,(y1 —¥2) + ka(y1 — y2)] 7.5.

7.3 Hamiltonovy rovnice

Nasledujici rovnice byly odvozeny na zakladé znalosti Hamiltonovych kanonickych
rovnic  zkapitoly 4.1. Energie soustavy, tedy energie kineticka Ej,
potencidlni E, a disipativni E; se nebudou znovu odvozovat, jsou stejné jako
v predchozim Lagrangeové formalismu, stale se popisuje tentyz model.
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Pro zacatek feSeni se stanovi Hamiltonova funkce H, ktera je souctem kinetické
a potencialni energie:

H= E. +E, 7.6.

Rovnice 7.6. se muze pouzit k urCeni pohybovych rovnic systému se dvéma stupni
volnosti. Rovnice nabyva nasledujici podobu:

1 1 1 1
H= Emlyf + 5m2y22 + Sk = yo)® + Ska(yz = y1)? 1.1.

Disipativni funkce, tedy energie tlumeni se da nahradit zobecnénou silou
s linearni zavislosti. Znaménko minus je tady z toho divodu, Ze sila, ktera ptisobi na
tlumeni tlumice je orientovana vzdy proti pohybu télesa. Pro prvni z tlumica dle téchto
vztahu plati:

0Eq L L
Fp = B by(yo —y1) + by (2 —¥1) 7.8.
V1
A pro druhy tlumi¢:
F,= -2Ba_ (V1 — 7,) 7.9
b2 = 0}72_ 21— Y2 -7

kde Fp; je sila od prvniho tlumice a F; je sila od druhého tlumice.

Nyni jsou vSechny jednotlivé rovnice piipraveny k dosazeni do Hamiltonovy
kanonické rovnice rozsitené o disipativni energii:

Pr = ) f I l bk 7.10.
kde FbkjSOLl jednotlivé zobecnéné Slly k-ty, ch tlumicu bx.

Pro prvni derivace hybnosti neodpruzené ¢asti modelu plati rovnice:

) oH .
P1= —5- + (Fp1 + Fpp) = myyy 7.11.
Y1

Po dosazeni rovnice 7.7., 7.8. a 7.9. do rovnice 7.11., se dostane nasledujici:

D1 =My = =Ky Y1 + k1Yo + kaya — koyy — b1yy + b1Yo + baya — bayy 7.12.
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Nyni se vyjadii nejvyssi derivace, zbytek se pfevede na pravou stranu a vytknou
se konstanty pred zavorky:

1 . . . .
V1= o [k1(Yo —y1) + ka(y2 — 1) + b1 (Yo — V1) + by (Y2 — ¥1)] 7.13.

1

Z rovnice 7.13., kterd udava zrychleni neodpruzené casti modelu j; vyplyva stejna
funkéni zavislost jako pfi feSeni v Lagrangeové formalismu. Rovnice 7.13. je tedy
shodna s rovnici 7.4.

Stejnym zpusobem se provede také vypocet pro zbyvajici prvni derivace hybnosti, dle
nasledujici rovnice:

. OH .
P2 = _6_yz+ Fyy, = myy, 7.14.

kam se dosadi funkéni zavislosti 7.7. a 7.9. Rovnice se dostane do tvaru:

P2 = myy, = —kyy, + kay, — byy, + byyy 7.15.

A na zavér této Upravy se pouze vyjadii nejvyssi derivace a pro prehlednost se vytknou
konstanty tlumeni a tuhosti:

1
V2 :m_z[kz(J’1 —y2) + by (31 — ¥2)] 7.16.

Takto odvozena rovnice 7.16. je totozna srovnici 7.5. Z vysledktu plyne, ze
pohybové rovnice soustavy, tentokrat se dvéma stupni volnosti jsou nezavislé na
metod€é odvozeni. Shoda mezi rovnicemi vzniklymi z Lagrangeova a Hamiltonova
pristupu byla jasné prokazana.

7.4 Volba parametru

Hodnoty hmotnosti m; a mz jsou dané tak, ze se modeluje vz s vahou M = 2 tuny, ktera
odpovida primémé celkové hmotnosti standardné nalozeného vozu velikosti Skody
Octavia. Model je ¢tvrtinovy, ktery se v této praci fesi jako idealni, predpoklada se tedy
rovnomérné rozlozeni hmotnosti vozu na vSechna Ctyfi kola. Hmotnost m; byla dana
jako soucet vahy 17" kola, pneumatiky a vahy tlumice s pruzinou, jako m; = 35 kg.
Hmotnost m; byla nasledné dopocitana jako: (M / 4 —m; ) = 465kg.

Postup néavrhu zbylych hodnot byl nasledovny: prvné se v modelu (0br.9.)
polozily hodnoty tuhosti pruziny k2 a tlumeni tlumice b2 rovny nule. Takto se zjiStovala
odezva pouze neodpruzené Casti modelu, tedy osy kola. Zvolené varianty pro hodnoty
tuhosti a tlumeni pneumatiky jsou piehledné sepsany v tab.2.
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Varianta 1 ki =4 200 Nm!
b =15 Nsm'!

Varianta 2 ki =1000 Nm!
bi = 100 Nsm'!

Varianta 3 ki =25 000 Nm!
bi = 80 Nsm'!

Tab.2. Varianty pro model pneumatiky

Takto zvolené hodnoty jednotlivych variant byly pouzity pro simulaci jizdy prajezdu
vymolem. Nasledujici graf porovnava vSechny tii varianty konstant mezi sebou.

Prujezd vymolem &=
I

| | | | | . Prujezd vymolem

Varianta 1, Varianta 2, Varianta 3
| | I

% I N N Y B [\ PR WA
pEmm. T AT LA

Varianta 1 ]

‘arianta 2

0.2~ [ [ [ [ [ | | | Varianta 3 []
I I I I I | | | T

0 2 4 6 ] 10 12 14 16 18 20

Obr. 10. Graf zavislosti vychylky osy kola v zavislosti na volbé vstupnich
parametrii 7 tab.2. pri priijezdu vymolem

Na zakladé zvolenych hodnot zfab.2. vznikl graf (obr.10.) ktery znazorniuje
zavislosti vychylky osy kola vozu, ktery projizdi vymolem (schéma vymolu na obr.15.).
Pro hodnoty tuhosti a tlumeni pneumatiky byl vybran zeleny signal (Varianta 1),
ktery ma ve srovnani s Cervenym signalem (Varianta 3) mensi amplitudu. Ve srovnani
s modrym signalem (Varianta 2) dokaze rychleji sledovat vychylku vozovky.
Nejpodstatnéjsi ale je, ze se u zelen¢ho signalu jedna o tlumené kmitani. Proto byla
pro nasledné potfeby modelovani vybrana prvni varianta hodnot z fab.2. Tato varianta
byla zvolena rovnéz proto, aby se vychylka osy kola co nejvice blizila samotné
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vychylce simulovaného povrchu vozovky. Tim se v simulaci chovani modelu zarudi,
ze pneumatika bude co nejvice v kontaktu s vozovkou a nebude odskakovat.

Posléze se obdobnym zpisobem (variantou né€kolika vstupnich dvojic pro
hodnoty k2 a bz, kde hodnoty tuhosti a tltumeni pneumatiky k; a b; byly jiz jasné€ dané)
volily hodnoty tuhosti pruziny k> a tlumeni tlumice b2 s dirazem na co nejefektivnéjsi
odtlumeni nerovnosti vozovky pro karoserii vozidla. Volba téchto hodnot je pro
vysledné chvéni karoserie naprosto podstatna. Tato prace se nezaobira vypoctem
idealnich hodnot, nybrz jejich pouhou volbou. Toto mé& za nésledek nedokonalé
odpruzeni skute¢ného vozu, ovS§em pro potieby modelovani a grafického znazornéni
vysledki je takovyto postup naprosto dostacujici.

Pro konkrétni vypocty simulovaného modelu v této praci byly zvoleny nasledujici
hodnoty neznamych:

m; =35 kg m2 = 465 kg
b; =15 Nsm'! b2 =950 mNsm'!
ki = 4200 Nm! k2 =150 Nm'!

Na nasledujicim obr.11.a) je ukazka scriptu pro feSeni rovnic a na obr.11.b) je
snimek okna workspace z prostfedi Matlab, ve kterém jsou abecedné sefazeny hodnoty
zvolenych konstant ulozenych v paméti softwaru pro nasledné feSeni diferencialnich
rovnic 7.4. a7.5. v programu Simulink.

; _ Zi:ar 211 Workspace
3—  close all Name Value
4
5 fhmotnosti | b 15
5= ml = 35; 1 b2 0.9500
7= m2 = 465; 1 k1 4200
8 sneodpruzenad <Sast 1 k2 150
9 — bl = 15; i mT 35
10 - k1 = 4200; | m2 465
11 fodpruzenad £ast
12 — b2 = 0.95;
13 — k2 = 150;

a) b)

Obr.11. a) script a b) workspace v Matlabu
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7.5 Simulink model

VETUPNI SIGMAL

Obr.12. Schéma ieSeni pohybovych rovnic 7.4. a 7.5. v prostiedi Simulink

V obr.12. je pouzit subsystém, ktery se bude ménit v zavislosti na volbé vstupniho
signalu, vysledny signal ze subsystému bude vzdy charakterizovan zménou vysky
virtualni polohy a jeji rychlosti. Bylo zde také pouzito schématické znaCeni pro polohu,
rychlost a zrychleni k-tého prvku schématu:

Yk = Yk
Yk = Vk 7.17.
Yx = ax
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7.6  Odezvy na vstupni signaly

Pro vertikalné kmitajici soustavu je podstatné znat odezvu jednotlivych ¢asti (odpruzené
a neodpruzené) soustavy na dany vstupni signal. V tomto piipadé na vstupni vychylku
povrchu vozovky. Odezva se bude pozorovat na tfech rozdilnych vstupnich
zavislostech. Na nahodném (stochastickém) signalu (obr.14.), dale na prijezdu
vymolem (obr.16.) a nakonec na piejezdu pies zpomalovaci retardér (obr.18.).

a) Stochasticky signal

Zvrasneni vozovky

Random number
Obr.13. Subsystém modelu pro stochasticky signdl

Na obr.13. je zobrazen nahodny signal, ktery reprezentuje realné zvrasnéni vozovky pro
potieby simulace. Tento signal vznik4 v bloku Random number, ktery je nastaveny tak,
ze se vysledna hodnota signalu méni vzdy po 2,5 sekundéach, kde vysledny signal
nabyva hodnot (—3,5) cm.

AN

Zyrasnéni vozovky

vychylka polohy neodpruzené éasti modelu
vychylka pelohy odpruzené &asti modelu
R — I [ I [ [ [ I [ I 1

T
B

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.14. Graf zavislosti polohy [m] karoserie a neodpruzené casti modelu v zavislosti na
stochastickém vstupnim signalu [m]

Na obr.14. jsou vysledky analyzy kmitani zvolené mechanické soustavy se dvéma
stupni volnosti v zavislosti na jizdé po zvrasnéné vozovce. Odezva neodpruzené Casti
modelu se skladd ze siln€¢ kmitajiciho signalu (v obr.14. modrou barvou), ktery
reprezentuje vibrace osy kola, na které je prenasena kazda nerovnost vozovky. Naopak
odpruzena karoserie vozu ma daleko plynulejsi vychylky (Cervena barva) bez nahlych
zmeén polohy, coz v praxi znamena vyssi pohodlnost pro cestujici.
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b) Prujezd vymolem

0.1 —p-

Prejezd vymolem

+ +

————t
P E——

T
A
1

+ +

Puls

t
|

|

|
b+
e Generator Add

Obr.15. Subsystém modelu pro prujezd vvmolem

Na obr.15. je zobrazen subsystém pro vznik signalu reprezentujiciho prijezd
vymolem o hloubce 0,1 m. Blok Pulse Generator vytvoii skokovy signal v paté sekundé
simulace z hodnoty 0,1 m na hodnotu 0 m a po 11 sekundach se signal vrati do své
puvodni hodnoty. Pomoci konstanty je zvolena referen¢ni hodnota po¢atecni a koncové
vychylky vozovky do hladiny nula. Diky tomu se bude na obr.16. sledovat zavislost
polohy karoserie a neodpruzené ¢asti vozu bez jakéhokoli predchoziho ruseni.

01—

' I
T e

1 ik i74aad

0.15— | | | —

o2 & Prejezd wimolem i
m——— yychylka polohy neodpruzené éasti modelu
== vychylka polohy odpruZené &asti modelu

| | | | | | | [ [

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Obr.16. Graf zavislosti polohy [m] karoserie a neodpruzené casti modelu v zavislosti na
v zavislosti na prijezdu vymolem [m]

Na obr.16. je patrna nahlda zmeéna polohy vozovky, konkrétné je simulovany
vjezd, prujezd a nasledné vyjeti z vymolu na idealni (dokonale rovnou) vozovku. Diky
vysoké hodnoté€ tuhosti pneumatiky ve srovnani s tuhosti pruziny karoserie pneumatika
1épe sleduje povrh vozovky, coz je chténé z hlediska bezpec¢nosti jizdy vozu. Odpruzena
¢ast modelu (v obr.16. Cervenou barvou) pomaleji sleduje vychylku vozovky diky
nizkému tlumeni a hodnoté tuhosti. Pravé takové nastaveni ma pozitivni vliv na
pohodlnou a bezpecnou jizdu automobilem. Na vychylce osy kola (modra barva
signalu) je patrné, jak naro¢ny prijezd takovym vymolem, vzhledem k celkovému
namahani a tnavé jednotlivych komponentt, zejména osy kola, je.
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¢) Prejezd pres retardér

/\/4> u| F——»+

Retardér

Abs
N o

Sine waves Add

Obr.17. Subsystém modelu pro prejezd pres retardér

Na obr.17. je schéma subsystému pro signal reprezentujici vychylku ptejezdu pres
retardér. Pro vznik takového signalu byly pouzity dvé shodné sinusovky o periodé
T =5 s a amplitudé 0,075 m. Vysledny signal, ktery ma tvar valcové usecCe je dan
souctem klasické sinusové funkce a hodnoty sinusu v absolutni hodnoté. Tim se dosahlo
jedné kladné pulvlny o amplitudé 0,15 m, ktera predstavuje jednoduchy virtualni
retardér o maximalni vySce 15 cm.
| [ | [ | I

= yychylka polohy neodpruzené &asti modelu [~
vychylka polohy cdpruzené Easti modelu

0.16—

Obr.18. Graf zavislosti polohy [m] karoserie a neodpruzené casti modelu v zavislosti na
prejezdu pres retardér [m]

U obr.18. se odezva polohy karoserie (Cervend barva) projevi az po samotném
prujezdu pres retardér. Z toho vyplyva, ze odezva karoserie na vstupni signal, v tomto
ptipadé na vychylku zpisobenou piejezdem pies zpomalovaci zafizeni je hodné zavisla
na hodnoté tlumeni mezi osou kola a samotnou karoserii. Zaroven je rovnéz vidét, ze
simulovany model odtlumi maximalni vychylku, ktera ¢ini 15 cm takovym zptsobem,
ze se samotny vuz vychyli pouze o 13 cm. Poté dojde k naslednému utlumeni vibraci.
Z odezvy neodpruzené Casti (modra barva) se opét potvrzuje fakt, ze pneumatika ma
schopnost sledovat vozovku bez velkych odskoki (ovSem s velkou frekvenci
jednotlivych kmiti).

46



UMTMB Ondrej Sikora
FSIVUT v Brné

8 Srovnani zkoumanych metod

Lagrangeova a Hamiltonovska mechanika jsou dulezité pojmy, které spadaji pod
klasickou mechaniku. Lagrangeovu mechaniku vytvoril italsky matematik Joseph Louis
Lagrange v roce 1788, zatimco Hamiltonovskou mechaniku vytvofil William Rowan
Hamilton v roce 1833 [13]. V kontextu klasické mechaniky je vhodné napsat, ze jsou
Lagrangeovy a Hamiltonovské formulace ekvivalentni Newtonovské mechanice.

Lagrangeova mechanika je ve srovnani s Newtonovskou mechaikou
matematicky propracovanéjs§i a systematictéjSi koncept. Pro aplikaci Lagrangeovy
mechaniky nebyly zavedeny zadné fyzikalni koncepty. Kdyz Newtonova formulace
klasické mechaniky neni vhodna, Lagrangeova mechanika je velmi uziteCna pfi feSeni
mechanickych problémi.

V konceptu Lagrangeovské mechaniky je trajektorie fyzikéalniho systému
obsahujiciho Castice odvozena feSenim Lagrangeovych rovnic v jedné ze dvou forem,
bud’to jako Lagrangeovy rovnice prvniho druhu, nebo Lagrangeovy rovnice druhého
druhu. V kazdém z téchto dvou typll je matematicka funkce L pojmenovana jako
lagrangian, oznacovana jako funkce zobecnénych (generalizovanych) soufadnic, jejich
casovych derivaci a Casu.

Lagrangian je nastroj k popisu pohybu (velmi uzite¢ny nastroj ve vSech
oblastech fyziky), na druhé strané, ve skuteCnosti nepfedstavuje nic fyzicky
smysluplného, protoze je to rozdil dvou energii. Déale neexistuje nic takového jako
zachovani lagrangiant, takze obecné se nejedna o konzervativni veli¢inu. To dava
Hamiltonianovi v mnoha vécech jasné navrch.

Hamiltonovskd mechanika je matematicky rovnéz velmi propracovana
formulace klasické mechaniky. Tento koncept piispéel k formulaci statistické mechaniky
a kvantové mechaniky. Sir Hamilton jej vyvinul s tim, ze vychazel z Lagrangeovy
mechaniky.

V Hamiltonovské mechanice existuje matematicka funkce H pojmenovana jako
hamiltonian, je to funkce zobecnénych soufadnic, jejich hybnosti a ¢asu. Hamiltonovska
mechanika je prevladajici pfistup pouzivany ve statistické mechanice. Mimo jiné proto,
ze hamiltonian predstavuje celkovou energii a kvili zakonu zachovani energie systému,
je veli¢inou konzervativni. Tim, ze Hamiltonovsky pfistup vSak predpoklada, ze je
systém konzervativni, jej to znevyhodnuje s ohledem na Lagrangeuv piistup.

Na zavér, hamiltonian je zakladni soucasti kvantové mechaniky, protoze jej 1ze
pouzit k vypoctu celkové energie. Dale ma Hamiltonovska mechanika jasnou vyhodu
oproti Lagrangeovi v feSeni hlubSich a filozofickych otazek ve fyzice. Lagrangian se
naopak pouziva spise v nécem, jako je klasicka teorie pole a kvantova teorie pole [13].

Kazdopadné plati pravidlo, ze v klasické mechanice lze Lagrangeovu
a Hamiltonovskou mechaniku pouzit na stejné véci a pfi vybéru vétSinou jde jen
o vlastni preference. Oba pfistupy poskytnou stejné pohybové rovnice a oba mohou byt
pouzity k odvozeni stejnych fyzikalnich zakonu a je s nimi mozno popsat stejné jevy. Je
potfeba zdiraznit, ze v klasické mechanice nejsou rozdily mezi hamiltoniany
a lagrangiany vyrazné.

Kli¢ovy rozdil mezi Lagrangeovou a Hamiltonovskou mechanikou je v tom, ze
Lagrangeova mechanika popisuje rozdil mezi kinetickou a potencialni energii, zatimco
hamiltonovska mechanika popisuje soucet kinetickych a potencialnich energii.

Pro systém s n nezavislymi zobecnénymi soufadnicemi Hamiltonovsky pfistup
urcuje diferencialni rovnice 2n prvniho fadu. Na rozdil od Lagrangeovy mechaniky ma
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hamiltonian dvakrat tolik nezavislych proménnych nez lagrangian, coz je ovSem velka
vyhoda, nikoli nevyhoda, protoze rozsifuje oblast moznych transformaci, které lze
pouzit ke zjednoduseni feseni. Zaroven numerické feseni diferencidlnich rovnic prvniho
fadu je nesporné jednodussi, oproti feSeni diferencialnich rovnic druhého ftadu
u Lagrangeho mechaniky. A toto je jedna z velkych vyhod Hamiltonovské mechaniky.

Lagrangeova mechanika je obvykle zastoupena v néfem, co se nazyva
konfiguracni prostor, zatimco hamiltonianskd mechanika je zastoupena ve fazovém
prostoru (viz obr.1.). Je to dal§i z podstatnych rozdild, oba pfistupy se od sebe lisi
zpusobem, jakym jsou zastoupeny. Tim je mysleno, ze ve fyzice je typické
reprezentovat fyzikalni systémy v riznych prostorech, které jsou uzite¢né pro
vizualizaci stavi systému a také pro popis povahy fungovani konkrétniho systému.
Fazovy prostor je obecné uziteny pro popis pohybu systému, na rozdil od
konfigura¢niho prostoru, ktery poskytuje pouze informace o moznych polohach riznych
komponent systému. Rozdil mezi témito dvéma prostory je ten, Ze konfiguracni prostor
je reprezentaci v§ech moznych prostorovych poloh systému [13].

I kdyz se na prvni pohled mize zdat, ze mezi témito dvéma formulacemi
mechaniky je mnoho rozdilt, ve skute¢nosti jde jen o rizné pohledy na popis stejnych
jevi. Obé¢ tyto formulace vSak maji své vlastni vyhody.

Nize je pro piehlednost uvedena tabulka podstatnych rozdili mezi Lagrangeovou
a Hamiltonovou mechanikou.

Lagrangeova mechanika Hamiltonova mechanika
Joseph Louis Lagrange, 1788 William Rowan Hamilton, 1833
Diferencialni rovnice druhého radu Dv¢ diferencialni rovnice prvniho fadu
Rozdil kinetické a potencialni energie Soucet kinetické a potencialni energie
Pohyb je popséan polohou a rychlosti Pohyb je popsan polohou a hybnosti
Konfiguraéni prostor Fazovy prostor
Lagrangian neni konzervativni veli¢ina Hamiltonian je konzervativni veli¢ina

Tab 3. Podstatné rozdily mezi Lagrangeovou a Hamiltonovskou mechanikou
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ZAVER

Ukolem této bakalaiské prace bylo provést reSersi zakladnich principti klasické
mechaniky za pomoci Lagrangeho a Hamiltonova formalismu, tedy tak, aby feSeni
pohybovych rovnic nebylo zalozeno jen na Newtonovych zakonech. Byl
zminén teorém Neotherové, Poincarého grupa symetrii a Poissonovy zavorky. Prace
si nekladla za cil stat se podrobnym popisem klasické mechaniky, nybrz byt stru¢nou
vstupni branou do tématu.

Ve treti kapitole je odvozen Lagrangeho formalismus, na ktery plynule navazuje
dalsi kapitola, ktera se zabyva ptistupem Hamiltonovym. Na zakladé uvodni reSerse se
tesily dva priklady. Prvnim piikladem bylo t€leso s jednim stupném volnosti. Vytvoril
se model mechanického oscilatoru a po sestaveni pohybovych rovnic dle obou
formalismt zvlast, se sledovala zavislost rychlosti a zrychleni vzhledem k velikosti
budici sily oscilatoru.

Druhy piiklad, se dvéma stupni volnosti, byl narocnéjsi, odvodily se pohybové
rovnice Ctvrtinového modelu vozidla, volily se vhodné velikosti tlumeni a tuhosti
pneumatiky a rovnéz hodnoty odpruzeni samotného vozu. Na zakladé vzniklého modelu
v prostiedi Matlab / Simulink se sledovalo odpruzeni karosérie vozu s ohledem na jizdu
vozu po silnici, prijezd vymolem a piejezd pres zpomalovaci retardér.

Pro oba priklady byly odvozeny jak Lagrangeovy rovnice II. fadu, tak
Hamiltonovy kanonické rovnice. Po vyjadfeni maji pohybové rovnice shodny tvar,
jsou tedy nezavislé na zvoleném formalismu, pouze postup jejich ziskani je odlisny.

V klasické mechanice se pouziva Lagrangeho formalismus k odvozeni
pohybovych rovnic soustavy, které ve vysledku maji n diferencialnich rovnic druhého
fadu (kde n je pocCet stupna volnosti dané soustavy). Zatimco Hamiltoniv formalismus
ma 2n diferencidlnich rovnic, ovSem prvniho fadu. Z matematického hlediska je
tedy snadngjsi pocitat rovnice dle Hamiltonova formalismu, ktery zjednodusuje
numerickou 1 analytickou praci s pohybovymi rovnicemi.

Dalsi rozdil mezi témito pfistupy je, ze Lagrangeho formalismus je definovan jako
rozdil kinetické a potencialni energie, zatimco Hamiltontiv jako jejich suma. Diky
souctu energii je hamiltonian konzervativni veli¢inou, coz lagrangian rozhodné neni.
Ten zaroven nereprezentuje nic fyzikalné uchopitelného. A v uvodni kapitole, je
uvedena rozdilnost ve zobrazovacim prostoru, kdy Lagrange vyuziva konfiguracni
prostor, zatimco Hamilton prostor fazovy.

Podstatné ale je, ze odvozené pohybové rovnice v klasické mechanice dle obou
formalismt budou ve vysledku vzdy shodné, nebot’ popisuji stejnou trajektorii pohybu
télesa. Tato skuteCnost byla jasné prokazana i v obou demonstracnich piikladech v mé
bakalarské praci.
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