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Pouzita symbolika

N mnozina prirozenych cisel
R ... mnozina realnych cisel
R™ ... mnozina vSech n-tic redlnych cisel
JCR ... interval z R
C™(J) ... mnozina funkci, které maji spojité vSechny derivace
do tadu n, véetné, na intervalu J C R
(z,y) ... soufadnice bodu
[a, b] ... uzavieny interval
y(x;) ... hodnota pfesného feSeni y(z) v bodé x;
Yi ... hodnota priblizného feseni v bodé x;
x = (z1,%9,...,7,)" ... vektor z R"



Uvod

Tato bakalarska prace je zaméfena na metody Runge-Kutta, coz jsou nume-
rické metody, pomoci nichz hleddme hodnoty pfiblizného feseni Cauchyovy (po-
¢atecni) tlohy. JelikoZ numerické feSeni diferencidlnich rovnic (NRDR) nebylo
v zakladnim kurzu mého bakalaiského studia, musel jsem danou problematiku
nastudovat. Cilem této prace je seznadmeni ¢tenafe se zaklady NRDR.
povazovat za nejjednodussi metodu Runge-Kutta. Na této metodé si v textu
ukazeme zakladni princip fungovani numerickych metod. Déle si vysvétlime, jak
pomoci numerické metody najit hodnoty priblizného feseni diferencialni rovnice

prvniho fadu, véetné pocatecni podminky, tj. pocatecni tlohy tvaru

y = f(z,y)

y(z0) = Yo

ale také Cauchyovy ulohy, ktera je dana vyjadfenim

y' = f(z,y)

Y(mo) = Yo-

Tuto tlohu povazujeme za systém diferencidlnich rovnic prvniho fadu s pocatec-
nimi podminkami.

V prvni kapitole nazvané Diferencialni rovnice se okrajové zabyvame teorii
diferencialnich rovnic n-tého i prvniho fadu. Déale uvadime, jakym zptisobem lze
prevést diferencialni rovnici n-tého fadu na systém diferencialnich rovnic prvniho
radu a jaky je vztah mezi jejich fesenimi.
kapitole uvadime zakladni princip Eulerovy metody, dva zptisoby feseni pocatecni
tlohy pomoci Eulerovy metody (ekvidistantni a neekvidistantni sif uzli) pro
jedno i vice rozmérny pripad Cauchyovy tulohy.

Ve tieti kapitole nazvané Metody Runge-Kutta uvazujeme explicitni a im-

plicitni numerické metody, pricemz se dale v jednotlivych podkapitolach zaby-
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vame zvIast explicitnimi metodami a zv1ast implicitnimi metodami Runge-Kutta.
V kazdé podkapitole uvadime riizné metody Runge-Kutta, véetné ptikladii na
uziti uvedenych metod.

Déle jsou ke kazdému tématu ru¢né pocitané ptiklady, k nimz jsem vytvoril i
M-fily v matematickém softwaru MATLAB. Vsechny tyto M-fily jsou také ulozeny
na CD, které je k dispozici na zadni strané prebalu.

Pro prehlednost je konec Pfikladu oznacen symbolem & a zacatek a konec

kazdého M-filu je oddélen od textu prerusovanou carou.



1 Diferencialni rovnice

Nejprve definujeme diferencialni rovnici n-tého rfadu, feseni diferencialni rov-
nice a Cauchyovu tlohu pro diferencialni rovnici n-tého fadu. Déale si ukazeme, jak
diferencialni rovnici n-tého fadu prevést na systém diferencialnich rovnic prvniho
radu.

Definice 1.1. Necht je ddna funkce F' : J x G — R, kde J C R a G C R*,

Rovnici

!

F(w,y(z),y (2),....y" (@) =0,
kde = € J,y(x) € C"(J), nazyvame diferencidlni rovnici n-tého fadu.

Definice 1.2. Diferencidlni rovnici n-tého radu v normdlnim tvaru rozumime

diferencialni rovnici ve tvaru

/

(x),... ,y("fl)(x)), (1.1)

kde f: IxG—=R, JCR,GCR" ze Jay(x)e C"(J).

y(n)(x) = f(l',y(l'),y

Poznamka 1.1. Rdd diferencidlni rovnice je nejvyssi derivace funkce y(x), ktera

se v diferencialni rovnici vyskytuje.

Definice 1.3. Funkci y(z) : J — R, kde J C R, nazyvame resenim diferencidlni

rovnice (1.1) na J, jestlize
L y(z) € C"(J),
2. (z,y(x),y'(x),...,y" V() € J x G,J x G C R, pro kazdé = € J,
3. rovnost (1.1) plati pro kazdé x € J.

Grafem TeSeni y(z) diferencialni rovnice (1.1) je kiivka, kterou nazyvame krivkou
integralni.
Definice 1.4. Necht (29,0, ¢1,...,%Yn_1) € J x G, kde J x G C R"*1. Ulohu
najit feSeni y(x) diferencialni rovnice (1.1) spliiujici podminky
y 9 (w0) = ¢y, proj =0,1,2,...,n — 1, (1.2)
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piicemz symbolem ® (x) rozumime funkéni hodnotu v bodé z, tj. plati vztah
YO (20) = y(zo) = vy, nazgvame Cauchyho (pocdtecni) tilohou. Podminky dané
vztahem (1.2) nazyvame Cauchyho pocdtecni podminky.

Poznamka 1.2. Analogicky k vyse uvedenym definicim miZeme uvazovat dife-

rencialni rovnici prvniho fadu tvaru

y'(z) = f(z,y(z)).
Déle se v textu budeme zabyvat pouze diferencialnimi rovnicemi prvniho fadu,
nebot jak si v nasledujici poznamce ukazeme, kazdou diferenciilni rovnici n-tého
fadu lze prevést na soustavu n diferencialnich rovnic prvniho radu. Pokud budeme
uvazovat Cauchyho (pocéatec¢ni) tlohu pro diferencidlni rovnici prvniho fadu, ta

bude v souladu s predeslymi formulacemi tvaru

y'(x) = fla,y(z)) (1.3)
y(zo) = Yo, (1.4)
kde xg € J a yp € R.
Jestlize uvazujeme 9 = (Y1, %s,...,UY)" € Ry = (y1(x),y2(x), ..., yn(x))T
a vektorovou funkci £ = (f1, fo,..., )T, kde y;(x) € C*(J), fi : J x G — R,
JCR GCRproi=1,2,...,n, pak pocatecni tlohu mizeme vyjadrit vztahem
y'(z) = £(z,y(z)) (1.5)
y(xo) = 1, (1.6)
kde x € Jaxg € J. Vztah (1.5) nazyvame systém n diferencidlnich rovnic pruniho
rddu s po¢ateénimi podminkami ve tvaru (1.6).
Poznamka 1.3. Uvazujme nyni diferencialni rovnici n-tého fadu tvaru (1.1), kde
n > 2. Pritadme k ni systém diferencidlnich rovnic prvniho fadu nésledujicim

zpusobem. Zavedeme substituci

yi(z) = y(z),
ya(z) = ¢ (),
ys(x) = y"(2), (1.7)



potom systém diferencidlnich rovnic pfitazeny k diferenciélni rovnici (1.1) je tvaru

: (1.8)
Yoy (7) = tn(2),
yn(x) = f(x,yl(x),yg(x), ,yn(x)),
kde f : J x G — R,J x G C R Tento systém diferencidlnich rovnic je
specidlnim p¥ipadem systému (1.5), pficemz systém (1.8) piSeme ve vektorové

podobé nasledovné

/!

y = g(z,y),

kde g(z,y) :(y2(x),y3(x), s Yn(T), f(%Y))T, picemz y = (y1(x), ..., yn(x))"

a tedy y' = (y1(z),y5(x), ...,y ()"

Systém diferencidlnich rovnic prvniho fadu (1.8) je ekvivalentni s diferencialni

rovnici (1.1) ve smyslu nasledujici véty publikované v [1], str. 40.

Véta 1.1. Nechtu : J — R, kde J C R, je reseni diferencidlni rovnice (1.1), pak

funkce
y(ZE) = (U(I)v ul(x)v S ’u(n_1)<x))T

je Tesenim systému (1.8) na intervalu J. Naopak je-li y(z) = (y1(z), ..., yn(z))"
resenim systému (1.8) na J C R, pak funkce u(x) = yy(x) je feSenim diferencidlni

rovnice (1.1) na J.

1.1 Reseni diferencialnich rovnic

K feseni diferencialni rovnice mizeme pristupovat ze dvou stran.
Prvnim pristupem k feseni diferencialni rovnice je, ze hleddme presné feseni,
tj. predpis funkce y(x). Toto TeSeni se nazyva analytické feseni. Hledani analy-

tického Teseni diferencidlni rovnice je asto slozité a velice pracné. K analytickym



metodam patii a nejcastéji uzivané jsou napi. uziti Taylorovy fady, separace pro-
ménnych, atd. Tyto metody jsou rozebirany v zakladnich kurzech Obycejnych
diferencidlnich rovnic, proto se zde jimi nebudeme zabyvat. Pouze si pro nazor-

nost uvedeme ptiklad analytického feseni dané diferencialni rovnice.

Priklad 1.1. Analytickym feSenim diferencialni rovnice

y'(x) = y(z)
je napiiklad funkce tvaru
y(x) =€,
ale také
y(xz) =e" + C,

kde C' € R je libovolna konstanta, coz lze jednoduse ovéfit zderivovanim funkce
y(x). Na zavér tohoto ilustrac¢niho piikladu si vykreslime graf s nékterymi fese-

nimi uvazované diferencialni rovnice, viz. Obrazek 1. &

Druhym pfistupem k feseni diferencialnich rovnic je hledani numerického re-
$eni. Jedna se o hledani pribliznych hodnot pfesného FeSeni y(z) diferencialni

rovnice na diskrétni mnoziné bodu
a=xg<T1<xy<---<xy=D0, (1.9)

kde xr; e Rprot=0,1,2,...,N a N € N je predem zvolené. Numerické feseni
je tedy znalost pfibliznych funkénich hodnot feseni v bodech x;. Tyto hodnoty
budeme znacit y;. Numerické feseni hleddme pomoci tzv. numerické metody, coz
je predpis (algoritmus), podle néhoz pocitdme hodnoty pfiblizného feseni y; pro
1=20,1,2,..., N. Kazdy algoritmus numerické metody potiebuje néjaka vstupni
data. Témi jsou, kromé diferencialni rovnice, pocatecni (startovaci) bod (o, yo),
ktery mtizeme vycist z dané pocate¢ni podminky, krok h; proi =0,1,2,... , N —
1, predstavujici vzdalenost bodu x; a x;41, a interval [a,b], na kterém méame

danou diferencialni rovnici feSit. Na zakladé téchto danych dat hleddme pomoci
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Graf reseni diferencialni rovnice y’(x)=y(x)

5 —
- y=eX
— y=e*+1

4r| ——y=e*-05
— y=e"+0.25
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osay
\]
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Obrazek 1: Graf FesSeni diferenciilni rovnice

dané numerické metody posloupnost hodnot pfiblizného feseni {y;}¥, v bodech

T1,To,...,ry. Body x1, 29, ..., zy konstruujeme pomoci vztahu
Tiy1 = T; + hy,

kdei=10,1,2,...,N — 1.

Podle poc¢tu hodnot ptiblizného feseni potiebnych k vypoctu nasledujici hod-
noty priblizného feseni délime numerické metody na jednokrokové a mnohokro-
kové. K tomu, abychom mohli pfi hledani hodnoty pfiblizného feseni ;.1 dife-
rencialni rovnice uzit jednokrokové metody, potiebujeme znat pouze predchozi

hodnotu y;. Obecné mizeme jednokrokovou metodu psat ve tvaru

Vi1 = Yi + i@ (4, yi, hi),
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kde funkce ®(x;, y;, h;) je funkei t¥i proménnych x;, y; a h; a zavisi na pravé strané
dané diferencidlni rovnice.

Ovsem prti hledani hodnoty ;1 pomoci mnohokrokové metody potiebujeme znat
nékolik predchozich hodnot feseni y;, ¥;_1, yi_o, . . . , napt. v pripadé k-krokove me-
tody potiebujeme k ziskani hodnoty vy;11 znat v;, i1, ¥i—2, - - -, Yir1- predchozich
hodnot.

Dale si uvedeme definice vyse uvedenych pojmii mnoziny {x;}¥ , a kroku h;.

Definice 1.5. Necht je déan interval [a,b], kde a,b € R, a ¢islo N € N. Mno-
zinu bodt {z;}Y, definovanych vztahem (1.9) nazyvame sit a body z;, kde
1=20,1,2,..., N, nazyvame uzly, nebo délici body. Realné ¢islo h; > 0 definované
vztahem

hi = xip1 — x,

kdet=0,1,2,..., N — 1, nazyvame krokem, popt. délkou kroku. Pokud je krok
h; konstantni, tj. plati

hy=hy=---=hnx_1=h, kde he R,h >0,
nazyvame mnozinu {x;}~ , ekvidistantni siti, pricemz plati
x; = a + ih,

kdei=0,1,2,...,N.
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2 Eulerova metoda

Nejprve se budeme zabyvat Eulerovou metodou pro diferencialni rovnici prv-
niho fadu v normalnim tvaru, uvazujme tedy

y(xo) = Yo,

pricemz xg € J,J C R, a yy € R. Budeme tedy hledat hodnoty priblizného te-
Seni y; prot =0,1,2,..., N. Jednorozmérny piipad uvazujeme z dtivodu lepsiho
pochopeni této metody a uvedeni ¢tenare do tématu, potom pfejdeme k vek-
torovému zapisu, tj. k hledani priblizného feseni soustavy diferencialnich rovnic
prvniho fadu.

Zakladni myslenka Eulerovy metody spo¢iva v tom, ze prubéh funkce f(z,y)
aproximujeme na intervalu [z;, z;,1] pfimkou prochézejici bodem (x;,y;) se smér-

nici y; = f(x;,y;). Rovnice této pfimky je potom tvaru

y =y + (v —x:) f(25,9)

a polozime-li x = x;,1 a y = y;;1 dostaneme rekurentni vztah pro vypocet y; 1

Yier = Yi + hif (T, v3), (2.2)

kde i =0,1,2,..., N — 1. Vztah (2.2) nazgvame Eulerova metoda, coz je jedno-
krokova numerickd metoda.

Na obrazku 2 je znazornén tzv. Eulertiv polygon, coz je lomenna kfivka spo-
jujici body (x;,y;) proi=0,1,2,... N ziskané uzitim vztahu (2.2).

Uzitim vztahu (2.2) vygenerujeme mnozinu hodnot pfiblizného feseni {y; ¥,
kde je hodnota yy ddna poc¢ateéni podminkou y(zg) = yo. Jednotlivé hodnoty vy;
pocitdme prostfednictvim vztahu (2.2), znalosti kroku h; a posloupnosti {z;}¥,

ktera je dana vztahem
Aa=Tg<T1<Xy<---<zxny=Db

a pro niz plati ;.1 = x; + h; prot=20,1,2,..., N — 1. Uzly sité tedy déli inter-

val [a, b], na némZz mame diferencidlni rovnici ' = f(x,y) fesit, na podintervaly,
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Euleruv polygon

graf presneho reseni
X pocatecni podminka
Euleruv polygon

osay

osa x

Obrazek 2: Euleriav polygon

které budeme také nazyvat délicimi intervaly. Poc¢tem délicich intervalii budeme

rozumét ¢islo N € N.

Pokud budeme hledat numerické feseni diferencialni rovnice pomoci Eulerovy

metody, budeme postupovat jednim z nasledujicich zptisobt.

I. Prvni zpusob reseni pocatecni ulohy Eulerovou metodou.

Uvazujme ekvidistantni sif uzli a pocatecni tlohu (2.1). Nasim tkolem je najit
numerické feseni této tlohy pomoci Eulerovy metody na intervalu [a,b], kde

=29 a b=y, s danym budto

a) krokem h. Pficemz uvazujeme takovy krok h, Ze rozdil b — a je celo¢iselnym
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nasobkem tohoto kroku. Pocet délicich intervali N urcéime ze vztahu

_b—a

h

N

nebo
b) poctem délicich intervali N. Pokud zndme N, ur¢ime krok h z vyjadieni

_b—a

h
N

(2.3)

Déle pokracujeme tak, Ze ve vzorci (2.2) zvolime i = 0. Pfedpis této metody bude

tvaru

y1 = yo + hf(zo,Y0),
kde xg a 1y zname z pocatecni podminky, pficemz o = a. Nyni mtizeme vypocitat
hodnotu pfiblizného feseni y; v bod€ z1 = xy + h. Timto jsme skon¢ili s prvnim
krokem. Pokracujeme druhym krokem, volime tedy ¢ = 1 a vztah této metody
pro y, bude

Y2 = y1 + hf(21, 1),
kde y; zname z predchoziho kroku a x; = 2y + h. Obdobné bychom pokracovali

déle az do i = N — 1, v tomto piipadé bude vztah (2.2) tvaru

yn = yn-1+ hf(xn_1,yn-1),

kde yy_1 zname a xny_1 = Ty_o + h.

II. Druhy zpusob feseni pocatecni tlohy Eulerovou metodou.

Necht je nyni dana neekvidistantni sif uzlt a pocatecéni uloha (2.1). Nagim tko-
lem je vypocitat ptiblizné feseni dané tlohy Eulerovou metodou, pricemz zname
pouze bod a a vektor kroktt h = (hg, hy,...,hn_1)T. Nejprve stanovime pocet
délicich intervali N, coZ je pocet slozek vektoru h, a sit {z;}X,, kde 70 = a a

Tit1 =x;+h; prot=0,1,2,..., N—1. Dale postupujeme stejné jako v pripadé L.
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Nyni si uvedeme dva priklady, ve kterjch budeme pomoci Eulerovy metody
hledat hodnoty priblizného feseni y; a uzijeme dvou vyse uvedenych zptsobi

feSeni.

Priklad 2.1. Pomoci Eulerovy metody najdéte hodnoty ptiblizného feSeni po-

Catecni ulohy tvaru

na intervalu [0, 1.4] s po¢tem délicich intervali N = 7. Uvazujme ekvidistantni
sit.
Reseni: Jelikoz uvazujeme ekvidistantni sit {z;}7_,, tak uréime krok h ze vzta-

hu (2.3), tedy h = 0.2. Eulerova metoda je ddna ptredpisem
Yir1 = Yi + hf(ziy;) proi =0,1,2,...,N —1

a v tomto pripadé je tvaru

Yir1 =Y + hyi = (1 + h)y; = 1.2y;.
Nyni polozime 7 = 0 a poc¢itame hodnotu y; nasledujicim zptisobem

Y1 = Yo + hyo = 1.2y,
kde yq je dano pocatecni podminkou. Po dosazeni konkrétnich hodnoty y, mame
y1 = 1.2.

Pokracujeme dale volbou 7 = 1 a vypoctem hodnoty y, takto

yo=(1+h)y =1.2-1.2=144.

Obdobnym dosazovanim pokracujeme az do volby i = 6.
Na zavér tohoto prikadu si uvedeme tabulku vypoctenych hodnot ptiblizného

feSeni y;, hodnoty pfesného Feseni y(x;), chybu e;, pro kterou plati

€; =| y(%) —Yi | .
16



Déle si vykreslime Euleriiv polygon a graf presného feseni dané pocatec¢ni tulohy;,

jez je tvaru

viz. Obrazek 3.

l 0 1 2 3 4 5 6 7

z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Yi 1.0000 1.2000 1.4400 1.7280 2.0736 2.4883 2.9860 3.5832
y(x;) | 1.0000 1.2200 1.4900 1.8220 2.2255 2.7183 3.3201 4.0552

e 0.0000 0.0200 0.0500 0.0940 0.1519 0.2300 0.3341 0.4720

Tabulka 1: Vypoctené hodnoty priblizného feseni a hodnoty presného reseni

Euleruv polygon pocatecni ulohy y’=y, y(0)=1

priblizne reseni
X pocatecni podminka
presne reseni

3.5

osa X

Obrazek 3: Eulertav polygon a graf presného feseni pocatecni tlohy

<
—~
S =
Il
[N
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Nyni budeme uvazovat ten samy ptiklad s tim rozdilem, ze zvolime N = 14. Po-
stupujeme stejnym zptsobem jako vyse. Jelikoz postup, kterym pocitame hod-
noty priblizného feSeni y; zname, tak si pouze uvedeme tabulku s vypoctenymi
hodnotami piiblizného a presného feseni i s chybou e;, véetné prislusného Eule-

rova polygonu a presného feSeni dané pocatecni ulohy, viz. Obrazek 4.

TT Yi y(x;) €

0 0.0 1.0000 1.0000 | 0.0000
1 0.1]1.1000 1.1052 | 0.0052
2 0.211.2100 1.2214 | 0.0114
3 03 1.3310 1.3499 | 0.0189
4 0.4 1.4641 1.4918 | 0.0277
5 0.5 1.6105 1.6487 | 0.0382
6 0.6 17716 1.8221 | 0.0505
7 0.7 1.9488 2.0138 | 0.0650
8 0.8 21437 2.2255 | 0.0818
9 0.9 23581 2.4596 | 0.1015
10 1.0 | 2.5939 2.7183 | 0.1244
11 1.1 | 2.8533 3.0042 | 0.1509
12 1.2 | 3.138 3.3201 | 0.1815
13 1.3 | 3.4525 3.6693 | 0.2168
14 1.4 3.7978 4.0552 | 0.2574

Tabulka 2: Vypoctené hodnoty pfiblizného feSeni a hodnoty presného reseni

Z pravé uvedené tabulky 2 a tabulky 1 vyplyva, ze pokud budeme hledat hod-
noty priblizného feseni y; na vétsim poctu uzlli x; nebo s mensim krokem A, bude
chyba e; mensi. Pro srovnani se podivejme na chybu e; v koncovém bodé daného
intervalu, tedy v bodé 1.4, u obou tabulek, v ptipadé tabulky 1 je e; = 0.4720
a v tabulce 2 je chyba e;4, = 0.2574. Vidime, ze chyba je téméf polovi¢ni, museli

jsme ovSem vypocitat dvojnasobné vice hodnot priblizného feseni. s
Prostrednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvoril M-file Eu-

lerovy metody pro ekvidistantni sit uzli s kontrolou vstupnich dat, ktery si zde

uvedeme.
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Euleruv polygon pocatecni ulohy y’=y, y(0)=1

Euleruv polygon

X pocatecni podminka
presne reseni

1.4
osa x

Obrazek 4: Euleriv polygon a graf pfesného reseni pocatecni tulohy

<
—~
oA
I
— <

M-file 2.1.

% Eulerova metoda pro ekvidistantni sit uzld

b

% VSTUP:

% funkce...pfedpis funkce na pravé strané diferencidlni rovnice,
% musi byt proménnjch x a y, nap¥. ve tvaru funkce = Q(x,y) x+y
% PP...poCdtelni podminka PP = [x_0 y_0], napf. ve tvaru

%» PP = [0 1]

% int...interval, na kterém hledadme Ffe3eni dané funkce ve tvaru

19



% int = [a b], nap¥. int = [0 1]

% h...krok

% nebo

% N...poCet dé&licich intervald,

% pokud chcete zadat krok h, pak zadejte N = 0 a jestlize
% chcete zadat N, potom zvolte h = 0

b

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hleddme p¥ibliZné feSeni (uzly)

% y...vektor hodnot pfibliZného ¥eSeni v bodech x_i

function [x,y] = Euler_ekv(funkce,PP,int,h,N)

h = single(h);

x(1) = PP(1);
y(1) = PP(2);

if PP(1) == int(1),
if int(1) < int(2),
if (h>0&& N ==0) || (N >= 1 & N/floor(N) == 1 && h == 0),

if h == 0,

h = (int(2)-int(1))/N;
else

N = (int(2)-int(1))/h;
end;

if N/fix(N) == 1,
for i = 1:N,
x(i+1) = x(i)+h;
end;

for i = 1:N,
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y(i+1) = y(i)+h*funkce(x(i),y(i));
end;
disp(’Vektor uzld’)
X
disp(’Vektor hodnot pf¥ibliZného FeSeni’)
y
plot(x,y,x(1),y(1),’rx’)
axis([int(1),int(2) ,min(y) ,max(y)]1);
else
disp(’Rozdil b-a neni celoiselnym ndsobkem kroku h!
Zm@&iite interval int = [a b] nebo krok h.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany krok h nebo &islo N! Zméiite krok h
nebo &islo N.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany interval [a b]! Zm&iite interval
int = [a b].?)
end;
else
disp(’Bod x_0 neni shodnj s bodem a! Zméiite poclatelni

podminku PP nebo interval int.’)

Data z ptikladu 2.1 z tabulky 1 lze ziskat také prostrednictvim M-filu 2.1, coz

si ukdzeme v nasledujici poznamce.

Poznamka 2.1. Uvedené vypoctené hodnoty ptiblizného feseni ziskame v pro-

gramu Matlab vyvolanim M-filu 2.1 nasledujicim zptsobem.

funkce = @(x,y) y;
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PP = [0 1];
int = [0 1.4];
h = 0;

0
N=17;

[x,y] = Euler_ekv(funkce,PP,int,h,N);

Toto zavolani ndm kromé vykresleni obrazku ptislusného Eulerova polygonu vy-

pise tyto hodnoty:

Vektor uzld
x =
0 0.2000 0.4000 0.6000 0.8000 1.0000
1.2000 1.4000

Vektor hodnot pribliZného FfeSeni

y’ =
1.0000 1.2000 1.4400 1.7280 2.0736 2.4883

2.9860 3.5832

vvvvvv

Priklad 2.2. Pomoci M-filu 2.1 vypoc¢téte hodnoty ptiblizného feseni pocatecni

ulohy
P
Yy = —+x+cosy
Y
y(=1) =1

na intervalu [—1,1] s krokem h = 0.1. Uvazujme ekvidistantni sit uzli. Volani

daného M-filu bude
funkce = @(x,y) (x/y)+x+cos(y);
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PP = [-1 1];

int = [-1 1];
h=20.1;
N = 0;

[x,y] = Euler_ekv(funkce,PP,int,h,N);
Program Matlab vypiSe vypocitané hodnoty:

Vektor uzld
x =
-1.0000 -0.9000 -0.8000 -0.7000 -0.6000 -0.5000
-0.4000 -0.3000 -0.2000 -0.1000 0.0000 0.1000
0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000
0.8000 0.9000 1.0000
Vektor hodnot pribliZného feSeni
y =
1.0000 0.8540 0.7243 0.6088 0.5058 0.4147
0.3357 0.2709 0.2265 0.2157 0.2570 0.3537
0.4858 0.6354 0.7931 0.9537 1.1140 1.2720
1.4264 1.5769 1.7234

Na konec prikladu si uvedeme Eulertiv polygon prislusny dané pocatecni tloze,
viz. Obrazek 5. &
Déle Tesme stejnou pocatecni tlohu jako v prikladu 2.1 s tim rozdilem, ze

pouzijeme druhého zptisobu feseni diferencialni rovnice.

Priklad 2.3. Vypocitejte hodnoty priblizného feseni tlohy

s krokem h = (hg, hy, ha, h3, hy, hs, he, hy)T tvaru

h = (0.4,0.4,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1)"
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Euleruv polygon ulohy y’=x/y+x+cos(y), y(-1)=1

Euleruv polygon
161 % pocatecni podminka

osay

Obrézek 5: Euleriiv polygon pocatecni tlohy

T
Yy = —+x+cosy
Y

y(=1) =1

a pocateénim bodem a = 0. Pfi hledani hodnot pfiblizného feseni uzijte Eulerovy
metody.

Reseni: Pocet slozek vektoru h je 8, pocet délicich intervali N je tedy roven 8.
Stanovime sit {z;}%_, kde 2o = a a x;41 = x; + h; proi = 0,1,2,...,7. Hledané
délici body jsou

il0 1 2 3 4 5 6 T 8
z; |00 04 08 09 1.0 1.1 12 13 14

Eulerova metoda je pro tuto tlohu tvaru

Yir1 = ¥i + hyi = (1 + hy)ys,
24



kde i = 0,1,2,..., N — 1. Déle polozime i = 0 a vztah (2.2) Eulerovy metody
pro danou diferencialni rovnici je tvaru
Y1 = Yo + hoyo = (1 + ho)yo,

kde hodnota ¥, je dana pocatecni podminkou. Po dosazeni konkrétnich hodnot
dostaneme

= (1+04)-1=14.

Nyni polozime ¢ = 1. Eulerova metoda je dana

Yo = (14 hy)y1,

Dosazenim dostavame

Yo = (14+0.4) - 1.4 = 1.96.

Déle bychom pokracovali obdobné az do volby ¢ = 7. V dtisledku toho, ze se jedna
o priklad, v némz méame proménlivy krok h;, tak si uvedeme tabulku postupnych

vypocti jednotlivych hodnot.

i he m | Y = Y+ iy

0/04 00| yu = wo+hoyo = 14000
1104 04| yo» = y1+hyyn = 1.9600
2101 08| y3 = yo+hoys = 2.1560
4101 1.0 Ys = UYa + h4y4 = 2.6088
7101 13| y¢ = wyr+hwy; = 3.4723

Tabulka 3: Postupné vypocty jednotlivych hodnot priblizného feseni

Na zavér prikladu si opét uvedeme tabulku s vypoc¢tenymi hodnotami a piislusny

Euleriv polygon s grafem presného feseni, viz. Obrazek 6.

? 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
z; | 0.0 0.4 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4

Yi 1.0000 1.4000 1.9600 2.1560 2.3716 2.6088 2.8696 3.1566 3.4723
y(x;) | 1.0000 1.4900 2.2300 2.4600 2.7183 3.0042 3.3201 3.6693 4.0552

e; | 0.0000 0.0900 0.2700 0.3040 0.3467 0.3954 0.4505 0.5127 0.5829

Tabulka 4: Vypoctené hodnoty pfiblizného feseni a hodnoty presného feseni
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Euleruv polygon pocatecni ulohy y’=y, y(0)=1

4 -
graf presneho reseni
Euleruv polygon
x  pocatecni podminka
35¢F
3 -
>
§ 25
o
2 -
1.5+
1 1 1 1 1 1 1 I}
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

osa X

Obrézek 6: Euleriiv polygon pocatecni tlohy

/

y
y(0)

Y
1

Zkusme si vypocitat tu samou tlohu, uvazujme ale nasledujici krok
h = (0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05, 0.05) ™",

Uvedeme si pouze tabulku vypoctenych hodnot a pfislusny Euleriv polygon

s presnym feSenim, viz. Obrazek 7.
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Z; Yi y(ﬂfz) €;

0.00 | 1.0000 1.0000 | 0.0000
0.10 | 1.1000 1.1052 | 0.0052
0.20 | 1.2100 1.2214 | 0.0114
0.30 | 1.3310 1.3499 | 0.0189
0.40 | 1.4641 1.4918 | 0.0277
0.50 | 1.6105 1.6487 | 0.0382
0.60 | 1.7716 1.8221 | 0.0505
0.70 | 1.9488 2.0138 | 0.0650
0.80 | 2.1437 2.2255 | 0.0818
0.90 | 2.3581 2.4596 | 0.1015
10 1.00 | 2.5939 2.7183 | 0.1244
11 1.10 | 2.8533 3.0042 | 0.1509
12 1.15 | 2.9960 3.1582 | 0.1622
13 1.20 | 3.1458 3.3201 | 0.1743
14 1.25 1] 3.3031 3.4903 | 0.1872
15 1.30 | 3.4683 3.6693 | 0.2010
16 1.35 | 3.6417 3.8574 | 0.2157
17 1.40 | 3.8238 4.0552 | 0.2314

CO O Tl W N+~ O

Ne}

Tabulka 5: Vypoctené hodnoty pfiblizného feSeni a hodnoty presného feseni

&

Prostiednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvoril M-file Eu-
lerovy metody pro neekvidistantni sit uzlt, véetné kontroly vstupnich dat, ktery

si zde uvedeme.

M-file 2.2.

% Eulerova metoda pro neekvidistantni sit uzld

o

% VSTUP:

% funkce...pfedpis funkce na pravé strané diferencidlni rovnice,
% musi byt proménnjch x a y, nap¥. ve tvaru funkce = Q(x,y) x+y
% PP...poCatelni podminka PP = [x_0 y_0], napf. ve tvaru

% PP = [0 1]

% int...bod, ve kterém chceme zalit hledat hodnoty pf¥ibliZného
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Euleruv polygon pocatecni ulohy y’=y, y(0)=1

4 -
graf presneho reseni
Euleruv polygon
x  pocatecni podminka
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3 -
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Obrézek 7: Euleriv polygon pocatecni tlohy

<
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% TeSeni dané funkce

% h...vektor krokl, nap¥. ve tvaru h = [0.2 0.5 0.2 0.5]

h

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hledéme p¥ibliZné ¥eSeni (uzly)

% y...vektor hodnot pfibliZného FfeSeni v bodech x_i

function [x,y] = Euler_neekv(funkce,PP,int,h)

N = length(h);
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<= 0,

i;

int,

1:N,

x(i+1) = x(i)+h(i);

1:N,

y(i+1) = y(i)+h(i)*funkce(x(i),y(i));

x(1) = int;

y(1) = PP(2);

a=20;

for i = 1:N,
if h(i)

a =

end;

end;

if PP(1) ==

if a == 0,
for i =
end;
for i =
end;

disp(’Vektor uzld’)

X

disp(’Vektor hodnot pf¥ibliZného FeSeni’)

y

plot(x,y,x(1),y(1),’rx?)

axis([int,int+sum(h) ,min(y) ,max(y)]);

else

disp(’Chybné& zadany vektor krokd h! Zmé&iite néktery krok

h(i).’
end;

else

)

disp(’Bod x_0 neni shodnjy s bodem int! Zméiite polatelni

podminku PP nebo bod int.’)
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Opét mizeme data, ktera jsme vypocitali v prikladu 2.3 zkontrolovat pomoci

M-filu 2.2, jakjm zptisobem to provést si ukdzeme v nésledujici poznamce.

Poznamka 2.2. Volanim

funkce = @(x,y) y;

PP = [0 1];

int = O;
h=1[0.40.40.10.10.10.10.10.1];

[x,y] = Euler_neekv(funkce,PP,int,h);
ziskdme hodnoty

Vektor uzlt
x =
0 0.4000 0.8000 0.9000

1.2000 1.3000 1.4000

Vektor hodnot pribliZného TreSeni

y =
1.0000 1.4000 1.9600 2.1560
2.8696 3.1566 3.4723,

1.0000 1.1000

2.3716 2.6088

coz jsou vypocitané hodnoty priblizného feseni z prikladu 2.3 z Tabulky 4.

Nyni provedeme srovnani vyse uvedenych postupt hledani hodnot ptiblizného

feSeni.

Poznamka 2.3. Pii srovnavani dvou vyse uvedenych postupt hledani hodnot

priblizného feseni uvazujeme danou pocatecni tlohu tvaru

y =y
y(0) =1
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na intervalu [0, 1.4]. Z tohoto divodu uvedeme tabulku chyb e;, pficemz oznacime
e;! chybu v piikladu 2.1, dale e}? chybu uvedenou ve druhé ¢asti tohoto ptikladu

a obdobné e?! a e?? chyby v prikladu 2.3.

11 12 21 22

T T e; e; €; €;

0 0.00 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 0.0000
1 0.10 0.0052 0.0052
2 0.20 | 0.0200 0.0114 0.0114
3 030 0.0189 0.0189
4 0.40 | 0.0500 0.0277 | 0.0900 0.0277
5 0.50 0.0382 0.0382
6 0.60 | 0.0940 0.0505 0.0505
7 0.70 0.0650 0.0650
8 0.80 | 0.1519 0.0818 | 0.2700 0.0818
9 0.90 0.1015 | 0.3040 0.1015
10 1.00 | 0.2300 0.1244 | 0.3467 0.1244
11 1.10 0.1509 | 0.3954 0.1509
12 1.15 0.1622
13 1.20 | 0.3341 0.1815 | 0.4505 0.1743
14 1.25 0.1872
15 1.30 0.2168 | 0.5127 0.2010
16 1.35 0.2157
17 1.40 | 0.4720 0.2574 | 0.5829 0.2314

Tabulka 6: Chyby z ptfikladu 2.1 a 2.3

Nejprve budeme srovnavat chyby v ramci jednoho prikladu. Z uvedené tabulky
vidime, ze ¢im mensi krok h zvolime, tim mensi chybu dostaneme. OvSem tato
vyhoda je pouze zdanliva, nebot ¢im mensi krok budeme volit, tim vice hodnot
priblizného teseni budeme pocitat. Vypocet bude tedy casové narocnéjsi i pokud
budeme hodnoty zjistovat pomoci pocitace. Napiiklad si vezméme chyby e}t a
ei2. V prvnim piipadé jsme dostali chybu e}t = 0.4720 s krokem h = 0.2 a ve
druhém chybu e} = 0.2574 s krokem h = 0.1. Mohli bychom ¥ici, Ze pfi rozdéleni
kroku napiil bude chyba polovi¢ni, ovsem dostaneme také dvojnasobny pocet dé-
licich bodi, tudiz by bylo tfeba provést dvojnasobny pocet vypoctii.

Déle se budeme zajimat o chyby mezi ptiklady. Pro¢ je vhodné pouzit neekvi-
distantni sité délicich bodt? Pokud budeme uvazovat ekvidistantni sit bodi,

viz. ptiklad 2.1, bude se kumulovat (hromadit) chyba e; s rostoucim rozdilem
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eir1— e;. Pro ilustraci si vezméme chybu e}! a vypoctéme rozdily chyb e}' — el =

0.02,el' — edt = 0.03,ef' — ei! = 0.044, atd. Jak vidime chyba skute¢né nartista
s rostoucim rozdilem.

Kdezto pokud budeme uvazovat neekvidistantni sit bod, vezmeme si napfiklad
chybu e?! z ptikladu 2.3 a udélame rozdily mezi dvéma po sobé jdoucimi chybami,
tj. €3t — 2l = 0.09,e2! — 2! = 0.18,e2! — 2! = 0.034, €2} — 2! = 0.0427, atd.
Vidime, ze v pripadé neekvidistantni sité se ndm chyba nekumuluje s rostoucim
rozdilem e;,; — e;. Jestlize uzijeme k hledani hodnot priblizného feseni neekvi-
distantni sit uzlt mizeme tim redukovat chybu e;.

Pro nazornost si vykreslime Obrazek 8, na kterém budou vSechny Eulerovy po-

lygony prislusné tloze

vCetné presného feseni y = e”.

Nyni mtZeme pfejit k vektorovému zapisu Eulerovy metody. Vztah (2.2) pro

ulohu

Y(ﬁo) = Yo,

kde zg € R a yg € R", je tvaru
Vi1 = ¥i + hif (24, y3), (2.5)

kdei=0,1,2,..., N=1,y = (y1,¥2,-- -, Un)" af = (f1, fo,. .., fn)!. P¥i hledani
pfiblizného feseni tlohy (2.4) Eulerovou metodou postupujeme stejné jako v pii-
padé feSeni tlohy (2.1) pomoci této metody s tim rozdilem, Ze namisto hodnot
y; € R a hodnoty funkce f(z;,;) poCitame s vektory y; a vektorovou funkei f.
Mame tedy dvé moznosti zadani prikladu pro hledani hodnot pfiblizného reseni

pocatecni tlohy (2.4).
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Eulerovy polygony ulohy y’=y, y(0)=1

4 -
1. Euleruv polygon z prikladu 2.1
2. Euleruv polygon z prikladu 2.1
X pocatecni podminka
3.5 1. Euleruv polygon z prikladu 2.2
2. Euleruv polygon z prikladu 2.2
graf presneho reseni
3r /
/
> s
B 25F
o
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Obrazek 8: Eulerovy polygony pocatecni ulohy
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y
y(0)

Y
1

Jelikoz umime kazdou diferencidlni rovnici n-tého fadu v normalnim tvaru

vyjadrenou vztahem
y" = f(zyy, .y )

s pocatecnimi podminkami
y(j)(ato) =1;, proj=0,1,2,...,n—1,

prevést na systém n diferencidlnich rovnic prvniho fadu, viz. poznamka 1.3, tj.
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na systém tvaru

y:l = Y2,
Yo = Y3,
Yn1 = Yn,

y;l = f(x>y17y27 "'ayn)a

jenz je specialnim pripadem systému

y' =f(z,y),

resp. pocatecéni ulohy (2.4), proto zde uvadime vektorovou podobu Eulerovy me-
tody tvaru (2.5).

Déle se také budeme zabyvat hledanim hodnot priblizného feseni y; tohoto
systému diferencialnich rovnic a proto se nam bude lépe pracovat s vektory a
vektorovym zapisem této metody. Z tohoto divodu je potfebné zavést oznaceni

slozek vektoru y; € R™, tj. y; = (yi1, Yizs - - -, Yin) ', kde i = 0,1,2,..., N.

Nyni si uvedeme pfiklad na pouziti Eulerovy metody pro tlohu tvaru (2.4),
jenz predstavuje fyzikalni aplikaci vedouci na soustavu diferencialnich rovnic,
kterou budeme uvazovat i dale v této praci.

Mé¢jme téleso o hmotnosti 1 kg zavésené na volném konci pruziny, kterd je
pevné uchycend, a z(x) je poloha télesa v ¢ase z. Pak sila, jeZ zpisobuje kmitani
télesa je

g9 — [z(z) =1,
kde ¢ je gravita¢ni zrychleni a [ je ptuvodni délka pruziny. Necht je déale dana
sila imérna rychlosti télesa z’(x) pusobici proti pohybu. Pak ma rovnice pohybu
vyjadreni
2(x) =g — [2(x) 1] - (),
pokud pro usnadnéni uzijeme substituce y = z — (I + g) dostavame diferencidlni
rovnici druhého radu tvaru

y'+y +y=0
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s pocatecnimi podminkami y(z¢) = 1o a y(re) = 1. Piipojime obrazek 9 ilu-

strujici pravé uvedené velic¢iny.

I+g Z(x)

1 kg
1 kg

ROVNOVAZNY STAV V POHYBU

Obrazek 9: Pruzina

Nyni si vypocitejme hodnoty priblizného feseni této diferencidlni rovnice dru-

hého fadu pomoci Eulerovy metody.

Priklad 2.4. Najdéte hodnoty piiblizného feseni diferencialni rovnice druhého

radu tvaru

/"

y'=—y —y

s pocateénimi podminkami y(0) = 1,4/(0) = 1. Tuto ulohu feSme na intervalu
[0,1.4] s krokem h = 0.2, uvazujme ekvidistantni sit uzld.

Reseni: Zadanou po¢ateni tlohu si nejprve prevedeme na soustavu diferencial-

nich rovnic prvniho fadu, ta je tvaru

y1 = Y,
Yo = —Y2 — W1
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s po¢ateénimi podminkami y;(0) = 1, y2(0) = 1. Dale ozna¢me

f(l’,y) = (yQJ f(l’, Y1, y2))T = (y27 —Y2 — yl)T
s pocatecnimi podminkami
y(0) = (1. 1)".
Nyni jiz samotné feseni. Ur¢ime pocet délicich intervali N ze vztahu

_b—a

N
h Y

po dosazeni konkrétnich hodnot dostaneme N = 7. Vzorec Eulerovy metody je

tvaru
Vit1 =yi + (2, y:),

ktera je pro tuto tlohu dana vztahem
Yit+1,1 Yi1 Yi2
il = ' = +h
Yirt (yi+1,2 ) (%‘2 ) ( —Yi2 —Yn )
Déle budeme pokracovat prvnim krokem a zvolime ¢ = 0, plati tedy

y1 = Yo + hf(zo, yo),

kde yo = (1,1)T a f(zo,y0) = (o2, —Yo2 — Yo1)”. Dosadme do vzorce Eulerovy
metody vektor yq a f(xg,yo) takto

Yo1 Yo2
= +h =
1 (%2) (—yoz—ym)
1 1 1.2
= (1) +0'2<—1—1) = (0.6)

Timto vypoctem jsme skoncili s prvnim krokem. Nyni polozime ¢ = 1, hodnota

uzlu x; dané sité je 0.2 a pokracujeme vypoc¢tem hodnot y,, tedy
Y11 Y12
= +h =
Y2 (ym ) ( —Y12 — Yu )
1.2 0.6 1.32
- (O.G) 0.2 (—0.6 - 1.2) - (0.24)
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Obdobné bychom postupovali dale az do ¢ = 6.
Pro prehlednost si uvedeme tabulku ziskanych hodnot priblizného feseni, pres-

ného feseni tvaru
® 3 o 3
Yy = V3e 2 sin(%x) +e 2 cos(%—x),
a chyby eF, pro néZ plati

ef =| y(kfl)(xi) — Yik |,

kdei=0,1,2,..., N ak = 1,2, a odpovidajici Eulertv polygon, viz. Obrazek 10,
kde je prvni slozka feseni y;; na prvnim obrazku a druhé y;» na druhém obrazku

prot=0,1,...,7.

l 0 1 2 3 4 5 6 7
T 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Yi1 1.0000 1.2000 1.3200 1.3680 1.3536 1.2874 1.1802  1.0430
yie | 1.0000 0.6000 0.2400 -0.0720 -0.3312 -0.5357 -0.6860 -0.7849

y(z;) | 1.0000 1.1614 1.2516 1.2802 1.2573 1.1932 1.0976 0.9796
y'(z;) | 1.0000 0.6212 0.2886 0.0059 -0.2258 -0.4073 -0.5412 -0.6313

e; 0.0000 0.0386 0.0684 0.0878 0.0963 0.0942 0.0826 0.0634
e? 0.0000 0.0212 0.0486 0.0779 0.1054 0.1284 0.1448 0.1536

Tabulka 7: Vypoctené hodnoty pfiblizného feSeni a hodnoty presného reseni

L]

Prostirednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvoril M-file pro
feSeni soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu pomoci Eulerovy metody

s ekvidistantni siti uzli s kontrolou vstupnich dat, ktery si zde uvedeme.

M-file 2.3.

% Eulerova metoda pro soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho

% tadu a ekvidistantni sit uzld
yA
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osay, prvni slozka priblizneho reseni ¥iq

osa Yy, druha slozka priblizneho reseni Y

Cast Eulerova polygonu ulohy y”’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1

1.3r
1.2r
11r
1
0.9F
0.8F
07k Euleruv polygon
X pocatecni podminka
graf presneho reseni
06 1 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
osa x
Cast Eulerova polygonu ulohy y”’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1
1ol Euleruv polygon

X pocatecni podminka
graf presneho reseni

osa X

Obrazek 10: Euleriv polygon pfislusny pocatecni tloze

/"

y'=—y -y
s pocate¢nimi podminkami y'(0) = 1,y(0) =1
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% VSTUP:

% Y...vektor funkci pravyjch stran diferencidlnich rovnic ve tvaru
hoY = ox,y) ([y(2);y3); ...; f&x,y(),y@),...,y())]1),

% tedy napt.

ho Y = 0(x,y) ([y(2);sin(x"2)-y(2)-cos (2*xy (1)) 1)

% y...pocate¢ni podminky y = [y(0) y(1) ... y(N)], nap¥. ve tvaru
% y=1001...3] neboy = [0;1; ...; 3]

% x0...bod x_0 z poCatelnich podminek

% int...interval, na kterém hledadme FeSeni dané funkce ve tvaru

% int = [a b], nap¥. int = [0 1]

% h...krok

% nebo

% N...poCet d&licich intervald,

%» pokud chcete zadat krok h, pak zadejte N=0 a jestliZe chcete

% zadat N, potom zvolte h=0

T

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hleddme pfibliZné feSeni (uzly)

% y...matice hodnot pf¥ibliZného FeSeni v bodech x_i, v niZ prvni
% tadek je prvni sloZkou y_il p¥ibliZného F¥eSeni, y_i2 druhou

% slozkou pfibliZného FeSeni, atd.

function [x,y] = Euler_ekv_sous(Y,y,x0,int,h,N)

h = single(h);
x(1) = x0;

if x0 == int(1),
if int(1) < int(2),
if (b >0 && N ==0) || (N >= 1 & N/floor(N) == 1 && h == 0),
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if h == 0,

h = (int(2)-int(1))/N;
else

N = (int(2)-int(1))/h;
end;
if N/fix(N) == 1,

Q1 = length(y);
for i = 1:Q1,
y(i,1) = y(i);
end;
for i = 1:N,
x(i+1) = x(i)+h;
end;
for i = 1:N,
y(:,i+1) = y(:,1)+h*x¥(x(1),y(:,1));
end;
k = y(1);
kk = y(1);
for i = 1:N+1,
1 = min(y(:,1));
11 = max(y(:,1));
if k > 1,
k=1;
end;
if kk < 11,
kk = 11;
end;
end;
disp(’Vektor uzld’)

X
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disp(’Matice hodnot p¥ibliZného FeSeni’)

y

hold on

for i = 1:Q1,
plot(x,y(i,:),x(1),y(1,1),’rx’)

end;

hold off

axis([int(1),int(2) ,k,kk]);
else
disp(’Rozdil b-a neni celoiselnym ndsobkem kroku h!
Zm@&iite interval int = [a b] nebo krok h.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany krok h nebo &islo N! Zméiite krok h nebo
¢islo N.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany interval [a b]! Zm&iite interval int =
[a b].?”)
end;
else
disp(’Bod x_0 neni shodnj s bodem a! Zméiite poCatelni bod x0

nebo interval int.’)

Data, ktera jsme vypocitali v prikladu 2.4 mtzeme zkontrolovat pomoci M-

filu 2.3, jakym zpiisobem to provést si ukazeme v nasledujici poznamce.

Poznamka 2.4. Volanim

Y = e(x,y) ([y(2);-y()-y(2)1);

[1 11;

y
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x0 = 0;

int = [0 1.4];
h = 0.2;

N = 0;

[x,y] = Euler_ekv_sous(Y,y,x0,int,h,N);

miizeme ovérit vypocitané hodnoty pfiblizného feseni z ptikladu 2.4.

vvvvvv

hodnoty pfiblizného feSeni najdeme pomoci M-filu 2.3.

Priklad 2.5. Pomoci M-filu 2.3 najdéte hodnoty ptiblizného feseni diferencialni
rovnice

y(IV) _ (E4+Siny+2y,+yﬂ—|—ym

s poc¢ateénimi podminkami y(—1) = 1,¢'(-1) = 1,y"(-1) =1 ay”(—-1) = 1 na
intervalu [—1, 1] s krokem A = 0.5. Uvazujeme ekvidistantni sit uzld. Zndmym po-
stupem prevedeme danou diferencialni rovnici na soustavu diferencialnich rovnic

prvniho fadu tvaru

Y1 =Y
y§:: Ys
Y3 = Ya

yy = 2" +siny; + 2ys + Yz + Y4

s pocateénimi podminkami y;(—1) = 1,y2(—1) = 1,y3(—1) = 1 a yu(—1) = 1.

Volanim

Y = @(x,y) ([y(2);y(3);y(4) ;x"4+sin(y (1)) +2xy (2)+y(3)+y(4)]) ;

y=1[1111];
x0 = -1;
int = [-1 1];
h = 0.5;
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N = 0;

[x,y] = Euler_ekv_sous(Y,y,x0,int,h,N);
ziskame tyto hodnoty piiblizného feseni

Vektor uzlid
X =

-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000

Matice hodnot pribliZného TreSeni

y =
1.0000 1.5000 2.2500 3.3750 5.3651
1.0000 1.5000 2.2500 3.9802 7.8756
1.0000 1.5000 3.4604 7.7909 16.4714
1.0000 3.9207 8.6611 17.3609  33.8326

Na zavér prikladu si uvedeme ptislusné Eulerovy polygony uvedené pocatecni
ulohy, viz. Obrazek 11. &
Jesteé si vyfesime jeden priklad na nalezeni hodnot pfiblizného feseni y; tlo-

hy (2.4). Tentokrat budeme piedpokladat neekvidistantni sit uzld.

Priklad 2.6. Najdéte hodnoty prfiblizného feSeni diferenicidlni rovnice druhého

radu tvaru

/"

y'=—y -y
s poc¢atecnimi podminkami y(0) = 1,4'(0) = 1. Po¢atecni bod je a = 0 a vektor
h je dan takto
h = (0.4,0.4,0.3,0.15,0.15)".

Reseni: Pocet délicich intervalt N je 5, coZ je pocet slozek vektoru h. Nyni
ur¢ime sit {x;}> o, kde zy = a a ;41 = z; + h; pro i = 0,1,2,...,4. Hledané
délici body jsou

ijo 1 2 3 4 5
0.00 0.40 0.80 1.10 1.25 1.40
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Eulerovy polygony prislusne uloze z prikladu 2.5

20

osay

15

10

osa x

Obréazek 11: Eulerovy polygony pfislusné pocatecni tloze

y(IV) _ 134 —I—Siny+ Zg/ + y// + y///

s pocatenimi podminkami y(—1) = 1,7(-1) = 1,y"(-1) = 1,y"(-1) =1
Eulerova metoda je pro zadanou tlohu dana vyjadienim
Yit+1,1 Yi1 Yi2
el = ' = +h
Yt (Z/z'+1,2 ) (in ) ( —Yi2 — Yin )
Déle v tomto vztahu polozime ¢ = 0 a dostaneme

Y1 = Yo + hof (0, y0),

kde zo = a a hg = 0.4. Po dosazeni vektoru yq a f(zg,yo) dostaneme
Yo1 Yo2
= +h =
Y1 (y02 ) 0 < —Yo2 — Yo1 )
1 1 1.4
= (1) +04 (—1— 1) = (o.z)
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Nyni polozime ¢ = 1. Eulerova metoda je

y2 =y1 + haf(z1,y1),

kde 1 = 0.4 a h; = 0.4. Dosazenim dostavame

Y1 Y12
= +h =
Y2 (912) ! (_y12 _yll)
14 0.2 1.48
- (0.2) 04 (—0.2 - 1.4) - (—0.44)

Déle bychom pokracovali obdobné az do volby ¢ = 4. V dtsledku toho, ze se jedna
o priklad, v némz mame proménlivy krok h;, tak si uvedeme tabulku postupnych

vypoctu jednotlivych hodnot.

i | h T Yiri = Yi+ hif(2,y)

01040 0.00 | y1 = yo+hof(zg,yo) = (1.4000,0.2000)"
11040 040 | y2 = y1i+hf(z1,y1) (1.4800, —0.4400)7
21030 080 | y3 = y2+hof(zs,y2) (1.3480, —0.7520)7
31015 110 | ys = y3-+hsf (:cg,yg) = (1.2352,-0.8414)T
41015 1.25| y5 = ya+haf(rg,ys) = (1.1090,—0.9005)T

Na zavér prikladu si opét uvedeme tabulku s vysledky, véetné hodnot presného
feSeni, a prislusny Eulertiv polygon, viz. Obrazek 12, kde je prvni slozka feseni

yi1 na prvnim obrazku a druhé y;; na druhém obrazku pro:=20,1,...,5.

! 0 1 2 3 4 5

T 0.00 0.40 0.80 1.10 1.25 1.40

yi1 | 1.0000 1.4000 1.4800 1.3480 1.2352 1.1090

vi2 | 1.0000 0.2000 -0.4400 -0.7520 -0.8414 -0.9005
y(x;) | 1.0000 1.2516 1.2573 1.1487 1.0699 0.9796
( ;) | 1.0000 0.2886 -0.2258 -0.4800 -0.5677 -0.6313
e} 0.0000 0.1484 0.2227 0.1993 0.1653 0.1294
62 0.0000 0.0886 0.2142 0.2720 0.2737 0.2692

Tabulka 8: Vypoctené hodnoty priblizného a presného reseni

[
Prostrednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvotil M-file pro
feSeni soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu pomoci Eulerovy metody s

neekvidistantni siti uzli, véetné kontroly vstupnich dat, ktery si zde uvedeme.
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osay, prvni slozka priblizneho reseni ¥iq

osa Yy, druha slozka priblizneho reseni Y

Cast Eulerova polygonu ulohy y”’=-y’-y, y(0)=1. y’(0)=1

0.9F
0.8F
cast Eulerova polygonu
0.77 % pocatecni podminka
graf presneho reseni
06 1 1 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

osa X

Cast Eulerova polygonu prislusna uloze y”’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1

cast Eulerova polygonu
X pocatecni podminka
graf presneho reseni

0.5

|
o
&

osa X

Obrazek 12: Eulerovy polygony pfislusné pocatecni tloze

/"

y'=—y -y
s pocate¢nimi podminkami y'(0) = 1,y(0) =1
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M-file 2.4.

% Eulerova metoda pro soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho

% Tadu a neekvidistantni sit uzld

T

% VSTUP:

% Y...vektor funkci pravjch stran diferencidlnich rovnic ve tvaru
ho Y = 0x,y)([y(2);y@3); ...; £(x,y(1),y(2),...,y())1),

% tedy napt.

ho Y = 0(x,y)([y(2);sin(x"2)-y(2)-cos(2*xy(1))]1)

% y...po¢ate¢ni podminky y = [y_0 y_1 ... y_N], nap¥. ve tvaru

% y=1[001...3] neboy = [0;1; ...; 3]

% x0...bod x_0, ve kterém chceme zalit hledat hodnoty p¥ibliZného
% T
% h...vektor krokd, nap¥. ve tvaru h = [0.2 0.5 0.2 0.5]
T

% VYSTUP:

eSeni dané funkce

% x...vektor hodnot, v nichZ hleddme p¥ibliZné feSeni (uzly)
% y...matice hodnot p¥ibliZného FeSeni v bodech x_i, v niZ prvni
% tadek je prvni sloZkou y_il p¥ibliZného F¥eSeni, y_i2 druhou

% slozkou pfibliZného FeSeni, atd.

function [x,y] = Euler_neekv_sous(Y,y,x0,h)

N = length(h);

x(1) = x0;
a=0;
for i = 1:N,
if h(i) <= 0,
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end;
if a == 0,
Q1 = length(y);
for i = 1:Q1,
y@i,1) = y@);
end;
for i = 1:N,
x(i+1) = x(1)+h(i);
end;
for i = 1:N,
y(:,i+1) = y(:,i)+h @) *Y(x(1),y(:,1));
end;
k =y(1);
kk = y(1);

for i 1:N+1,
1 = min(y(:,1));
11 = max(y(:,1));

if k> 1,

k=1;
end;
if kk < 11,
kk = 11;
end;
end;
disp(’Vektor uzld’)
X
disp(’Matice hodnot pf¥ibliZného FeSeni’)

y
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hold on
for i = 1:Q1,
plot(x,y(i,:),x(1),y(1,1),’rx’)
end;
hold off
axis([x0,x0+sum(h),k,kk]);
else
disp(’Chybné& zadanyj vektor krokd h! Zméiite néktery krok
h(i).”)

Data, ktera jsme vypocitali v pfikladu 2.6 mtzeme zkontrolovat prostiednic-

tvim M-filu 2.4, jakym zptisobem to provést si ukazeme v nasledujici poznamce.

Poznamka 2.5. Volanim

Y = 0(x,y) ([y(2);-y(D-y(2)1);
y = [11];
x0 = 0;

h =[0.4 0.4 0.30.15 0.15];

[x,y] = Euler_neekv_sous(Y,y,x0,h);

miizeme ovérit vypocitané hodnoty ptiblizného feSeni z prikladu 2.6.

49



3 Metody Runge-Kutta

V tvodu této kapitoly se budeme nejdrive, stejné jako v predchozi kapitole,
zabyvat hledanim hodnot pfiblizného feseni y; pro pocatecni ulohu tvaru

y = f(x,y) } (3.1)

y(o) = Yo,
kde z¢g € J,J C R, a yy € R prostrednictvim metod Runge-Kutta. Potom pre-
jdeme k vektorovému zapisu tlohy (3.1), budeme tedy hledat hodnoty p¥iblizného
feseni y; pro soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu, kterou mtzeme s po-
catecnimi podminkami vyjadrit vztahem

"= f(x

v " (32)
kde zg € J ayg € R".

Metody Runge-Kutta spoc¢ivaji v tom, ze prubéh funkce f(z,y) aproximujeme
na intervalu [x;,x;,1] parabolou, resp. obloukem paraboly, kterd mé osu rovno-
béZnou s osou y, podrobnéji je tato problematika rozebrana v knize J. Legrase [3].

Numerické metody pro feseni diferencialnich rovnic rozliSujeme na explicitni
a implicitni.

Explicitni metodou pritom rozumime takovou numerickou metodu, v jejimz
predpise se pribliznad hodnota y; 1 vyskytuje pouze na levé strané vzorce této
metody. Piikladem explicitni numerické metody je Eulerova metoda, kterou jsme

si uvedli v kapitole 2 a jez je tvaru

Yirr = Yi + hif (74, 93)- (3.3)
Implicitni metodou nazyvame takovou numerickou metodu, kde se hledana
hodnota priblizného feseni y;,; objevuje na levé i pravé strané vzorce dané me-
tody. Hledani hodnot piiblizného feSeni y;.; je v pripadé implicitnich metod
nalézt vyjadieni hodnoty y;,1. Mizeme uvazovat i implicitni Eulerovu metodu,

jejiz vzorec je

Yirr = Yi + hi f(@ig1, Yigr)-
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Je na misté uvést, ze metody Runge-Kutta patii k jednokrokovym metodam.
Daéle budeme piedpokladat ekvidistantni sit bodi, tedy krok h, to z divodu zjed-
noduseni zapisu téchto numerickych metod, pri¢emz prechod k neekvidistantnim

pripadt@im neni slozity, staci polozit h = h;.

3.1 Explicitni metody Runge-Kutta

Zakladni princip explicitnich metod Runge-Kutta je ve vyjadieni hodnoty

priblizného feseni g, 1 vztahem

Yier = Ui+ Y wiky, (3.4)
=1

kde m € N,w; € R a ky = hf(z; + ouh,y; + 35 Byky) pro Vi =1,2,... . m, pii-
cemz oy = 0,68 € Ra oy € R. Cislo m € N nazyvame 7dd metody Runge-Kutta.
Toto cislo souvisi s odhadem chyby metod Runge-Kutta, o chybé pojednéva na-

priklad A. Ralston v knize [4].
Koeficienty oy, 3;; a w; kazdé metody Runge-Kutta mizeme zapsat do tabulky,
ktera slouzi ke zprehlednéni téchto metod. Nasledujici tabulka ilustruje zapis

explicitnich metod Runge-Kutta.

0
&%) ﬁ21

az | B3 B

Ay, ﬁml ﬁmQ cee ﬁm,m—l

w1 Wao e Wm—1 Wm

K nejuzivanéjsim explicitnim metodam Runge-Kutta patii tzv. klasicka metoda

Runge-Kutta, jde o metodu ¢tvrtého fadu tvaru

1
Yir1 = Yi + é(kl + 2ky + 2k3 + ky), (3.5)
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kde

kl - hf(xuyz)u

1 1

k’Q = hf(ﬂfl + —h, Y; -+ —kl),
2 2
1 1

ks = hf(z; + §h7 Y; + 5162),

ky = hf(x; + h,y; + k3)

proi =0,1,2,..., N—1, pficemz hodnoty z( a yy jsou dany pocate¢ni podminkou

y(zo) = yo. Nyni si uvedeme tabulkovy zapis této metody.

= O

olH O Ol
Wi Ol
ol =t

o

Déle si pomoci klasické metody Runge-Kutta vypocteme nasledujici priklad.

Priklad 3.1. Pomoci klasické metody Runge-Kutta najdéte hodnoty ptiblizného

feSeni pocatecni ulohy

na intervalu [0, 1.4] s krokem h = 0.2.
Reseni: Nejprve uréime pocet délicich intervaltt N = 7. Klasick4d metoda Runge-

Kutta je pro danou pocatecni tlohu tvaru

1
Yig1 = Yi + g(kl + 2k + 2ks + ky),

kde

ki = hy, ks = h(yi+%k2)>
]{32 = h(yl + %kl), k4 k

|
>
—~
&
-+
w
~—
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V prvnim kroku ve vztahu (3.5) zvolime i = 0, tj.

1
Y1 = Yo + g(lﬁ + 2]€2 —+ 2k‘3 + ]{34),

kde

ki = hyo, ks = h(yo—l-%/@),
ks = h(yo+ 3k1), ks = h(yo+ ks),

pricemz hodnota gy, je dana pocatecni podminkou. Po dosazeni dostavame

ki = 02-1=02, ks = 0.2(1+1-0.22)=0222,
ky = 02(1+1-02)=022, Kk = 02(1+0.222) =0.2444

a hodnota priblizného reseni y; je
1
=1+ 6(0'2 +2-0.224+2-0.222 4 0.2444) = 1.2214.

Pokra¢ujeme déle druhym krokem, volime tedy i = 1 a ze vztahu (3.5) dostavame

1

Y2 = Y1 + 6(/{71 + 2]62 + 2/{73 + k4),
pricemz
ki = hy, ks = h(y+ %kQ)u
ke = h(yp+ %lﬁ), ks = h(y + ks),

kde hodnotu y; zname z predchoziho kroku. Po dosazeni konkrétnich hodnot

mame

Jy = 0.2 - 1.2214 = 0.2443, ks = 0.2(1.2214 + L - 0.2687) = 0.2712,
ky = 0.2(1.2214 + L - 0.2443) = 0.2687, k, = 0.2(1.2214 + 0.2712) = 0.2985

a hodnota priblizného reseni y, je
1
yo = 1.2214 + 6(0.2443 +2-0.2687 +2-0.2712 + 0.2985) = 1.4918.

Obdobnym zptisobem bychom pokracovali az do volby ¢ = 6. Déle si uvedeme
tabulku vypoctenych hodnot priblizného feSeni a hodnoty piesného feseni. Na-
konec prikladu vykreslime k¥ivku spojujici vypoctené hodnoty priblizného feseni

a presné Teseni, viz. Obréazek 13.
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l 0 1 2 3 4 5 6 7
z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Yi 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7182 3.3200 4.0550
y(x;) | 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7183 3.3201 4.0552

Tabulka 9: Vypoctené hodnoty ptiblizného a presného feseni

Graf priblizneho reseni ulohy y’=y, y(0)=1

4}
graf priblizneho reseni
X pocatecni podminka
graf presneho reseni
35¢F
3 -
>
§ 25
o
2 -
1.5 //
1 c/l 1 1 1 1 1 J

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
osa x

Obrazek 13: Graf ptiblizného a pfesného reseni ulohy

/

y
y(0)

Y
1

Jak vidime z Obrazku 13, popt. z Tabulky 9, je klasickd metoda Runge-Kutta
presnéjsi numerickou metodou nez Eulerova metoda, viz. piiklad 2.1. Pro ilustraci
si zde uvedeme tabulku, ve které si shrneme vypoctené hodnoty piiblizného te-
Seni jednotlivych metod a hodnoty ptfesného feSeni y(z;). Oznac¢me y; hodnoty

piiblizného feseni z ptikladu 2.1 a y? hodnoty feseni z prikladu 3.1.
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l 0 1 2 3 | 3 6 7

z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

yr [ 1.0000 1.2000 1.4400 1.7280 2.0736 2.4883 2.9860 3.5832

y? | 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7182 3.3200 4.0550
y(x;) | 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7183 3.3201 4.0552

Tabulka 10: Vypoctené hodnoty priblizného a presného feseni

&
Prostrednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvotil M-file pro
feSeni pocatecni tlohy tvaru (3.1) pomoci klasické metody Runge-Kutta s ekvi-

distantni siti uzlt, véetné kontroly vstupnich dat, ktery si zde uvedeme.

M-file 3.1.

% Klasicka metoda Runge-Kutta (4. ¥ad) pro ekvidistantni sit uzld
b

% VSTUP:

% funkce...pfedpis funkce na pravé strané diferencidlni rovnice,
%» musi byt proménnjch x a y, nap¥. ve tvaru funkce = @(x,y) x+y
% PP...poCateéni podminka PP = [x_0 y_O], nap¥. ve tvaru

% PP = [0 1]

% int...interval, na kterém hledadme FeSeni dané funkce ve tvaru
% int = [a b], napf¥. int = [0 1]

% h...krok

% nebo

% N...poCet d&licich intervald

% pokud chcete zadat krok h, pak zadejte N = 0 a jestliZe

% chcete zadat N, potom zvolte h = 0

o

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hleddme pfibliZné feSeni (uzly)

% y...vektor hodnot pfibliZného FfeSeni v bodech x_i
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function [x,y] = Klasicka_RK_ekv(funkce,PP,int,h,N)

h = single(h);
x(1) = int(1);
y(1) = PP(2);

if int(1) == PP(1),
if int(1) < int(2),
if W >0& N==0) || (N> 1 & N/floor(N) == 1 && h == 0),
if h == 0,
h = (int(2)-int(1))/N;
else
N = (int(2)-int(1))/h;
end;
if N/fix(N) == 1,
for i = 1:N,
x(i+1) = x(i)+h;

end;
for i = 1:N,
k1 = h*funkce(x(i),y(i));
k2 = hxfunkce(x(i)+(1/2)*h,y(i)+(1/2)*k1);
k3 = hxfunkce(x(i)+(1/2)*h,y(i)+(1/2)*k2);
k4 = hxfunkce(x(i)+h,y(i)+k3);
y(i+1) = y(1)+(1/6)* (k1+2xk2+2xk3+k4) ;
end;

disp(’Vektor uzld’)

X

disp(’Vektor hodnot pf¥ibliZného FeSeni’)
y

plot(x,y,x(1),y(1),’rx’)
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axis([int(1),int(2) ,min(y) ,max(y)]1);
else
disp(’Rozdil b-a neni celo&iselnym nasobkem kroku h!
Zmé&iite interval int = [a b] nebo krok h.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany krok h nebo &islo N! Zméiite krok h nebo
¢islo N.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany interval [a b]! Zm&fite interval int =
[a b].?”)
end;
else
disp(’Bod x_0 neni shodny s bodem a! Zméiite pocatelni podminku

PP nebo interval int.’)

Data, ktera jsme vypocitali v prikladu 3.1 mtizeme zkontrolovat prostiednic-

tvim M-filu 3.1, jakym zptisobem tak provést si ukazeme v nésledujici poznamce.
Poznamka 3.1. Volanim

funkce = @(x,y) y;

PP = [0 1];
int = [0 1.4];
h =0.2;

N = 0;

[x,y] = Klasicka_RK_ekv(funkce,PP,int,h,N);

miizeme ovérit vypocitané hodnoty ptiblizného feseni z ptikladu 3.1.
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V dalsim prikladu bude nasim tkolem pomoci pravé uvedeného M-filu najit

hodnoty pfiblizného feSeni pocatecni tlohy tvaru

y(-1) =

X

cosTsiny + —

1

Priklad 3.2. Najdéte hodnoty ptiblizného feSeni Cauchyovy ulohy, ktera je vy-

jadrena

y(=1) =

) T
cosrsmy + —

1.

na intervalu [—1,1] s krokem h = 0.2. Pro hledani hodnot pouzijte M-filu 3.1.

Tento M-file v programu MATLAB vyvolame ptikazem

funkce =
PP = [-1 1];
(-1 11;
.2;

int
h =
N =

Q(x,y) cos(x)*sin(y)+(x/y);

[x,y] = Klasicka_RK_ekv(funkce,PP,int,h,N);

pricemz nam vyjdou hodnoty

Vektor uzld
x =
-1.0000
0.2000

-0.8000
0.4000

-0.6000
0.6000

-0.4000
0.8000

Vektor hodnot pribliZného feSeni

y’:

1.0000 0.9122 0.8731

1.3384 1.5684 1.8012

0.8939
2.0182
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Na zavér tohoto prikladu si vykreslime graf pfiblizného feseni dané pocatecni

ulohy, viz. Obrazek 14. &

Graf priblizneho reseni ulohy y’=cos(x)sin(y)+x/y, y(-1)=1
221

graf priblizneho reseni

X pocatecni podminka

osay

Obrazek 14: Graf priblizného a pfesného feseni tlohy

x
Yy = cosxsiny + —
Y

y(=1) =1

Déle si uvedeme metodu Runge-Kutta 2. fadu, téz nazyvanou Heunovou me-

todou. Tato metoda je tvaru
1
Yiv1 = Yi T 5(’% + k2),

kde
kl = hf<x2>yz)7
ky = hf(z; + h,y; + k1)
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proi=20,1,2,..., N — 1. Tabulkovy zapis koeficientti Heunovy metody.

0
1

N =t

1
2
Nyni si uvedeme ptiklad, ve kterém k hledani hodnot ptiblizného feSeni pouzijeme

praveé uvedené Heunovy metody.

Priklad 3.3. Pomoci Heunovy metody najdéte hodnoty ptiblizného feseni tlohy

na intervalu [0, 1.4] s krokem h = 0.2.
Reseni: Nejprve uréime pocet délicich intervalt N = 7. Heunova metoda je pro

zadanou diferencialni rovnici tvaru
Yir1 = i + %(kl + ka),
kde
k1 = hy;,
ke = h(y; + k1).
Déle zvolime ve vzorci Heunovy metody ¢ = 0 a pokracujeme vypoctem

kl = hyo =02-1= 02,

hodnota y; je dana
1 1
Y1 = Yo + 5(/{:1 + ko) =1+ 5(0.2 +0.208) = 1.204.

Nyni zvolime 7 = 1, tj.

key = hyp = 0.2-1.22 = 0.244,
ks = h(yy + k1) = 0.2(1.22 + 0.244) = 0.2928
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a hodnota ys je dana
1 1
Y2 = Y1 + §(k1 + ko) = 1.204 + 5(0.244 +0.2928) = 1.4884.

Obdobnym zpisobem bychom pokracovali az do volby ¢ = 6. Na zavér prikladu
si uvedeme tabulku s vypoc¢tenymi hodnotami ptiblizného feseni a hodnoty pres-
ného feseni y(x;). Vykreslime si také graf pfiblizného a presného feSeni dané

pocatecni tlohy, viz. Obrazek 15.

z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Yi 1.0000 1.2200 1.4884 1.8159 2.2154 2.7028 3.2975 4.0230

i |0 1 2 3 4 5 6 7

y(x;) | 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7183 3.3201 4.0552

Tabulka 11: Vypoctené hodnoty priblizného a presného feseni

&
Prostfednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvotil M-file pro

feSeni pocatecni ulohy tvaru (3.1) pomoci Heunovy metody s ekvidistantni siti

uzld, véetné kontroly vstupnich dat, ktery si zde uvedeme.

M-file 3.2.

% Heunova metoda (2. ¥ad) pro ekvidistantni sit uzld

o

% VSTUP:

% funkce...pfedpis funkce na pravé strané diferencidlni rovnice,
%» musi byt proménnjch x a y, nap¥. ve tvaru funkce = @(x,y) x+y
% PP...poCateéni podminka PP = [x_0 y_O], nap¥. ve tvaru

% PP = [0 1]

% int...interval, na kterém hleddme Fe3eni dané funkce ve tvaru
% int = [a b], nap¥. int = [0 1]

% h...krok

% nebo

% N...poCet d&licich intervald
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Graf priblizneho reseni ulohy y’=y, y(0)=1

4+
graf priblizneho reseni
X pocatecni podminka
f h i
3 5L graf presneho reseni
3 -
>
© L
@ 2.5 ) /

1.5 /

osa x

Obrazek 15: Graf ptiblizného a pfesného reseni ulohy

/

y
y(0)

Y
1

% pokud chcete zadat krok h, pak zadejte N=0 a jestliZe chcete
%» zadat N, potom zvolte h=0

b

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hledéme p¥ibliZné FeSeni (uzly)

% y...vektor hodnot pfibliZného FfeSeni v bodech x_i

function [x,y] = Heun_ekv(funkce,PP,int,h,N)

h = single(h);

62



x(1)
y (1)

int (1) ;
PP(2);

if int(1) == PP(1),
if int(1) < int(2),
if (h >0 & N ==0) || (N> 1 && N/floor(N) == 1 && h == 0),
if h == 0,
h = (int(2)-int(1))/N;
else
N = (int(2)-int(1))/h;
end;
if N/fix(N) == 1,
for i = 1:N,
x(i+1) = x(i)+h;
end;
for i = 1:N,
k1 = hxfunkce(x(i),y(i));
k2 = hxfunkce(x(i)+h,y(i)+kl);
y(i+1) = y(@)+(1/2)*(k1+k2);
end;
disp(’Vektor uzld’)
X
disp(’Vektor hodnot pf¥ibliZného FeSeni’)
y
plot(x,y,x(1),y(1),’rx’)
axis([int(1),int(2) ,min(y) ,max(y)]1);
else
disp(’Rozdil b-a neni celoCiselnym nasobkem kroku h!
Zméiite interval int = [a b] nebo krok h.’)

end;

63



else
disp(’Spatné zadany krok h nebo &islo N! Zm&iite krok h nebo
¢islo N.’)

end;

else
display(’Spatné zadany interval [a b]! Zméiite interval int =
[a b].?)

end;

else
display(’Bod x_0 neni shodnj s bodem a! Zmé&iite polatelni

podminku PP nebo interval int.’)

Data, ktera jsme vypocitali v pfikladu 3.3 mtzeme zkontrolovat prostiednic-

tvim M-filu 3.2, jakym zpisobem tak provést si ukazeme v nasledujici poznamce.
Poznamka 3.2. Volanim

funkce = @(x,y) y;

PP = [0 1];
int = [0 1.4];
h =0.2;

N = 0;

[x,y] = Heun_ekv(funkce,PP,int,h,N);

miizeme ovérit vypocitané hodnoty ptiblizného feseni z prikladu 3.3.

Nyni mtzeme pfejit k vektorovému zapisu metod Runge-Kutta. Vztah (3.4)

explicitnich metod Runge-Kutta je pro ulohu (3.2) tvaru

Vi =¥i+ Y _wik,
=1
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kde m € N,w; € R a k; = hf(z; + auh,yi + 30 Bijk;) pro VI = 1,2,...,m,
pficemz oy = 0,5 € Ra a; € R.
Explicitni klasickd metoda Runge-Kutta je pro tlohu (3.2) tvaru

1
Yit1 =Yyi+ 6(k1 + 2ky + 2ks + ky), (3.6)
kde

kl = hf(l‘zv Y’L)7

1 1

k2 - hf(‘rl + _h7yi + _k1)7
2 2
1 1

kg = hf(x; + §h7Yi + 51{2),

k4 = hf(ﬂ?l + h, y: + kg)

pro:=0,1,2,...,N — 1.
Daéle si uvedeme piiklad na soustavu diferencialnich rovnic prvniho radu,
ve kterém budeme hledat hodnoty priblizného feseni pomoci explicitni metody

Runge-Kutta 4. fadu tvaru (3.6).

Priklad 3.4. Pomoci explicitni metody Runge-Kutta 4. fddu najdéte hodnoty
priblizného feseni diferencidlni rovnice 2. fadu tvaru

/"

v'=—y -y

s pocéateénimi podminkami y(0) = 1,4(0) = 1 na intervalu [0,1.4] s krokem
h=0.2.

Reseni: Pocet délicich intervaltt N = 7. Dan4 diferencialni rovnice je ekvivalentni

se systémem diferencialnich rovnic prvniho fadu
Y1 = Y2
Y= —Y2— U

s pocateénimi podminkami y;(0) = 1,y2(0) = 1. Klasickd metoda Runge-Kutta

je v tomto pfipadé dana vyjadienim

1
Yit1 =Yi + 6(k1 + 2ky + 2ks + ky),
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kde

prot=0,1,2,...,6.

ki=h <_y5’i yi1> ’

ky = A (—yz;ﬁi yn) +%kl] ’
ks = h (—yzgli Z/ﬂ) +%k2] ’
ke =R (—yzgf yﬂ) +k3]

Déle v tomto vztahu polozime 7 = 0 a dostaneme

kde

1
Y1 =Yo+ E(kl + 2k, + 2k; + ky),

h ( Yo2 )
—Yo2 — Yo1 )
[ 1
h ( Yo2 ) + —k1:| :
L\ —Yo2 — Yo1 2
[ 1
h ( Yo2 ) + —k2:| :
L\ —Yo2 — Yo1 2
L\ —Yo2 — Yo1

kde h = 0.2 a yo = (1,1)T. Po dosazeni vektoru y, a f(zy,yo) dostaneme

k2 = 02
ks = 0.2
k, =02

[&

A= (n)
()2 ()] = (oss)
(L)) w2 (o] = (5.

1

—0.378
0.162

0.1244
—0.3568

1)+( -
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Hodnota y; je

n= (1) 5 [ (Coa) 2 (Sods) +2 (Loisms )+ (Looms )| =
B <1.1614)
0.6212 ) -
Déle bychom pokracovali obdobné az do volby ¢ = 6. Na zavér prikladu si uve-
deme tabulku s vypoc¢tenymi hodnotami priblizného feseni, véetné hodnot pres-
ného feseni. Uvedeme si i graf pfiblizného a pfesného feseni zadané pocatecni

ulohy, viz. Obrazek 16, na kterém je prvni slozka priblizného feseni y;; na prv-

nim obrazku a druhé slozka priblizného teseni y;5 na druhém obrazku.

l 0 1 2 3 4 ) 6 7
T 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Vi1 1.0000 1.1614 1.2516 1.2802 1.2573 1.1932 1.0976 0.9797
vie | 1.0000 0.6212 0.2886 0.0059 -0.2258 -0.4073 -0.5412 -0.6313

y(x;) | 1.0000 1.1614 1.2516 1.2802 1.2573 1.1932 1.0976 0.9796
y'(z;) | 1.0000 0.6212 0.2886 0.0059 -0.2258 -0.4073 -0.5412 -0.6313

Tabulka 12: Vypoctené hodnoty piiblizného a presného feseni

[
Prostiednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvoiil M-file pro

feSeni soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu tvaru (3.2) pomoci klasické
metody Runge-Kutta s ekvidistantni siti uzli, véetné kontroly vstupnich dat,

ktery si zde uvedeme.

M-file 3.3.

% Klasicka metoda Runge-Kutta pro soustavu n diferencidlnich
% rovnic prvniho ¥adu a ekvidistantni sit uzld

b

% VSTUP:

% Y...vektor funkci pravyjch stran diferencidlnich rovnic ve tvaru
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osa y, prvni slozka priblizneho reseni Yiq

osa Yy, druha slozka priblizneho reseni Y

Cast priblizneho reseni ulohy y’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1

1.2r
1
0.8F
0.6
0.4
0.2F
0 -
-0.2
cast priblizneho reseni
—0.4F . :
X pocatecni podminka
graf presneho reseni
—06 C 1 1 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
osa x
Cast grafu priblizneho reseni ulohy y”’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1
1.2F cast priblizneho reseni
X pocatecni podminka
1 graf presneho reseni

osa X

Obrazek 16: Graf ptiblizného a presného reseni tlohy

/"

y'=—y -y
s pocate¢nimi podminkami y(0) = 1,3'(0) =1
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ho oY) = y(2)

h Y(2) = y(3)

b

hoYQ) = £(x,y(1),y(2),...,y()),

% mnebo také tvaru

ho Y= [y2) y@3) ... £x,y(1),y(2),...,y(N))], kterj zadame do

/» samostatného m-filu nazvaného zadani.m, tedy napf.
% function [Y] = zadani(x,y)
% zadani soustavy

ho Y1) = y(2)

h Y(2) = y(3)

% Y(3) = x+y(1)+y(2)

% y...potateéni podminky y = [y(0) y(1) ... y(N)], nap¥. ve tvaru
% y=1001...3] neboy = [0;1; ...; 3]

% x0...bod x_0 z pocateénich podminek

% int...interval, na kterém hledidme FfeSeni dané funkce ve tvaru
% int = [a b], nap¥. int = [0 1]

% h...krok

% nebo

% N...poCet dé&licich intervald

% pokud chcete zadat krok h, pak zadejte N=0 a jestliZe chcete
%» zadat N, potom zvolte h=0

o

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hledame pf¥ibliZné feSeni (uzly)

% y...matice hodnot pfibliZného FeSeni v bodech x_i, v niZ prvni
% Tadek je prvni sloZkou y_il p¥ibliZného FfeSeni, y_i2 druhou

% slozkou pfibliZného FeSeni, atd.

function [x,y] = Klasicka_RK_ekv_sous(y,x0,int,h,N)
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h = single(h);
x(1) = x0;

if x0 == int(1),
if int(1) < int(2),
if (b >0 && N ==0) || (N> 1 & N/floor(N) == 1 && h == 0),
if h == 0,
h = (int(2)-int(1))/N;
else
N = (int(2)-int(1))/h;
end;
if N/fix(N) == 1,
Q1 = length(y);

for i = 1:Q1,
y(i,1) = y(i);

end;

for i = 1:N,

x(i+1) = x(i)+h;
end;
for i = 1:N,
k1 = h*zadani(x(i),y(:,1));
k1l = k1’;
k2 = h*zadani(x(i)+(1/2)*h,y(:,1)+(1/2)*kl);
k2 = k2’;
k3 = h*xzadani(x(i)+(1/2)*h,y(:,1)+(1/2)*k2);
k3 = k3’;
k4 = h*xzadani(x(i)+h,y(:,1i)+k3);
k4 = k4’;
y(:,i+1) = y(:,1)+(1/6) * (k1+2%k2+2xk3+k4) ;
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end;

k = y(1);

kk = y(1);

for i = 1:N+1,
1 = min(y(:,1));
11 = max(y(:,1));

if k> 1,
k=1;

end;

if kk < 11,
kk = 11;

end;

end;
disp(’Vektor hodnot uzld’)
X

disp(’Matice vypo&itanjch hodnot pfibliZného FeSeni’)

y

hold on

for i = 1:Q1,
plot(x,y(i,:),x(1),y(1,1),’rx’)

end;

hold off

axis([int(1),int(2) ,k,kk]);
else
disp(’Rozdil b-a neni celoiselnym ndsobkem kroku h!
Zméiite interval int = [a b] nebo krok h.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany krok h nebo &islo N! Zméiite krok h nebo

¢islo N.?)
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end;

else
disp(’Spatné zadany interval [a b]! Zm&fite interval int =
[a b].?)

end;

else
disp(’Bod x_0 neni shodnyjy s bodem a! Zméiite bod x0 nebo

interval int.’)

Nyni si uvedeme M-file zadani.m, ve kterém bude zadani soustavy diferen-

cidlnich rovnic.

function [Y] = zadani(x,y)

% zadani soustavy
Y(1) = y(2);
Y(2) = -y(2)-y(1);

Data, ktera jsme vypocitali predeslém prikladu mtzeme zkontrolovat pro-
stfednictvim praveé uvedeného M-filu, jakym zptisobem tak provést si ukazeme v

nasledujici poznamce.

Poznamka 3.3. Volanim

y = [1;1];

x0 = 0;

int = [0 1.4];
h =10.2;

N = 0;
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[x,y] = Klasicka_RK_ekv_sous(y,x0,int,h,N);
miizeme ovérit vypocitané hodnoty ptiblizného feseni.
Vyse uvedené explicitni metody a prehled dalSich explicitnich metod Runge-

Kutta, v¢etné odhadu jejich chyb, je podrobné uveden napt. v knize A. Rals-

tona [4].

3.2 Implicitni metody Runge-Kutta

Nejprve se budeme kvili jednoduchosti a nazornosti zabyvat implicitni Eule-

rovou metodou, ta je tvaru

Yir1 = Yi + hf(Zig1, Yit1), (3.7)

kdei=0,1,2,..., N — 1. Jak jsme jiz na zacatku této kapitoly uvedli, je hledani

vvvvvv

noty priblizného FeSeni také uz vime, uvedme si tedy priklad, ve kterém budeme

hledat hodnoty pfiblizného feseni pomoci implicitni Eulerovy metody.

Priklad 3.5. Najdéte hodnoty piiblizného feSeni tilohy

pomoci implicitni Eulerovy metody na intervalu [0, 1.4] s krokem h = 0.2.
Reseni: Pocet délicich intervali je N = 7. Implicitni Eulerova metoda je pro

danou diferencialni rovnici tvaru

Yiv1 = Yi + hYiga,

predpis podle néhoz budeme pocitat hodnoty ;.1 je

YT TR T 08



Ve vztahu (3.7) zvolme i = 0 a pokrac¢ujme vypoctem

Yo 1
== =—=1.25.
1708708
Déle polozme 7 = 1, dostaneme
== = — = 1.5625.
2708 08

Takto bychom pokracovali az do volby i = 6. Na zavér ptikadu si uvedeme tabulku
s vypocitanymi hodnotami ptiblizného feSeni, véetné presného feseni a chyby.

Také si vykreslime prislusny Euleriv polygon, viz. Obréazek 17.

l 0 1 2 3 4 9 6 7

z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

Yi 1.0000 1.2500 1.5625 1.9531 2.4414 3.0518 3.8148 4.7685
y(x;) | 1.0000 1.2200 1.4900 1.8220 2.2255 2.7183 3.3201 4.0552

e; | 0.0000 0.0300 0.0729 0.1311 0.2159 0.3335 0.4947 0.7133

Tabulka 13: Vypoctené hodnoty priblizného reseni a hodnoty presného feseni

&
Prostrednictvim matematického softwaru MATLAB jsem vytvotil M-file pro
FeSeni pocateéni ulohy tvaru (3.1) pomoci implicitni Eulerovy metody s ekvi-

distantni siti uzli, véetné kontroly vstupnich dat, ktery si zde uvedeme.

% Implicitni Eulerova metoda pro ekvidistantni sit uzld

o

% VSTUP:

% funkce...pfedpis funkce na pravé strané diferencidlni rovnice,
/» musi byt proménnjch x a y, napf. ve tvaru funkce = Q(x,y) x+y
% PP...poCateéni podminka PP = [x_0 y_O], nap¥. ve tvaru

% PP = [0 1]

% int...interval, na kterém hledadme FeSeni dané funkce ve tvaru
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Euleruv polygon prislusny uloze y’=y, y(0)=1

Euleruv polygon

4.5

X pocatecni podminka
graf presneho reseni

osay

1.4
osa x

Obrazek 17: Eulertiv polygon prislusny pocatecni tloze

/

Yy
0

)

Y
1

y(

% int = [a b], nap¥. int = [0 1]

% h...krok

% mnebo

% N...polet dé&licich intervald

% pokud chcete zadat krok h, pak zadejte N = 0 a jestliZe
% chcete zadat N, potom zvolte h = 0

b

% VYSTUP:

% x...vektor hodnot, v nichZ hleddme pf¥ibliZné feSeni (uzly)

% y...vektor hodnot pfibliZného FeSeni v bodech x_i
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function [x,y] = Euler_imp_ekv(funkce,PP,int,h,N)

h = single(h);
x(1) = int(1);
y(1) = PP(2);

if PP(1) == int(1),
if int(1) < int(2),
if (b >0 && N ==0) || (N >= 1 & N/floor(N) == 1 && h == 0),
if h == 0,
h = (int(2)-int(1))/N;
else
N = (int(2)-int(1))/h;
end;
if N/fix(N) == 1,
for i = 1:N,
x(i+1) = x(i)+h;
end;
for i = 1:N,
EU = fzero(Q(EU) (y(i)-EU+h.*funkce(x(i),EU)),y(i));
y(i+1) = EU;
end;
disp(’Vektor uzld’)
X
disp(’Vektor hodnot pfibliZného FeSeni’)
y
plot(x,y,x(1),y(1),’rx’)
axis([int(1),int(2) ,min(y) ,max(y)]1);

else
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disp(’Rozdil b-a neni celoiselnym ndsobkem kroku h!
Zméiite interval int = [a b] nebo krok h.’)
end;
else
disp(’Spatné zadany krok h nebo &islo N! Zméiite krok h nebo

¢islo N.7)

end;

else
disp(’Spatné zadany interval [a b]! Zm&iite interval int =
[a b].?)

end;

else
disp(’Bod x_0 neni shodny s bodem a! Zméiite polatelni
podminku PP nebo interval int.’)

end;

Data, ktera jsme vypocitali predeslém prikladu mtzeme zkontrolovat pro-
stfednictvim praveé uvedeného M-filu, jakym zptisobem tak provést si ukazeme v

nasledujici poznamce.
Poznamka 3.4. Volianim

funkce = @(x,y) y;

PP = [0 1];
int = [0 1.4];
h =0.2;

N = 0;

[x,y] = Euler_imp_ekv(funkce,PP,int,h,N);

miizeme ovérit vypocitané hodnoty ptiblizného feseni.
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Je na misté uvést, z jakého divodu muzeme Eulerovu metodu, at expli-
citni nebo implicitni, pokladat za metodu Runge-Kutta 1. fddu. Vezméme si
proto vztah explicitni Eulerovy metody tvaru (3.3) a vztah pro explicitni metody
Runge-Kutta (3.4) a zvolme m = 1. Vyjadfeni metody Runge-Kutta bude nyni
nasledujici

Yir1 = Yi + wik,

kde wy € R, ky = hf(x;,y;) proi =0,1,2,..., N — 1. Pokud polozime w; =1 a

dosadime do vyse uvedeného vztahu, dostaneme

Vi1 = Yi + hf(xi, vi),

coz je Eulerova metoda (3.3) pro ekvidistantni sit bodu.

Nyni pfejdeme k implicitnim metoddm Runge-Kutta pro tlohu (3.1). Tyto

numerické metody jsou dany vztahem

Yit1 = Yi T Z wyky, (3.8)
1=1
kde m € Nyw, € R a ki = hf(zi + auh,yi + 2700 Bijky) pro [ = 1,2,...,m,
pficemz o; = 0,5, € Raa € Rprol=2,3,.... maj=12...,m.
Obdobneé jako koeficienty explicitnich metod Runge-Kutta, mizeme psat i

koeficienty implicitnich metod Runge-Kutta do tabulky nasledujicim zptisobem.

ar | fu Bz ... ﬁl,mq Bim
%) ﬁ21 622 62,771—1 ﬁ2m

as | Ba1 Pz ... 53,m—1 Bam

(079 ﬁml ﬂm? s ﬁmﬂn—l ﬁm,m

w1 W9 Ce Wim—1 W,

Prikladem implicitni metody Runge-Kutta 4. faddu je numerickd metoda tvaru

1
Yir1 = Yi T+ 5(]?1 + ko), (3.9)
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kde

by = hf(xmL (1 + ﬁ)h,yi—l— ihkl + (1 n ﬁ)hl@)

2 6 4 6
1 V3 1 V3 1
b= hf (it (5 =g Jowt (3= ) ph+ k)
proi =0,1,2,..., N—1, pficemz xq a 1o jsou dany poc¢ateéni podminkou. Uvedme

si uspofadani koeficient metody (3.9) do tabulky.

1 V3 1 1 V3
3T 1 (z+?>
1_ V3 (1__3> 1
2 6 4 6 4
| T T
2 2

Vypoctéme si priklad, ve kterém budeme hledat hodnoty ptiblizného feseni

pomoci implicitni metody Runge-Kutta dané vztahem (3.9).

Priklad 3.6. Implicitni metodou Runge-Kutta 4. fadu najdéte hodnoty piibliz-

ného feseni pocatecni ulohy tvaru

na intervalu [0, 1.4] s po¢tem délicih intervald N = 7. Uvazujme ekvidistantni sit
uzli.
Reseni: Nejprve uréime s jakym krokem budeme poéitat hodnoty pfiblizného

feSeni. Ze vztahu

po dosazeni konkrétnich hodnot dostaneme h = 0.2. Implicitni metoda Runge-

Kutta (3.9) je pro danou tlohu tvaru

1
Yir1 = Yi T+ ih(lﬁ + ks),
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kde

1 1 V3
ky = i + ~hk (— —> hky, 1
1 Yi + 1 1+ 1 + 6 2 (3 0)
1 V3 1
b=yt (7 - ?) Ry + hka (3.11)
Z prvni rovnice (3.10) si vyjadiime ko, tj.
k- ihk’l —Yi

e
jez dosadime do vztahu (3.11). Déle si po tomto dosazeni z rovnice (3.11) vyjad-
fime kp, po vhodnych tpravach mame
ki1 = 1.1709y;,
kterym nahradime k; v rovnici (3.10) a vypocteme k. Hledané ks, je tvaru

27 0.1077

Nyni jiz samotny vypocet. Ve vztahu (3.9) zvolme i = 0, tedy

1
Y1 = Yo + §h(k1 + ko),

kde
k1 = 1.1709yq,
Ly — 095]{31 — Yo
701077

Po dosazeni konkrétnich hodnot dostaneme

ky = 1.1709 -1 = 1.1709,

0.95-1.1709 — 1
ky = — 1.0432.
2 0.1077 043
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Hodnota y; je tedy

2
=1+ 07(1.1709 +1.0432) = 1.2214.

Pokracujeme druhym krokem, volime i = 1, t;j.

1
Y2 =y1 + §h(k’1 + k),

kde
ki = 1.1709y,,
Ly — 095]{'1 — U
> 0.1077

Po dosazeni konkrétnich hodnot dostaneme

ky = 1.1709 - 1.2214 = 1.4301,

0.95 - 1.4301 — 1.2214
ky = — 1.2739.
2 0.1077 739

Hodnota 1, je tedy

2
yp = 1.2214 + 07(1.4301 +1.2739) = 1.4918.

Stejnym zptisobem bychom pokracovali az do volby ¢+ = 6. Na zavér prikladu
si uvedeme tabulku s vypoctenymi hodnotami priblizného feSeni, véetné hodnot
presného feseni. Vykreslime i graf pfesného a pribliZzného feseni zadané pocatecni

ulohy, viz. Obrazek 18.

l 0 1 2 3 4 d 6 7
z; | 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Yi 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7182 3.3200 4.0551
y(x;) | 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221 2.2255 2.7183 3.3201 4.0552

&
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osay

Graf priblizneho reseni ulohy y’=y, y(0)=1

451
graf presneho reseni
graf priblizneho reseni
4r X pocatecni podminka
35¢F
3 -
25¢
2 -
1.5F
1 1 1 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

osa x
Obrazek 18: Graf priblizného feseni prislusny tloze

/

y
y(0)

Y
1

Zabyvejme se nyni implicitnimi metodami Runge-Kutta pro tlohu (3.2). Pro

tuto ulohu jsou implicitni metody Runge-Kutta (3.8) dany vztahem

Yit1 =Y+ Z wik,
=1

kde m € Nyw, € R ak = hf(w; + aghyy; + 3202, Biyk;) pro 1 = 1,2,...,m,
pficemz oy = 0,5, € Raa € Rprol=2,3,.... maj=12...,m.
Implicitni metoda Runge-Kutta (3.9) je pro ulohu (3.2) tvaru

1
Yis1 =Y + §(k1 +ka), (3.12)
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kde

K, = hf(xi + (l + ﬁ)h,ymL Lok, + (1 + ﬁ)hb),

2 6 4 4 6
ot (B (- B )

pro:=0,1,2,...,N — 1,
Daéle si uvedeme piiklad pro hledani hodnot pfiblizného fesSeni ulohy (3.2)

pomoci praveé uvedené implicitni metody Runge-Kutta.

Priklad 3.7. Najdéte hodnoty priblizného feseni tlohy

/"

y'=-y -y
s pocateénimi podminkami tvaru y(0) = 1,4/(0) = 1 pomoci implicitni metody
Runge-Kutta. Tuto tlohu uvazujme na intervalu [0, 1.4] s krokem h = 0.2.
Reseni: Pocet délicich intervalit N je roven 7. Soustava diferencidlnich rovnic
prvniho Fadu prislusna dané diferncialni rovnici druhého fadu je

=Y

Yo = —Y2— U1

s pocéateénimi podminkami y;(0) = 1,92(0) = 1. Z této soustavy dosadime vek-

torovou funkci

Bz y) = < _yjli Yi1 )

do vztahu (3.12) a zvolime-li v tomto vzorci ¢ = 0, dostaneme
K — 0.1874
P \-0.3939 )
0.1966
ke = (—0.3981) '
Hodnota y; je

1 1 0.1874 0.1966 1.192
Y=ot ghtki+ke) = (1) +01 [(—0.3939) * (—0.3981)] - (0.604) |
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Déle bychom pokracovali obdobné az do volby ¢ = 6. Na zavér prikladu si uve-
deme tabulku s vypoc¢tenymi hodnotami priblizného feseni, véetné hodnot pies-
ného Teseni, a také graf ilustrujici ptiblizné a pfesné feseni dané tlohy, viz. Ob-
razek 19, pricemz prvni slozka pfiblizného feseni y;; bude na prvnim obrazku a

druha slozka y;5 na druhém obrazku.

1 0 1 2 3 4 5 6 7
T 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Yi1 1.0000 1.1920 1.3056 1.3493 1.3329 1.2670 1.1623 1.0293
yie | 1.0000 0.6040 0.2496 -0.0562 -0.3094 -0.5088 -0.6554 -0.7522

y(x;) | 1.0000 1.1614 1.2516 1.2802 1.2573 1.1932 1.0976 0.9796
y'(z;) | 1.0000 0.6212 0.2886 0.0059 -0.2258 -0.4073 -0.5412 -0.6313

Tabulka 14: Vypoctené hodnoty piiblizného a presného feseni

&
Vyse uvedené implicitni metody a podrobny prehled dalsich implicitnich me-

tod Runge-Kutta lze najit napi. v knize E. Hairera a G. Wannera [2].

Na zaveér této kapitoly se budeme vénovat programu MATLAB, v némz jsem
vytvoril vSechny M-fily a obrazky (grafy). Konkrétné se zajimadme o moznost
numerického feseni diferencialnich rovnic v tomto matematickém software.

V MATLABu jsou implementovany funkce ode4d, ode23, atd., které slouzi
pravé k numerickému feseni diferencialnich rovnic. Pficemz funkce ode45 kombi-
nuje metody Runge-Kutta 4. a 5. fadu a funkce ode23 pouziva kombinaci metod
Runge-Kutta 2. a 3. fddu. Uvedené funkce méni velikost kroku na zakladé potieby
dosazeni pozadované presnosti, krok je tedy adaptabilni.

Nyni si uvedeme vyvolani uvedenych funkci, vykreslime piislusné grafy véetné
grafu presného feseni a ukazeme si na nich rozdily jednotlivych funkci.

Predpokladejme, Zze mame numericky fesit tlohu

y =y — a2t
y(0) =0
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Cast grafu priblizneho reseni ulohy y”’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1

1.2r
=
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N
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g o2r
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o
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c
2
o 0.2
>
1]
g -04 graf priblizneho reseni

06k X pocatecni podminka

- graf presneho reseni
1 1 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
osa x
Cast grafu priblizneho reseni ulohy y”’=-y’-y, y(0)=1, y’(0)=1
1ok graf priblizneho reseni

x  pocatecni podminka
graf presneho reseni

—_

N
N o o

osa Yy, druha slozka priblizneho reseni Y
o
N

osa X

Obrazek 19: Graf priblizného Feseni prislusny pocatecni tloze
!

y'=—y -y
s pocate¢nimi podminkami y(0) = 1,3'(0) =1
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na intervalu [0, 1]. Pfesné FeSeni je tvaru
y=—e"+a’+x+1.

Nejprve tedy graf dané pocatecni tlohy pomoci funkce ode45 a graf presného

feSeni vyvoladme ptikazem

x1 = [0:0.01:1];
f1 = —exp(x1)+x1. 2+x1+1
hold on

plot(x1(1),f1(1),’rx’,x1,f1,’g’)

funkce = @(x,y) y-x"2+x;
[x,y]l=o0de45 (funkce, [0 1],0);
plot(x,y)

hold off

a dostaneme obrazek 20, kde je na hornim obrazku celkovy graf ptiblizného a
presného feSeni a na dolnim obrazku je vyfez z horniho obrazku v pravém kon-
covém bodé intervalu [0, 1].

Nyni podobnym zpiisobem vyvoldme funkci ode23, tedy

x1 = [0:0.01:1];
fl = -exp(xl)+x1l. 2+x1+1
hold on

plot(x1(1),f1(1),’rx’,x1,f1,’g’)

funkce = @(x,y) y-x"2+x;
[x,y]l=0de23(funkce, [0 1],0);
plot(x,y)

hold off

dostavame obrazek 21, kde je na hornim obréazku celkovy graf ptiblizného a pres-
ného feseni a na dolnim obrazku je vyiez z horniho obrazku v pravém koncovém

bodé intervalu [0, 1].
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Graf priblizneho reseni ulohy y’=y—x2+x, y(0)=0
0.351

X pocatecni podminka
graf presneho reseni
graf priblizneho reseni
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osay

0151

0.1r

0.05r
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osa X

Graf priblizneho reseni ulohy y’=y-x2+x, y(0)=0
0.2817

graf presneho reseni
graf priblizneho reseni

0.2817

0.2817

0.2817

0.2817

0.2817

0.2817

0.2817} 1 1 1

Obrazek 20: Graf priblizného feseni pocatecni tlohy

y =y—a’+uw
y(0) =0
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Graf priblizneho reseni ulohy y’=y—x2+x, y(0)=0
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Graf priblizneho reseni ulohy y’=y-x2+x, y(0)=0
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graf presneho reseni
graf priblizneho reseni
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0.277

T

T

0.276

T
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Obrazek 21: Graf priblizného feseni pocatecni tlohy

y =y—a’+uw
y(0) =0
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Z obrazkd 20 a 21 vidime, ze funkce ode4 je presnéjsi numerickou metodou.
Tento fakt jsme mohli vyvodit také z toho, ze funkce ode5 kombinuje metody
Runge-Kutta 4. a 5. fadu, kdezto ode23 je kombinaci metod 2. a 3. fadu.

Vice o téchto a dalsich metodach numerického feseni diferencialnich rovnic se

miuizete dovédét v napoveédé programu MATLAB.
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ZAavér

V této bakalarské praci jsou uvedeny pouze zakladni metody Runge-Kutta.
Dalsi typy metod Runge-Kutta muizeme najit zejména v knize E. Hairera a
G. Wannera [2] a v knize A. Ralstona [1], kde je také uveden zpusob odvozeni
koeficientt w;, a; a 3;; téchto numerickych metod, véetné odhadu chyb.

Odvozovanim koeficientii a odhadem chyb metod Runge-Kutta jsme se ne-
zabyvali z casovych divodi a divodu presahu mé bakalarské prace. Prvoradym
cilem bylo zakladni seznameni ¢tenafe s principy fungovani numerickych me-
tod pro feseni pocatecni tlohy, jak pro jednu diferencialni rovnici prvniho rfadu
s pocateéni podminkou, tak pro soustavu diferencidlnich rovnic prvniho radu
s pocatetnimi podminkami.

Vysledky, které dostaneme vyvolanim uvedenych M-fili se mohou lisit od
vysledkti uvedenych v prikladech, protoze priklady jsou rucné pocitané a také
proto, Ze jsem pouzival pfi vypoctu hodnot priblizného feseni zaokrouhlovani na
CtyTi desetinnd mista.

Vérim, ze se stanoveného cile této bakalarské prace podarilo dosahnout.
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