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Anotace

Mnoziny boda dané vlastnosti patii ke standartnimu uc¢ivu matematiky na zékladnich,
stitednich a vysokych skolach. Jako mnozina bodu casto vychazi kruznice nebo jeji Cast,

muzeme se téz setkat s vyskytem ostatnich kuzelosecek.

Predmétem diplomové prace jsou mnoziny bodii dané vlastnosti, které jsou vytvoieny
kuzeloseckami. Prace vychazi ze zakladniho kurzu geometrie na Pedagogické fakultg,

ktery se zabyvé zakladnimi vlastnostmi kuzelosecek.

K ur¢ovani mnozin bodl dané vlastnosti je vyuzit dynamicky software GeoGebra, kde
S pomoci Mnoziny bodt bude hledand mnozina vykreslena. Dalsi postup spociva ve

zdivodnéni, o jakou kuzelosecku se jedna.
Annotation

Loci of points of given property belong to the standard curriculum of mathematics at
schools. As a loci a circle or a part of it is often drawn. We can also see the occurrence of

other conics.

The subject of this thesis are loci which are conics. The work is based on the course of

geometry at the Faculty of Education, which deals with properties of conics.

To determine the properties of loci dynamic software GeoGebra is used. By GeoGebra
first the searched locus is drawn. The next step consists of justification that the locus is a

real conic.



PODEKOVANI
Réda bych timto vyjadiila podékovani vedoucimu své bakalarské prace, panu

prof. RNDr. Pavlu Pechovi, CSc., za odborné vedeni pii feSeni této bakalaiské prace.



Obsah

Lo VOO oo 8
2. KuzZeloseCky a jejich rozd€leni................cccoovvieiiiiiiiiii i 9
3. KIUZNICE.......ooiiiiiii 10
3.1, Kruhovy 0BIouK..........cccooiiiiiiiiiii 10
3.2.  Vziajemna poloha kruzZnice a primky..............cccoooiviiiiiiiiiic 10
3.3.  Vzijemna poloha dvou KruZnic..............c.cooiiiiiiiiiiiiec e 12
3.4. Obvodovy a stiedovy Ghel ................ccoooiiiiiiiii 13
3.5, Mocnost bodu ke KruZnici .............coooiiiiiiiiiiiie e 19
3.6. KruzZnice a trojihelnik.................cccooiiiiiiiiii 23
3.7.  KruzZnice a ¢tyFahelnik ..............ccocoooiiiiiiii 25
3.7.1. Tetivovy CtyTihelnik.......cooviiiiiiii e 25
3.7.2. TeCnovy CtyFaReINiK .......ccooviiiiiiiiiiiiic e 25

3.8.  Analytické vyjadieni KruZnice .................ccocoviiiiiiiiniiiicecs e 26

A, EIIPSA. ittt 28
4.1, ROVINICE lIPSY wroeiitiiitieie ettt st sreesae e 29
4.2.  Vzajemna poloha primky a elipsy...........ccooiiiiiiiiii 31
4.3. Tefna anormala elipsy ..........cccocooiiiiiiiiiiiii 31
4.4. Ohniskové vlastnosti elipsy............cccciviiiiiiiiiii 33
4.5, KONSIFUKCE BlIPSY ..ooveiiiciie ettt 34
4.5.1. Bodova Konstrukce elipsy .......ccovveiiiiiiiiiiiiiii i 34
4.5.2. Trojlihelnikova KONStruKCe .......cocveiiiiiiiiiiiiiic s 35
4.5.3. Prouzkova Konstrukce €lipsy ......ccovviiviiiiiiiiiiiciiciccesee s 36
4.5.4. Rytzova KONStrukCe €lIPSY .....ccveiiiiiieiie et 37

5. HYPEIDOIA ... 39
5.1. RoVNICE NYPEIDOIY ... 41
5.2. Tefna hyperboly ............cccoiiiiiiiiiiii e 42
5.2.1. Te¢ny hyperboly vedené z DOAU X ........ccoveviiiiiiiiiiiiiieeee e 43

5.3. Ohniskové vlastnosti hyperboly ...............cccocoiiiiiii 44
5.4. Konstrukce NYPerboly ..o 45
5.4.1. Bodova konstrukce hyperboly ........coouviiiiiiiiiieiiic e 45

5.4.2. POMOCT PEVNE KIUZNICE ... .eeiiiiieiiiie ittt 46



5.5. Asymptoty hYperboly ... 47

5.6.  Rovnoosa hyperbola................ccoccoiiiiiiiiiiii 49
5.7 Sefny hyperboly..........cocoiiiiiiiiiiii 51
B.  Parabola..........ccooiiiiiiii s 53
6.1. ROVNICE PAFADOIY ... 53
6.2. Te€na a normala paraboly..............ccccooiiiiiiiiii o4
6.3. Subtangenta a subnormala paraboly................c.ccooiii 56
6.4. Konstrukce paraboly ... 56
6.4.1. Bodova konstrukce paraboly .........cccccoiieiiiiiieiiiisecee e 56
6.4.2. Trojihelnikova KONSrUKCe ........ccociiiiiiiiiiiciiee e 57

7. Ridici pHmKa KUZEloSEEKY ...........c.co.evvuceeeeeeeeeresesseesessesesiesesssssessesssessensensnes 59
8. KuZelosecky jako geometrické misto stied KruzZnic ..............ccccoooeeiiiiinnnnnn 63
8.1, ElIPSA .. 63
8.2. HYPEIDOIA. ... .o 64
8.3. PAralbola ........ccceiiiiiii 64
9. Hledani mnozZin bodil ... 66
10, ZLAVET ... 86

11.  Citovana a pouZita literatura..................ccocoiiiiiiiiiiii 87



10. Uvod

Téma vénované kuzeloseckdm jsem si vybrala, protoze problematika kolem nich je

velice zajimava a ptikladi, kde hledanou mnozinou je pravé kuzelosecka, je mnoho.

V prvni ¢asti jsem se vénovala rozdéleni kuzelosecek, které jsem doplnila vlastnostmi
znamé na zakladnich, stfednich a vysokych Skolach. Nékde jsou doplnény vlastnosti

nové, pro meé byly neznamé.

V dalsi ¢ésti jsem se vénovala, kterou jsem rozdélila do dvou kapitol, fidici pfimce

kuzelosecky a kuzeloseckam jako geometrické misto stfedl kruznic.
Posledni ¢ast je vénovana ptikladiim a nasledné hleddni mnozin bodil.

Diplomova prace je provazena obrazky, které jsem sestrojila v programu GeoGebra,

ktery jsem si vybrala, protoze se mi v ném pracuje dobfe a obrazky jsou piehledné.



1. KuZeloseCky a jejich rozdéleni

Jelikoz je cela prace vénovana kuzeloseckam, je tieba se zminit, co to je kuzelosecka.

Kuzelosecka, jak uz z nazvu vyplyva, je rovinnou kfivkou, kterd vznikne seknutim roviny
kuzelovou plochou. Kuzelovou plochou je myslena ptfimka, kterou nechame rotovat
kolem urcitého bodu. Aby nam vznikla kuzelosecka, tak rovina nesmi prochéazet praveé
timto bodem. S pomoci nasledujiciho obrazku si fekneme, jaké kiivky nam mohou

vzniknout.

Parabola Hyperbola Kruznice

Obrazek 1 - Rozdéleni kuzelose¢ek

Abychom mohli ur¢it, o jakou kuZeloseCku se jednad, je tfeba védét, pod jakym uhlem

protind rovina fezu kuzelovou plochu.
Mohou nastat tyto situace:

1. Pokud bude @ = S, pak kuzeloseckou je parabola.
2. Je-li @ < B, kuzeloseCkou je elipsa.

3. Zbyvanam a > B, pak kuZeloseckou je hyperbola.

MiiZe nastat specialni ptipad, kdy fezem bude kruznice, coz mizeme vidét na poslednim

obrazku, kde je zndzornéna rovina fezu.

Specialnimu ptipadu, kterym je kruznice, se budu vénovat ithned na zacatku své prace.



2. KruZnice
Definice: Necht je dan v roving bod S a kladné ¢islo r. Kruznice k(S; ) je mnozina

vSech bodu této roviny, které maji od bodu S vzdalenost r. Bod S se nazyva sted

kruznice k a r je polomér kruznice k. Polomér r kruznice K je usecka SX, kde bod S je

sttedem kruznice k a bod X je libovolnym bodem kruzZnice k.

Obrazek 2 — KruzZnice

2.1. Kruhovy oblouk
Pokud na kruznici k(S; r) zvolime rtizné body X, Y, pak se tiseku kruznice k mezi

zvolenimi body tik4 kruhovy oblouk.

Kruhovy oblouk

Obrizek 3 - Kruhovy oblouk

2.2. Vzijemna poloha kruzZnice a primky
U kruznice a pfimky mohou nastat tyto pfipady: kruznice a ptimka méji dva, jeden

nebo zadny spole¢ny bod.

Pokud maji kruznice k a ptimka p dva spolecné body X, Y, pak se tato pfimka
nazyva seénou, kde X, Y jsou prasediky piimky p a kruznice k. Use¢ka s krajnimi body
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X, Y se nazyva tétivou. Pokud sestrojime kolmici na se¢nu, ktera prochazi sttedem S
kruznice Kk, pak pata kolmice P rozd¢li tétivu na polovinu. Pata kolmice P je tedy

sttedem tétivy.

Ma-li pfimka p s kruznici k jeden spole¢ny bod, pak se pfimka nazyva te¢nou.
Spole¢ny bod piimky p a kruZnice k se nazyva bod dotyku, ktery oznaéime T. Usecka

s krajnimi body T, S je polomérem kruznice k, ktery je kolmy na te¢nu.

Nema-li ptimka p s kruznici k zadny spole¢ny bod, pak je ptimka p vn&jsi pfimkou
kruZznice K.

Vzajemnou polohu ptimky p a kruznice k 1ze rozpoznat podle vzdalenosti stfedu

kruznice od ptimky. Vzdalenost pfimky p od stiedu S kruznice k oznac¢ime v.

a) Pokud je v < r, pak je pfimka p se¢nou kruznice K.

b) Pokud je v = r, pak je pfimka p te¢nou kruznice k.

c) Pokud je v > r, pak je pfimka p vné&jsi pfimkou kruznice k.

Obrazek 4 - Se¢na kruznice Obrazek 5 - Te¢na kruznice

vvvvvv

11



2.3. Vziajemna poloha dvou kruzZnic

Dv¢ kruznice, které jsou rtizné, mohou mit nejvyse dva body spolecné.
Mohou nastat tyto piipady:

Dvé kruznice (k4, k;), které maji spolecny stfed S a rizné poloméry (ry,7;), nazyvame
soustiednymi kruznicemi. Pokud by kruznice k;, k, m¢ly stejné poloméry (r; = 13), pak

se jedna o kruznice totozné.

Obrazek 7- Soustiedné kruZnice Obrazek 8 - Totozné KruzZnice

Pokud nemaji spolecny stfed (53, S,), nazyvame je nesoustiednymi kruznicemi. Spojnici
stfedt S; a S, je usecka, kde krajnimi body jsou stiedy S; a S,. Use&ce, kde krajnimi body

jsou stiedy S; a S,, se fika stfedna dvou kruznic k;(Sy; 11) @ ko (Sy; 13).

Obrazek 9 — Stiredna kruznic

U nesoustfednych kruznic mize nastat vice ptipadi:
Stfednu dvou nesousttednych kruznic k;(S;; 1) @ k5 (S; 12) oznacime s, kde r; < ;.

1) Kruznice k; lezi ve vngjsi ¢asti k,, to stejné plati i naopak, pokud s > r; + 15,
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2) pro vngjsi dotyk kruznic k4, k, plati, pokud s = r; + 13,
3) kruznice k4, k, se protinaji, pokud r; — 1, < s <1 + 13,
4) pro vnitini dotyk kruznic k4, k, plati, pokuds =r; — 1, >0

5) kruznice k, lezi ve vnitini ¢asti kruznice k4, pokud s < r; — 5.

kq
S
S

Obriazek 10 - KruZnice ko leZi vné kruZnice ki Obrazek 11 - KruZnice se protinaji ve dvou bodech

t
k
2
I*{1 k,
Obrazek 12 - Vnéjsi dotyk kruZnic Obrazek 13 - Vnitini Obriazek 14 - KruZnice k2
dotyk kruznic leZi uvnitf kruZnice ki

2.4. Obvodovy a stredovy uhel

Abychom mohli ur¢it obvodovy a stiedovy thel, je tieba zvolit si na kruznici k(S; r) tii
riizné body A, B, P. Uhlu APB, kde P je vrchol uhlu a polopiimky VA, VB jsou ramena
uhlu, fikame obvodovy tihel ptislusny k tomu oblouku AB kruznice K, ktery lezi v tomto
thlu. Uhlu ASB, kde vrcholem je stied S kruznice k a polopiimky VA, VB jsou ramena
uhlu, fikame stfedovy uhel piislusny k tomu oblouku AB kruznice K, ktery lezi v tomto

uhlu.

Kruznice mé pouze jeden stied a proto sttedovy uhel ptislusSného kruhového oblouku je
také jeden. Kruhovy oblouk mé nekone¢né¢ mnoho obvodovych thld, protoze bodi

leZicich na kruznici je nekone¢né mnoho.
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Pro stfedovy uhel ptislusného oblouku plati, Ze je dvojnasobkem thlu obvodového.

... obvodovy Uhel
2. stredovy Uhel

20
... obvodovy thel
2¢qp... stiedowy Uhel

3

Obrizek 15 - Obvodovy a stiedovy Obrazek 16 - Obvodovy a stifedovy
tihel mensiho kruhového oblouku uhel vétsiho kruhového oblouku
Diikaz

a) Nejdiive vyuzijeme specialniho pfipadu, ze stfed Slezi na jednom rameni
obvodového uhlu APB. Body A, P, B lezi na kruznici k. Vzdalenosti mezi body
leZicimi na kruZnici a sttedem S je stejnd, oznac¢ime ji r. VyuZijeme rovnoramenného
trojihelniku BPS, kde uhly SPB a PBS jsou shodné, ty oznaéime a. Uhel ASB

oznacime £ a uhel PSB oznac¢ime w.

K

Obrazek 17 - Stied S lezi na rameni

V trojthelniku plati: a + a + w = 180°. Ze vzorce vyjadiime w.

w = 180° — 2«
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Déle vime, ze uhel ASP je uhel ptimy.
w+ [ = 180°
Vyjadiime £ a dosadime.
B =180°—w = f = 180° — (180° — 2a)
=0 =2a
Pro specialni pfipad mame dokazano.

b) Kruhovy oblouk ma nekoneéné¢ mnoho obvodovych whli. VyuZijeme takovy
obvodovy uhel, aby stied S kruznice k byl uvniti obvodového uhlu APS. Nejdiive si
tento pifipad upravime na specialni a to tak, Ze body P, S vedeme piimku, kterd nam
puvodni obvodovy thel rozd€li na dvé ¢asti, kde stied S kruznice k lezi na spoleéném

rameni novych obvodovych hli, které vznikly.

Obrazek 18 - Stired S lezi uvnitf obvodového uhlu

Z ptedchozi ¢asti uz vime:
B = 2ay,
B, = 2a,.
Jelikoza =a; +a,af =01+ B, tak f = 1 + B = 224 + 2a, = 2a.
Mame opét dokazéano.
c) Uz zbyva jen ptipad, kdy stfed Snelezi uvnitt obvodového thlu APB. Opét si

pomuzeme piimkou, kterd prochazi body P, S a vzniknou ndm nové obvodové a

15



sttedové uhly. Obvodové uhly maji i v tomto piipadé spolecné rameno, na kterém

lezi stred S.

Obrazek 19 - Stfed S nelezi uvnitf obvodového whlu

Muzeme op€t napsat:

By = 2ay,

B. = 2a;.
V tomto ptipadé pro obvodové a stiedové thly plati: ¢ = a; —a,af = 1 — f>.
Opét dosadime a dostaneme f = f; — B, = 2a; — 2a, = 2«a.

I tomto ptipadé mame dokazano.

Timto jsme dokdazali, Ze stfedovy uhel piisluSného oblouku je dvojnasobkem
obvodového thlu, protoze Z4dné jiné umisténi bodu P pro tento kruhovy oblouk

neexistuje.

Z ptedchoziho ditkazu mizeme napsat tyto disledky:
e Vsechny obvodové thly ptislusného oblouku jsou shodné.
e Obvodovy uhel je ostry, pokud je ptislusny k mensimu kruhovému oblouku.
e Obvodovy uhel je tupy, pokud je prislusny k vétSimu kruhovému oblouku.

e Obvodovy thel, ktery je ptislusny k palkruznici, je tthel pravy.
Thaletova véta

Vsechny obvodové thly, které jsou sestrojené nad primérem kruznice K, jsou pravé.

16



Obrazek 20 - Thaletova véta

Ptiklad: Je dana usecka AB. Nad tiseckou AB je sestrojen pravy thel APB. Jakou mnozinu

tyto pravé thly vytvareji?
Konstrukce:

Nejdiive sestrojime Gsecku AB, bodem A vedeme libovolnou ptimku p. Dale z bodu B
sestrojime kolmici | na ptimku p. Prise¢ik pfimky p a | nazveme bodem P, ktery bude
vrcholem pravého thlu APB. Uhel APB neni jediny pravy thel, ktery lze sestrojit. Pravy
uhel je zavisly na volbé piimky p prochazejici bodem A. Pii zméné polohy pfimky p
dostaneme dalsi pravé thly. Mnozinou pravych uhla nad primérem AB je kruznice — tzv.

Thaletova kruZnice.

Thaletova kruznice™\@ = 90°

Obrazek 21 - Thaletova kruZnice
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Thaletova véta: Obvodovy thel kruznice, ktery je sestrojeny nad jejim priimérem, je

vzdy pravy.

Obrazek 22 - Dikaz

Diikaz:
Na obrazku mame dva rovnoramenné trojuhelniky a to ASC, SBC, pro které plati:
2a + 2 = 180°.
Vytkneme (2(a + B) = 180°) a upravime, pak dostaneme:
a+ f =90°.

Jiny dikaz:

Obrazek 23 - Dikaz

18



Pomoci sttedové soumérnosti sestrojime stiedoveé soumérny bod bodu C podle stfedu S a
dostaneme bod C". Vznikl nam ¢tyfuhelnik ACBC”, jehoz uhlopticky AB, CC” jsou stejné
dlouhé, délka Gihlopii¢ek je pramér Thaletovy kruznice. Ctyfuhelnik je pravouhly, musi

byt uhel ACB také pravy.

Pokud secteme obvodové uhly, které jsou piislusné k obéma kruznicovym obloukiim AB,

pak dostaneme uhel ptimy.

Obrazek 24 - Soucet obvodovych uhla

2.5. Mocnost bodu ke kruznici
Maéme kruznici k a bod M, ktery lezi vné kruznice. Vedeme dvé libovolné seény, které
prochazeji bodem M. Pruseciky secen a kruznice kK oznac¢ime pismeny A1, By a Az, B2. Pro

bod M a pruseciky A1, A2, By, B2 plati:

|MA1| ' |MB1| = |MA2| ' |MBz|-

Obrazek 25 - Bod M je vné kruZnice Obrazek 26 - Bod M uvniti kruZnice
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Dukaz

Uhly MB1A2 a MB2A; jsou shodnymi whly, protoze to jsou obvodové thly piislusné
Kk mensimu oblouku AjA;. Déle si muzeme vSimnout, ze spoleCnym uhlem
Vv trojuhelnicich MA1B2 a MA2B;1 je thel AiMA>. Podle véty uu jsou tyto trojahelniky
podobné a z této podobnosti vyplyva:

IMA,|: IMB;| = [MA,|: |MBy]|.
Kdyz ptedchozi vztah piepiSeme, dostaneme:
IMAL| - [MB;| = |[MA;| - |MB,|.
A je tedy dokéazéno.
Pokud bude bod M lezet uvnitt kruznice K, 1ze na to jit stejnym zptsobem.

Lze tedy napsat, ze pro libovolnou se¢nu kruznice k, kde Ay, A2 jsou pruseéiky secny a
kruznice K, plati pro souéin |MA,| - [MB,| = konstanta.

Pokud bod M je bodem kruznice K, pak pro néj plati soucin |[MA,| - |MB,| = 0. Proto lze
napsat:

K libovolnému bodu M roviny miizeme piidé€lit redlné ¢islo m, pro které plati:
Im| = [MX] - |MY],

body X, Y jsou priseciky libovolné se¢ny, ktera prochazi bodem M a kruznice k.

Pro realné ¢islo m mohou nastat tyto ptipady:

1. pokud m > 0, pak bod M lezi vné kruznice k;
2. nastane-li m = 0, pak je bod M bodem kruznice k;
3. kdyzm < 0, tak bod M lezi uvniti kruznice k.

Mocnosti bodu M ke kruznici K je oznacovano realné cislo m.

20
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Obrazek 27 - Mocnost bodu ke kruznici

Pokud si vzdalenost mezi bodem M a stifedem S ozna¢ime n (v = 0), pak Ize napsat, Ze

pro mocnost m plati
m=n?—r2.
Dukaz:

Rekneme si, ze soudin |MX| - |MY| = konstantni. Dikaz ukdZeme na se¢né, kterou
vedeme bodem M lezici vné kruznice K a stfedem S kruznice K. Pro vzdalenosti MX a MY
plati |[MX| =n —r, |[MY| = n + r, které dosadime do |m| = |MX]| - [MY| a dostaneme
Im|=(m—71) - (n+71) =n2—1r2 Jelikoz je bod M bodem leZici vn& kruznice kK, je

m > 0, pak Ize napsat [m| = 0 tedy m = n? — r2.

Je tedy jasné, diky vzdalenosti n, Ze pokud body lezi uvnitt kruznice, pak m < 0 (n < r),
pro body lezici vné kruznice plati m > 0 (n >r) a pro body kruznice plati m =

0(v=r).
Chordala kruzZnic

Chordala dvou kruznic je mnoZinou vSech bodt, které maji stejnou mocnost k obéma
kruznicim. Tyto kruznice musi byt nesousttedné k,(S;,71), k2(S,, 12). Chordélu kruznic

ki, k2 0zna¢ime pismenem |, ktera je kolma na stfednu s (s = S S,).

Mohou nastat tyto piipady:
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1. KruzZnice K1, ko maji dva spole¢né body X, Y, které maji stejnou mocnost (m =

0), jak ke kruznici k1, tak ke kruznici ko, pak chordalou je [ = XY.

Obrazek 28 - Chordala - kruZnice maji dva spole¢né body
2. Kruznice k1, ko maji jeden spole¢ny bod T, ktery je dotykovym bodem téchto
kruznic. Bod T ma ke kruznici ki a ke kruznici k2 stejnou mocnost (m = 0).

Chordalou kruznic ki, k2 s dotykovym bodem T je teéna v bodé T.

Obrazek 29 - Chordala - KruZnice s dotykovym bodem
3. Posledni moznosti jsou kruznice ki, ko, které nemaji spole¢ny bod. Abychom
mohli urcit chordalu, je tfeba si zvolit pomocnou kruznici p, ktera bude
protinat kruznice Ki, k2 v bodech Xi, X2, Y1, Y2. Body Xi, X2, Y1, Y2 vedeme
ptimky Iy, l2. Pfimka |1 je chordalou kruznic p, k1 a pfimka I je chordalou

kruznic p, ko. Prasecik piimek l1, I2 je bod L, ktery ma k obéma kruznicim
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stejnou mocnost. Bod L je poten¢nim bodem. Pokud bodem L povedeme

kolmici na pfimku prochazejici stfedy S1, S, dostaneme chordalu kruznic ki,
ka.

Obrazek 30 - Chordala - KruZnice nemayji spole¢ny bod

2.6. KruzZnice a trojuhelnik

Pro kazdy trojuhelnik 1ze sestrojit kruZznici opsanou a kruzZnici vepsanou.

O kruZnici opsané mluvime, pokud vSechny vrcholy trojihelniku leZi na kruznici. Pokud
sestrojime osy stran trojuhelniku, tak se osy stran trojuhelnika protnou v jednom bodé.
Prisecikem os stran trojihelniku je stfed S kruznice opsané a jeji polomér se oznacuje r

(r = |SX|, kde S je stfed kruznice a bod X je vrcholem trojuhelniku).

Kruznice, kterd se dotyka vSech stran trojuhelnika, se nazyvad kruznice vepsana
trojahelniku. Stfed S kruznice vepsané dostaneme sestrojenim os vnitinich hli
trojahelniku. Osy vnitfnich Ghll se protnou v jednom bodé¢. Prisec¢ikem os vnitinich thli
Vv trojuhelniku je prave stied S kruznice vepsané a jeji polomér se oznacuje p (p = |SP],

kde S je stfed kruznice a P je pata kolmice na stranu trojuhelniku prochazejici stfedem S).
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Obrazek 31 - Trojuhelnik a kruZnice vepsana Obrazek 32 - Trojuhelnik a kruZnice opsana

Kruznice, kterd se dotyka jedné strany trojuhelniku a ptimek, ve kterych lezi zbyvajici
strany trojuhelnika, se nazyvaji pfipsané kruznice. Stfed S kruznice pfipsané dostaneme
sestrojenim os vnitfnich a vnéjSich uhld trojuhelniku. Prisecikem osy ptislusného
vnitiniho thlu a os dvou vné&jSich uhld, které v trojuhelnikti zbyvaji, jsou stfedy

pfipsanych kruznic.

- ] S 1|

3 *.

PN

Obrazek 33 - Trojihelnik a kruZnice pfipsané

24



2.7. Kruznice a ¢tyrihelnik

3.7.1. Tétivovy Ctyfuhelnik

Tétivovy ctyfuhelnik je takovy ¢tyithelnik, kterému lze opsat kruznici k. Strany tohoto
Ctyithelniku jsou tétivami kruznice K. Pro tétivovy ¢tyfuhelnik plati, ze soucty protéjsich
vnitinich Ghla jsou rovny pfimému thlu.

D a+vy=180°
B+&=180°

Obrazek 34 - Tétivovy ¢tyruhelnik

3.7.2. Te¢novy ¢tytthelnik
Tec¢novy ctyithelnik je takovy ¢tyfuhelnik, kterému lze vepsat kruznici k. Strany tohoto

Ctyfuhelniku jsou te¢nami kruznice k. Pro te¢novy ¢tyfuhelnik plati, Ze soucty protéjsich

stran jsou si rovny.

Obrizek 35 - Te¢novy ¢tyiihelnik
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2.8. Analytické vyjadreni kruZnice
Pokud umistime kruzZnici k se sttedem S do poc¢atku kartézské soustavy soufadnic, 0
polomérem r > 0, dostaneme mnozinu vSech bodl roviny, které maji od stiedu

S konstantni vzdalenost r.

Rovnici kruznice mizeme odvodit pomoci vzdalenosti dvou bodt a to pomoci stiedu

S =[0,0] a libovolného bodu M|[x, y], ktery lezi na kruzZnici.

Obrazek 36 - rovnice kruzZnice, S je v poéatku

Vzdalenost bodt |[SM| = r a plati:
ISM|? = (x — 0)2+(y — 0)2 =12,
PrepiSeme
(x — 0)*+(y — 0)? = r?

a umocnime

Dostali jsme rovnici kruznice se sttedem v pocatku kartézské soustavy souradnic.
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Stfedovy tvar rovnice kruznice

Zvolime si kartézskou soustavu soufadnic, kde libovolny bod M bude mit soutadnice X, y

a stied S soufadnice m, n.

P Mx.y]

@ -
¢---

Obrazek 37 - Stiedovy tvar rovnice kruZnice

Pro kruznici se sttedem S = [m, n] a poloméru >0, plati rovnice:
(x-=m)?+(y—-n)?=r?

Rovnici mizeme opét odvodit pomoci vzdalenosti dvou bodll a to pomoci stiedu S =

[m, n] a libovolného bodu M[x, y], ktery leZi na kruznici.
Vzdalenost bodt |[SM| = r a plati:

ISM|? = (x —m)?+(y —n)? =12,
PtepiSeme a mame rovnici pro sttedovou kruznici:

(x —m)?+(y —n)? =12,
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3. Elipsa

Definice: Elipsa je mnozina bodid v roving, jejichz soucet vzdalenosti od dvou danych

pevnych bodu F1, F2 je konstantni, [1].

Obrazek 38 - Privodice bodu Obrazek 39 - Zakladni vlastnosti

Véta: Elipsa md dvé osy soumérnosti 01 a 02 a je sttedové soumérnd podle jejich

pruseéiku S, [2].

Bod S je stiedem elipsy. Elipsa ma dvé osy, ty jsou oznaceny 01 a 02. Osa 01 je hlavni osa
elipsy a 02 je vedlejsi osa elipsy. Jelikoz ma elipsa stfed S, jedna se o stfedovou

kuzelosecku.

Elipsa ma vrcholy, které jsou oznaceny pismeny A, B, C, D. Body, které lezi na hlavni
ose 01 elipsy, tedy body A, B, jsou hlavnimi body elipsy. Na vedlejsi ose 02 lezi vedlejsi
vrcholy elipsy, kterymi jsou body C, D. Stfed usecky AB, je stiedem S elipsy, tedy plati
|AS| = |BS| = a, kde a je velikost hlavni poloosy. To samé plati i pro druhou tsecku
CD, tedy |CS| = |DS| = b, kde b znaci velikost vedlejsi poloosy. Ohniska elipsy jsou
body F1, F2. Vzdalenosti mezi sttedem S a ohniskem se fika excentricita elipsy, ktera je
oznacena pismenem €. V obrazku si mizeme vSimnout trojuhelniku SFiC, ktery je
pravouhly a plati tedy pro néj Pythagorova véta, pomoci které lze urcit velikost

excentricity e.
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Pokud spojime libovolny bod M s ohnisky F1, F2, pak tyto spojnice nazveme pravodici
bodu M, pro které plati:

|F;M| + |MF,| = 2a.
Muze nastat i situace, kdy ze dvou ohnisek se stane jedno a kuzeloseckou bude kruznice,
pro kterou plati ze a = b, tedy excentricita e = 0.
Body nemusi vzdy lezet na elipse, ale i uvnitf nebo ve vnéjsi ¢asti elipsy. Pro bod Xi,
ktery lezi ve vnitini ¢asti elipsy, plati: |F;X;| + | X, F,| < 2a. Bod X1 nazveme vnitinim

bodem elipsy. Prikladem vnitinich bodu jsou ohniska F1, F2. Pokud bod X> lezi ve vné&jsi

Casti elipsy, pak pro néj plati: |F;X,| + |X,F,| > 2a. Bod X2 nazveme vnéj$im bodem
elipsy.

F
A 2a B

Obrazek 40 - Vnéjsi a vnitini bod elipsy

3.1. Rovnice elipsy

K odvozeni rovnice elipsy je tieba zvolit si kartézskou soustavu soufadnic tak, aby F; =

[—e,0]aF, = [e,0].

Obriazek 41 - Rovnice elipsy
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Déle si zvolime bod M, ktery je libovolnym bodem elipsy o soufadnicich M = [x, y]. Pro

bod M plati nasledujici:

Tuto rovnici rozepiSeme a dostaneme:

\/(e+x)2+y2+\/(x—e)2+y2=2a.

Postupnym upravovanim rovnice dostavame:
Ve +02+y?=2a—/(x—e)?+y?
(e +x)2+y% =4a% — 4a\/(x — )2 + y2 + (x — e)? + y?
e? +2ex +x%+y?=4a%—4a/(x —e)2 +y2 + x? — 2ex + e + y?
4a/(x — )2 + y2 = 4a® — 4ex
a/(x —e)? + y2 = a® — ex
a’(x —e)? + a’y? = a* — 2a%ex + e?x*?
a’x? + 2a’ex + a’e? + a’y? = a* — 2a’ex + e?*x?
a’x? + a’e? + a’y? = a* + e*x?
a’x? —e?x? + a’y? = a* — a’e
Déle si pomiizeme vztahem a? — e? = b2,

Upravime si rovnici a?x? — e2x? + a?y? = a* — a?e?, abychom &ast rovnice mohli

nahradit pfedchozim vztahem.
Pfipravena rovnice je x2(a? — e?) + a?y? = a?(a? — e?).
Po dosazeni pomocného vztahu dostaneme rovnici b2x? + a?y? = a?b?.

Provedeme posledni krok a dostaneme tvar obecné rovnice elipsy
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3.2. Vziajemna poloha primKy a elipsy

Pro vzajemnou polohu pfimky a elipsy mohou nastat tfi situace. Pokud ma ptfimka p
s elipsou dva rizné spoleéné body X1, X2, pak je piimka p se¢nou elipsy, kde body X1, Xz
jsou pruseciky. Dale ptimka p mtize mit s elipsou jeden spolecny bod T, pak piimka p je
tenou elipsy, kde bod T je dotykovym bodem. Posledni situace nastane, pokud ptimka p

nema s elipsou spole¢ny bod, pak ptimka p se nazyva nesecnou.

Obrazek 32 - Vzajemna poloha primky a elipsy

3.3. Tecna a normala elipsy

Obrazek 43 - Te¢na a normala

Dukaz:

v

Abychom dokazali, Ze te€na plli vnéjsi tthel privodici, pak je tieba zvolit si libovolny
bod T, ktery bude bodem elipsy. Bodem T sestrojime privodi¢e TF1, TF2 a sestrojime
jejich osu, kterou nazveme osou t. Dale sestrojime bod Q, ktery je soumérny podle ptimky
t k ohnisku F1. Pro osovou soumérnost plati, ze |TF; | = |TQ|, pak musi platit i tento vztah
|F,Q| = |F,T| + |TQ| = |F,T| + |TF;| = 2a. Zvolenim libovolného bodu R, bod R
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nalezi ptimce t, ktery je rizny od bodu X, jsme dostali trojuhelnik RF2Q, pro ktery plati
|RF,| + |RQ| > |F,Q| = 2a. Diky osové soumérnosti (|[RQ| = |RF,|) miZeme upravit
ptedchozi vztah na tento |RF,| + |RF;| > 2a, ze kter¢ho je vidét, ze bod T je jedinym
spole¢nym bodem piimky t s elipsou a ostatni body jsou vnéjSimi body elipsy. Pfimka t

je tecnou elipsy s dotykovym bodem T.

Obrazek 44 — Dikaz

Véta: Normala elipsy pili vnitini Gthel pravodiét bodu T, [1].
Piimka kolma na te¢nu t a prochazejici bodem T se nazyva normaéla n.

Pro elipsu plati, Ze elipsa je obalovou kiivkou svych tecen. Obalovou kiivkou normély je
ktivka, nazyvajici se evoluta elipsy. Evoluta elipsy je mnozinou stfedi kiivosti elipsy,
kde sttedy oskula¢nich kruZznic ve vrcholech elipsy jsou jejimi vrcholy. Bod evoluty lze

sestrojit pomoci trojuhelnikové konstrukce elipsy.

Obrazek 45 - Obalka normal Obrazek 46 - Obalka tecen
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3.4. Ohniskové vlastnosti elipsy
Véta: Mnozina bodii soumérnych s jednim ohniskem elipsy podle vSech tecen je

kruZnice se sttedem ve druhém ohnisku o poloméru 2a, [1].

Body Q1, Q2 jsou body soumérné s ohnisky podle te¢ny t. S ohniskem Fi1 je osové
soumérny bod Q2 a s ohniskem F; je osové soumérny bod Q1, osou soumérnosti je te¢na
t. Kruznice 1 se stiedem v ohnisku F1 a poloméru 2a je mnozinou vSech bodd Q.
Kruznice 2 se stfedem v ohnisku F> a poloméru 2a je mnozinou vSech bodi Q.

Kruznicim q, (F;; 2a), q,(F;; 2a) se tika tidici kruznice elipsy.

Obrizek 47 - Ridici kruZnice elipsy
Véta: Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek elipsy na jeji te€ny je kruznice se

sttedem ve stiedu elipsy o poloméru a, [1].

Obrazek 48
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Kruznice majici stfed ve stfedu elipsy o polomér a, se nazyva vrcholova kruznice, kterou

ozna¢ime pismenem V.

3.5. Konstrukce elipsy

4.5.1. Bodova konstrukce elipsy

Body lezici na elipse sestrojime nasledovné. Sestrojime si libovolny bod L, ktery bude
pomocnym bodem pii konstrukci. Ohniska vyuzijeme jako stiedy kruznic ki, k2, K3, Ka,
které budou mit poloméry r; = |KA|, r, = |KB|. Pruseéiky kruznic k1, k2, k3, k4
nazveme body Ki, Kz, Kz, Ks. Zda body Ki, Kz, K3, K4 jsou body elipsy, ovétime

nasledujicim zptisobem:

|KyFi| + |Ky Fy| = |AH| + |HB| = |AB| = 2a,
z toho vyplyva, Ze bod Ky je bodem elipsy.
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Obriazek 49 - Bodova konstrukce
Abychom vystihli, co nejptesnéji tvar elipsy, tak u vrcholll elipsy nahrazujeme jeji ¢ast

oskula¢nimi kruznicemi, které nam s tvarem elipsy pomohou.
Postup sestrojeni oskulacnich kruznic:

1. Body B, S, C vyuzijeme k doplnéni na obdélnik SBEC.

2. Sestrojime kolmici na thlopficku BC, ktera prochazi bodem E.

3.V mistech, kde protne kolmice hlavni a vedlejsi poloosu, vzniknou body S, S».
4

Body S1, Sz jsou stiedy oskula¢nich kruznic Iy, |2.
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Obrazek 50 - Oskulaéni kruznice

4.5.2. Trojuhelnikova konstrukce
U elipsy zname osy 01, 02, které jsou zadany velikostmi poloos a, b. Prise¢ikem os 01, 02

je stred elipsy S.

Nejdiive sestrojime kruznice ki, k2. Kruznice ki je hlavni vrcholovou kruznici a jeji
polomér r1 se rovna velikosti hlavni poloosy a. Kruznice k2 je vedlejsi vrcholovou
kruZznici a jeji polomér r2 se rovna velikosti vedlejsi poloosy b. Sestrojime poloptimku
p, ktera ma pocatecni bod ve stiedu S elipsy. Kde poloptimka p protne vrcholové
kruznice, tak vzniknou body Xi, X2. Bodem X1 spustime kolmici my, ktera je kolma na
osu 01. Bodem Xz spustime kolmici my, ktera je kolma na osu 02. Prase¢ikem mg, m je

bod X, bod X je bodem elipsy.

Obrazek 51 - Trojihelnikova konstrukce
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4.5.3. Prouzkova konstrukce elipsy

Pokud budeme chtit sestrojit elipsu pomoci prouzkové konstrukce, 1ze ji sestrojit dvojim
zpusobem, protoze existuje souctova konstrukce elipsy a rozdilova konstrukce elipsy.
Princip prouzkoveé elipsy vychazi z toho, Ze na prouzek papiru pfeneseme velikosti hlavni

a vedlejsi poloosy elipsy.
Souctova konstrukce elipsy

Jelikoz se jedna o souctovou konstrukci elipsy, tak na prouzek papiru naneseme soucet
hlavni a vedlej$i poloosy. Tim dostaneme usec¢ku MN s velikosti a + b. Na tsecce se
nachdzi bod X, ktery déli usecku MN v poméru a: b. Princip spociva v tom, Ze prouzek
ptilozime na osy 01, 02. Na hlavni ose 01 lezi bod M a na vedlejsi ose 02 lezi bod N. Pokud
mame body spravné umisténé, vyzna¢ime si na papir misto, kde se bod X nachazi.

Pohybem prouzku bod X vykresluje elipsu.
Rozdilova konstrukce elipsy

Princip rozdilové konstrukce je podobny jako u souctové. Tentokrat ale na prouzek papiru
naneseme nejdiive velikost poloosy @, tim dostaneme tsecku XN, poté naneseme z bodu
X velikost poloosy b, dostaneme spole¢ny priasecik M. Opét umistime body tak, aby bod
M lezel na hlavni ose 01 a bod N lezel na vedlejsi ose 02. Na papir zaznamename bod X.

Pohybem prouzku dostaneme elipsu, kterou vykresluje bod X.

iN

Obrazek 52 - Souctova konstrukce Obrazek 43 - Rozdilova konstrukce
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4.5.4. Rytzova konstrukce elipsy
Nez zatneme s Rytzovou konstrukei je tieba si fict, co jsou sdruzené pruiméry elipsy,

protoze v tato konstrukce je na nich zalozeno.

Sdruzené pruméry elipsy

Obriazek 54 - Elipsa, sdruZené priméry Obrazek 55 - KruZnice,
sdruZené priméry

Stfedem S povedeme tétivu XY, kterou nazveme primérem. Sestrojime dalsi tétivy, které
jsou rovnobé&zné s primérem. Usecka KL, prochazejici stiedy tétiv X, ¥, | X, ¥y Il -+ | XY
prochazi také stredem S, se nazyva sdruzenym prumérem. Jinak feceno, stfedy tétiv
KiLi | KoLy Il -+ | KL také lezi na priméru XY. Z toho vyplyva, Ze tétivy, které jsou

rovnobézné s prumérem elipsy, jsou rozdéleny na polovinu sdruzenym pramérem.

Pokud sestrojime te¢ny v krajnich bodech priméru, pak jsou te¢ny rovnobézné se

sdruzenym priimérem. Z tétiv sestrojenych u krajii elipsy se stanou tecny.

Kruznice ma sdruzené praméry vzdy navzajem si kolmé, I1ze to fict i naopak, pokud budou

primeéry na sebe kolmé, pak jsou sdruzené.

V afinité odpovidaji sdruzené priméry elipsy kolmym primértim afinni kruZnice.
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Postup Rytzovy konstrukce:

Rytzovu konstrukei si ukdzeme na elipse, ktera je zadana dvéma sdruzenymi priiméry 1J,

KL.

Stied S elipsy je prasecikem sdruzenych pruméru 1J, KL. Sttedem S vedeme kolmici j na
usecku KL. Dale sestrojime bod K™ a to tak, ze od stfedu S naneseme na kolmici j
vzdalenost SK. Body K'J sestrojime piimku, stfed ptimky K J oznafime S;. V bodé Si
sestrojime kruznici k1 S polomérem S1S. Kruznice k1 protne s ptimku K 'J ve dvou bodech,
tyto body oznac¢ime P1, P2. Vzniklymi body P1, P2 sestrojime piimky P1S, P2S, kde P1S
je hlavni osa 01 elipsy a P2S je vedlejsi osa 02 elipsy. Velikosti hlavni poloosy a je délka
usecky K 'P1, pomoci které sestrojime hlavni vrcholy A, B a to tak, Ze sestrojime kruznici
k2 s sttedem S a polomérem a. Vzniklé priseciky kruznice k2 S 0sou 01, jsou hlavnimi
vrcholy A, B. Velikosti vedlejsi poloosy b je délka usecky P2K’, pomoci které sestrojime
vedlejsi vrcholy C, D. Tentokrat sestrojime kruznici ks sttedem S a polomérem b. Vedlejsi
vrcholy C, D jsou pruseciky kruznice k3 S 0sou 02. Jelikoz mame vSechny vrcholy elipsy,

muzeme sestrojit elipsu.

Obriazek 56 - Rytzova konstrukce
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5. Hyperbola
Definice: Hyperbola je mnozina bodi v roving, jejichz rozdil od dvou danych bodu F1,

F2 je konstantni, [1].

Obrazek 57 - Definice hyperboly

Ohnisky hyperboly jsou body F1, F2. Vzdalenost 2a je konstantnim rozdilem vzdalenosti.
Privodi¢emi bodu M jsou spojnice bodi FiM, FoM. Pokud bychom chtéli do definice

zahrnout pruvodice, mohli bychom fici, Ze mnozinou bodi, ktera ma konstantni rozdil

privodica, je hyperbola.

||MF1| - |MF2|| = 2a

Obrazek 58 - Zakladni vlastnosti
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Vzdalenosti mezi ohnisky Fi, F2, fikdme ohniskova vzdalenost, kterou znacime 2e.
Hodnotu e nazyvame excentricitou a plati pro ni a < e. Excentricita e je vzdalenost mezi
sttedem S hyperboly a ohnisky F1, F2. Vzdalenost mezi stiedem S hyperboly a body A, B,
se nazyva délka hlavni poloosy a oznacujeme ji a. Hodnota b je délka vedlejsi poloosy a
plati pro ni b = Ve2 — a2. Hlavni osou 01 hyperboly je pfimka, na které lezi ohniska Fi,
F2. Na ose 01 lezi jesté body A, B, které jsou hlavnimi body hyperboly. Pro body A, B
plati |AS| = |BS| = a. Ptimka, ktera je kolma na osu 01 a prochazi sttedem S, je nazyvana

vedlejsi osou 02.

Numerickou vystfednosti je Cislo € = E, které je vzdy vétsi nez jedna, protoze pro € a a
plati e > a. Ke spravnému vystizeni tvaru hyperboly jsou dilezité jeji asymptoty,
asymptoty budeme oznacovat Uz, U2. Asymptoty Ui, Uz jsou pfimky prochazejici stiedem

S, které sviraji s hlavni osou 01 thel ¢ = g.
Hyperbola a bod

1. Pokud pro bod X plati ||FX|— |F,X|| <2a, pak bod X je vn&jsim bodem
hyperboly, ktery lezi ve vné&j$i ¢asti hyperboly.

2. Pokud pro bod X plati ||F1X| — |F2X|| > 2a, pak bod X je vnitinim bodem
hyperboly, ktery leZi ve vnitini ¢asti hyperboly.

3. Bod X je bodem lezici na hyperbole, pokud pro néj plati ||F1X | — |FoX || = 2a.

Obrazek 59 - Hyperbola a bod
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Specialnim piipadem hyperboly je rovnoosa hyperbola, pro kterou plati e = av/2, tedy

a = b, jejiz asymptoty Uz, U2 jsou K sobé kolmé. Vice si fekneme v jiné kapitole.

5.1. Rovnice hyperboly
Abychom mohli odvodit rovnici hyperboly, je tieba predpokladat, ze hyperbola je zadana
délkou hlavni poloosy a a ohnisky Fi, F2. Dale je tieba zvolit si kartézskou soustavu

soufadnic, kde by platilo, ze F; = [—e, 0], F, = [e, 0].

Obrazek 60 - Rovnice hyperboly

O bodu M budeme piedpokladat, Ze je libovolnym bodem hyperboly o soufadnicich M =
[x,y]. Pro bod M plati

|IMF,| — IMF,|| = 2a.

Pokud rovnici rozepiSeme, dostaneme

|\/(x+e)2+y2+\/(x—e)2+y2| = 2a.

x2+e2+y%—2a%=((x +e)2+y2)((x —e)? + y2).
Rovnici upravime a dostaneme

a* + x%e? — x%a® — e%a? — y%a® = 0.
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Nyni vyuzijeme vztah b? = e? — a?, diky které dostaneme kone¢nou Gipravu rovnice a

to

y
@ b

Konecna rovnice se nazyva kanonickou rovnici hyperboly.

5.2. Teéna hyperboly
Opét mohou nastat tii situace vzdjemné polohy pfimky a hyperboly. Pfimka p miZze byt

te€nou, se¢nou nebo nesec¢nou hyperboly.

Definice: Necht' M je libovolny bod hyperboly. Pfimka prochazejici bodem M, ktery je
dvojnasobnym priiseCikem této piimky s hyperbolou, se nazyva te¢na hyperboly s
dotykovym bodem M a ptimka prochdzejici bodem M, ktera je kolma na te¢nu se nazyva

normala v bod¢é M, [1].

Véta: Tecna hyperboly puli vnéjsi tthel pravodi¢t bodu dotyku T, [1].

Obrazek 61 - Teéna a normala Obrazek 62 - Teéna

Dukaz:

Bod T je zvoleny libovolny bod nalezici hyperbole. U pruvodic¢t TF1, TF2 sestrojime
jejich vné&jsi osu uhlu a nazveme ji t. Sestrojime osové soumérny bod Q k ohnisku F,

osou soumeérnosti je piimka t. Bod Q je bod lezici na tseéce TF1. Z osové soumérnosti
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vyplyva |TQ| = |TF,| aproto tedy 2a = ||TF,| — |TF|| = |ITF,| — ITQl| = |QF;|. Na
pfimce t si zvolime bod X, ktery jiny nez T. VSimnéme si trojuhelniku R, F2, Q pro ktery

plati:

|XF,| + [QF;| > |XQ],
proto 2a = |QF,| > |XQ| — |XF,|.
|QF,| + |XQ| > |XF,],
proto 2a = |QF,| > |XF,| — |XQ|.
Z obou nerovnosti je vidét, ze 2a > ||XQ| — |XF2||. Z osové soumérnosti vime, ze
|XQ| = |XF,|, pak mizeme napsat 2a > ||XF1| — |XF2||. A proto bod X je vnéj§im
bodem hyperboly. Jelikoz bod X byl volen libovolng, Ize fict, Ze v§echny body X jsou
vngj$imi body hyperboly, az na bod T. Pfimka t ma jediny spole¢ny bod s hyperbolou a

tim je bod T, lze fici, Ze ptimka t je te¢nou s dotykovym bodem T.

Obrazek 63 - Dukaz

5.2.1. Te¢ny hyperboly vedené z bodu X
Véta: Geometrickym mistem pat kolmic K vedenych z ohniska hyperboly na jeji te¢ny je

kruZnice K o sttedu S a poloméru a, [3].

Véta: Pfimka spojujici ohnisko F1 s bodem Q soumérné polozenym k druhému ohnisku

F2 vzhledem k tecné t prochéazi dotykovym bodem T této tecny, [3].

Hyperbola je zadana ohnisky Fi, F2 a velikostmi poloos a, b. Nyni sestrojime te¢ny

vedené z bodu X a jejich dotykové body.
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Nad primérem Fi1X sestrojime Thaletovu kruznici kr. Vime, ze paty kolmic lezi na
kruznici K, ktera ma stfed S a polomér a. Sestrojime tedy kruznici K. Praseciky P1, P2
kruznice K s Thaletovou kruznici kt jsou paty kolmic hledanych tecen ti, to. Tecna ti je
piimka prochézejici body X, P1 a tecna to je pfimka prochazejici body X, P2. Dale
sestrojime soumérné sdruzené body Qi, Q2 s ohniskem F1 podle tecen ti, t2, abychom
mohli sestrojit dotykové body Ti, T2 hledanych teCen ti, to. Spojnicemi QiF2, Q2F2

nalezneme dotykové body Ti, To.

Obrazek 64 - Teény vedené bodem X

5.3. Ohniskové vlastnosti hyperboly
Véta: MnoZina bodli soumérnych s jednim ohniskem hyperboly podle vSech tecen lezi

na kruznici se sttedem v druhém ohnisku o poloméru 2a, [1].

Obrazek 65 - fidici kruznice
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Body Q1, Q2, které jsou soumérné s ohnisky F1, F2 podle tecen t1, to, lezi na kruznicich
g1, 92, jejich stfedy jsou ohniska F1, F2, polomér kruznic g1, 02 je 2a. Kruznice (1, 02 Se

nazyvaji fidicimi kruznicemi hyperboly.

Véta: Mnozina pat kolmic spusténych z ohnisek hyperboly na jeji tecny lezi na kruznici

se stfedem ve stiedu hyperboly o poloméru a, [1].

Obrazek 66 - Vrcholova kruznice

Paty kolmic Py, P, které jsou spusténé z ohnisek F1, F2 na te¢nu t1, lezi na kruznici v se

sttedem S a polomérem a. Kruznice v se nazyva vrcholova kruznice.

5.4. Konstrukce hyperboly
5.4.1. Bodova konstrukce hyperboly

Zvolime si pomocny bod Li. Dale sestrojime kruznice ki, k2 se stiedy v ohnisku F1 a F»,
polomér kruznice ki je |AL|, polomér kruznice ko je |BL|. Praseciky kruznic ki, kz
ozna¢ime body Mi, My. Sestrojime si dal$i pomocny bod L. Stejnym zplisobem

sestrojime pomoci kruznic k3, ks body Mz, M.

Nyni sestrojime asymptoty Ui, U2 a to ndsledujicim zpGsobem. Ve vrcholu A, ktery je
hlavnim vrcholem hyperboly, vedeme kolmici, ze stiedu S naneseme na kolmici délku
usecky SF1, tim jsme dostali bod E. Body E, S sestrojime pfimku u1, ktera je asymptotou

hyperboly, druhou asymptotu u, dostaneme pomoci osové soumérnosti.

Abychom vystihli tvar hyperboly v hlavnich vrcholech A, B, je tieba sestrojit oskula¢ni

kruznice Iz, l2. Sestrojime kolmici na asymptotu ui, ktera povede bodem E, v misté, kde
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se kolmice na asymptotu uz protne s hlavni osou hyperboly, nam vznikne stied oskula¢ni

kruznice Si. Stfed druhé oskula¢ni kruznice S sestrojime pomoci 0sové soumernosti.

Obrazek 67 - Bodova konstrukce

5.4.2. Pomoci pevné kruZnice

Hyperbola je zadana vrcholy A, B a ohnisky Fi1, F2. Sestrojime kruznici ki se stfedem
v ohnisku F1 a polomérem 2a. Dale sestrojime ptimku p, ktera je libovolna a prochazi
ohniskem F1. V misté, kde se pfimka p protne s kruznici k1, jsou body Q1, Q2. Sestrojime
osu ty tsecky Q1F2 a osu t2 usecky Q2F2. Osy ty, t2 jsou te¢nami hyperboly s dotykovymi
body Ty, T2. Body T, T2 jsou priseciky ptimek ti, t2 S pfimkou p.

Obrazek 68 - Konstrukce - pevna kruZnice
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Dukaz:

Vyplyva z konstrukce:
1Ty = F5T1, Q2T = FoT,, F1Q1 = F1Q; = 2a,
F,T, — ATy = QT — ATy = F1Q, = 2q,
FiT, = BT, = FiT, — Q,T, = F1Q; = 2a.

Body T1, T2 jsou body leZici na hyperbole, protoze rozdilem pravodi¢t T1, T2 je konstanta
2a. Soumérné body Q1, Q2 s ohniskem F podle piimky ti, t2 lezi na kruznici k1. Te€nami
hyperboly jsou pfimky ti, t2. Sestrojenim libovolné pfimky p dostavame rizné dvojice

bodu Ti, T2 lezici na elipse spolecné s jejich te¢nami t, to.

Jestlize sestrojime pfimku p tak, aby prochazela body U1, Uz, body U1, Uz jsou pruseciky
kruznic k1, k,(S; e), pak dostaneme symetraly usecek FoU2, FoU1, které jsou rovnobézné

s ptimkami F1Uz, FiU1. Asymptoty ui, uz hyperboly jsou odvozené tecny.

5.5. Asymptoty hyperboly
Konstrukce asymptot: hyperbola je zadana ohnisky F1, F2 a vrcholy A, B.

Obriazek 69 - Asymptoty hyperboly
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Nejdiive sestrojime nad primérem SF> Thaletovu kruznici kt a kruznici Kk se stiedem S a
polomérem a. PruseCiky kruznic kr a k nazveme body M, N. Jelikoz plati Q.M =
MF,,Q,N = NF, a F;S = SF,, proto jsou piimky F1Qi a SM rovnobézné, to samé 1
pfimky F1Q2 a SN. Piimky prochazejici body S, M a S, N jsou te¢nami, které¢ ozna¢ime
m, n. Praseciky teCen m, n s pfimkami F1Q1, F1Q2 jsou dotykové body teCen m, n (m ||
FiQ.,n |l F;Q,). Tyto dotykové body nazveme nevlastnimi body M*, N*. Asymptoty

jsou te¢ny, které maji tuto vlastnost.

Definice: Asymptota kiivky je tena kiivky (vlastni pfimka), jejiz dotykovy bod je

nevlastni, [3].
Véta: Tec¢ny vedené k hyperbole z jejiho stiedu jsou jejimi asymptotami, [3].

Véta: Uhly asymptot hyperboly jsou ptileny osami, [3].

Obrazek 70 - Vlastnosti asymptot

Na obrazku mtizeme vidét dalsi vlastnosti asymptot m, n. Pokud sestrojime kolmici na
asymptotu m prochazejici ohniskem F2, pak je tato kolmice te¢nou kruznice k, ktera ma
stied S a polomér a. Déle sestrojime tecnu ve vrcholu B, kde tato tecna protne asymptotu,
tam je bod E. Timto jsme dostali A SBE =A SMF, podle véty usu, kde odpovidajici si

strany jsou stejn¢ dlouhé.
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Stranu trojuhelnika SE = SF, oznaCime pismenem e, stranu SB = SM pismenem a a
posledni stranu BE = F,M pismenem b, kterou budeme nazyvat vedlejsi poloosou

hyperboly.

Z A SBE vyplyva e? = a? + b?%. Uhel a je thel, ktery svird asymptota s hlavni osou

hyperboly a plati pro n&j tga = b

~.
Véta: Vzdalenost ohnisek hyperboly od jejich asymptot se rovna délce jeji poloosy b, [3].

5.6. Rovnoosa hyperbola

Rovnoosou hyperbolu Ize najit jako graf nepfimé imeérnosti, kterd je zaddna rovnici y =

S a asymptotami hyperboly jsou osy x, V.

Ys

Obrazek 71 - Nepfima imérnost

Vlastnosti rovnoosé hyperboly jsou nésledujici:

1. Ma na sebe kolmé asymptoty Uz, Uz, pro které plati tga = Z =1, tedy a = 45°,

2a = 90°. Uhel « je uhel mezi asymptotou a osou hyperboly.
2. Velikost hlavni a vedlej$i poloosy je stejna, tedy a = b.
3. Véty, které plati pro obecnou hyperbolu, plati také pro rovnoosou hyperbolu.
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Obrazek 72 - vlastnosti rovnoosé hyperboly

Navic pro rovnoosou hyperbolu plati nasledujici véta.

Véta: Prisecik vySek V trojuhelnika PQR, jehoz vrcholy P, Q, R nélezi rovnoosé
hyperbole, lezi na této hyperbole, [4].

Obriazek 73 - Trojihelnik PQR

Konstrukce rovnoosé hyperboly:

Hyperbolu mame zadanou pouze ohnisky Fi, F2. Sestrojime osu 0, ktera je pifimkou
prochazejici body F1, F2. Na tsecce F1, F2 nalezneme stied S, ktery je sttedem hyperboly.
Dale sestrojime pfimky U1, Uz prochazejici sttedem S, které s osou 0 sviraji uhel @ = 45°.
K nalezeni vrcholovych bodi A, B je tieba sestrojit kruZnici K se sttedem S a polomérem

e (|SF;|). Pruseciky kruznice k s asymptotami uz, Uz jsou body lezici na te¢nach, které
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maji ve vrcholech A, B dotykové body. Nyni mame vse potiebné pro sestrojeni rovnoosé

hyperboly, napt. bodovou konstrukeci.

Obrazek 74 - Konstrukce rovnoosé hyperboly, vrcholy A, B
5.7. Seény hyperboly

Véta: Libovolna se¢na hyperboly vytind mezi hyperbolou a jejimi asymptotami dva

stejné useky, [3].

Véta: Usek, ktery vytinaji asymptoty hyperboly na jeji te¢né, je ptilen dotykovym bodem,

3].

Obrazek 75 - Se¢ny hyperboly
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Véta: Secny hyperboly rovnobézné s hlavni osou protinaji vétve hyperboly v bodech Hj,
H> tak, ze asymptota hyperboly déli tisecku HiH> na dva useky, jejichz soucin je

konstantni a rovna se dvojmoci hlavni poloosy. Na obr. je seCna s || 0o,H,N-NH, = a? =
INV|2, [3]

Obrazek 76 - Véta o rovnobézné seéné s 0sou
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6. Parabola

Definice: Parabola je geometrické misto bodl v roving, které maji od pevné piimky d a

pevného bodu F této roviny stejnou vzdalenost (F & d), [3].

Obrazek 77 - Definice

Pfimka, ktera je oznacena pismenem d, se nazyva fidici pfimka paraboly. Ohniskem
paraboly je bod F. Parametrem p paraboly je vzdalenost mezi ohniskem F a fidici pfimkou
d. Kolmice na fidici pfimku d se nazyva osou 0 paraboly prochazejici bodem V. Bod V je
vrcholem paraboly. Vrchol V puli vzdalenost, ktera je urCena body R, F. Te¢na
nachazejici ve vrcholu V se nazyva vrcholovou te¢nou a oznadime ji V, tecna V je
rovnobézna s Fidici ptimkou d. Use¢ky MF, MR jsou priivodiée bodu M, kde bod M je

bod leZici na parabole.

6.1. Rovnice paraboly
Zvolime si kartézskou soustavu tak, aby F = [g, 0], pak rovnici fidici pfimky d bude:

X =- g. Libovolnym bodem roviny je bod M = [x, y].

53



p20]| P [V[0,0] F[p/2,0] X

Obriazek 78 - Rovnice paraboly

Dale si fekneme, Ze bod M je bodem paraboly, pak Ize napsat |MF| = |[Md| a pomoci

soufadnic vztah rozepiSeme na

Je=2) sy = fr+2)

Pokud rovnici umocnime na druhou, pak dostaneme rovnici ve tvaru

y? = 2px.

Lze to udélat i obracené. MuZeme si fict, Ze pro bod M = [x, y] leZici na parabole plati

2
rovnice y? = 2px. Dosadime y? = 2px do rovnice |MF| =\/(x—§) + y2, tedy
dostaneme |MF| = |x + §| kde je vid&t, ze plati I[MF| = |Md|.
Rovnice y? = 2px je kanonickou rovnici paraboly.

6.2. Te¢na a normala paraboly

Pro vz4jemnou polohu piimky p S parabolou mohou nastat nasledujici situace.

— pfimka p mize byt se¢nou paraboly, kterou ozna¢ime pismenem S, pokud ma

s parabolou dva spole¢né body X1, Xz;
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— piimka p mize byt tecnou paraboly, tu oznaCime pismenem t, pokud ma jeden
spole¢ny bod T, kde T je dotykovym bodem:;
— pokud pfimka p nema s parabolou zadny spole¢ny bod, pak je pfimka p nese¢nou

a oznacime ji n.

Obrazek 79 - Te¢na a normala

Dukaz:

Nejprve si zvolime libovolny bod T, kterému sestrojime privodice. Pro bod T plati
FT = RT, RT || 0. Dale sestrojime osu uhlu RTF, kterou ozna¢ime t. Vznikl ndm
rovnoramenny trojuhelnik RFT, kde osa thlu t je vySkou v tomto vzniklém trojihelniku.
JelikoZ se jednd o vySku v rovnoramenném trojuhelniku, tak pfimka t je kolma na
zékladnu RF, kterou zaroven puli. Prisecikem piimky t se zakladnou RF je bod P, pro
ktery plati RP = PF,RF 1 t. Nyni si zvolime libovolny bod X, ktery lezi na pifimce t, kde
XF je vzdalenost mezi libovolnym bodem X a ohniskem F a XiX je vzdalenost mezi
libovolnym bodem X a fidici ptfimkou d. Pro vzdalenosti XR, X1X plati X;X < XR, coz
vyplyva z pravouhlého trojuhelnika X1 XR. Z osové soumérnosti, kde osou soumérnosti je
pfimkat, vyplyva, Zze RX = FX, pak plati X; X < FX. Dokézali jsme, Ze pfimka t je tenou
paraboly, protoze bod X neni bodem paraboly.

Normalou n paraboly je pfimka kolma na tecnu t, ktera prochazi dotykovym bodem T.

v

Véta: Tecna paraboly puli vnéjsi uhel pravodica, [1].
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Véta: Mnozina bodi soumérnych podle vsech tecen je fidici ptimka d, [1].

Véta: Mnozina pat kolmic spusténych z ohniska paraboly na jeji te€ny je vrcholova te¢na
v, [1].

6.3. Subtangenta a subnormala paraboly
Ctytthelnikem RTFO je kosoétverec, protoze thly RTO a TOF jsou stejné, jehoz
uhlopticky se puli a plati OP = PT,0V = VT;. Na ose o nalezneme subtangentu

paraboly, coZ je usecka OTz, kde bod T1 je patou kolmice na osu prochazejici dotykovym

bodem T.

Obrazek 80 - Subtangenta a subnormala

Véta: Subtangenta paraboly je ptlena vrcholem, [3].

Na obrazku si mizeme vSimnout dvou trojuhelnikli, které jsou shodné. Jedna se o

trojuhelniky RIF, TT1N a plati pro né IF = T;N.
Véta: Subnormala paraboly se rovna jejimu parametru, [3].

6.4. Konstrukce paraboly
6.4.1. Bodova konstrukce paraboly

Bodovou konstrukei paraboly si ukdzeme na parabole, ktera je zadana ohniskem F a fidici

ptimkou d.
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Obrazek 81 - Bodova konstrukce paraboly

Nejprve si sestrojime vrchol V paraboly, o kterém vime, Ze leZi na ose paraboly 0. Osa
paraboly o je kolma na fidici ptimku d a prochazi bodem F. Prusecik fidici pfimky d a
osy 0 je bod R. Sestrojime stied usecky RF, ktery je hledanym vrcholem V. Na ose 0 si
zvolime libovolny pomocny bod X. Bodem X vedeme kolmici na osu 0 a k tomu kruznici
k se sttedem v ohnisku F o poloméru Xd. Tato kruznice protina kolmici ve dvou bodech

a oznac¢ime je X1, Xz. Sestrojené body X1, Xz jsou body leZici na parabole.

K vystiZeni tvaru paraboly v okoli vrcholu V ndm pomiiZe opé€t oskulacni kruznice. Stred
S oskula¢ni kruznice nalezneme tak, Ze si parametr p naneseme na osu 0. Naneseni
parametru p provedeme z vrcholu V. Nyni sestrojime oskula¢ni kruznici, ktera ma stied

S a polomér VS.

6.4.2. Trojuhelnikova konstrukce

Zacneme tim, Ze si sestrojime osu 0 paraboly, fidici pfimku d a ohnisko F. Na ose o si
zvolime body O1, O, pro které bude platit VO; = 0,0, = 8 - VF = 4p. Dale sestrojime
kruznice K, |, pro které plati k(0;r = 4p), [(0,;r = 4p). Bodem O, vedeme libovolnou
ptimku p. Pruseciky piimky p s kruznicemi k, | ozna¢ime Xi, X2. Sestrojime nasledujici

rovnobézky. Bodem Xi vedeme rovnobézku s fidici pfimkou d, bodem X, vedeme

57



rovnobézku s 0osou 0. Prusecikem sestrojenych rovnobézek je bod X, ktery lezi na

parabole. Pro bod X plati, Ze ve vrcholem pravého thlu v trojihelniku X1 XXz.

Obrazek 82 - Trojihelnikova konstrukce
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7. Ridici primka kuZeloseCky

Lze definovat kuzelosecky i pomoci fidici pfimky d. S fidici ptimkou d jsme se setkali u
paraboly a je tfeba ji zavézt i u elipsy a hyperboly.

Definice: Ridicimi p¥imkami di, d2 elipsy (hyperboly) nazyvame piimky, které jsou
kolmé na hlavni osu ve vzdalenosti % od stiedu, kde ¢ je numerickd vystiednost elipsy

(hyperboly), [1].

2
Vzdalenost e je délkovou vystiednosti. Pro elipsu plati a > e, tedy % = a? > a, z toho
vyplyva, ze fidici pfimky d1, d2 jsou vn&jsimi ptimkami elipsy, které elipsu neprotinaji.
2
Stejné tak je to i pro hyperbolu, pro kterou plati % = a? < a, kde a < e, opét tidici pfimky

d1, d2 hyperbolu neprotinaji.
V nasledujici vété definujeme elipsu, hyperbolu i parabolu stejnym zptsobem.

Véta: KuZzelosecka je mnozina bodl v roving, které maji od daného bodu F a dané piimky

d staly pomér vzdalenosti rovny konstanté g, [1].

1. Pokud je € < 1, kuzeloseckou je elipsa,
2. dale pro € = 1, pak kuZzeloseckou je parabola,

3. apro e > 1, pak je kuzeloseckou hyperbola.

Obrazek 83 - Ridici pFimky elipsy

59



Obrizek 84 - Ridici pFimky hyperboly

Dukaz:

1. Nejdrive se podivame, jak je to s fidicimi pfimkami elipsy.

Budeme zkoumat pomér vzdalenosti libovolného bodu X = [x, y] od ohniska F, = [e, 0]

a fidici pfimky d,: x = % Pro vzdalenosti |XF,| a |Xd,| plati

A dostaneme pomér

a
| XF, | ZS(E_X)ZSZ
Xd] ~ @

€

Lze se na to podivat i obracené, pak pro bod X roviny plati

| XF,|
|Xd,|

=<1,
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Obrizek 85 - Ridici pFimka paraboly

e
—X=a—&x
a



Pak bod F je libovolnym bodem a piimka d je libovolnou piimkou roviny.

Vzdalenost bodu F» od fidici pfimky d2 je ozna¢ena pismenem p.

2 82

. e a &
Je-lls—;ap—?—e, paka—l_ezpae—l_ezp.

Dale si zvolime kartézskou soustavu soufadnic tak, aby X = [x,y], F, = [e,0] ad,:x =

%. Pak pro vzdalenosti |XF,| a |Xd,| plati |XF,| =/ (x —e)? +y? a |Xd,| = E — x|,

|XF,|
[Xd,|

J(x—e)? +y? =s|g—x|.

které dosadime do vztahu —= = ¢ dostaneme

Dale tuto rovnici umocnime na druhou, kde dostaneme
(x—e)? +y% =(a—ex)2

Upravou dostaneme

Pokud bychom zkoumali pomér vzdalenosti libovolného bodu X od ohniska F; a fidici

ptimky di, pak dostaneme stejny vysledek.
2. Dale se podivame, jak je to s fidicimi ptfimkami hyperboly.

Budeme opét zkoumat pomér vzdalenosti libovolného bodu X = [x, y] od ohniska F, =
[e, 0] a Fidici piimky d,: x = % Pro vzdalenosti | XF,| a|Xd,|, mluvime-li o bodech jedné

vetve hyperboly, kde x > a, plati

| XF,| = (x —e)?+y2 = ’ —-x—a —|—x—a ——x—a—sx—a

=¢ x——,
£

a
Xd,|=x——-.
|Xd,| = x A
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Pokud mluvime o bodech druhé vétve hyperboly, kde x < —a, pak

| XFl =/ (x —e)2 +y?2 = /(2x—a)2= |§x—a|=—§x+a=—sx+a
—e(%-x),

a
|Xd2| =——X.
&

Tyto dvé vzdalenosti ddme do poméru a dostaneme

a) pro body jedné vétve hyperboly

a
|Xd,| x—4 a 7’
€

b) pro body druhé vétve hyperboly

a
Xd, ~ 2_, " a "
&

Opét, pokud bychom zkoumali pomér vzdalenosti libovolného bodu X od ohniska F1 a

fidici pfimky di, pak dostaneme stejny vysledek.
3. Posledni kuzelosecka, kterd zbyva, je parabola.

Opét se podivame na pomér vzdalenosti libovolného bodu X od ohniska F a fidici pfimky

d. Pro vzdalenosti | XF| a |Xd| plati

|XF]|
— =1,
| Xd|

coz plyne z definice paraboly.
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8. Kuzelosecky jako geometrické misto stredi kruznic

8.1. Elipsa
Mame zadanou kruznici kq (F;, 1), uvnitf této kruznice je kruznice k,(F,,7,) a
mame hledat geometrické misto stfed kruznic k, které se maji dotykat uvniti kruznice

k,(F;, 1) aplati pro n¢, Ze s kruznici k, (F,, r,) maji vnéjsi dotyk.

Polomér jedné hledané kruznice d se stfedem v bodé S. Pokud maji kruzZnice
vnitini dotyk ki a k, pak plati r; — d = F;S. Pokud maji kruznice vné&jsi dotyk ki a k, pak
pla‘[i Iy + d= Fzs

Pokud secteme ob¢ rovnice, zbavime se poloméru d a dostaneme
rl + rz - F15 + Fzs

Véta: Geometrickym mistem stfedt kruznic, které se dotykaji uvnitt kruznice k, (Fy,17)
a vn¢ kruznice k,(F,,1,), pticemz Ko leZi cela uvnitt ki, je elipsa, ktera ma ohniska ve

stfedech danych kruznic a jejiz hlavni osa se rovna souctu obou polomérd, [3].

Obrazek 56 - Elipsa jako geometrické misto stiedi kruZnic
Véta: Geometrickym mistem stiedi kruznic, které se dotykaji dané kruznice k, (F;,17) a
prochazeji bodem F lezici uvnitf ni, je elipsa, jez ma ohniska v bodech F1, F2 a délku

hlavni osy rovnou poloméru ry, [3].
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8.2. Hyperbola
Hledame geometrické misto stiedi kruznic tak, aby se dotykaly kruznice k(F;, 1)

a prochazely bodem F2 ve vnéjsi ¢asti kruznice k.

Kruznice ki je jednou z hledanych kruznic o poloméru d se sttedem v bodé S;.
Bod T: je dotykovym bodem s kruznici k, pro ktery plati F;S; = F;Ty + T, S, =71 +

d,F,S; = r + d. Pokud tyto rovnice odecteme, tak dostaneme
F151 - Fzsl =7.

Hledanym geometrickym mistem, je kuzelosecka, kterd mé od danych bodu F1, F2 stejny

rozdil vzdalenosti.

Obrazek 87 - Hyperbola jako geometrické misto stfedt kruznic
Véta: Geometrickym mistem stiedt kruznic, které se dotykaji kruznice k(F,;,r) a jdou
bodem F lezici vné této kruznice, je hyperbola, ktera ma ohniska v bodech Fi, F2 a délku

hlavni osy rovnou poloméru r, [3].

8.3. Parabola
Z definice vyplyva, ze kazdy bod paraboly ma od fidici pfimky d a od ohniska F stejnou

rrrrr

pfimky d a prochazi bodem F.
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Obrazek 88 - Parabola jako geometrické misto stiedl kruznic
Véta: Geometrickym mistem stiedi kruznic, které se dotykaji pfimky d a prochézi bodem

F, je parabola, jez ma ohnisko F a fidici ptimku d, [3].
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9. Hledani mnozin bodu

Priklad 1:

Najdéte mnozinu bodu, kterd ma od daného bodu S stejnou vzdalenost.
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Obrazek 89 — Priklad 1

Hledanou mnozinou je kruZnice se stfedem v bodé S a poloméru |SX]|.

Priklad 2:

Najdéte mnozinu stfedti vSech kruznic, které se dotykaji dané kruznice k a prochazeji

bodem X. Bod X je uvnitt kruZnice.

Obrazek 90 - Priklad 2
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GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Nejdiive jsem si sestrojila kruznici ki, ktera se dotyka dané kruznice K a prochazi bodem
X. Kruznice ki ma stfed v bod¢ S1 s polomérem SiX. Stfed S1 jsem nasla nasledujicim
zpusobem. Na kruznici Kk, jsem si zvolila libovolny bod T, ktery slouzil jako dotykovy
bod kruznic k a k1. Déle jsem si sestrojila usecku XT a nasSla jeji stfed P, kterym jsem
vedla kolmici. Prusecik této kolmice s tseckou ST je hledanym stfedem Si kruznice Ki.
Ted’ uz jen zbyva pouzit nastroj Mnozina bodu, kde Si je bod, ktery utvari mnozinu a

pohyblivym bodem je bod T.

Musime dokazat, Ze S1 je bodem elipsy. Musi platit [SS; | + |S,X| = 7.
Diikaz:

|SS1l + [S:T| = [SS1] + 1S X =7
Hledanou mnozinou je elipsa s ohnisky X, S.
Priklad 3:

Najdéte mnozinu stiedl vSech kruznic, které se dotykaji dané kruznice k a prochazeji

bodem X. Bod X je vné kruznice.

Obrazek 91 - Piiklad 3
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GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Opét jsem si nejdiive sestrojila jednu z kruznic a to kruznici Ki, ktera se dotyka dané
kruznice K a prochazi bodem X. Kruznice k1 ma stfed v bod¢ S1 o poloméru S1X. Stied S1
jsem nasla stejnym zpasobem jako v piikladu 2. Na kruznici K, jsem si zvolila libovolny
bod T, ktery slouzil jako dotykovy bod kruznic k a k1. Dale jsem si sestrojila usecku XT a
nasla jeji stted P, kterym jsem vedla kolmici. Pruseéik této kolmice s useckou ST je
hledanym stfedem Si kruznice k1. V posledni ¢asti pouziji nastroj Mnozina bodu, kde Si
je bod, ktery utvaii mnozinu a pohyblivym bodem je bod T a vidime, Ze vyslednou

mnozinou je hyperbola s ohnisky S, X.

Musime dokazat, ze |SS;| — [S;X| =71
Dukaz:
IST| = ITS;| = [SS1] — IS:X| =7
Hledanou mnozinou je hyperbola s ohnisky S, X.
Priklad 4:

Najdéte mnozinu stfedi vSech kruznic, které se dotykaji dané piimky d a prochazeji

bodem X. Bod X nelezi na piimce d.

Obrazek 92 - Priklad 4
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GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Nejdtive si najdu kruznici K, ktera se dotyka pfimky d a prochazi bodem X. Je tfeba
nalézt stied S kruznice k. Na ptimce d si zvolime libovolny bod D a sestrojime tiseCku
DX. Stfedem P usecky DX vedeme kolmici. Dale druhou kolmici, ktera je kolma na
ptimku d a prochazi bodem D, kde se tyto dvé kolmice protnou, tam je stied S kruznice
k. Nyni mtizu pouzit nastroj Mnozina bodi, kde S je bod, ktery utvaii mnozinu a
pohyblivym bodem je bod D. Jak je vidét, hledanou mnozinou je parabola s ohniskem X

a pifimka d je fidici pfimkou paraboly.

Potfebujeme najit kruznici se sttedem v bod¢ S a poloméru |SX| = |SD|.
Hledanou mnozinou stiedd kruznic je parabola, jak vyplyva z definice.
Priklad 5:

Najdéte mnozinu stied vSech kruznic, které se dotykaji dané kruznice k a prochazeji

jejim stiedem.

Obrazek 93 - Priklad 5

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Nejdiive si najdeme kruznici ki, ktera se dotyka dané kruznice k a prochazi jejim

sttedem S. Nalezeni stfedu S; kruznice K1 je velmi jednoduché, staci si najit libovolny
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bod T kruznice k. Stfed Gise¢ky SX je hledanym stfedem kruznice k1. Pomoci nastroje
Mnozina bodt nalezneme hledanou mnozinu, pokud si zvolime bod T za pohyblivy bod

a stted S1 je bodem, ktery utvari mnozinu. Vyjde nam kruznice se stiedem v bod¢ S 0

v r
poloméru >
Diikaz:

r
ISX| = IS1X| =7 =2 =

N =

Priklad 6:

Najdéte mnozinu stiedt vSech tétiv kruznice K, kde tétivy maji délku a, pro kterou plati

a<?2r.

Obrazek 94 - Priklad 6

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Na kruznici k si zvolime libovolnou tétivu XY a najdu si jeji stfed Si. Pomoci nastroje
Mnozina bodi najdeme hledanou mnozinu, kde bod X je pohyblivym bodem a stfed S; je

bod, ktery utvari mnozinu. Vyjde nam kruznice Ki.
Diikaz:

Mame pravouhly trojuhelnik SSi1X, pro ktery plati
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Polomeér r1 je polomérem hledané mnoziny stfedl, kterou je kruznice se stfedem S a

“ 1
polomérem r; = E\/4r2 —a?.

Priklad 7:
Je dana piimka p a na ni body X, Y. Najdéte mnozinu bodi P, v nichz se dotykaji kazdé

dvé kruznice K, 1, jedna kruznice se dotyka ptimky p v bodé X a druha se dotyka ptimky
pVbodeY.

Obrazek 95 - Priklad 7

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Je tieba najit kruznice k, |, které se dotykaji dané piimky p v bodech X, Y. Dotykovy
bod téchto kruznic je bod P. Stiedy kruznic k, | nalezneme na pfimkach, které jsou
kolmé na pfimku p a prochazeji body X, Y. S pomoci néstroje MnoZina bodli nalezneme
opét hledanou mnozinu, kde pohyblivym bodem je stied kruznice | a bod P je bodem,

Jo 4

ktery utvaii mnozinu. Vidime, Ze hledanou mnoZinou je kruZnice se sttedem | a

polomérem % |XY].
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Dukaz:

S pomoci nasledujiciho obrazku, dokazeme, Ze uhel XPY je tihel pravy.

Obrazek 96 - Priklad 7 — diukaz

Na obrazku jsou vidét dva rovnoramenné trojuhelniky XS3P, PS4Y. Diky kolmicim na
ptimku p prochézejici body X, Y mizeme napsat velikosti thlu PXY, PYX

|«PXY| =90°— a, |*PYX| =90° — .
Pak pro uhel XPY musi platit:
|<XPY| = 180° — |xPXY| — |«PYX| = 180° — (90° —a) — (90° = B) = a + .
Pro ptimy thel S3PSs plati
a+f+a+p =180°
2(a+ p) = 180°,
a+ [ =90°.

A mame dokazano. Hledanou mnoZinou bodu P je kruznice se stiedem v bod¢ | a

poloméru % |XY].
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Priklad 8:

Najdéte mnozinu t€zist’ vSech pravouhlych trojuhelnik, které maji spole¢nou pieponu

AB.

Thaletova kruznice

Obrazek 97 - Priklad 8

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Nad primérem AB sestrojime Thaletovu kruznici. Na Thaletove kruznici si zvolime

libovolny bod C. Diky Thaletoveé kruznici mame zajisténo, ze u vrcholu C bude thel

2%

zvolime, ze pohyblivym bodem je bod C a bod T je bod, ktery utvaii mnozinu. Vyjde

nam kruznice se sttedem v bodé S a polomérem |ST|.

Dukaz:

Jelikoz t€zisté T rozdé€luje t€Znice v poméru 1:2, pak vzdalenost |ST| = § |SC|. Bod C
lezi na Thaletové kruznici se stfedem S a poloméru % |AB|, protoze se jedna o pravouhlé

trojthelniky, pak [SC| = |SB|. Tedy |ST| = § ISB| = % |AB|.

.- . . . » v 1
Hledanou mnozinou je kruznice se sttedem v bod¢ S a poloméru A |AB|.
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Priklad 9:

Zname dvé¢ soustiedné kruznice. Najdéte mnozinu stfedll vSech kruznic, které se

dotykaji obou kruznic.

Obrazek 98 - priklad 9

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Zde mame dv¢é moznosti, jak se kruznice mohou dotykat soustfednych kruznic. Musime
si najit stfedy dvou kruznic. Na kruznici Ky si zvolime dva libovolné body A, K. Body A,
K vedeme ptimky prochézejici sttedem S. Pomoci téchto pfimek najdeme body B, L, které
lezi na kruznici k. Usetka AB, KL jsou priméry hledanych kruznic. Nalezneme stiedy
usecek AB, KL, které oznacime pismeny M, D, tyto stiedy jsou stfedy hledanych kruznic.
Tentokrat pouZijeme nastroj Mnozina bodl dvakrat. V prvnim piipad€é pohyblivym
bodem bude bod A a bodem utvafejicim mnozinu bude bod D. V druhém piipadé

pohyblivym bodem bude bod K a bodem utvafejicim mnozinu bude bod M.
Hledanymi mnoZinami mohou byt dvé kruZnice.

Prvni mnoZinou bude kruZnice se stiedem v bodé S a poloméru |SD|, kde D je stied

dotykové kruznice. Stied D je sttedem tusecky AB.
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Lze najit druhou mnozinu stfed dotykovych kruznic, kterou bude kruznice se stiedem

vV bodé S a poloméru |SM|, kde M je stied dotykové kruznice. Stred M je stied tisecky KL.

Priklad 10:

Zname dvé kruznice, které maji jeden spolecny bod. Najdéte mnozinu stfedi vSech

kruznic, které se dotykaji obou kruznic.

Obrazek 99 - Priklad 10

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Je tieba najit stfed X kruZnice, kterd se dotyka obou kruZnic. Stfed X najdeme pomoci
kruznic se stfedy v bodech Si1, Sz a poloméry |r; + d|, |r, + d|, kde bod X bude jejich
prusecik. Parametr d si vytvofim pomoci posuvniku. V nastroji Mnozina bodi zvolime
posuvnik d a bod X, ktery utvaii mnozinu. Vidime, ze se nam vykreslila hyperbola

s ohnisky Ss, S».

Diikaz:

Zjistime, zda rozdil priivodict bodu X od stfedl kruznic je konstantni.
|S1X| — |S2X| = k (konstanta)
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T‘1 - 7‘2 == k
Hledanou mnozinou je hyperbola s ohnisky Si, S».

Priklad 11:

Zname dv¢ kruznice, které maji dva spolecné body. Najdéte mnozinu stiedii vSech

kruznic, které se dotykaji obou kruznic (k;(Sy,11); k2(S5,132)).
Kruznice mohou mit vnitini dotyk i vnéj$i dotyk.
Nejdiive se podivame, jak je to s vnéjsim dotykem.

Pokud budeme hledat kruznice, které maji vn&jsi dotyk se zadanymi kruznicemi ki, ko.

pak mnozinou stfedi je hyperbola s ohnisky Sy, Sa.

Obrazek 100 - Priklad 11

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Stejné jako v predchozim ptikladu (ptiklad 10) je tfeba najit stted X kruznice, ktera se
dotyka obou kruznic. Stied X najdeme pomoci kruznic se stfedy v bodech Si, S

a poloméry |ry + d|, |, + d|, kde bod X bude jejich prisecik. Parametr d Si opét vytvotim
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pomoci posuvniku. V nastroji Mnozina bodu zvolime posuvnik d a bod X, ktery utvaii

mnozinu. Vidime, Ze se nam vykreslila hyperbola s ohnisky Si, Sa.

Diikaz:
Zjistime, zda rozdil privodict bodu X od stfedl kruznic je konstantni.
|S:X| — |S,X| = k(konstanta)
n+d-0+d =k
n—nrn==%k
Hledanou mnozinou je hyperbola s ohnisky Si, So.
Nyni se podivame, jak je to s vnitinim dotykem.

Hledame-li kruznice, které maji se zadanymi kruZznicemi ki, kz vnitini dotyk, pak

hledanou mnozinou stiedi je elipsa s ohnisky S, So.

Obriazek 101 - Piiklad 11

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:
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Opét je tieba najit stfed Y kruznice, ktera se dotyka obou kruznic. Stied Y najdeme pomoci
kruznic se stiedy v bodech Si, Sz. Poloméry budou tentokrat |r; — d|, |, + d|, kde bod Y
bude jejich praseCik. Sestrojime si posuvnik d, ktery bude slouzit jako parametr.
V nastroji Mnozina bodi zvolime posuvnik d a bod Y, ktery utvaii mnozinu. Vidime, ze

se nam vykreslila hyperbola s ohnisky S1, S».
Diikaz:
Zjistime, zda soucet pritvodict bodu Y od stfedi kruznic je konstantni.
|S:Y| + |S,Y]| = k (konstanta)
n—d+@m+d) =k
n+nrn =k
Hledanou mnozZinou je elipsa s ohnisky Si, So.
Priklad 12:

Zname dvé€ kruznice ki, ko, které nemaji Zadny spole¢ny bod. Najdéte mnozinu stiedt

vSech kruznic, které se dotykaji obou kruznic (k;(Sy,11); k2(S2,12)).

Obriazek 102 - Piiklad 12

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:
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V tomto ptikladu je postup opét podobny jako v ptikladu 10. Za¢neme tim, ze si najdeme
stied X kruznice, ktera se dotyka obou kruznic. Stfed X najdeme pomoci kruznic se stfedy
v bodech S1, S» a poloméry |r; + d|, |, + d|, kde bod X bude jejich prisecik. Zvoleny
posuvnik d bude slouZit opét jako parametr. V nastroji Mnozina bodu zvolime posuvnik

d a bod X, ktery utvati mnozinu. Vidime, Ze se nam vykreslila hyperbola s ohnisky Si, S».
Diikaz:
Zjistime, zda rozdil privodic¢t bodu X od stfedt kruZnic je konstantni.
|S1X| — |S2X| = k (konstanta)
n+d—-—(0,+d =k
n—rn==%k
Hledanou mnozZinou je hyperbola s ohnisky v bodech S, S».
Priklad 13:

Zname kruznici, najdéte mnoZzinu vSech priiseCikli dvou na sebe kolmych tecen.

Obriazek 103 - Piiklad 13

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Na kruznici K si zvolime libovolny bod Ti, kterym vedeme tecnu a pak k ni hledame
kolmou te¢nu. Prisecik kolmych teCen oznaCime X. Zde sta¢i pouzit ithned nastroj
Mnozina bodt, kde pohyblivym bodem bude bod T1 a bodem, ktery utvari mnozinu, je

bod X. Vykresli se nam kruznice.
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Dukaz:

Na obrazku je vidét, ze ctyitihelnikem ST1XT?2 je Ctverec. Je tfeba zjistit, jaka je velikost

uhlopfticky SX, kterd je zarovei polomérem hledané mnoziny bodu X.

rl=r?+r?

r=\r24+r2=2r2 =2

Hledanou mnoZinou je kruznice se sttedem v bodé S a polomérem |SX| = r; = r+/2, kde

bod X je prasec¢ikem kolmych tecen.
Priklad 14:

Znéame elipsu, najdéte mnozinu vSech prisecikli dvou na sebe kolmych tecen.

Obriazek 104 - Priklad 14

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Na elipse si zvolime libovolny bod T1, kterym vedeme tecnu a pak k ni hledame kolmou
tenu. Prisecik teen oznacime X. PouZijeme nastroj MnoZina bodl, kde pohyblivym
bodem bude bod T1 a bodem, ktery utvaii mnozinu, je bod X. Vykresli se nam kruZnice,

ktera ma stied ve stfedu S elipsy.

Hledanou mnozinou je kruznice se stiedem v bod¢ S a polomérem |SX|, kde bod X je

prisecikem kolmych tecen.
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Priklad 15:

Zname hyperbolu, najdéte mnozinu vSech prasec¢ikli dvou na sebe kolmych tecen.

Obrizek 105 - Priklad 15

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Na hyperbole si zvolime libovolny bod Ti, kterym vedeme teénu a pak k ni hledame
kolmou te¢nu. Prisecik kolmych tecen oznacime X. Pouzijeme néstroj Mnozina bod,
kde pohyblivym bodem bude bod T1 a bodem, ktery utvaii mnozinu, je bod X. Vykresli

se nam kruZnice se stifedem Vv bodé S.

Hledanou mnozZinou je kruznice se stiedem v bod¢ S a polomérem |SX|, kde bod X je

prisecikem kolmych tecen.
Priklad 16:

Znéame parabolu, najdéte mnoZinu vSech prisecikil dvou na sebe kolmych tecen.
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Obrazek 106 - Priklad 16

GeoGebra - hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:

Na parabole si zvolime libovolny bod Ti, kterym vedeme te¢nu a pak k ni hledame
kolmou te¢nu. Prisecik kolmych tecen oznac¢ime X. Pouzijeme néstroj MnoZina boda,
kde pohyblivym bodem bude bod T1 a bodem, ktery utvaii mnoZzinu, je bod X. Vykresli

se nam fidici pfimka paraboly.
Diikaz:
S pomoci obrazku dokazeme.
Z obrazku je patrné, Ze tecny tl, t2 jsou osami Uhll. Pro hly plati
a+a+pf+ [ =180°
2 + 2 = 180°
2(a+ p) = 180°

a+ B =90°
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Obrazek 107 - Priklad 16 - dikaz

Hledanou mnozinou je fidici ptimka d.

Piiklad 17:

Urcete mnozinu priseciktl vysek vSech trojihelniki, které mohou byt vepsany rovnoosé

hyperbole.

Cle

Obriazek 108 - Priklad 17

GeoGebra — hledani pomoci nastroje Mnozina bodu:
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Sestrojime si rovnoosou hyperbolu, na které si zvolime body A, B, C. Body A, B, C jsou
vrcholy v trojahelniku. Dale si setrojime vysky stran. Prisecik vySek ozna¢ime pismenem
P. Pomoci néstroje Mnozina bodi nalezneme hledanou mnozinu, kde pohyblivym bodem
bude jeden z vrcholu a bod, ktery vytvaii mnozinu, je bod P. Vykresli se nam rovnoosa

hyperbola.
Diikaz:

1
x.

Zname body A = [a, b], B = [c,d], C = [e, f], P = [p, q] a graf funkce y =

Soufadnice znamych bodt dosadime do grafu nepfimé imérnosti a dostane

1
b=- - ba-1=0,
a

1
d=- - dc—1=0,
c

1
fzg - fe—1=0.

Dale potfebujeme podminky, Ze jsou body rtizné

A#B (a—c)2+ (b -d)?=+0,
B=+C (c—e)+({d-f)*+0,
C+A (e—a)?+ (f —b)? =0,

[(@a—c)2+(b-d)?t—1=0,
[(c—e)?+(d-f)lt—-1=0,
[(e — a)? + (f —b)]t —1 = 0.

Jelikoz jsou vysky na strany kolmé, pak

AB 1 CP
Ez(c—a,d—b)
CP=(-eq—f)
c—a)p—e)+(d—-b)g—f)=0
BC 1 AP
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ﬁ=(e—c,f—d)
AP =(p—a,q—b)
e—ap-a)+(f-d@—-b)=0

AC 1 BP

Rz(e—a,f—b)
BP=(p-cq—d)
e—a)p—-c)+(f—-b)(g—d)=0

Vyuzijeme program CoCoA, kam napiSeme:
Use R::=QJa,b,c.d.ef.t,p.ql;

l:=ldeal(ba-1,dc-1.fe-1,(c-a)(p-e)+(d-b)(a-f).(e-c) (p-a)+(f-d) (g-b).((a-c) A2+ (b-
d)A2)((c-e)A2+(d-f)A2) ((e-a)A2+(f-b)A2)t-1);

Elim(a..t1);

A vyjde nam: Ideal(pg - 1). Muzeme fict, Ze mnozinou pruseciki P je rovnoosa

hyperbola, protoze nam vyslo pg — 1 = 0.
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10. Zavér

Dle mého nazoru je problematika kuzelosecek velmi zajimava a je hezké, ze hledanymi

mnoZzinami jsou prave ony.

V praci jsem uvedla vlastnosti, které jsou probirany na zékladni, stfedni a vysoké skole,

které jsem obohatila o véci pro mé nové.

K demonstraci obrazki jsem zvolila program GeoGebra, ve kterém se mi dobfe pracuje.
Zaroven mi pomahal, abych se v daném problému zorientovala a to diky ptfehlednym

obrazktm, které lze v tomto programu vytvotit.

Tato prace by se dala vyuZzit stfednich a vysokych Skolach k rozsiteni u€iva. Nékteré ¢asti

by se daly, dle mého nazoru, vyuzit i na zakladnich skolach.
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