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Uvod

Cilem této prace je srozumitelné popsat teorii Coxova modelu
proporcionalnich rizik a jeho diagnostickych nastroju. A to zpusobem,
aby ¢tenar bez znalosti teorie martingalt byl schopen textu poro-

zumet.
V samotném uvodu predstavime datovou sadou, na kterou bu-

deme prubézné aplikovat vybrané metody.

V prvni kapitole se budeme zabyvat klicovymi pojmy a zakladni
teorii analyzy prezivani potfebné ke konstrukci Coxova modelu.
V dalsi casti vysvétlime zavedeni, predpoklady a interpretaci Co-
xova modelu proporcionalnich rizik. Detailné popiSeme konstrukci
parcialni vérohodnostni funkce a ukazeme si, pro¢ neni mozné pouzit
v regresi bézné pouzivanou vérohodnostni funkci. V této sekci zmini-
me i nékteré testy vyznamnosti regresnich parametru.

V dalsi kapitole se zamérim na diagnostiku Coxova modelu po-
moci ruznych typu rezidui. Predevsim se zaméfime na diagnostiku
klicového predpokladu proporcionality hazardu. K tomuto ucelu
predstavime Schoenfeldova rezidua a normovana Schoenfeldova re-
zidua, pomoci nichz tento predpoklad ovérujeme. K ovéreni pro-
porcionality pouzijeme Grambschové-Therneauv test a také jeho
grafickou verzi. Dale si ukazeme, jak lze pomoci martingalovych
rezidui urcit typ funkéni zavislosti hazardni funkce na spojitém re-
gresoru. Pro tuto diagnostickou metodu jsme zkonstruovali simulaci
zalozenou na generovani hodnot z binomického rozdéleni. Pomoci
simulace provéiime diagnostické vlastnosti této metody. Na zaveér si
ukazeme, jakym zpusobem se provadi detekce odlehlych pozorovani
pomoci devianc¢nich rezidui.

Veskeré vypocty a grafy uvedené v této praci budou vytvoreny

prostrednictvim statistického softwaru R.

7



1. Datova sada

Ve své praci budu vybrané metody aplikovat na redlnou datovou

sadu, jejiz puvod z duvodu citlivosti dat nebude uveden. Cilem je

zkoumat vliv danych regresoru na dobu preziti pacienta. Udalosti,

kterou v tomto pripadé pozorujeme je tmrti pacienta v dusledku ra-

kovinového onemocnéni. Pocateéni okamzik, kdy pacient vstupuje

do studie je operace pacienta.

Data
ID|survival|event|Vék| Transfuze|Chemoterapie|Stadium|Marker1|Marker2|Marker3|Marker4
1] 3634 | 0 |66 0 0 1 0 0 0 0
213847 | 0 |62 0 1 1 1 0 1 0
3| 7.62 1 |54 1 1 2 1 0 0 0
41 4192 | 0 |77 0 0 1 0 0 0 0
54152 | 0 |77 0 0 1 0 0 0 0
6| 4242 | 0 |70 0 0 1 0 1 0 0
7| 4547 | 0 |68 0 1 2 0 0 0 0
8140.84 | 0 |60 1 0 1 0 0 0 0

Tabulka 1: Ukazka datové sady




Proménné

ID - identifikacni ¢islo pacienta

survival - spojita veli¢ina oznacujici dobu preziti v tydnech

event - proménna rozliSujici zda doslo u pacienta k selhani

(event=1) nebo cenzorovani (event=0)

Veék - vék pacienta v dobé operace

Transftze - logicka proménnd oznacujici, zda pacientovi byla

podana transfize

Chemoterapie - logickda proménnda oznacujici, zda pacient ab-

solvoval chemoterapii

Stadium - ordinalni proménna oznacujici velikost nadoru, ktera

mé celkem 5 kategorii

Markerl - logickd proménnd oznacujici pritomnost urcitého

markeru v krvi

Marker2 - logickd proménnd oznacujici piitomnost urcitého

markeru v krvi



e Marker3 - logickd proménnd oznacujici pritomnost urcitého

markeru v krvi

e Marker4 - logickd proménnd oznacujici pritomnost urcitého

markeru v krvi

2. Coxuv model proporcionalnich rizik

V této kapitole uvedu zakladni pojmy analyzy preziti, které bu-
dou pozdéji nezbytné pro konstrukci Coxova modelu. Definice do-
plnim o slovni komentar, ktery by mél ¢tenari pomoci s porozuménim
a interpretaci. Déle zavedu model proporciondlnich rizik a zaméiim
se na jeho predpoklady. Podivame se také na odhad modelu z da-
tové sady a interpretaci vysledku. V zavéru se pokusim priblizit,
jak v tomto modelu probiha inference, ktera se od klasické regrese
ligi. V této kapitole bylo cerpéno z [?], [?],[?] a [?].

2.1. Zakladni teorie analyzy prezivani

Klicovym pojmem pro analyzu preziti je nezdporna nahodna
velicina T', ktera byva v literatuie oznacovana jako doba preZiti.
Tato velicina uvadi dobu od pocatku do okamziku selhani v dané
jednotce casu. Co rozumime pocatkem a selhanim musi byt defi-

novano samotnou studii, pro kterou analyzu prezivani vyuzivame.

Dalsim dilezitym pojmem je princip cenzorovani. Ve své praci budu

zohlednovat pouze jeden typ cenzorovani a to princip cenzorovani
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zprava. Pri analyze prezivani se v nasi studii mohou vyskytovat
jedinci, u nichz nedoslo k selhani béhem obdobi, kdy ve studii
pusobili. Tato data podléhaji tzv. mechanismu cenzorovani zprava.
Uvazujme studii, jejiz pocatek je definovan jako prvni den v meésici
a kterd koné¢i poslednim dnem tohoto meésice. Prvnim piikladem
cenzorovani zprava muze byt jedinec, u néhoz béhem tohoto obdobi
nedoslo k selhdni. Druhym pfikladem muze byt jedinec, ktery ze
studie vypadne napf. patnacty den v meésici z jakékoliv jiné pri¢iny
nez je definice selhani. Oba tyto subjekty jsou neselhavsi a jsou tedy

zprava Cenzorovany.

K tomu, aby byly metody analyzy preziti platné, je tieba, aby me-

chanismus cenzorovani byl nezavisly.

Pravé cenzorovaci schéma je nezdvislé, jestlize je riziko kazdého (ne-
selhavstho a necenzorovaného) jedince v kazdém case ¢ > 0 stejné,
jako by bylo, kdyby zddné cenzorovani nenastalo. Necht Y(¢) = 1
znamena, ze jedinec do ¢asu t nebyl cenzorovan. Matematicky zapis

této nezavislosti je

. P(Telt,t+h]|T >tz Y(t)=1)
= lim )
h—0+ h h—0+ h

Obecné Ize tict, ze cenzorovaci schéma je nezavislé, jestlize pravdépo-
dobnost cenzorovani daného jedince v okamziku ¢ nezavisi na pravde-
podobnosti selhani v tomto case, naopak mechanizmus cenzorovani
muze zaviset na vysvétlujicich proménnych £ nebo nahodnych pro-

cesech nezavislych na ¢asech selhani.
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Bézné v teorii pravdépodobnosti je rozdéleni pravdépodobnosti na-
hodné veli¢iny popsano pomoci distribuc¢ni funkce. V analyze pteziti
k témto ucelum vyuzivame funkci preziti. Déle se k popisu nahodné
veliciny T' pouziva tzv. hazardni funkce, pro jejiz zavedeni je nutné

rozlisit, zda je ndhodna veli¢ina T spojita nebo diskrétni.

A. Rozdéleni pravdépodobnosti pro spojité T’

Necht T je spojitd, nezdpornd ndhodnd veli¢ina, jejiz rozdéleni prav-

dépodobnosti je charakterizovano hustotou f(t).

Definice 2.2. Funkce preZiti spojité nahodné veliciny T je defi-

novana vztahem

S(tlz) = P(T > t|z),  t€[0,00]. (2.1.1)

Funkce preziti pri pevné danych regresorech x, v casovém okamziku
t vyjadruje podminénou pravdépodobnost toho, ze u jedince z po-
pulace, ktera je urcena regresory x nedojde k selhani v intervalu

0, ¢]. Jinymi slovy, ze se dozije Casu t.

Definice 2.3. Hazardni funkce \(t|x) spojité ndhodné veli¢iny T je

definovana vztahem

>
\ilg) — tim DT ELLHNIT 2 )

h—0+ h ) t € [0,00] (212)

Hazardni funkce v case t pii pevné danych hodnotich regresoru
x, vyjadfuje podminénou pravdépodobnost selhani bezprostiedné
po case t jedince z populace urcené regresory x, u nichz nedoslo

k selhdni nebo cenzorovani v ¢asovém intervalu [0, ¢]. Jinak fec¢eno
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popisuje okamzité riziko selhani neselhavsich a necenzorovanych je-

dincu dané populace v Case t.

Definice 2.4. Kumulativni hazardni funkce A(t|z) spojité ndhodné

veliciny T je definovana vztahem

JWM=AAMMM t [0, 0], (2.1.3)

Protoze hazardni funkce je funkci ¢asu, muze nékoho zajimat hazard
jedince z dané populace za urcity casovy interval. Na tuto otazku

odpovida kumulativni hazardni funkce.

Uzite¢né vztahy
Funkce preziti a distribuc¢ni funkce

S(tlz) = 1 — F(t|z). (2.1.4)

Hazardni funkce a funkce preziti

—01
Atlz) = —21osSttz) (2.1.5)
ot

Dikaz:

_ P(Teltt+hlz) . P(T>tlt)— P(T>t+hlz)
Mie) = I =T s ton P(T > tla)h

OF (t|z)

o SWe) = S(hle) 1 F(t+hlz) - Fltle) %
o0 S(t|z)h — S(t|z) n—ot h -~ S(tx)

_ f(th) _ —0log(S(t)
S(t|z) ot
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Funkce preziti a kumulativni hazardni funkce

t

S(tlx) = exp —/>\(S|.’L')d8 = exp(—A(t|x)). (2.1.6)

Dukaz:

~ [ Aslos = log(S(s1a)) = og(5(t12))-log((0lz)) = (1)
—log(1) = log(S(tlx)) = S(t|lx) = exp —/)\(3|$)ds = exp(—A(t|x))

Funkce hustoty a hazardni funkce

f(tlz) = A(tlx)exp(—A(t]z)). (2.1.7)

B. Rozdéleni pravdépodobnosti pro diskrétni T’

Necht T je diskrétni, nezdporna ndhodnd veli¢ina nabyvajici hodnot
1 <ty < ... , jejiz rozdéleni pravdépodobnosti je charakterizovano
pravdépodobnostni funkei p(t;) = P(T =t;), j=1,2,....

Definice 2.5. Funkce preziti diskrétni ndhodné veliciny T je defi-

novana vztahem

S(tlz) = P(T > t|z). (2.1.8)
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Stejné jako u spoj. rozdéleni T' plati rovnost

S(tlz) = 1 — F(tz).

Dukaz:

Stlz) = 3 pltile) = 1= 3 pltjle) = = 1-F(t]a). te 0,0

jity>t jit<t

Definice 2.6. Hazardni funkce diskrétni nahodné veli¢iny T je de-

finovana pouze v bodech ¢, 5 = 1,2, ... vztahem

p(ti|lx
%:MW@ZP@:mTZ%@:E%%éE:
T (2.1.9)
p(tj|z)

N p(tj|$) +p(tj+1‘$) -+

V ostatnich bodech ji lze dodefinovat nulou, protoze riziko selhani
je mimo mnozinu {1, s, ...} nulové.
Uzitec¢né vztahy

Funkce preziti a hazardni funkce

S(tle) = [ (1 = Atjlz)). (2.1.10)

t;<t

Pravdépodobnostni funkce a hazardni funkce

j—1

p(tile) = Atle) [ (1 - Atilo)). (2.1.11)

1=1
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2.2. Coxuv model

P1i analyze preziti v praxi pozorujeme realizace ndhodného vek-
toru (7,Y,z). Kde T predstavuje dobu preziti a Y je veli¢ina, kterd
rikda, zda u jedince doslo k selhani ¢i cenzorovani. Pomoci nich pak
odhadujeme zavislost funkce pteziti nebo hazardni funkce na regre-
sorech £ = (X7, ...., X). Coxtiv model pfedpokladd hazardni funkci

ve tvaru

A(t|z) = Mo(t) exp(B'x), (2.2.1)
kde B = (fi,...., 3p) je vektor neznamych regresnich koeficientt,

x = (z1,....,2p)" je vektor regresorti a Ao(t) neznama, nezapornd

zakladni hazardni funkce.

Z tvaru regresni funkce muzeme vycist predpoklady Coxova modelu.
Jako prvni predpokladédme, Ze zakladni hazardni funkce nezavisi
na hodnotéach regresoru x a je tedy pro vSechny jedince stejna. Za
druhé, vektor regresnich parametru B nezavisi na Case. Stejné tak
vektor regresorti « je nezavisly na Case, coz je v pripadé nasi stu-
die splnéno, kdy hodnoty regresoru pozorujeme pouze v jednom

casovém okamziku a to na zacatku studie.

Predpoklad proporcionality Coxova modelu je nejcastéji vyjadien
prostrednictvim hazardniho podilu. Kdy predpokladame podil ha-
zardnich funkci konstantni v case. Méjme dva jedince s funkcemi

hazardu A(t|z1) a A\(t|xe), pak podil jejich hazardnich funkei

Altlz1) _ Ao(t) exp(B'e)
A(tlze)  Ao(t) exp(B'za)

je za splnéni predchozich predpokladu v ¢ase konstantni.

= exp(B'(z1 — 22))
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Interpretace regresnich parametru (hazard ratio, HR)

Pomeér hazardnich funkci vyjadiuje efekt vysvétlujicich proménnych
na hazardni funkci. Popisuje, kolikrat se zvétsi ¢i zmensi hazard pii
posunu o jednotku u numerické proménné nebo pti prechodu z jedné

kategorie do druhé u proménnych kategorialnich.

)\0(?5) exp (Z?; Bjxj + 52(3?@ + 1)
JFi

HRZ _ )\(t‘(l‘l, ey Ly + 1, ...,aj'p) _

) = exp(f;)

At z1, ey Ty ey Tp)

Ao(t) exp (ijl 53'553')
]:

Pokud mame tedy dva jedince, ktefi se lisi pouze v hodnoté ¢-tého
regresoru o jednotku, hodnota parametru 3; predstavuje logaritmus
pomeéru hazardu. Pro lepsi interpretaci se v Coxové modelu uvazuji
parametry ve tvaru,

HR; = exp(f;)

ktery piimo vyjadiuje hazardni pomeér.

V Coxové modelu plati nasledujici vztahy

t t
—expfB'z( [ Mo(s)ds
S(tz) = exp / Mslzds) | —exp " ) (2.2.2)
0

ftlz) = A(t|z)S(tlx) = Ao(t) exp(B'z — A(t|x)) (2.2.3)
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¢
So(tlx) =exp | — / Mo(s)ds |, tzv. zdkladni funkce preziti
0

(2.2.4)

fo(tle) = No(t|z)So(tlx), tzv. zdkladni hustota (2.2.5)

Odhad parametri modelu z dat - prakticka ukazka

Zde uvadim odhadnuty model z datové sady uvedené v prvni ka-
pitole. K urceni nejlepsiho modelu jsem pouzil stepwise algorit-
mus, kde jako urcujici kritérium jsem zvolil Bayesovo informacni
kritérium.

Poznamka 2.1 Bayesovo informacni kritérium slouzi k posouzeni
kvality regresnitho modelu. Pro Coxtiv model je Bayesovo informaéni
kritérium urcéené na zakladé parcialni vérohodnostni funkci (vice

v sekci 2.3.) a je ddno vztahem

~

BIC = _QmﬂaX(Lp(ﬁ)) + plog(n) = —=2L,(B) + plog(n),

kde L, je logaritmus parcialni vérohodnostni funkce, n je pocet po-

zorovani a p pocet regresoru v modelu.

Stepwise algoritmus je metoda uréend pro nalezeni optimalni volby
regresoru do modelu. Optimalni ve smyslu minimalni hodnoty BIC.
Algoritmus zac¢ind s modelem se vSemi regresory a v dalsich krocich
se na zaklade BIC' rozhoduje, které regresory vyloucit nebo za-
hrnout do modelu. Algoritmus se zastavi ve chvili, kdyz jakakoliv
eliminace regresoru zahrnutého v modelu, nebo ptidani regresoru

nezahrnutého v modelu vede k narustu BIC.
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Kromé odhadt parametru v tomto shrnuti uvadim také vysledky in-

ference modelu, jako intervaly spolehlivosti nebo informaci o vyzna-

mnosti parametru. Pricemz inferenci modelu se budu detailnéji zaby-

vat v dalsi sekci. Pro dalsi vypocty, jako napi. diagnostiku modelu,

budu vyuzivat zde uvedeny model.

Ukazka vystupu softwaru R:

BestCox <- coxph(Hazard ~ Vék+Tranfsize+Stadium+Markerl+Marker4)

n= 103, number of events= 20

coef  exp(coef) se(coef)
.069
.299
.538
.587
.129

V&k 0.067 1
Transfize 1.667 5
Stadium 0.931 2
Markerl 1.277 3
Marker4 -2.045 0
Signif. codes: 0 ‘*xx’
exp (coef)
Vek 1.069
Transfize 5.299
Stadium 2.538
Markerl 3.587
Marker4 0.129
Likelihood ratio test
Wald test
Score (logrank) test

0.001 ‘=

exp(-coe
0.936
0.189
0.394
0.279
7.733

30.51
25.79
29.49

19

0.036
0.628
0.205
0.515
0.826

*7 0.01 ‘%’

f)

lower

0.996
1.547
1.698
1.307
0.026

on 5 df,
on 5 df,
on 5 df,

z Pr(>|zl)
1.858 0.063 .
2.655 0.008 *x
4.543  5.54e-06 *xx
2.479 0.013 =*
2.475 0.013 *
0.056 .7 0.1 “ 1
.95 upper .95

1.147

18.143

3.793

9.845

0.653
p=1.168e-05
p=9.818e-05
p=1.861e-05



Regresor | exp 3; | Konfiden¢ni interval | p-hodnota
Veék 1.069 [0.996 ; 1.147] 0.063
Transfuze | 5.299 | [1.547 ; 18.143] 0.008
Stadium | 2.538 [1.698 ; 3.793] 0.001<
Markerl | 3.587 [1.307 ; 9.845] 0.013
Marker4 | 0.129 [0.026 ; 0.653] 0.013

Tabulka 2: Shrnuti odhadnutého modelu

Ve vyse uvedené tabulce jsou strucné shrnuty dulezité udaje od-
hadnutého modelu. V modelu je celkem 5 regresoru, které jsou
dle posledniho sloupce tabulky statisticky vyznamné az na regresor
Vek (ale p-hodnota je velmi blizko hladiné vyznamnosti 0, 05). Ve
druhém sloupci muzeme vidét hodnotu, kterd iika, kolikrat se zvysi
hazard pii zvysSeni hodnoty daného regresoru o jednotku. Zajimavy
je odhad u regresoru Marker4. Ten tika, ze pritomnost tohoto mar-
keru v krvi snizuje hodnotu hazardu ptiblizné osmkrat. Ostatni re-
gresory maji opacny efekt, kdy s jejich rostouci hodnotou roste i

hazard.
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2.3. Inference v Coxové modelu

Pro odhad regresnich parametru a testovani jejich vyznamnosti,
se v analyze prezivani pouzivda metoda maximalni vérohodnosti

prizpusobend pro cenzorovand data.
Vérohodnostni funkce

Predpokladejme n nezavislych jedinci, kdy u kazdého z nich po-
zorujeme trojici (¢;,y;,®;), ¢ = 1,...,n. Kde t; je ¢as, kdy doslo
u i-tého jedince k selhani nebo cenzorovani, y; identifikuje piicinu
ukonceni pozorovani u tohoto jedince. V piipadé, ze doslo k selhani
nabyva tato velicina hodnotu 1, v pripadé cenzorovani hodnotu 0.

Vektor z; je vektor regresoru i-tého jedince.

Dale predpokladejme, ze rozdéleni pravdépodobnosti doby preziti i-
tého jedince lze popsat distribucéni funkei F'(¢, B|z;) nebo funkei hus-
toty f(t,B|z;). Pro konstrukei vérohodnostni funkce budeme uva-
zovat prispévek trojic (¢;,1,2;) a (¢;,0,2;) oddélené. V piipadé tro-
jice (t;, 1,x;) vime, ze doba preziti je presné t;. Piispévek této tro-
jice k hodnoté vérohodnosti funkce je dan hodnotou funkce hustoty
f(t;, B,z;). Pro trojici (¢;,0,x;) vime, ze doba preziti je nejméné t;.
Nyni je prispévek pro vérohodnostni funkci dan jako pravdépodob-
nost, ze doba preziti subjektu s regresory x; je nejméné t¢;. Tato
pravdépodobnost je ddna hodnotou funkce preziti S(t;, B|z;). Po-
tom uplny tvar vérohodnostni funkce je dan jako soucin piislusnych
prispévkiu pozorovanych trojic (t;, y;, ;). Pro necenzorovaného hod-
notou f(¢,B|r) a pro cenzorovaného jedince hodnotou S(t¢,B|x).

Obecné lze prispévek i-tého jedince k hodnoté vérohodnostni funkce
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zapsat ve tvaru

[f (ti, Blz:)]" x [S(ti, Ble:)] ",
kde y; = 0 nebo 1.

Potom pro nds nahodny vybér n nezavislych jedincu dostaneme

vérohodnostni funkci

ﬁ tl,,B|:rZ yz [S(tz,ﬂh}l)]l_yl . (231)

=1

Pro zjednoduseni vérohodnostni funkce vyuzijeme nasledujici vztah,

jeho platnost je ukazéana v odvozeni vztahu (2.1.5) a dostaneme

ftlz) = A(te) S (t]2).

Po dosazeni za funkci hustoty dostaneme

n

[(B) = H (A(ti, Blzi)S(t:, Blaa)]™ < [S(ts, Ble:)] . (2.3.2)

1=1

Pro ucel maximalizace vérohodnostni funkce vzhledem k parametru
B budeme uvazovat (z duavodu mensi vypocetni narocnosti) logarit-

mus veérohodnostni funkce

Zyz log [A(t:, Blzi)S(ti, Bla:)] x (1 — yi) log [S(ti, Blz:)] =

—Zyllog (1, Blz:)] + log [S(t:, Blay)].

(2.3.3)
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Po dosazeni vztahu 2.2.1 a 2.2.2 do rovnice 2.3.3 dostaneme
- —ft/\ (s)ds | exp B'z;)
L(B) = Zyz log(Ao(t:) exp(B'x;)) + log (eXp< 0 ) > —
i=1
=Y " yilog(No(t:) exp(B'z:)) + log (so(ti\xi)expwfm) _
i=1

= Z yilog(No(t:)) + yiB'z; + log(So(t:|z;)) exp(B'x;).

(2.3.4)

Derivace logaritmu vérohodnostni funkce podle parametru f ma
tvar

815’(3'& = ; yix; + 'z log(So(t|x;)) exp(B'z;). (2.3.5)

Pro uréeni maximalné vérohodného odhadu 8 je nutné vyfesit sou-

stavu rovnic

OL(B)

|
=0 7=1,...,p.
0B,

Pro teseni této soustavy je nutné znat zakladni hazardni funkci
Ao(ti), ta je vSak z definice modelu nezndmé (v podstaté se jednd
o neznamy parametr modelu, ktery vsak nechceme odhadovat) a

proto neni mozné uréit maximalné vérohodny odhad parametru .
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Parcialni vérohodnostni funkce

Tento problém odhadu regresnich parametru 8 vytesil Coz, ktery
navrhl vyuzit tzv. parcidlni vérohodnostni funkci, ktera zavisi pouze
na parametrech, které chceme odhadovat. Cor ve svém pristupu
predpokladal, ze maximalné parcialné vérohodny odhad by mél mit
stejné distribuéni vlastnosti jako maximélné vérohodny odhad (ri-
gordzni matematicky dukaz zalozeny na teorii martingalu je uveden
v [?], kapitola7).

Hlavni myslenkou, kterd stoji za konstrukci parcialni vérohodnostni
funkce, je to, ze ¢asové okamziky, ve kterych nedoslo k selhani, nene-
sou zadnou informaci o efektu regresort na hazard selhani. Lze totiz
predpokladat, ze v case, kdy nedoslo k selhani, je zakladni hazardni
funkce Ao(t) nulova a tedy i hazardni funkce A(t) je v tomto case
nulova. Z toho plyne, ze informaci o efektu regresoru na hazardni

funkci nesou pouze casy selhani.

Meéjme mnozinu indexu D obsahujici indexy téch jedincu, u nichz
doslo k selhani. Déle uvazujme pravdépodobnost jevu selhani i-tého
jedince v Case t;, podminénou jevem i € D (v ¢ase t; doslo k selhani).
Jestlize vektor regresoru jedince selhavsiho v case t; oznacime jako

x;, pak tuto pravdépodobnost vyjadiime nasledovneé

P(selhani jedince s regersory x; v Case t;|v case t; doslo k selhani pravé jednoho jedince) =

__ P(selhdni jedince s regersory x; v case t;)
~ P(v case t; doslo k selhani jednoho jedince)"

Pak tuto podminénou pravdépodobnost muzeme vyjadiit pomoci
hazardni funkce jako podil, kde v ¢citateli je pouze hazardni funkce

v Case t; jedince, jehoz vektor regresoru je x; a ve jmenovateli je suma
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hodnot hazardni funkce v case t; vSech jedincu, kteri jsou v tomto
¢ase ohrozeni selhanim. Ozna¢me tuto mnozinu jedinct ohrozenych

v case t; jako R;:

AMtilz;))  exp(B'x;)
> Atz % exp(Bay) (2.3.6)
keR; keR;

Jak uz bylo fec¢eno, informaci o efektu regresoru na hazardni funkci
mame pouze v ¢asech selhani. Proto je parcialni vérohodnostni funk-
ce definovdna jako souc¢in podminénych pravdépodobnosti (2.3.5)

v ¢asech (selhani) t; s indexem i € D

exp(B'z;)

WB) =1 PXi=milR) = || 5= Ps (237)

€D €D ek,

Potom logaritmus parcialni vérohodnostni funkce mé tvar
LB =Y (5 1og (z exp(ﬂ’m))) s
i1€D keR;

Derivaci logaritmu parcialni vérohodnostni funkce dostaneme

> exp(B'zy)
OL,(B) _ T . (2.3.9)

0B ~ > exp(B'zy)
keR;
Resenfm soustavy rovnic
> exp(Bizk;)
=y 3 ! .
Tii — ‘ =0 j57=1,...,p 2.3.10

2|~ ) (2310

keR;
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uréime maximalné parcialné vérohodny odhad regresnich parametru

~

B.
Zajimat nas také bude odhad rozptylu maximélné parcialné véroho-

dného odhadu B Tento odhad je urcen zpusobem, jak je to v teorii
maximalni vérohodnosti nejbéznéjsi. Odhad je inverzi zaporu druhé
derivace logaritmické parcialni vérohodnostni funkce vzhledem k

parametru .

Druhé derivace logaritmu parcialni vérohodnostni funkce vzhledem

k parametru 8 ma tvar

keR;
R PRy
) , (2.3.11)
( > x eXP(ﬂ’%))
n keR;
> exp(B'zy)
keR;

Zaporna hodnota logaritmu parcialni vérohodnostni funkce se nazyva

vybérovd informacni matice a znacime ji jako

_OPLy(B)

1(B) = o (2.3.12)

kde I(B) je ¢tvercova matice typu p X p.

Potom odhad varian¢ni matice maximalné parcialné vérohodného

odhadu je dan vztahem
Var(B) = I1(B)". (2.3.13)
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Testy signifikance

(1) Waldav test

Klasicky Walduv test pro testovani vyznamnosti regresnich pa-
rametru, se uziva i v pripadé Coxova modelu. Test muzeme

vyuzit pro testovani vyznamnosti vSech nebo pouze nékolika
regresnich parametri. Necht 8y obsahuje ¢ nenulovych, nezn4-

mych parametri. Testujeme hypotézu
Hy : B = By proti alternativée H; : B # B,

pak

Z =B —Bo)1(B)(B — Bo)

Z ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky chi-kvadrat

rozdéleni o p — ¢ stupnich volnosti.

(2) Test zaloZeny na pom&ru parcidlnich v&rohodnostnich funkci

Testova statistika zalozena na poméru parcialnich vérohodnost-
nich funkci. Test muzeme vyuzit pro testovani vyznamnosti
viech nebo pouze nékolika regresnich parametrii. Necht 3, ob-

sahuje ¢ nenulovych, neznamych parametru. Testujeme hypoté-
zZu

Hy : B = By proti alternativée H; : B # B,

pak

G = 2[1,(B) — 1,(Bo)]

G ma za platnosti nulové hypotézy asymptoticky chi-kvadrat
rozdéleni o p — ¢ stupnich volnosti.
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3. Diagnostika Coxova modelu

Stejné jako v tradié¢nim linedrnim regresnim modelu, tak i v Co-
xove modelu se k diagnostice vyuzivaji rezidua. Avsak oproti tradic-

nimu modelu, kde pracujeme s reziduii (ptipadné jejich transfor-

maci), kterd jsou dédna vztahem € = Y; — f(xl,,/B\), existuje pro
diagnostiku Coxova modelu existuje nékolik typﬁ reziduii, pi"iéemz
se zaméiime na Schoenfeldova rezidua, ktera jsou klicova pro test
predpokladu proporcionality modelu a podivame se, jakymi zpusoby
lze tento predpoklad oveérit. Dale se podivame na diagnostiku po-
moci martingalovych rezidui, kterda je doplnéna simula¢ni studii.

V této kapitole je ¢erpano z [?], [?], [?] a [?]

3.1. Schoenfeldova rezidua

Prvnim typem rezidui jsou tzv. Schoenfeldova rezidua, ktera slou-
71 k ovéreni predpokladu proporcionality hazardu. Netradi¢ni vlast-
nosti téchto reziduii je to, ze je neodhadujeme pro vsechna pozo-

rovani, ale pouze pro ta, u nichz pozorujeme selhani.

Konstrukce Schoenfeldovych rezidui

Konstrukce a odhad Schoenfeldovych rezidui vychézi primo z uvah
pro konstrukei parcialni vérohodnostni funkce.

Pro pevné ¢ € D vybereme libovolny subjekt u néhoz existuje v
case t; riziko selhani z R;. Index tohoto subjektu ozna¢me m. Za
podminky, ze u pravé jednoho ze subjektu s indexy v R; dojde v ¢ase

t; k udalosti, bude to subjekt s indexem m s pravdépodobnosti

P(Z;=m) =exp(B'X,) Z exp(B8'X}), (3.1.1)
keR;
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kde Z; je ndhodna veli¢ina predstavujici index selhavsiho v case t;.

Nyni X; povazujeme za nahodny vektor. Pro stredni hodnotu j-té

kovariaty selhavsiho v case t; plati vztah

2. Xijexp(BXy)

kER;
ii| Ri) E X - 3.1.2
]| kER; kj ) kz eXp(ﬂ/Xk) ( )
ER;

Regresni parametr 8 odhadujeme pomoci metody maximalni parcial-

ni vérohodnosti. ReSenim systému vérohodnostnich rovnic urc¢ime
odhad parametru

ousttip) 5~ [ &

dp; P - k;{ exp(B'zy)
= (X — B(X;|R)) =0, j=1,....p
1€D

Poznamka 3.1. Je dobré si vSimnout, ze odhad parametru B nezavi-
sf pouze na hodnotéch jedincti, u nichZ doslo k selhdni, nebot rozdéle-
ni pravdépodobnosti nahodného vektoru kovariatu X selhavsich je-
dincu je podminéné tim, ktefi jedinci jsou stale v ohrozeni selhani

v dobé, kdy u daného selhavsiho jedince dochézi k selhani.

Definice 3.2. (Schoenfeldova rezidua) Resenim soustavy véro-

hodnostnich rovnic obdrzime maximéalné vérohodny odhad ,/é, po do-

sazeni tohoto odhadu do rovnice 3.1.2. dostaneme odhad E (Xij| Ri).

Necht ¢; znaci cas selhdni i-tého selhavsiho subjektu z D, pak vek-

tor Schoenfeldovych rezidui tohoto jedince v tomto cCase je vektor

ri= (T, . ,Tip), dany vztahem
Pk = Xip — E(XaR), k=1,...p. (3.1.3)
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3.2. Testovani proporcionality hazardu

V této sekci si predstavime moznosti ovéreni predpokladu pro-
porcionality Coxova modelu. Na tvod si predstavime jednoduchou
neexaktni grafickou metodu, kterd je zalozena na Kaplan-Meieroveé
odhadu funkce preziti. Dale si predstavime tiidu testu pro testovani

predpokladu proporcionality, které doplnime i grafickym ptistupem.

3.2.1. Kaplan-Meieroviv odhad funkce preziti

Prvni predstavu o predpokladu proporcionality hazardu muzeme
dostat zobrazenim Kaplan-Meierova odhadu funkce preziti. Na zakla-
dé tohoto pristupu neni mozné rigorézné rozhodnout, zda predpoklad
je splnén ¢i ne, ale pouze ziskat zakladni informaci. Navic je tento
pristup limitovan poctem a typem proménnych, které do modelu
vstupuji. Nelze jim napr. ovérovat predpoklad pro spojité proménné.
Tento pristup je vhodny pro maly pocet proménnych, které nabyvaji

jen nékolika malo hodnot.

Zajima nas, jestli kfivky funkci preziti jednotlivych populaci jsou

v ¢ase proporcionalni.

30



Kaplan-Meierlv odhad funkce preZiti
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Na obrazku 1 muzeme vidét, ze prubéh krivek funkci preziti je
podobny. V tomto pripadé tedy nemame duvod predpokladat, ze
nas predpoklad byl porusen. Ale na obrazku 2 muzeme vidét, ze
dochézi k dvojimu protnuti kiivek funkci preziti a zde bychom mohli

pochybovat o platnosti naseho predpokladu.

3.2.2. Grambschové-Therneauova trida testu

Grambschova a Thernau navrhli test zalozeny na normovanych
Schoenfeldovych reziduich, ktery testuje predpoklad proporcionality
pro jednotlivé regresory v modelu. Pouziti normovanych Schoenfel-
dovych rezidui, vede k vétsi diagnostické sile nez pouziti obycejnych

rezidui.

Definice 3.3. (normovanych Schoenfeldovych reziduf)
Mejmeé vektor Schoenfeldovych rezidui pro i-tého jedince z mnoziny

D dan jako ?Z = (?il; 7?219)

Dale ozna¢me odhad p x p kovarianéni matice tohoto vektoru jako

Var(#).

Potom vektor normovanych Schoenfeldovych rezidui i-tého jedince
z mnoziny D je sou¢inem inverze odhadnuté kovarianéni matice a

vektoru Schoenfeldovych rezidui

& [@’(ﬂ)} _1?1_. (3.2.1)

7

Prvky kovarianéni matice Var(r;) jsou, vazenou verzi obvyklé sumy

¢tvercu pocitané na mnoziné jedincu ohrozenych selhanim v case ¢;.
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Pro i-tého jedince, diagonalni prvky této matice maji tvar (dle [?],
strana 199)

@"(Fz)kk = Z wi; (X — E(Xjk\Ri))2, (3.2.2)
JER;

a mimodiagonalni prvky jsou dany jako (dle [?], strana 200)

Var(F)u = > wij(Xje — E(X5|R)) (X5 — E(Xa|Ry)), (3.2.3)

JER;

kde
expB'X;

w‘ - = .
" > expf'X;
leR;

Pro jednodusi vypocet byla navrhnuta aproximace normovanych

Schoenfeldovych reziduii, ktera je zalozena na zkuSenosti, Zze matice

W(ﬂ) ma tendenci chovat se v ¢ase konstantné. Pokud je tato

matice konstantni, jeji inverze muze byt aproximovana kovariancni

matici odhadnu B regresniho parametru B, prendasobenou poctem

selhani d,

Var)] T xd-Var(B). (3.2.4)

Aproximaci normovanych Schoenfeldovych rezidui pak dostaneme
jako

7~ d- Var(B)T:. (3.2.5)
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Definice 3.4. (Testova statistika) Existuje velké mnozstvi zpuso-
bu, jak modelovat a testovat neproporcionalitu v Coxové modelu.
Nicméné Grambschovd a Thernau ukézali, ze existuje jednoduchy
test a na ném zalozena grafickd metoda, které jsou t¢innym nastro-

jem pro ovéreni proporcionality hazardu Coxova modelu.

Z rovnice 2.2.1 uréime logaritmus hazardni funkce

log(A(t]z)) = log(M(£)) + B,

kdy autori testu navrhuji porusit predpoklad proporcionality mo-

delu nasledovné:

Misto konstantnich regresnich parametru uvazujeme regresni pa-

rametry zavislé na case, kdy tato zavislost je popsana vztahem

ﬁk(t) = Bk + "ykgk(t), k = 1,..,p (326)
kde gi(t) néjakd (dand) transformace ¢asu.

Za platnosti modelu 3.2.6 pro normovana Schoenfeldova rezidua

(3.2.1) a jejich aproximaci (3.2.5) pro k-ty regresor plati vztah

Elre(t)] = 79k (t). (3.2.7)

Tento vztah je velmi dulezity, protoze je na ném zalozena grafickd
metoda pro ovéreni proporcionality. Graf zavislosti normovanych
Schoenfeldovych rezidui na ¢ase muzeme pouzit k ivaze o nulovosti
~i. Pokud predpoklad proporcionality neplati, muzeme ziskat infor-
maci o funkéni zavislosti parametru 5, na case vyjadiené pomoci
funkce gi(t). Pro test o nulovosti v byl odvozen zobecnény odhad
tohoto koeficientu metodou nejmensich ¢tvercu a skorova statistika
pro hypotézu o nulovosti tohoto koeficientu, pii dané transformaci

casu gy ().
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Pti testovani hypotézy
Hy : v, =0 proti Hy : v # 0,

ma testova statistika pro k-ty regresor tvar

(S -am)
T, = —=2
d-Var(Be) > (ge(ti) — gi)?

€D

9

kde
1
g =— > agi(t).
D] 2=

€D

Funkce ¢ zde predstavuje transformaci casu. Nejcastéji pouzivané
transformace jsou identita nebo prirozeny logaritmus. Tato transfor-
mace urcuje Grambschové-Thernauovu tiidu testu. Tyto testy jsou
implementovany v knihovné survival softwaru R ve funkci cox.zph.
Argument transfrom této funkce specifikujici casovou transformaci,
umoznuje volbu ¢tyT ruznych transformaci, které pak urcuji nazev

testu z této tiidy.

1. ”identity” - test pracuje s puvodni casem selhdni a nazyva se

Coxuv test

2. ”’log” - test pracuje s logaritmem casu selhani a nazyva se

Coxuv test

3. ’rank” - test pracuje s poradim ¢asu selhani a nazyva se Bres-

lowuv-Edleruv-Bergeruv test

4. ?’km” - test pro transformaci casu vyuziva Kaplan-Meieruv

odhad funkce preziti a nazyva se Linuv test
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Testova statistika ma pak za platnosti nulové hypotézy chi-kvadrat
rozdéleni o jednom stupni volnosti a muze byt interpretovana jako
mira korelace mezi normovanymi Schoenfeldovymi rezidui urcitého
regresoru a ¢asem selhani. Pokud testujeme na hladiné vyznamnosti
«, pak proporcionalitu k-tého regresoru zamitame pokud T}, je vétsi

nez (1 — «) kvantil chi-kvadrat rozdéleni o jednim stupni volnosti.

Grambschové-Therneativ test na realnych datech

Nyni provedeme ovéreni predpokladu proporcionality na nami od-

hadnutém modelu pomoci testu a graficky.

Model: Hazard ~ Vék+Transfiuze+Stadium+Markerl+Markerd

cox.zph(BestCox,transform="identity")

rho chisq P
Vek -0.106 0.239 0.625
Transfize -0.320 2.934 0.087
Stadium 0.163 0.384 0.536
Markerl 0.092 0.174 0.677
Marker4 0.0561 0.086 0.770
GLOBAL NA 5.238 0.388

Sloupec rho predstavuje korelacni koeficient mezi normovanymi Scho-
enfeldovymi rezidui urcitého regresoru a casem selhani, sloupec chisq
predstavuje hodnotu testové statistiky a sloupec p je p-hodnota
testu. Muzeme vidét, ze pokud pro transformaci ¢asu uvazujeme
identitu, pak zadny regresor signifikantné neporusuje predpoklad
proporcionality na hladiné vyznamnosti 0, 05. I kdyz regresor Trans-

fusion se jevi problematicky.
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Ovsem pokud misto identity budeme uvazovat logaritmickou zavis-

lost, dostaneme ponékud odlisné vysledky:

Model: Hazard ~ Vék+Transfiuze+Stadium+Markerl+Markerd

cox.zph(BestCox,transform="1log")

rho chisq p
Vek -0.092 0.179 0.672
Transfize -0.436 5.452 0.020
Stadium -0.049 0.035 0.852
Markerl 0.129 0.339 0.560
Marker4 0.095 0.293 0.588
GLOBAL NA 7.065 0.216

U regresoru Transfize test detekuje poruseni proporcionality.
Grambschové-Therneatuv test - graficky pristup

Testovani, zda se v modelu vyskytuji casové zavislé regresory, je
ekvivalentni tomu, Ze testujeme, zda zavislosti normovanych Scho-
enfeldovych rezidui na case je nulova. Nenulova smérnice je in-
dikatorem poruseni predpokladu proporcionality hazardu. Jako u
bézné regrese i zde se doporucuje samotny test podporit graficky.
Existuji typy neproporcionality, které nebudou odhaleny testem nu-
lovosti smérnice, ale mohou byt dobfe viditelné z grafu, napi. ne-
linearni vztah mezi normovanymi Schoenfeldovymi rezidui a ¢asem.
Problémém mohou byt i odlehla pozorovani. Pro orientaci muzeme
test zopakovat s ruznym nastavenim transformace casu a podivat

se , jestli z grafu nelze rozpoznat ¢asovou zavislost.

Névic diky vztahu (3.2.7) mtuzeme hodnoty normovanych Schoenfel-
dovych rezidui povazovat za hodnoty daného regresniho koeficientu

v case. To je také duvod, pro¢ v softwaru R vysledny graf funkce
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cox.zph na osu y vynasi hodnoty B;. My tedy pozorujeme vyvoj
daného regresniho parametru v case a muzeme na zakladé této gra-
fické informace usuzovat, zda se v ¢ase chova konstantné nebo se
meéni na zakladé urcité funkéni zavislosti.

Modré kiivka v grafu rezidui je do grafu pfidana metodou loess (Lo-
cal Polynomial Regression Fitting). Prolozeni je provedeno lokélné.
Pro prolozeni bodu ¢t pracujeme s body z okoli bodu ¢, které vazime
jejich vzdalenosti od bodu . Velikost okoli bodu ¢ ur¢ime ladicim

parametrem «. Defaultni nastaveni regresni metody je metoda vaze-
nych nejmensich ¢tverci. Sedé znazornéna oblast kolem regresni
krivky je pas spolehlivosti. V nasem rezidua prokladame linearni

regresni funkeci.

Schoenfeldova rezidua proloZzena metodou loess
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Obrazek 3: Schoenfeldova rezidua jednotlivych regresoru v ¢ase, lokélné prolozené
linearni funkci

38



3.3. Martingalova rezidua

Martingalova rezidua slouzi k urceni funkcéni zavislosti hazardni
funkce na spojitych regresorech, které vystupuji v modelu. Nékdy
se také v literature uvadi, ze slouzi k ovéreni tzv. predpokladu
linearity spojitych regresoru v Coxové modelu. Tento predpoklad
vychazi z toho, ze v exponentu linkové funkce mame linearni kom-
binaci vSech regresorii. Pricemz je vhodné poznamenat, ze Coxuv
model primarné nepredpokladd, ze vsechny spojité regresory maji
v exponentu linkové funkce linearni vliv na hazardni funkci. Pouze
v exponentu linkové funkce predpoklada linearni kombinaci (21 +

...... + Bpxp), pricemz misto regresoru x; muzeme uvazovat jeho li-

bovolnou funkci fi(zy), kde k=1, ..., p.

Definice 3.5. (Martingalova rezidua) Martingalova rezidua jsou
na rozdil od téch Schoenfeldovych odhadnuta pro vSechny jedince ve
studii. Pro i-tého jedince definujeme martingalové reziduum vzta-

hem

M; = y; — At;]23), (3.3.1)
kde y; je proménnd (kédovana 0 — 1) popisujici, zda u i-tého jedince

doslo k selhani.

Martingalovéa rezidua nabyvaji hodnot z intervalu [—oo, 1] a lze je
intepretovat jako rozdil pozorovaného selhani u jednotlivych osob ve
studii a jejich ,,ocekavany “ pocet selhani za dobu, po kterou dany

jedinec je zahrnut do studie, zalozeny na odhadnutém modelu.

Pro diagnostiku pomoci martingalovych rezidui se uplatnuje nasle-

dujici postup: Spojity regresor, jehoz funkéni vliv na funkci hazardu
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chceme provérit, z modelu vypustime. Odhadneme tento novy mo-
del a pomoci néj uréime martingalova rezidua. Zkonstruujeme graf
zavislosti téchto rezidui na daném regresoru. Body grafu prolozime
krivkou tak, aby co nejlépe vystihovala tento funkéni vztah. K tomu
existuje celda fada metod, my stejné jako u diagnostiky Schoenfel-

dovych rezidui budeme pracovat s metodou loess.

V modelu odhadnutém v druhé kapitole mame pouze jeden spojity

regresor a to vék pacienta.

Martingalova rezidua proloZzena metodou loess
1.0-

it =
= in

Martingalova rezidua
&
in

-1.0-

Obrazek 4: Ovéreni funkéntho vlivu proménné Vék na funkci hazardu

Muzeme vidét, ze do 50 let ve studii nemame témeér zadné po-
zorovani a od 50 let je vliv véku linearni s kladnou smérnici, coz

odpovida odhadu regresniho koeficienu pro vék.
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3.3.1. Simulace funkéni zavislosti hazardni funkce na spo-

jitém regresoru

V této sekci jsem se rozhodl provérit diagnostické vlastnosti mar-
tingalovych rezidui. Pro tento tcel vytvorim simulaci, kde budu si-
mulovat funkcéni zavislost hazardni funkce na spojitém regresoru.
Pro diagnostiku této zavislosti pouziji zpusob zminény jiz v kapi-
tole 3.3.

Nastaveni simulace
Pro jednoduchost uvazuji pouze jeden regresor spojitého typu x.

e Regresor x nabyvéa hodnot na intervalu [—1, 1]. Pro simulaci
volim 10000 ekvidistantné rozdélenych hodnot z tohoto inter-

valu.

e Parametr D popisuje délku studie. Moje volba je D=10 (napf.
10 tydnu).

e Protoze pro realizaci simulace je nutné pracovat s diskrétnim
casem, budeme potiebovat parametr h pro diskretizaci ¢asu.
Ten urcuje vzdalenost okamziku, kdy mohu pozorovat selhani.
Zvolil jsem h = 0.01, tim dostavame D/h = 1000 poten-

cionalnich casovych okamziku selhani pro kazdého jedince.

e Parametr § = In(3), touto volbou fikdam, ze jedinec je s regre-
sorem rovnym jedné ma trikrat vyssi riziko selhani nez jedinec

s regresorem rovnym nule.

e Zékladni hazardni funkei volim Ag(¢) = 0.05.
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Nyni ze vztahu

>
i) = T P(T € t,t +hh]\T > 1)
1

pri konstantni volbé \y(t) dostaneme:

_ P(Teft.t+h]z)
.
o) =l — =)

= P(T € [t,t + hl|x) = XN(z)P(T > t)h.
V prvnim ¢asovém intervalu dostaneme
P(T € [0,h]|z) = AM(z)P(T > 0)h = \(x)h.
V druhém casovém intervalu dostaneme
P(T € [h,2h]|z) =~ Mx)P(T > h)h = Mz)h — N\ (z)h>.

Tyto vztahy tikaji, jakd je pravdépodobnost selhani jedince s danym

regresorem x na jednom z % casovych intervalu, kde kazdy z téchto

intervali ma délku h. Pravdépodobnost preziti prirozené v Case ne-
roste. To, ze dojde k selhani na intervalu [0, h| je pravdépodobnéjsi,
nez na intervalu [h, 2h]. Nés ovSem zajima, jaka je podminéna pravdeé-
podobnost selhani na intervalu [0, h] za podminky doziti se ¢asového
okamziku 0, respektive selhani na intervalu [h,2h| za podminky

doziti se casového okamziku h. Protoze délka casového intervalu
je pevné dané h a zakladni hazardni funkce je v ¢ase konstantni a

tedy i hazardni funkce je v ¢ase konstantni, pak i tato podminéna
pravdépodobnost je pro jedince s pevné danym regresorem x kon-
stantni. Toto je klicova skutecnost pro konstrukci simulace, kde bu-
deme simulovat selhani jedincu v ¢ase na zakladeé této pravdépodob-

nosti.
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Mechanizmus simulace

Pro jedince s pevné danou hodnotou regresoru = vygeneruji po-
sloupnost nul a jednic¢ek o délce % (pocet casovych okamzikl) po-
moci binomického rozdéleni s pravdépodobnosti A(z)h. Prvni jedni-
cka v této posloupnosti urcuje ¢as selhani. Pokud se v posloupnosti
nevygeneruje zadna jednicka, tento jedinec je cenzorovan na konci
studie. Toto provedu pro vSechny jedince, kde kazdy jedinec je iden-
tifikovan hodnotou regresoru x. U kazdého dostavam informaci o
dobé preziti a o selhdni ¢i cenzorovani. Nyni muzu provést odhad

hazardni funkce a odhad Coxova modelu.

Hlavni myslenka celé simulace je to, jak urc¢im funkéni zavislost

funkce hazardu na regresoru z. Toto lze zapsat vztahem

A(x) = doexp(Bf(x)).

V simulaci budeme postupné uvazovat nasledujici transformace:

flx) =z, 22, 23, 24, log(z), exp(z), sin(z), cos(z)

Podminky simulace
Je ovSem nutné dodrzet nasledujici podminku a tomu i piizpusobit
nastaveni parametru simulace. Je pouze nutné dodrzet, aby pravdé-

podobnost selhani kazdého jedince byla z intervalu [0, 1].

P(T € [(=1)h 5 J-hIT > (j=1)-h) = Ma)h = A exp(Bf(x))h < 1.

Nyni provedu simulace s riznou volbou f(z) a budu sledovat, jak

se bude chovat graficka diagnostika martingalovych rezidui.
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Obrazek 5: Ovéreni funkéntho vlivu proménné = v pifpadeé, ze f(z) =«
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Obrézek 6: Ovéren{ funkéntho vlivu proménné x v pifpade, ze f(r) = z?
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Model s vypusSténym regresorem Skuteény model
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Obrézek 7: Ovéreni funkéntho vlivu proménné z v pifpade, ze f(x) = 23
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Obréazek 8: Ovéren{ funkéntho vlivu proménné x v pifpade, ze f(z) = 2*
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Maodel s vypuSténym regresorem Skuteény model

18]

|

=

]

@D

=

-2

=

=

w

o

=

-4

[1]

=

-5 L
0.0 25 5.0 75 10.0 0.0 25 5.0 75 100
Regresor

Obrazek 9: Ovéreni funkéniho vlivu proménné x (v tomto pripadé bereme hod-
noty z intervalu [0, 10]) v piipade, ze f(z) = log(x)
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Obrazek 10: Ovéreni funkéniho vliva proménné z (v tomto piipadé bereme hod-
noty z intervalu [—2, 2]) v pifpadg, ze f(z) = exp(z)
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Model 5 vypusténym regresorem Skuteény model
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Obrazek 11: Ovéteni funkéniho vliva proménné z (v tomto piipadé bereme hod-
noty z intervalu [-5,5]) v piipade, ze f(z) = sin(x)
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Obrazek 12: Ovéreni funkéniho vliva proménné z (v tomto piipadé bereme hod-
noty z intervalu [-5,5]) v piipade, ze f(z) = cos(x)
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Modré body jsou martingalova rezidua selhavsich jedinci, ¢erné
cenzorovanych.

Pro lepsi prehlednost je u funkei exp, sin, cos pouzit jiny nosic¢ re-
gresoru r nez u polynomialnich funkci a to z divodu podobnosti s
linedrni funkei na intervalu [—1,1]. Pro logaritmickou funkci jsem
nosi¢ pozmenil z definiénich duvodu. Dulezité vsak je, ze pro kon-
strukci grafu a krivky prolozeni generuji celkem 10000 jedincu. Pii
tomto poctu uz simulace a tvar prolozeni dava stabilni vysledky.
Nasimulovali jsme celkem osm funkénich vztahu a lze tici, ze tento
funkéni vztah se skutecné projevuje na tvaru kiivky prolozené rezi-
dui.

Pro zajimavost vyzkouSime nasimulovat linearni a kubicky vztah

pro 1000 a pro 100 jedinc.

Model s wypusténym regresaorem Skuteény model
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Obrazek 13: Ovéreni funkéniho vlivu proménné x v piipadé, ze f(z) = z pro
1000 jedincu
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Skutecny model
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Model s wypusténym regresorem Skuteény model
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Obrézek 16: Ovéreni funkéntho vliva proménné z v ptipadé, ze f(x) = a® pro
100 jedincu

Muzeme vidét, ze pro rozsah vybéru 1000 jedincu bychom mohli
povazovat kubicky a linedrni funkcéni vztah za totozny. Pro roz-
sah vybéru 100 jedincu se kubicky vztah znovu jevi jako linedrni a
linearni vztah bychom dokonce mohli povazovat za nelinearni (napf.

logaritmus).

3.4. Devianc¢ni rezidua

Martingalova rezidua nejsou symetricka kolem nuly ani v pripadé,
kdy odhadnuty model je spravny. Tato vlastnost (Sikmost) ¢ini me-
tody zalozené na grafech martingalovych tézko interpretovatelné a
neni Uplné snadné néco z téchto grafu vyvozovat. Tézko bychom
v nasi simulaci odhadovali funkcéni zavislost rezidui na regresoru
pouze na zakladé grafu rezidui bez dodatecného prolozeni kiivkou.

Diky jejich vlastnostem nelze martingalova rezidua vyuzit k de-
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tekci odlehlych pozorovani. Deviance residuals jsou oproti martinga-
lovym reziduim mnohem vice symetricky rozdélena kolem nuly. Je-
jich hlavni diagnostickou vlastnosti je pravé schopnost detekce od-

lehlych pozorovani.

Definice 3.6 (Devianéni rezidua) Devianéni reziduum je pro

i-tého jedince déano vztahem:

kde M; je martingalové reziduum i-tého jedince a y; je indikatorem

selhani.

Motivace ke konstrukei téchto rezidui je transformovat martinga-
lova rezidua tak, aby jejich hodnoty byly symetrické kolem nuly
v pripadé, ze odhadnuty model je vhodny. Jiz vime, Ze martinga-
lova rezidua nabyvaji hodnot z intervalu [—oo, 1]. Pro velké zaporné
hodnoty M; bude vyraz v hranatych zavorkach urcen predevsim
hodnotou M;. Druhd odmocnina tohoto vyrazu pak jeho hodnotu
srazi blize k nule a d; bude zaporné. Nyni uvazujme rezidua z inter-
valu [0,1]. Vyraz y; log(y; — M;) bude nenulovy pouze pro selhavsi
subjekty a bude mit hodnotu log(1 — M;). Pokud hodnota mar-
tingalového rezidua M; bude blizko 1, hodnota 1 — M; bude blizko
nule a log(1 — M;) bude nabyvat velkych zépornych hodnot. Vyraz
v hranatych zavorkach je potom dominovan logaritmickou funkci a
hodnoty d; se pak blizi hodnoté co. Druha odmocnina znova srazi
velikost rezidua k nule, kdy ted jeho hodnota bude kladné. Zavérem
je nutné dodat, ze ackoliv jsou tato rezidua konstruovana ve smyslu
symetrie kolem nuly, tak jejich stiedni hodnota nemusi byt nutneé

rovna nule.
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Diagnostické vlastnosti téchto rezidui pii detekci odlehlych pozo-
rovani jsou obecné povazovany za pomérné slabé. Metoda dobte
funguje pro detekci téch jedincu, ktefti ,, Ziji moc dlouho“. V piipadé

jedincu, ktefi ,, zemreli moc brzo* metoda neni spolehliva.

Deviance residuals jednotlivych jedincl

M2

Deviance residuals

50 75 100
identifikacni ¢islo

=
[
m

Obrazek 17: Graf urc¢eny pro identifikaci odlehlych pozorovani

Na zakladé grafu lze tici, ze ndmi navrzeny model modeluje ha-
zardni funkci pomérné dobte. Z grafu neni patrné zadné odhadnuté

reziduum, které by se oproti zbytku vyrazné lisilo.
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Z.aver

V analyze prezivani se obecné snazime popsat efekt regresoru
na dobu preziti. V kazdé takovéto studii je nutné presné defino-
vat pocatek studie a pricinu selhdni. V této praci uvazujeme pouze
data podléhajici mechanizmu cenzorovani zprava. Pro modelovani
efektu regresoru na dobu preziti se v analyze prezivani nejcastéji
pouziva Coxuv model proporcionélnich rizik. Coxtuv model nemode-
luje primo dobu preziti, ale hazardni funkci, ktera popisuje rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veliciny doby preziti. To je podstatny
rozdil proti klasickému regresnimu modelu, ktery tak ¢ini Coxuv
terature oznac¢ovan jako semiparametricky model. Duvodem je to, ze
v modelu za neznamé povazujeme regresni parametry a zakladni ha-
zardni funkci. Zakladni hazardni funkci neni nutné nijak specifikovat
a ani odhadovat. To, co odhadujeme v Coxové modelu jsou pouze re-
gresni paramety. Je dobré si v§imnout, ze v zakladni rovnici Coxova
modelu neni nijak popsana chybova slozka. Ta je uz pravé zahr-
nuta v neznamé zakladni hazardni funkci. Tato semiparametri¢nost
Coxova modelu ovliviiuje také testovani hypotéz o parametrech.
Pti testovani nelze vychazet z vérohodnostni funkce, ale je potieba
zvolit pristup zalozeny na parcialni vérohodnostni funkci. Pro tes-
tovani vyznamnosti regresnich parametru odhadnutych pomoci me-
tody maximalni parcialni vérohodnosti existuje nékolik asympto-
tickych testu.

Pro ovéreni predpokladu proporcionality jsme vyuzili dva pristu-
py. Prvnim bylo srovnani Kaplan-Meierova odhadu funkce preziti
pro ruzné kategorialni regresory a druhym Grambschové-Therneauv
test a jeho graficka varianta. Pro tento test bylo nutné zavést Scho-

enfeldova rezidua, jejichz konstrukce je zalozena ptimo na parcialni
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vérohodnostni funkci. V testu pro dany regresor testujeme hypotézu
o zavislosti normovanych Schoenfeldovych rezidui na dané transfor-
maci casu. Ukazali jsme také dulezity vztah, na némz je zalozena
grafickd diagnostika Schoenfeldovych rezidui. Na zakladé Gramb-
schové-Therneauova testu se jako problémovy regresor jevi Trans-
faze, coz uplné neodpovida vysledku prvniho ptistupu, kde se od-
hady funkci preziti zdaji byt paralelni. Jako prikaznéjsi bych pova-
zoval vysledek exaktniho testu. Ovsem otéazka je, jak moc je tento
vysledek vypovidajici, kdyz v nasi studii mame pouze dvacet se-
lhavsich jedincu. Pri grafickém pristupu bychom poruseni propor-
cionality mohli vyloucit u regresoru Veék, ale u zbylych regresoru
bychom mohli mit podezieni na poruseni tohoto predpokladu.
Pomoci simulace jsme si ukézali, ze idea diagnostiky pomoci mar-
tingalovych reziudi je spravnd a skutecné lze pozorovat funkéni vliv
spojitého regresoru na funkci hazardu. Na druhou stranu urcité sta-
bility vysledkt jsme dosahli az pii radu desetitisic pozorovani. Po-
kud bychom uvazovali realnéjsi rozsah vybéru v radu stovek jedincu,
tak jsme pomoci simulace ukézali, Ze metoda neni zcela spolehliva.
Jako posledni diagnosticky néastroj jsme predstavili devianéni rezi-

dua, ktera slouzi k detekci odlehlych pozorovani.
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