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Vypracoval: Michal Polák
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BIBLIOGRAFICKÁ IDENTIFIKACE
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Vedoućı práce: Mgr. Ondřej Vencálek, Ph.D.

Rok obhajoby práce: 2016
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Úvod

Ćılem této práce je srozumitelně popsat teorii Coxova modelu

proporcionálńıch rizik a jeho diagnostických nástroj̊u. A to zp̊usobem,

aby čtenář bez znalosti teorie martingal̊u byl schopen textu poro-

zumět.
V samotném úvodu představ́ıme datovou sadou, na kterou bu-

deme pr̊uběžně aplikovat vybrané metody.

V prvńı kapitole se budeme zabývat kĺıčovými pojmy a základńı

teoríı analýzy přež́ıváńı potřebné ke konstrukci Coxova modelu.

V daľśı části vysvětĺıme zavedeńı, předpoklady a interpretaci Co-

xova modelu proporcionálńıch rizik. Detailně poṕı̌seme konstrukci

parciálńı věrohodnostńı funkce a ukážeme si, proč neńı možné použ́ıt

v regresi běžně použ́ıvanou věrohodnostńı funkci. V této sekci zmı́ńı-

me i některé testy významnosti regresńıch parametr̊u.

V daľśı kapitole se zaměř́ım na diagnostiku Coxova modelu po-

moćı r̊uzných typ̊u rezidúı. Předevš́ım se zaměř́ıme na diagnostiku

kĺıčového předpokladu proporcionality hazardu. K tomuto účelu

představ́ıme Schoenfeldova rezidua a normovaná Schoenfeldova re-

zidua, pomoćı nichž tento předpoklad ověřujeme. K ověřeńı pro-

porcionality použijeme Grambschové-Therneauv test a také jeho

grafickou verzi. Dále si ukážeme, jak lze pomoćı martingalových

rezidúı určit typ funkčńı závislosti hazardńı funkce na spojitém re-

gresoru. Pro tuto diagnostickou metodu jsme zkonstruovali simulaci

založenou na generováńı hodnot z binomického rozděleńı. Pomoćı

simulace prověř́ıme diagnostické vlastnosti této metody. Na závěr si

ukážeme, jakým zp̊usobem se provád́ı detekce odlehlých pozorováńı

pomoćı deviančńıch rezidúı.

Veškeré výpočty a grafy uvedené v této práci budou vytvořeny

prostřednictv́ım statistického softwaru R.
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1. Datová sada

Ve své práci budu vybrané metody aplikovat na reálnou datovou

sadu, jej́ıž p̊uvod z d̊uvodu citlivosti dat nebude uveden. Ćılem je

zkoumat vliv daných regresor̊u na dobu přežit́ı pacienta. Událost́ı,

kterou v tomto př́ıpadě pozorujeme je úmrt́ı pacienta v d̊usledku ra-

kovinového onemocněńı. Počatečńı okamžik, kdy pacient vstupuje

do studie je operace pacienta.

Data

ID survival event Věk Transf̊uze Chemoterapie Stádium Marker1 Marker2 Marker3 Marker4

1 36.34 0 66 0 0 1 0 0 0 0
2 38.47 0 62 0 1 1 1 0 1 0
3 7.62 1 54 1 1 2 1 0 0 0
4 41.92 0 77 0 0 1 0 0 0 0
5 41.52 0 77 0 0 1 0 0 0 0
6 42.42 0 70 0 0 1 0 1 0 0
7 45.47 0 68 0 1 2 0 0 0 0
8 40.84 0 60 1 0 1 0 0 0 0

Tabulka 1: Ukázka datové sady
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Proměnné

• ID - identifikačńı č́ıslo pacienta

• survival - spojitá veličina označuj́ıćı dobu přežit́ı v týdnech

• event - proměnná rozlǐsuj́ıćı zda došlo u pacienta k selháńı

(event=1) nebo cenzorováńı (event=0)

• Věk - věk pacienta v době operace

• Transfúze - logická proměnná označuj́ıćı, zda pacientovi byla

podána transfúze

• Chemoterapie - logická proměnná označuj́ıćı, zda pacient ab-

solvoval chemoterapii

• Stádium - ordinálńı proměnná označuj́ıćı velikost nádoru, která

má celkem 5 kategoríı

• Marker1 - logická proměnná označuj́ıćı př́ıtomnost určitého

markeru v krvi

• Marker2 - logická proměnná označuj́ıćı př́ıtomnost určitého

markeru v krvi
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• Marker3 - logická proměnná označuj́ıćı př́ıtomnost určitého

markeru v krvi

• Marker4 - logická proměnná označuj́ıćı př́ıtomnost určitého

markeru v krvi

2. Cox̊uv model proporcionálńıch rizik

V této kapitole uvedu základńı pojmy analýzy přežit́ı, které bu-

dou později nezbytné pro konstrukci Coxova modelu. Definice do-

plńım o slovńı komentář, který by měl čtenáři pomoci s porozuměńım

a interpretaćı. Dále zavedu model proporcionálńıch rizik a zaměř́ım

se na jeho předpoklady. Pod́ıváme se také na odhad modelu z da-

tové sady a interpretaci výsledk̊u. V závěru se pokuśım přibĺıžit,

jak v tomto modelu prob́ıhá inference, která se od klasické regrese

lǐśı. V této kapitole bylo čerpáno z [?], [?],[?] a [?].

2.1. Základńı teorie analýzy přež́ıváńı

Kĺıčovým pojmem pro analýzu přežit́ı je nezáporná náhodná

veličina T , která bývá v literatuře označována jako doba přežit́ı.

Tato veličina uvád́ı dobu od počátku do okamžiku selháńı v dané

jednotce času. Co rozumı́me počátkem a selháńım muśı být defi-

nováno samotnou studíı, pro kterou analýzu přež́ıváńı využ́ıváme.

Daľśım d̊uležitým pojmem je princip cenzorováńı. Ve své práci budu

zohledňovat pouze jeden typ cenzorováńı a to princip cenzorováńı
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zprava. Při analýze přež́ıváńı se v naš́ı studii mohou vyskytovat

jedinci, u nichž nedošlo k selháńı během obdob́ı, kdy ve studii

p̊usobili. Tato data podléhaj́ı tzv. mechanismu cenzorováńı zprava.

Uvažujme studii, jej́ıž počátek je definován jako prvńı den v měśıci

a která konč́ı posledńım dnem tohoto měśıce. Prvńım př́ıkladem

cenzorováńı zprava může být jedinec, u něhož během tohoto obdob́ı

nedošlo k selháńı. Druhým př́ıkladem může být jedinec, který ze

studie vypadne např. patnáctý den v měśıci z jakékoliv jiné př́ıčiny

než je definice selháńı. Oba tyto subjekty jsou neselhavš́ı a jsou tedy

zprava cenzorovány.

K tomu, aby byly metody analýzy přežit́ı platné, je třeba, aby me-

chanismus cenzorováńı byl nezávislý.

Pravé cenzorovaćı schéma je nezávislé, jestliže je riziko každého (ne-

selhavš́ıho a necenzorovaného) jedince v každém čase t > 0 stejné,

jako by bylo, kdyby žádné cenzorováńı nenastalo. Necht’ Y (t) = 1

znamená, že jedinec do času t nebyl cenzorován. Matematický zápis

této nezávislosti je

lim
h→0+

P (T ∈ [t, t+ h]|T ≥ t,xxx)

h
= lim

h→0+

P (T ∈ [t, t+ h]|T ≥ t,xxx, Y (t) = 1)

h
.

Obecně lze ř́ıct, že cenzorovaćı schéma je nezávislé, jestliže pravděpo-

dobnost cenzorováńı daného jedince v okamžiku t nezáviśı na pravdě-

podobnosti selháńı v tomto čase, naopak mechanizmus cenzorováńı

může záviset na vysvětluj́ıćıch proměnných xxx nebo náhodných pro-

cesech nezávislých na časech selháńı.
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Běžně v teorii pravděpodobnosti je rozděleńı pravděpodobnosti ná-

hodné veličiny popsáno pomoćı distribučńı funkce. V analýze přežit́ı

k těmto účel̊um využ́ıváme funkci přežit́ı. Dále se k popisu náhodné

veličiny T použ́ıvá tzv. hazardńı funkce, pro jej́ıž zavedeńı je nutné

rozlǐsit, zda je náhodná veličina T spojitá nebo diskrétńı.

A. Rozděleńı pravděpodobnosti pro spojité T

Necht’ T je spojitá, nezáporná náhodná veličina, jej́ıž rozděleńı prav-

děpodobnosti je charakterizováno hustotou f(t).

Definice 2.2. Funkce přežit́ı spojité náhodné veličiny T je defi-

nována vztahem

S(t|xxx) = P (T > t|xxx), t ∈ [0,∞]. (2.1.1)

Funkce přežit́ı při pevně daných regresorech xxx, v časovém okamžiku

t vyjadřuje podmı́něnou pravděpodobnost toho, že u jedince z po-

pulace, která je určena regresory xxx nedojde k selháńı v intervalu

[0, t]. Jinými slovy, že se dožije času t.

Definice 2.3. Hazardńı funkce λ(t|xxx) spojité náhodné veličiny T je

definována vztahem

λ(t|xxx) = lim
h→0+

P (T ∈ [t, t+ h]|T ≥ t,xxx)

h
, t ∈ [0,∞]. (2.1.2)

Hazardńı funkce v čase t při pevně daných hodnotách regresor̊u

xxx, vyjadřuje podmı́něnou pravděpodobnost selháńı bezprostředně

po čase t jedince z populace určené regresory xxx, u nichž nedošlo

k selháńı nebo cenzorováńı v časovém intervalu [0, t]. Jinak řečeno
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popisuje okamžité riziko selháńı neselhavš́ıch a necenzorovaných je-

dinc̊u dané populace v čase t.

Definice 2.4. Kumulativńı hazardńı funkce Λ(t|xxx) spojité náhodné

veličiny T je definována vztahem

Λ(t|xxx) =

∫ t

0

λ(s|xxx)ds, t ∈ [0,∞]. (2.1.3)

Protože hazardńı funkce je funkćı času, může někoho zaj́ımat hazard

jedince z dané populace za určitý časový interval. Na tuto otázku

odpov́ıdá kumulativńı hazardńı funkce.

Užitečné vztahy

Funkce přežit́ı a distribučńı funkce

S(t|xxx) = 1− F (t|xxx). (2.1.4)

Hazardńı funkce a funkce přežit́ı

λ(t|xxx) =
−∂ logS(t|xxx)

∂t
. (2.1.5)

D̊ukaz:

λ(t|xxx) = lim
h→0+

P (T ∈ [t, t+ h]|xxx)

P (T ≥ t|xxx)h
= lim

h→0+

P (T ≥ t|xxx)− P (T ≥ t+ h|xxx)

P (T ≥ t|xxx)h
=

= lim
h→0+

S(t|xxx)− S(t+ h|xxx)

S(t|xxx)h
=

1

S(t|xxx)
lim
h→0+

F (t+ h|xxx)− F (t|xxx)

h
=

∂F (t|xxx)
∂t

S(t|xxx)
=

=
f(t|xxx)

S(t|xxx)
=
−∂ log(S(t|xxx))

∂t
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Funkce přežit́ı a kumulativńı hazardńı funkce

S(t|xxx) = exp

− t∫
0

λ(s|xxx)ds

 = exp(−Λ(t|xxx)). (2.1.6)

D̊ukaz:

−
t∫

0

λ(s|xxx)ds = [log(S(s|xxx))]t0 = log(S(t|xxx))−log(S(0|xxx)) = log(S(t|xxx))

− log(1) = log(S(t|xxx))⇒ S(t|xxx) = exp

− t∫
0

λ(s|xxx)ds

 = exp(−Λ(t|xxx))

Funkce hustoty a hazardńı funkce

f(t|xxx) = λ(t|xxx)exp(−Λ(t|xxx)). (2.1.7)

B. Rozděleńı pravděpodobnosti pro diskrétńı T

Necht’ T je diskrétńı, nezáporná náhodná veličina nabývaj́ıćı hodnot

t1 < t2 < ..... , jej́ıž rozděleńı pravděpodobnosti je charakterizováno

pravděpodobnostńı funkćı p(tj) = P (T = tj), j = 1, 2, ....

Definice 2.5. Funkce přežit́ı diskrétńı náhodné veličiny T je defi-

nována vztahem

S(t|xxx) = P (T > t|xxx). (2.1.8)
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Stejně jako u spoj. rozděleńı T plat́ı rovnost

S(t|xxx) = 1− F (t|xxx).

D̊ukaz:

S(t|xxx) =
∑
j:tj>t

p(tj|xxx) = 1−
∑
j:tj≤t

p(tj|xxx) = = 1−F (t|xxx), t ∈ [0,∞]

Definice 2.6. Hazardńı funkce diskrétńı náhodné veličiny T je de-

finována pouze v bodech tj, j = 1, 2, ... vztahem

λj = λ(tj|xxx) = P (T = tj|T ≥ tj,xxx) =
p(tj|xxx)

lim
t→tj−

S(t|xxx)
=

=
p(tj|xxx)

p(tj|xxx) + p(tj+1|xxx) + ...
.

(2.1.9)

V ostatńıch bodech ji lze dodefinovat nulou, protože riziko selháńı

je mimo množinu {t1, t2, ...} nulové.

Užitečné vztahy

Funkce přežit́ı a hazardńı funkce

S(t|xxx) =
∏
tj≤t

(1− λ(tj|xxx)). (2.1.10)

Pravděpodobnostńı funkce a hazardńı funkce

p(tj|xxx) = λ(tj|xxx)

j−1∏
i=1

(1− λ(ti|xxx)). (2.1.11)
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2.2. Cox̊uv model

Při analýze přežit́ı v praxi pozorujeme realizace náhodného vek-

toru (T, Y,xxx). Kde T představuje dobu přežit́ı a Y je veličina, která

ř́ıká, zda u jedince došlo k selháńı či cenzorováńı. Pomoćı nich pak

odhadujeme závislost funkce přežit́ı nebo hazardńı funkce na regre-

sorech xxx = (X1, ...., Xp). Cox̊uv model předpokládá hazardńı funkci

ve tvaru

λ(t|xxx) = λ0(t) exp(βββ′xxx), (2.2.1)

kde βββ = (β1, ...., βp)
′ je vektor neznámých regresńıch koeficient̊u,

xxx = (x1, ...., xp)
′ je vektor regresor̊u a λ0(t) neznámá, nezáporná

základńı hazardńı funkce.

Z tvaru regresńı funkce můžeme vyč́ıst předpoklady Coxova modelu.

Jako prvńı předpokládáme, že základńı hazardńı funkce nezáviśı

na hodnotách regresor̊u xxx a je tedy pro všechny jedince stejná. Za

druhé, vektor regresńıch parametr̊u βββ nezáviśı na čase. Stejně tak

vektor regresor̊u xxx je nezávislý na čase, což je v př́ıpadě naš́ı stu-

die splněno, kdy hodnoty regresor̊u pozorujeme pouze v jednom

časovém okamžiku a to na začátku studie.

Předpoklad proporcionality Coxova modelu je nejčastěji vyjádřen

prostřednictv́ım hazardńıho pod́ılu. Kdy předpokládáme pod́ıl ha-

zardńıch funkćı konstantńı v čase. Mějme dva jedince s funkcemi

hazardu λ(t|x1x1x1) a λ(t|x2x2x2), pak pod́ıl jejich hazardńıch funkćı

λ(t|x1x1x1)

λ(t|x2x2x2)
=
λ0(t) exp(βββ′x1x1x1)

λ0(t) exp(βββ′x2x2x2)
= exp(βββ′(x1x1x1 − x2x2x2))

je za splněńı předchoźıch předpoklad̊u v čase konstantńı.
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Interpretace regresńıch parametr̊u (hazard ratio, HR)

Poměr hazardńıch funkćı vyjadřuje efekt vysvětluj́ıćıch proměnných

na hazardńı funkci. Popisuje, kolikrát se zvětš́ı či zmenš́ı hazard při

posunu o jednotku u numerické proměnné nebo při přechodu z jedné

kategorie do druhé u proměnných kategoriálńıch.

HRi =
λ(t|(x1, ..., xi + 1, ..., xp)

λ(t|x1, ..., xi, ..., xp)
=

λ0(t) exp

(∑
j 6=i
βjxj + βi(xi + 1)

)

λ0(t) exp

(
p∑
j=1

βjxj

) = exp(βi)

⇒ βi = log (HRi)

Pokud máme tedy dva jedince, kteř́ı se lǐśı pouze v hodnotě i-tého

regresoru o jednotku, hodnota parametru βi představuje logaritmus

poměru hazardu. Pro lepš́ı interpretaci se v Coxově modelu uvažuj́ı

parametry ve tvaru,

HRi = exp(βi)

který př́ımo vyjadřuje hazardńı poměr.

V Coxově modelu plat́ı následuj́ıćı vztahy

S(t|xxx) = exp

 t∫
0

λ(s|xxxds)

 = exp
− expβββ′xxx

(
t∫
0

λ0(s)ds)

)
(2.2.2)

f(t|xxx) = λ(t|xxx)S(t|xxx) = λ0(t) exp(βββ′xxx− Λ(t|xxx)) (2.2.3)
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S0(t|xxx) = exp

− t∫
0

λ0(s)ds

 , tzv. základńı funkce přežit́ı

(2.2.4)

f0(t|xxx) = λ0(t|xxx)S0(t|xxx), tzv. základńı hustota (2.2.5)

Odhad parametr̊u modelu z dat - praktická ukázka

Zde uvád́ım odhadnutý model z datové sady uvedené v prvńı ka-

pitole. K určeńı nejlepš́ıho modelu jsem použil stepwise algorit-

mus, kde jako určuj́ıćı kritérium jsem zvolil Bayesovo informačńı

kritérium.

Poznámka 2.1 Bayesovo informačńı kritérium slouž́ı k posouzeńı

kvality regresńıho modelu. Pro Cox̊uv model je Bayesovo informačńı

kritérium určené na základě parciálńı věrohodnostńı funkci (v́ıce

v sekci 2.3.) a je dáno vztahem

BIC = −2 max
βββ

(Lp(β)) + p log(n) = −2Lp(β̂ββ) + p log(n),

kde Lp je logaritmus parciálńı věrohodnostńı funkce, n je počet po-

zorováńı a p počet regresor̊u v modelu.

Stepwise algoritmus je metoda určená pro nalezeńı optimálńı volby

regresor̊u do modelu. Optimálńı ve smyslu minimálńı hodnoty BIC.

Algoritmus zač́ıná s modelem se všemi regresory a v daľśıch kroćıch

se na základě BIC rozhoduje, které regresory vyloučit nebo za-

hrnout do modelu. Algoritmus se zastav́ı ve chv́ıli, když jakákoliv

eliminace regresoru zahrnutého v modelu, nebo přidáńı regresoru

nezahrnutého v modelu vede k nár̊ustu BIC.
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Kromě odhad̊u parametr̊u v tomto shrnut́ı uvád́ım také výsledky in-

ference modelu, jako intervaly spolehlivosti nebo informaci o význa-

mnosti parametr̊u. Přičemž inferenćı modelu se budu detailněji zabý-

vat v daľśı sekci. Pro daľśı výpočty, jako např. diagnostiku modelu,

budu využ́ıvat zde uvedený model.

Ukázka výstupu softwaru R:

BestCox <- coxph(Hazard ~ Věk+Tranfsúze+Stádium+Marker1+Marker4)

n= 103, number of events= 20

coef exp(coef) se(coef) z Pr(>|z|)

Věk 0.067 1.069 0.036 1.858 0.063 .

Transfúze 1.667 5.299 0.628 2.655 0.008 **

Stádium 0.931 2.538 0.205 4.543 5.54e-06 ***

Marker1 1.277 3.587 0.515 2.479 0.013 *

Marker4 -2.045 0.129 0.826 -2.475 0.013 *

---

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

Věk 1.069 0.936 0.996 1.147

Transfúze 5.299 0.189 1.547 18.143

Stádium 2.538 0.394 1.698 3.793

Marker1 3.587 0.279 1.307 9.845

Marker4 0.129 7.733 0.026 0.653

Likelihood ratio test = 30.51 on 5 df, p=1.168e-05

Wald test = 25.79 on 5 df, p=9.818e-05

Score (logrank) test = 29.49 on 5 df, p=1.861e-05
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Regresor exp βi Konfidenčńı interval p-hodnota

Věk 1.069 [0.996 ; 1.147] 0.063

Transfúze 5.299 [1.547 ; 18.143] 0.008

Stádium 2.538 [1.698 ; 3.793] 0.001<

Marker1 3.587 [1.307 ; 9.845] 0.013

Marker4 0.129 [0.026 ; 0.653] 0.013

Tabulka 2: Shrnut́ı odhadnutého modelu

Ve výše uvedené tabulce jsou stručně shrnuty d̊uležité údaje od-

hadnutého modelu. V modelu je celkem 5 regresor̊u, které jsou

dle posledńıho sloupce tabulky statisticky významné až na regresor

Věk (ale p-hodnota je velmi bĺızko hladině významnosti 0, 05). Ve

druhém sloupci můžeme vidět hodnotu, která ř́ıká, kolikrát se zvýš́ı

hazard při zvýšeńı hodnoty daného regresoru o jednotku. Zaj́ımavý

je odhad u regresoru Marker4. Ten ř́ıká, že př́ıtomnost tohoto mar-

keru v krvi snižuje hodnotu hazardu přibližně osmkrát. Ostatńı re-

gresory maj́ı opačný efekt, kdy s jejich rostoućı hodnotou roste i

hazard.
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2.3. Inference v Coxově modelu

Pro odhad regresńıch parametr̊u a testováńı jejich významnosti,

se v analýze přež́ıváńı použ́ıvá metoda maximálńı věrohodnosti

přizp̊usobená pro cenzorovaná data.

Věrohodnostńı funkce

Předpokládejme n nezávislých jedinc̊u, kdy u každého z nich po-

zorujeme trojici (ti, yi,xxxi), i = 1, ..., n. Kde ti je čas, kdy došlo

u i-tého jedince k selháńı nebo cenzorováńı, yi identifikuje př́ıčinu

ukončeńı pozorováńı u tohoto jedince. V př́ıpadě, že došlo k selháńı

nabývá tato veličina hodnotu 1, v př́ıpadě cenzorováńı hodnotu 0.

Vektor xxxi je vektor regresor̊u i-tého jedince.

Dále předpokládejme, že rozděleńı pravděpodobnost́ı doby přežit́ı i-

tého jedince lze popsat distribučńı funkćı F (t,βββ|xxxi) nebo funkćı hus-

toty f(t,βββ|xxxi). Pro konstrukci věrohodnostńı funkce budeme uva-

žovat př́ıspěvek trojic (ti, 1,xxxi) a (ti, 0,xxxi) odděleně. V př́ıpadě tro-

jice (ti, 1,xxxi) v́ıme, že doba přežit́ı je přesně ti. Př́ıspěvek této tro-

jice k hodnotě věrohodnost́ı funkce je dán hodnotou funkce hustoty

f(ti,βββ,xxxi). Pro trojici (ti, 0,xxxi) v́ıme, že doba přežit́ı je nejméně ti.

Nyńı je př́ıspěvek pro věrohodnostńı funkci dán jako pravděpodob-

nost, že doba přežit́ı subjektu s regresory xxxi je nejméně ti. Tato

pravděpodobnost je dána hodnotou funkce přežit́ı S(ti,βββ|xxxi). Po-

tom úplný tvar věrohodnostńı funkce je dán jako součin př́ıslušných

př́ıspěvk̊u pozorovaných trojic (ti, yi,xxxi). Pro necenzorovaného hod-

notou f(t,βββ|xxx) a pro cenzorovaného jedince hodnotou S(t,βββ|xxx).

Obecně lze př́ıspěvek i-tého jedince k hodnotě věrohodnostńı funkce
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zapsat ve tvaru

[f(ti,βββ|xxxi)]yi × [S(ti,βββ|xxxi)]1−yi ,

kde yi = 0 nebo 1.

Potom pro náš náhodný výběr n nezávislých jedinc̊u dostaneme

věrohodnostńı funkci

l(βββ) =
n∏
i=1

[f(ti,βββ|xxxi)]yi × [S(ti,βββ|xxxi)]1−yi . (2.3.1)

Pro zjednodušeńı věrohodnostńı funkce využijeme následuj́ıćı vztah,

jeho platnost je ukázána v odvozeńı vztahu (2.1.5) a dostaneme

f(t|xxx) = λ(t|xxx)S(t|xxx).

Po dosazeńı za funkci hustoty dostaneme

l(βββ) =
n∏
i=1

[λ(ti,βββ|xxxi)S(ti,βββ|xxxi)]yi × [S(ti,βββ|xxxi)]1−yi . (2.3.2)

Pro účel maximalizace věrohodnostńı funkce vzhledem k parametru

βββ budeme uvažovat (z d̊uvodu menš́ı výpočetńı náročnosti) logarit-

mus věrohodnostńı funkce

L(βββ) =
n∑
i=1

yi log [λ(ti,βββ|xxxi)S(ti,βββ|xxxi)]× (1− yi) log [S(ti,βββ|xxxi)] =

=
n∑
i=1

yi log [λ(ti,βββ|xxxi)] + log [S(ti,βββ|xxxi)] .

(2.3.3)
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Po dosazeńı vztah̊u 2.2.1 a 2.2.2 do rovnice 2.3.3 dostaneme

L(βββ) =
n∑
i=1

yi log(λ0(ti) exp(βββ′xxxi)) + log

(
exp

(
−

t∫
0

λ0(s)ds

)
exp( βββ′xxxi)

)
=

=
n∑
i=1

yi log(λ0(ti) exp(βββ′xxxi)) + log
(
S0(ti|xxxi)exp(βββ′xxxi)

)
=

=
n∑
i=1

yi log(λ0(ti)) + yiβββ
′xxxi + log(S0(ti|xxxi)) exp(βββ′xxxi).

(2.3.4)

Derivace logaritmu věrohodnostńı funkce podle parametru βββ má

tvar

∂L(βββ)

∂βββ
=

n∑
i=1

yixxxi + βββ′xxxi log(S0(ti|xxxi)) exp(βββ′xxxi). (2.3.5)

Pro určeńı maximálně věrohodného odhadu βββ je nutné vyřešit sou-

stavu rovnic

∂L(βββ)

∂βj

!
= 0 j = 1, ..., p.

Pro řešeńı této soustavy je nutné znát základńı hazardńı funkci

λ0(ti), ta je však z definice modelu neznámá (v podstatě se jedná

o neznámý parametr modelu, který však nechceme odhadovat) a

proto neńı možné určit maximálně věrohodný odhad parametru βββ.
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Parciálńı věrohodnostńı funkce

Tento problém odhadu regresńıch parametr̊u βββ vyřešil Cox, který

navrhl využ́ıt tzv. parciálńı věrohodnostńı funkci, která záviśı pouze

na parametrech, které chceme odhadovat. Cox ve svém př́ıstupu

předpokládal, že maximálně parciálně věrohodný odhad by měl mı́t

stejné distribučńı vlastnosti jako maximálně věrohodný odhad (ri-

gorózńı matematický d̊ukaz založený na teorii martingal̊u je uveden

v [?], kapitola7).

Hlavńı myšlenkou, která stoj́ı za konstrukćı parciálńı věrohodnostńı

funkce, je to, že časové okamžiky, ve kterých nedošlo k selháńı, nene-

sou žádnou informaci o efektu regresor̊u na hazard selháńı. Lze totiž

předpokládat, že v čase, kdy nedošlo k selháńı, je základńı hazardńı

funkce λ0(t) nulová a tedy i hazardńı funkce λ(t) je v tomto čase

nulová. Z toho plyne, že informaci o efektu regresor̊u na hazardńı

funkci nesou pouze časy selháńı.

Mějme množinu index̊u D obsahuj́ıćı indexy těch jedinc̊u, u nichž

došlo k selháńı. Dále uvažujme pravděpodobnost jevu selháńı i-tého

jedince v čase ti, podmı́něnou jevem i ∈ D (v čase ti došlo k selháńı).

Jestliže vektor regresor̊u jedince selhavš́ıho v čase ti označ́ıme jako

xxxi, pak tuto pravděpodobnost vyjádř́ıme následovně

P(selháńı jedince s regersory xxxi v čase ti|v čase ti došlo k selháńı právě jednoho jedince) =

= P(selháńı jedince s regersory xxxi v čase ti)
P(v čase ti došlo k selháńı jednoho jedince).

Pak tuto podmı́něnou pravděpodobnost můžeme vyjádřit pomoćı

hazardńı funkce jako pod́ıl, kde v čitateli je pouze hazardńı funkce

v čase ti jedince, jehož vektor regresor̊u je xxxi a ve jmenovateli je suma
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hodnot hazardńı funkce v čase ti všech jedinc̊u, kteř́ı jsou v tomto

čase ohrožeńı selháńım. Označme tuto množinu jedinc̊u ohrožených

v čase ti jako Ri:

λ(ti|xxxi)∑
k∈Ri

λ(ti|xxxk)
=

exp(βββ′xxxi)∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)
. (2.3.6)

Jak už bylo řečeno, informaci o efektu regresor̊u na hazardńı funkci

máme pouze v časech selháńı. Proto je parciálńı věrohodnostńı funk-

ce definována jako součin podmı́něných pravděpodobnost́ı (2.3.5)

v časech (selháńı) ti s indexem i ∈ D

lp(βββ) =
∏
i∈D

P (XXX i = xxxi|Ri) =
∏
i∈D

exp(βββ′xxxi)∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)
. (2.3.7)

Potom logaritmus parciálńı věrohodnostńı funkce má tvar

Lp(βββ) =
∑
i∈D

(
βββ′xxxi − log

(∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)

))
. (2.3.8)

Derivaćı logaritmu parciálńı věrohodnostńı funkce dostaneme

∂Lp(βββ)

∂βββ
=
∑
i∈D

xxxi −
∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)

 . (2.3.9)

Řešeńım soustavy rovnic

∑
i∈D

xij −
∑
k∈Ri

exp(β′jxkj)∑
k∈Ri

exp(β′jxkj)

 !
= 0 j = 1, ..., p (2.3.10)
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urč́ıme maximálně parciálně věrohodný odhad regresńıch parametr̊u

β̂ββ.

Zaj́ımat nás také bude odhad rozptylu maximálně parciálně věroho-

dného odhadu β̂ββ. Tento odhad je určen zp̊usobem, jak je to v teorii

maximálńı věrohodnosti nejběžněǰśı. Odhad je inverźı záporu druhé

derivace logaritmické parciálńı věrohodnostńı funkce vzhledem k

parametru βββ.

Druhá derivace logaritmu parciálńı věrohodnostńı funkce vzhledem

k parametru βββ má tvar

∂2Lp(βββ)

∂βββ2
=−

∑
i∈D

(∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)

)(∑
k∈Ri

x2
k exp(βββ′xxxk

)
∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)

+

(∑
k∈Ri

xk exp(βββ′xxxk)

)2

∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)

. (2.3.11)

Záporná hodnota logaritmu parciálńı věrohodnostńı funkce se nazývá

výběrová informačńı matice a znač́ıme ji jako

I(βββ) = −∂
2Lp(βββ)

∂βββ2
, (2.3.12)

kde I(βββ) je čtvercová matice typu p× p.

Potom odhad variančńı matice maximálně parciálně věrohodného

odhadu je dán vztahem

V̂ ar(β̂ββ) = I(β̂ββ)−1. (2.3.13)
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Testy signifikance

(1) Waldův test

Klasický Wald̊uv test pro testováńı významnosti regresńıch pa-

rametr̊u, se už́ıvá i v př́ıpadě Coxova modelu. Test můžeme

využ́ıt pro testováńı významnosti všech nebo pouze několika

regresńıch parametr̊u. Necht’ βββ0 obsahuje q nenulových, nezná-

mých parametr̊u. Testujeme hypotézu

H0 : βββ = βββ0 proti alternativě H1 : βββ 6= βββ0,

pak

Z = (β̂ββ − βββ0)
′I(β̂ββ)(β̂ββ − βββ0)

Z má za platnosti nulové hypotézy asymptoticky ch́ı-kvadrát

rozděleńı o p− q stupńıch volnosti.

(2) Test založený na poměru parciálnı́ch věrohodnostnı́ch funkcı́

Testová statistika založena na poměru parciálńıch věrohodnost-

ńıch funkćı. Test můžeme využ́ıt pro testováńı významnosti

všech nebo pouze několika regresńıch parametr̊u. Necht’ βββ0 ob-

sahuje q nenulových, neznámých parametr̊u. Testujeme hypoté-
zu

H0 : βββ = βββ0 proti alternativě H1 : βββ 6= βββ0,

pak

G = 2[lp(β̂ββ)− lp(βββ0)]

G má za platnosti nulové hypotézy asymptoticky ch́ı-kvadrát

rozděleńı o p− q stupńıch volnosti.
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3. Diagnostika Coxova modelu

Stejně jako v tradičńım lineárńım regresńım modelu, tak i v Co-

xově modelu se k diagnostice využ́ıvaj́ı rezidua. Avšak oproti tradič-

ńımu modelu, kde pracujeme s reziduii (př́ıpadně jejich transfor-

maćı), která jsou dána vztahem ε̂i = Yi − f(xi, β̂ββ), existuje pro

diagnostiku Coxova modelu existuje několik typ̊u reziduíı, přičemž

jejich výpočet a daľśı použit́ı je značně náročněǰśı. V prvńı řadě

se zaměř́ıme na Schoenfeldova rezidua, která jsou kĺıčová pro test

předpokladu proporcionality modelu a pod́ıváme se, jakými zp̊usoby

lze tento předpoklad ověřit. Dále se pod́ıváme na diagnostiku po-

moćı martingalových rezidúı, která je doplněna simulačńı studíı.

V této kapitole je čerpáno z [?], [?], [?] a [?]

3.1. Schoenfeldova rezidua

Prvńım typem rezidúı jsou tzv. Schoenfeldova rezidua, která slou-

ž́ı k ověřeńı předpokladu proporcionality hazardu. Netradičńı vlast-

nost́ı těchto reziduíı je to, že je neodhadujeme pro všechna pozo-

rováńı, ale pouze pro ta, u nichž pozorujeme selháńı.

Konstrukce Schoenfeldových rezidúı

Konstrukce a odhad Schoenfeldových rezidúı vycháźı př́ımo z úvah

pro konstrukci parciálńı věrohodnostńı funkce.

Pro pevné i ∈ D vybereme libovolný subjekt u něhož existuje v

čase ti riziko selháńı z Ri. Index tohoto subjektu označme m. Za

podmı́nky, že u právě jednoho ze subjekt̊u s indexy v Ri dojde v čase

ti k události, bude to subjekt s indexem m s pravděpodobnost́ı

P (Zi = m) = exp(βββ′XXXm)/
∑
k∈Ri

exp(βββ′XXXk), (3.1.1)
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kde Zi je náhodná veličina představuj́ıćı index selhavš́ıho v čase ti.

Nyńı XXX i považujeme za náhodný vektor. Pro středńı hodnotu j -té

kovariáty selhavš́ıho v čase ti plat́ı vztah

E(Xij|Ri) =
∑
k∈Ri

XkjP (Zi = k) =

∑
k∈Ri

Xkj exp(βββ′XXXk)∑
k∈Ri

exp(βββ′XXXk)
(3.1.2)

Regresńı parametr βββ odhadujeme pomoćı metody maximálńı parciál-

ńı věrohodnosti. Řešeńım systému věrohodnostńıch rovnic urč́ıme

odhad parametru βββ

∂ log(L(βββ))

dβj
=
∑
i∈D

Xij −

∑
k∈Ri

Xkj exp(βββ′xxxk)∑
k∈Ri

exp(βββ′xxxk)

 =

=
∑
i∈D

(Xij − E(Xij|Ri)) = 0, j = 1, ...., p.

Poznámka 3.1. Je dobré si všimnout, že odhad parametru β̂ββ nezávi-

śı pouze na hodnotách jedinc̊u, u nichž došlo k selháńı, nebot’ rozděle-

ńı pravděpodobnosti náhodného vektoru kovariát̊u XXX selhavš́ıch je-

dinc̊u je podmı́něné t́ım, kteř́ı jedinci jsou stále v ohrožeńı selháńı

v době, kdy u daného selhavš́ıho jedince docháźı k selháńı.

Definice 3.2. (Schoenfeldova rezidua) Řešeńım soustavy věro-

hodnostńıch rovnic obdrž́ıme maximálně věrohodný odhad β̂ββ, po do-

sazeńı tohoto odhadu do rovnice 3.1.2. dostaneme odhad Ê(Xij|Ri).

Necht’ ti znač́ı čas selháńı i-tého selhavš́ıho subjektu z D, pak vek-

tor Schoenfeldových rezidúı tohoto jedince v tomto čase je vektor

r̂rri = (r̂i1, ......., r̂ip)
′, daný vztahem

r̂ik = Xik − Ê(Xik|Ri), k = 1, ..., p. (3.1.3)
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3.2. Testováńı proporcionality hazardu

V této sekci si představ́ıme možnosti ověřeńı předpokladu pro-

porcionality Coxova modelu. Na úvod si představ́ıme jednoduchou

neexaktńı grafickou metodu, která je založena na Kaplan-Meierově

odhadu funkce přežit́ı. Dále si představ́ıme tř́ıdu test̊u pro testováńı

předpokladu proporcionality, které doplńıme i grafickým př́ıstupem.

3.2.1. Kaplan-Meierov̊uv odhad funkce přežit́ı

Prvńı představu o předpokladu proporcionality hazardu můžeme

dostat zobrazeńım Kaplan-Meierova odhadu funkce přežit́ı. Na zákla-

dě tohoto př́ıstupu neńı možné rigorózně rozhodnout, zda předpoklad

je splněn či ne, ale pouze źıskat základńı informaci. Nav́ıc je tento

př́ıstup limitován počtem a typem proměnných, které do modelu

vstupuj́ı. Nelze j́ım např. ověřovat předpoklad pro spojité proměnné.

Tento př́ıstup je vhodný pro malý počet proměnných, které nabývaj́ı

jen několika málo hodnot.

Zaj́ımá nás, jestli křivky funkćı přežit́ı jednotlivých populaćı jsou

v čase proporcionálńı.
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Obrázek 1: Funkce přežit́ı dvou populaćı, které jsou určené logickou proměnnou
Transfúze

Obrázek 2: Funkce přežit́ı dvou populaćı, které jsou určené logickou proměnnou
Marker4
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Na obrázku 1 můžeme vidět, že pr̊uběh křivek funkćı přežit́ı je

podobný. V tomto př́ıpadě tedy nemáme d̊uvod předpokládat, že

náš předpoklad byl porušen. Ale na obrázku 2 můžeme vidět, že

docháźı k dvoj́ımu protnut́ı křivek funkćı přežit́ı a zde bychom mohli

pochybovat o platnosti našeho předpokladu.

3.2.2. Grambschové-Therneauova tř́ıda test̊u

Grambschová a Thernau navrhli test založený na normovaných

Schoenfeldových rezidúıch, který testuje předpoklad proporcionality

pro jednotlivé regresory v modelu. Použit́ı normovaných Schoenfel-

dových rezidúı, vede k větš́ı diagnostické śıle než použit́ı obyčejných

rezidúı.

Definice 3.3. (normovaných Schoenfeldových rezidúı)

Mějmě vektor Schoenfeldových rezidúı pro i-tého jedince z množiny

D dán jako r̂rri = (r̂i1, ...., r̂ip).

Dále označme odhad p× p kovariančńı matice tohoto vektoru jako

V̂ ar(r̂rri).

Potom vektor normovaných Schoenfeldových rezidúı i-tého jedince

z množiny D je součinem inverze odhadnuté kovariančńı matice a

vektoru Schoenfeldových rezidúı

r̂rr?i =
[
V̂ ar(r̂rri)

]−1

r̂rri. (3.2.1)

Prvky kovariančńı matice V̂ ar(r̂rri) jsou, váženou verźı obvyklé sumy

čtverc̊u poč́ıtané na množině jedinc̊u ohrožených selháńım v čase ti.
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Pro i-tého jedince, diagonálńı prvky této matice maj́ı tvar (dle [?],

strana 199)

V̂ ar(r̂rri)kk =
∑
j∈Ri

wij(Xjk − Ê(Xjk|Ri))
2, (3.2.2)

a mimodiagonálńı prvky jsou dány jako (dle [?], strana 200)

V̂ ar(r̂rri)kl =
∑
j∈Ri

wij(Xjk − Ê(Xjk|Ri))(Xjl − Ê(Xjl|Ri)), (3.2.3)

kde

wij =
expβββ′XXXj∑

l∈Ri

expβββ′XXX l
.

Pro jednoduš́ı výpočet byla navrhnuta aproximace normovaných

Schoenfeldových reziduíı, která je založena na zkušenosti, že matice

V̂ ar(r̂rri) má tendenci chovat se v čase konstantně. Pokud je tato

matice konstantńı, jej́ı inverze může být aproximována kovariančńı

matićı odhadnu β̂ββ regresńıho parametru βββ, přenásobenou počtem

selháńı d, [
V̂ ar(r̂rri)

]−1

≈ d · V̂ ar(β̂ββ). (3.2.4)

Aproximaci normovaných Schoenfeldových rezidúı pak dostaneme

jako

r̂rr?i ≈ d · V̂ ar(β̂ββ)r̂rri. (3.2.5)
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Definice 3.4. (Testová statistika) Existuje velké množstv́ı zp̊uso-

b̊u, jak modelovat a testovat neproporcionalitu v Coxově modelu.

Nicméně Grambschová a Thernau ukázali, že existuje jednoduchý

test a na něm založená grafická metoda, které jsou účinným nástro-

jem pro ověřeńı proporcionality hazardu Coxova modelu.

Z rovnice 2.2.1 urč́ıme logaritmus hazardńı funkce

log(λ(t|x)) = log(λ0(t)) + βββ′xxx,

kdy autoři testu navrhuj́ı porušit předpoklad proporcionality mo-

delu následovně:

Mı́sto konstantńıch regresńıch parametr̊u uvažujeme regresńı pa-

rametry závislé na čase, kdy tato závislost je popsána vztahem

βk(t) = βk + γkgk(t), k = 1, ..., p (3.2.6)

kde gk(t) nějaká (daná) transformace času.

Za platnosti modelu 3.2.6 pro normovaná Schoenfeldova rezidua

(3.2.1) a jejich aproximaci (3.2.5) pro k-tý regresor plat́ı vztah

E[rk(t)] ≈ γkgk(t). (3.2.7)

Tento vztah je velmi d̊uležitý, protože je na něm založena grafická

metoda pro ověřeńı proporcionality. Graf závislosti normovaných

Schoenfeldových rezidúı na čase můžeme použ́ıt k úvaze o nulovosti

γk. Pokud předpoklad proporcionality neplat́ı, můžeme źıskat infor-

maćı o funkčńı závislosti parametru βk na čase vyjádřené pomoćı

funkce gk(t). Pro test o nulovosti γk byl odvozen zobecněný odhad

tohoto koeficientu metodou nejmenš́ıch čtverc̊u a skórová statistika

pro hypotézu o nulovosti tohoto koeficientu, při dané transformaci

času gk(t).
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Při testováńı hypotézy

H0 : γk = 0 proti H1 : γk 6= 0,

má testová statistika pro k-tý regresor tvar

Tk =

(∑
i∈D

(gk(ti)− ḡk)r̂?ik)
)2

d · V̂ ar(β̂k)
∑
i∈D

(gk(ti)− ḡk)2
,

kde

ḡk =
1

|D|
∑
i∈D

gk(ti).

Funkce g zde představuje transformaci času. Nejčastěji použ́ıvané

transformace jsou identita nebo přirozený logaritmus. Tato transfor-

mace určuje Grambschové-Thernauovu tř́ıdu test̊u. Tyto testy jsou

implementovány v knihovně survival softwaru R ve funkci cox.zph.

Argument transfrom této funkce specifikuj́ıćı časovou transformaci,

umožňuje volbu čtyř r̊uzných transformaćı, které pak určuj́ı název

test̊u z této tř́ıdy.

1. ”identity” - test pracuje s p̊uvodńı časem selháńı a nazývá se

Cox̊uv test

2. ”log” - test pracuje s logaritmem času selháńı a nazývá se

Cox̊uv test

3. ”rank” - test pracuje s pořad́ım času selháńı a nazývá se Bres-

lowův-Edler̊uv-Berger̊uv test

4. ”km” - test pro transformaci času využ́ıvá Kaplan-Meier̊uv

odhad funkce přežit́ı a nazývá se Lin̊uv test
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Testová statistika má pak za platnosti nulové hypotézy ch́ı-kvadrát

rozděleńı o jednom stupni volnosti a může být interpretována jako

mı́ra korelace mezi normovanými Schoenfeldovými rezidui určitého

regresoru a časem selháńı. Pokud testujeme na hladině významnosti

α, pak proporcionalitu k-tého regresoru zamı́táme pokud Tk je větš́ı

než (1− α) kvantil ch́ı-kvadrát rozděleńı o jednim stupni volnosti.

Grambschové-Therneåuv test na reálných datech

Nyńı provedeme ověřeńı předpokladu proporcionality na námi od-

hadnutém modelu pomoćı testu a graficky.

Model: Hazard ~ Věk+Transfúze+Stádium+Marker1+Marker4

cox.zph(BestCox,transform="identity")

rho chisq p

Věk -0.106 0.239 0.625

Transfúze -0.320 2.934 0.087

Stádium 0.163 0.384 0.536

Marker1 0.092 0.174 0.677

Marker4 0.051 0.086 0.770

GLOBAL NA 5.238 0.388

Sloupec rho představuje korelačńı koeficient mezi normovanými Scho-

enfeldovými rezidui určitého regresoru a časem selháńı, sloupec chisq

představuje hodnotu testové statistiky a sloupec p je p-hodnota

testu. Můžeme vidět, že pokud pro transformaci času uvažujeme

identitu, pak žádný regresor signifikantně neporušuje předpoklad

proporcionality na hladině významnosti 0, 05. I když regresor Trans-

fusion se jev́ı problematicky.
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Ovšem pokud mı́sto identity budeme uvažovat logaritmickou závis-

lost, dostaneme poněkud odlǐsné výsledky:

Model: Hazard ~ Věk+Transfúze+Stádium+Marker1+Marker4

cox.zph(BestCox,transform="log")

rho chisq p

Věk -0.092 0.179 0.672

Transfúze -0.436 5.452 0.020

Stádium -0.049 0.035 0.852

Marker1 0.129 0.339 0.560

Marker4 0.095 0.293 0.588

GLOBAL NA 7.065 0.216

U regresoru Transfúze test detekuje porušeńı proporcionality.

Grambschové-Therneåuv test - grafický př́ıstup

Testováńı, zda se v modelu vyskytuj́ı časově závislé regresory, je

ekvivalentńı tomu, že testujeme, zda závislosti normovaných Scho-

enfeldových rezidúı na čase je nulová. Nenulová směrnice je in-

dikátorem porušeńı předpokladu proporcionality hazardu. Jako u

běžné regrese i zde se doporučuje samotný test podpořit graficky.

Existuj́ı typy neproporcionality, které nebudou odhaleny testem nu-

lovosti směrnice, ale mohou být dobře viditelné z grafu, např. ne-

lineárńı vztah mezi normovanými Schoenfeldovými rezidui a časem.

Problémém mohou být i odlehlá pozorováńı. Pro orientaci můžeme

test zopakovat s r̊uzným nastaveńım transformace času a pod́ıvat

se , jestli z graf̊u nelze rozpoznat časovou závislost.

Náv́ıc d́ıky vztahu (3.2.7) můžeme hodnoty normovaných Schoenfel-

dových rezidúı považovat za hodnoty daného regresńıho koeficientu

v čase. To je také d̊uvod, proč v softwaru R výsledný graf funkce
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cox.zph na osu y vynáš́ı hodnoty βk. My tedy pozorujeme vývoj

daného regresńıho parametru v čase a můžeme na základě této gra-

fické informace usuzovat, zda se v čase chová konstantně nebo se

měńı na základě určité funkčńı závislosti.

Modrá křivka v grafu rezidúı je do grafu přidána metodou loess (Lo-

cal Polynomial Regression Fitting). Proložeńı je provedeno lokálně.

Pro proložeńı bodu t pracujeme s body z okoĺı bodu t, které váž́ıme

jejich vzdálenost́ı od bodu t. Velikost okoĺı bodu t urč́ıme lad́ıćım

parametrem α. Defaultńı nastaveńı regresńı metody je metoda váže-

ných nejmenš́ıch čtverc̊u. Šedě znázorněná oblast kolem regresńı

křivky je pás spolehlivosti. V našem rezidua prokládáme lineárńı

regresńı funkćı.

Obrázek 3: Schoenfeldova rezidua jednotlivých regresor̊u v čase, lokálně proložené
lineárńı funkćı
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3.3. Martingalová rezidua

Martingalová rezidua slouž́ı k určeńı funkčńı závislosti hazardńı

funkce na spojitých regresorech, které vystupuj́ı v modelu. Někdy

se také v literatuře uvád́ı, že slouž́ı k ověřeńı tzv. předpokladu

linearity spojitých regresor̊u v Coxově modelu. Tento předpoklad

vycháźı z toho, že v exponentu linkové funkce máme lineárńı kom-

binaci všech regresor̊u. Přičemž je vhodné poznamenat, že Cox̊uv

model primárně nepředpokládá, že všechny spojité regresory maj́ı

v exponentu linkové funkce lineárńı vliv na hazardńı funkci. Pouze

v exponentu linkové funkce předpokládá lineárńı kombinaci (β1x1 +

...... + βpxp), přičemž mı́sto regresoru xk můžeme uvažovat jeho li-

bovolnou funkci fk(xk), kde k = 1, ..., p.

Definice 3.5. (Martingalová rezidua) Martingalová rezidua jsou

na rozd́ıl od těch Schoenfeldových odhadnuta pro všechny jedince ve

studii. Pro i-tého jedince definujeme martingalové reziduum vzta-

hem

M̂i = yi − Λ̂(ti|xixixi), (3.3.1)

kde yi je proměnná (kódovaná 0−1) popisuj́ıćı, zda u i-tého jedince

došlo k selháńı.

Martingalová rezidua nabývaj́ı hodnot z intervalu [−∞, 1] a lze je

intepretovat jako rozd́ıl pozorovaného selháńı u jednotlivých osob ve

studii a jejich
”
očekávaný“ počet selháńı za dobu, po kterou daný

jedinec je zahrnut do studie, založený na odhadnutém modelu.

Pro diagnostiku pomoćı martingalových rezidúı se uplatňuje násle-

duj́ıćı postup: Spojitý regresor, jehož funkčńı vliv na funkci hazardu
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chceme prověřit, z modelu vypust́ıme. Odhadneme tento nový mo-

del a pomoćı něj urč́ıme martingalová rezidua. Zkonstruujeme graf

závislosti těchto rezidúı na daném regresoru. Body grafu prolož́ıme

křivkou tak, aby co nejlépe vystihovala tento funkčńı vztah. K tomu

existuje celá řada metod, my stejně jako u diagnostiky Schoenfel-

dových rezidúı budeme pracovat s metodou loess.

V modelu odhadnutém v druhé kapitole máme pouze jeden spojitý

regresor a to věk pacienta.

Obrázek 4: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné Věk na funkci hazardu

Můžeme vidět, že do 50 let ve studii nemáme téměř žádné po-

zorováńı a od 50 let je vliv věku lineárńı s kladnou směrnićı, což

odpov́ıdá odhadu regresńıho koeficienu pro věk.
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3.3.1. Simulace funkčńı závislosti hazardńı funkce na spo-

jitém regresoru

V této sekci jsem se rozhodl prověřit diagnostické vlastnosti mar-

tingalových rezidúı. Pro tento účel vytvoř́ım simulaci, kde budu si-

mulovat funkčńı závislost hazardńı funkce na spojitém regresoru.

Pro diagnostiku této závislosti použiji zp̊usob zmı́něný již v kapi-

tole 3.3.

Nastaveńı simulace
Pro jednoduchost uvažuji pouze jeden regresor spojitého typu x.

• Regresor x nabývá hodnot na intervalu [−1, 1]. Pro simulaci

voĺım 10000 ekvidistantně rozdělených hodnot z tohoto inter-

valu.

• Parametr D popisuje délku studie. Moje volba je D=10 (např.

10 týdn̊u).

• Protože pro realizaci simulace je nutné pracovat s diskrétńım

časem, budeme potřebovat parametr h pro diskretizaci času.

Ten určuje vzdálenost okamžik̊u, kdy mohu pozorovat selháńı.

Zvolil jsem h = 0.01, t́ım dostáváme D/h = 1000 poten-

cionálńıch časových okamžik̊u selháńı pro každého jedince.

• Parametr β = ln(3), touto volbou ř́ıkám, že jedinec je s regre-

sorem rovným jedné má třikrát vyšš́ı riziko selháńı než jedinec

s regresorem rovným nule.

• Základńı hazardńı funkci voĺım λ0(t) = 0.05.
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Nyńı ze vztahu

λ(t|x) = lim
h→0+

P (T ∈ [t, t+ h]|T ≥ t, x)

h
,

při konstantńı volbě λ0(t) dostaneme:

λ(x) = lim
h→0+

P (T ∈ [t, t+ h]|x)

hP (T ≥ t|x)

⇒ P (T ∈ [t, t+ h]|x) ≈ λ(x)P (T ≥ t)h.

V prvńım časovém intervalu dostaneme

P (T ∈ [0, h]|x) ≈ λ(x)P (T ≥ 0)h = λ(x)h.

V druhém časovém intervalu dostaneme

P (T ∈ [h, 2h]|x) ≈ λ(x)P (T ≥ h)h = λ(x)h− λ2(x)h2.

Tyto vztahy ř́ıkaj́ı, jaká je pravděpodobnost selháńı jedince s daným

regresorem x na jednom z D
h časových interval̊u, kde každý z těchto

interval̊u má délku h. Pravděpodobnost přežit́ı přirozeně v čase ne-

roste. To, že dojde k selháńı na intervalu [0, h] je pravděpodobněǰśı,

než na intervalu [h, 2h]. Nás ovšem zaj́ımá, jaká je podmı́něná pravdě-

podobnost selháńı na intervalu [0, h] za podmı́nky dožit́ı se časového

okamžiku 0, respektive selháńı na intervalu [h, 2h] za podmı́nky

dožit́ı se časového okamžiku h. Protože délka časového intervalu
je pevně dané h a základńı hazardńı funkce je v čase konstantńı a

tedy i hazardńı funkce je v čase konstantńı, pak i tato podmı́něná

pravděpodobnost je pro jedince s pevně daným regresorem x kon-

stantńı. Toto je kĺıčová skutečnost pro konstrukci simulace, kde bu-

deme simulovat selháńı jedinc̊u v čase na základě této pravděpodob-

nosti.
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Mechanizmus simulace

Pro jedince s pevně danou hodnotou regresoru x vygeneruji po-

sloupnost nul a jedniček o délce D
h (počet časových okamžik̊u) po-

moćı binomického rozděleńı s pravděpodobnost́ı λ(x)h. Prvńı jedni-

čka v této posloupnosti určuje čas selháńı. Pokud se v posloupnosti

nevygeneruje žádná jednička, tento jedinec je cenzorován na konci

studie. Toto provedu pro všechny jedince, kde každý jedinec je iden-

tifikován hodnotou regresoru x. U každého dostávám informaci o

době přežit́ı a o selháńı či cenzorováńı. Nyńı můžu provést odhad

hazardńı funkce a odhad Coxova modelu.

Hlavńı myšlenka celé simulace je to, jak urč́ım funkčńı závislost

funkce hazardu na regresoru x. Toto lze zapsat vztahem

λ(x) = λ0 exp(βf(x)).

V simulaci budeme postupně uvažovat následuj́ıćı transformace:

f(x) = x, x2, x3, x4, log(x), exp(x), sin(x), cos(x)

Podmı́nky simulace

Je ovšem nutné dodržet následuj́ıćı podmı́nku a tomu i přizp̊usobit

nastaveńı parametr̊u simulace. Je pouze nutné dodržet, aby pravdě-

podobnost selháńı každého jedince byla z intervalu [0, 1].

P (T ∈ [(j−1)·h ; j·h]|T ≥ (j−1)·h) = λ(x)h = λ0 exp(βf(x))h < 1,

Nyńı provedu simulace s r̊uznou volbou f(x) a budu sledovat, jak

se bude chovat grafická diagnostika martingalových rezidúı.
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Obrázek 5: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x

Obrázek 6: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x2
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Obrázek 7: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x3

Obrázek 8: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x4
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Obrázek 9: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x (v tomto př́ıpadě bereme hod-
noty z intervalu [0, 10]) v př́ıpadě, že f(x) = log(x)

Obrázek 10: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x (v tomto př́ıpadě bereme hod-
noty z intervalu [−5

3
, 5
3
]) v př́ıpadě, že f(x) = exp(x)
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Obrázek 11: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x (v tomto př́ıpadě bereme hod-
noty z intervalu [-5,5]) v př́ıpadě, že f(x) = sin(x)

Obrázek 12: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x (v tomto př́ıpadě bereme hod-
noty z intervalu [-5,5]) v př́ıpadě, že f(x) = cos(x)
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Modré body jsou martingalová rezidua selhavš́ıch jedinc̊u, černé

cenzorovaných.

Pro lepš́ı přehlednost je u funkćı exp, sin, cos použit jiný nosič re-

gresoru x než u polynomiálńıch funkćı a to z d̊uvodu podobnosti s

lineárńı funkćı na intervalu [−1, 1]. Pro logaritmickou funkci jsem

nosič pozměnil z definičńıch d̊uvod̊u. Důležité však je, že pro kon-

strukci graf̊u a křivky proložeńı generuji celkem 10000 jedinc̊u. Při

tomto počtu už simulace a tvar proložeńı dává stabilńı výsledky.

Nasimulovali jsme celkem osm funkčńıch vztah̊u a lze ř́ıci, že tento

funkčńı vztah se skutečně projevuje na tvaru křivky proložené rezi-

dui.

Pro zaj́ımavost vyzkouš́ıme nasimulovat lineárńı a kubický vztah

pro 1000 a pro 100 jedinc̊u.

Obrázek 13: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x pro
1000 jedinc̊u
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Obrázek 14: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x3 pro
1000 jedinc̊u

Obrázek 15: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x pro 100
jedinc̊u
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Obrázek 16: Ověřeńı funkčńıho vlivu proměnné x v př́ıpadě, že f(x) = x3 pro
100 jedinc̊u

Můžeme vidět, že pro rozsah výběru 1000 jedinc̊u bychom mohli

považovat kubický a lineárńı funkčńı vztah za totožný. Pro roz-

sah výběru 100 jedinc̊u se kubický vztah znovu jev́ı jako lineárńı a

lineárńı vztah bychom dokonce mohli považovat za nelineárńı (např.

logaritmus).

3.4. Deviančńı rezidua

Martingalová rezidua nejsou symetrická kolem nuly ani v př́ıpadě,

kdy odhadnutý model je správný. Tato vlastnost (šikmost) čińı me-

tody založené na grafech martingalových těžko interpretovatelné a

neńı úplně snadné něco z těchto graf̊u vyvozovat. Těžko bychom

v naš́ı simulaci odhadovali funkčńı závislost rezidúı na regresoru

pouze na základě grafu rezidúı bez dodatečného proložeńı křivkou.

Dı́ky jejich vlastnostem nelze martingalová rezidua využ́ıt k de-
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tekci odlehlých pozorováńı. Deviance residuals jsou oproti martinga-

lovým rezidúım mnohem v́ıce symetricky rozdělená kolem nuly. Je-

jich hlavńı diagnostickou vlastnost́ı je právě schopnost detekce od-

lehlých pozorováńı.

Definice 3.6 (Deviančńı rezidua) Deviančńı reziduum je pro

i-tého jedince dáno vztahem:

di = sign(Mi)[−2(Mi + yi log(yi −Mi))]
1/2, (3.4.1)

kde Mi je martingalové reziduum i-tého jedince a yi je indikátorem

selháńı.

Motivace ke konstrukci těchto rezidúı je transformovat martinga-

lová rezidua tak, aby jejich hodnoty byly symetrické kolem nuly

v př́ıpadě, že odhadnutý model je vhodný. Již v́ıme, že martinga-

lová rezidua nabývaj́ı hodnot z intervalu [−∞, 1]. Pro velké záporné

hodnoty Mi bude výraz v hranatých závorkách určen předevš́ım

hodnotou Mi. Druhá odmocnina tohoto výrazu pak jeho hodnotu

sraźı bĺıže k nule a di bude záporné. Nyńı uvažujme rezidua z inter-

valu [0, 1]. Výraz yi log(yi −Mi) bude nenulový pouze pro selhavš́ı

subjekty a bude mı́t hodnotu log(1 − Mi). Pokud hodnota mar-

tingalového rezidua Mi bude bĺızko 1, hodnota 1−Mi bude bĺızko

nule a log(1−Mi) bude nabývat velkých záporných hodnot. Výraz

v hranatých závorkách je potom dominován logaritmickou funkćı a

hodnoty di se pak bĺıž́ı hodnotě ∞. Druhá odmocnina znova sraźı

velikost rezidua k nule, kdy ted’ jeho hodnota bude kladná. Závěrem

je nutné dodat, že ačkoliv jsou tato rezidua konstruována ve smyslu

symetrie kolem nuly, tak jejich středńı hodnota nemuśı být nutně

rovna nule.
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Diagnostické vlastnosti těchto rezidúı při detekci odlehlých pozo-

rováńı jsou obecně považovány za poměrně slabé. Metoda dobře

funguje pro detekci těch jedinc̊u, kteř́ı
”
žij́ı moc dlouho“. V př́ıpadě

jedinc̊u, kteř́ı
”
zemřeli moc brzo“ metoda neńı spolehlivá.

Obrázek 17: Graf určený pro identifikaci odlehlých pozorováńı

Na základě grafu lze ř́ıci, že námi navržený model modeluje ha-

zardńı funkci poměrně dobře. Z grafu neńı patrné žádné odhadnuté

reziduum, které by se oproti zbytku výrazně lǐsilo.
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Závěr

V analýze přež́ıváńı se obecně snaž́ıme popsat efekt regresor̊u

na dobu přežit́ı. V každé takovéto studii je nutné přesně defino-

vat počátek studie a př́ıčinu selháńı. V této práci uvažujeme pouze

data podléhaj́ıćı mechanizmu cenzorováńı zprava. Pro modelováńı

efektu regresor̊u na dobu přežit́ı se v analýze přež́ıváńı nejčastěji

použ́ıvá Cox̊uv model proporcionálńıch rizik. Cox̊uv model nemode-

luje př́ımo dobu přežit́ı, ale hazardńı funkci, která popisuje rozděleńı

pravděpodobnosti náhodné veličiny doby přežit́ı. To je podstatný

rozd́ıl proti klasickému regresńımu modelu, který tak čińı Cox̊uv

model náročněǰśı na porozuměńı a interpretaci. Cox̊uv model je v li-

teratuře označován jako semiparametrický model. Důvodem je to, že

v modelu za neznámé považujeme regresńı parametry a základńı ha-

zardńı funkci. Základńı hazardńı funkci neńı nutné nijak specifikovat

a ani odhadovat. To, co odhadujeme v Coxově modelu jsou pouze re-

gresńı paramety. Je dobré si všimnout, že v základńı rovnici Coxova

modelu neńı nijak popsána chybová složka. Ta je už právě zahr-

nuta v neznámé základńı hazardńı funkci. Tato semiparametričnost

Coxova modelu ovlivňuje také testováńı hypotéz o parametrech.

Při testováńı nelze vycházet z věrohodnostńı funkce, ale je potřeba

zvolit př́ıstup založený na parciálńı věrohodnostńı funkci. Pro tes-

továńı významnosti regresńıch parametr̊u odhadnutých pomoćı me-

tody maximálńı parciálńı věrohodnosti existuje několik asympto-

tických test̊u.

Pro ověřeńı předpokladu proporcionality jsme využili dva př́ıstu-

py. Prvńım bylo srovnáńı Kaplan-Meierova odhadu funkce přežit́ı

pro r̊uzné kategoriálńı regresory a druhým Grambschové-Therneåuv

test a jeho grafická varianta. Pro tento test bylo nutné zavést Scho-

enfeldova rezidua, jejichž konstrukce je založena př́ımo na parciálńı
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věrohodnostńı funkci. V testu pro daný regresor testujeme hypotézu

o závislosti normovaných Schoenfeldových rezidúı na dané transfor-

maci času. Ukázali jsme také d̊uležitý vztah, na němž je založena

grafická diagnostika Schoenfeldových rezidúı. Na základě Gramb-

schové-Therneauova testu se jako problémový regresor jev́ı Trans-

fúze, což úplně neodpov́ıdá výsledku prvńıho př́ıstupu, kde se od-

hady funkćı přežit́ı zdaj́ı být paralelńı. Jako pr̊ukazněǰśı bych pova-

žoval výsledek exaktńıho testu. Ovšem otázka je, jak moc je tento

výsledek vypov́ıdaj́ıćı, když v naš́ı studii máme pouze dvacet se-

lhavš́ıch jedinc̊u. Při grafickém př́ıstupu bychom porušeńı propor-

cionality mohli vyloučit u regresoru Věk, ale u zbylých regresor̊u

bychom mohli mı́t podezřeńı na porušeńı tohoto předpokladu.

Pomoćı simulace jsme si ukázali, že idea diagnostiky pomoćı mar-

tingalových reziud́ı je správná a skutečně lze pozorovat funkčńı vliv

spojitého regresoru na funkci hazardu. Na druhou stranu určité sta-

bility výsledk̊u jsme dosáhli až při řádu desetitiśıc pozorováńı. Po-

kud bychom uvažovali reálněǰśı rozsah výběru v řádu stovek jedinc̊u,

tak jsme pomoćı simulace ukázali, že metoda neńı zcela spolehlivá.

Jako posledńı diagnostický nástroj jsme představili deviančńı rezi-

dua, která slouž́ı k detekci odlehlých pozorováńı.
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