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Abstrakt
Tato práce se zaměřuje na Problém skládání palety distributora (DPLP), který je pova-
žován za jednu z nejsložitějších úloh optimalizace vyplnění omezeného prostoru. DPLP
představuje výzvu z důvodu dynamické povahy a různorodosti rozměrů a hmotností kra-
bic, a zahrnuje požadavky na stabilitu, maximální nosnost a omezené rotace. Je navržena
strategie pro výběr pozice, orientace a pořadí dostupných krabic za předpokladu, že je
známe jen několik krabic. V rámci práce je navržen algoritmus prohledávání stavového
prostoru, implementovaný v MATLABu, který je následně ověřen na základě experimentů.
Dále je provedena simulace stability palety pomocí SimScape Multibody a plánování bez-
kolizní trajektorie pro robotický manipulátor použitím Robotic toolboxu.

Summary
This thesis focuses on the Distributors Pallet Loading Problem (DPLP), considered one of
the most challenging problems in optimizing limited space filling. DPLP poses a challenge
due to its dynamic nature and the variety of dimensions and weights loaded boxes, inclu-
ding requirements for stability, maximum load capacity, and limited rotations. A strategy
is proposed for selecting the position, orientation, and sequence of available boxes under
the assumption that only a few boxes are known. Within the scope of the work, a state
space search algorithm is designed, implemented in MATLAB, and subsequently valida-
ted through experiments. Furthermore, a simulation of pallet stability is conducted using
SimScape Multibody and a collision-free trajectory planning for a robotic manipulator is
performed using the Robotic Toolbox.
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1 Úvod

Efektivní skládání krabic na paletu je klíčovým aspektem pro logistiku a distribuci zboží.
Vhodná strategie při uspořádání krabic může zásadně ovlivnit náklady na přepravu, efek-
tivitu skladování a bezpečnost manipulace. Správné skladování nejen maximalizuje využití
prostoru, ale také snižuje riziko poškození zboží během přepravy.

Předmětem práce je Problém skládání palety distibutora (Distributors pallet loading
problem, DPLP). DPLP je považována za jednu z nejsložitějších problémů z rodiny op-
timalizačních úloh zabývající se vyplněním omezeného prostoru objekty, kvůli své vysoce
dynamické povaze. Předpokládá krabice odlišných rozměrů a hmotností ve variabilním
pořadí. Může zahrnovat také požadavky na stabilitu, maximální nosnost, omezené rotace
a flexibilitu objednávky.

Zaměříme se na situaci, kdy je předem znám velmi omezený počet krabic, jejichž cel-
kový objem tvoří jen malou část poskládané palety. Tento přístup je relevantní například
pro distributory malé elektroniky nebo pro velké automatizované sklady, které musí dy-
namicky reagovat na měnící se poptávku a skladovou kapacitu, případně při přepravě
smíšeného nákladu, kde se složení zásilky může průběžně upravovat podle dostupnosti.
Hlavním cílem práce je tedy navrhnout strategii pro výběr pozice, orientace a pořadí
dostupných krabic.

Hlavní výzvou při hledání možného řešení DPLP je jeho výpočetní náročnost. Spadá
do kategorie NP-úplných problémů (Non-deterministic Polynomial time). To znamená, že
zatímco řešení lze ověřit v polynomiálním čase, samotné vyřešení problému v tomto čase
není zaručeno. Je proto nezbytné zavést pravidla, která umožní zjednodušení problému a
kritéria pro urychlení procesu hledání řešení.

Uvažuje se skládání v 3D prostoru, kdy je znám zásobník N krabic s rozměry [l, w, h]
a hmotností m. V rámci této práce se zásobník po každém umístění průběžně doplňuje,
přičemž nová krabice je buď náhodně generována, nebo pochází z existujícího datasetu.
Každá krabice se předpokládá za ideální kvádr s homogenní distribucí hmotnosti. Nejsou
uvažovány křehké krabice a jsou povolené pouze rotace 90°, čímž je omezen nejvyšší počet
možných orientací. Paleta je definována rozměry [L, W, H] a maximální nosností M .

V následující části práce jsou nejdříve popsány dřívější poznatky týkající se paletizační
problematiky, přičemž je vysvětleno zařazení DPLP mezi podobné optimalizační úlohy a
jsou uvedeny různé metody postupu řešení. Poté je podrobně představen návrh algoritmu
pro řešení této instance DPLP a jeho implementace v programovacím prostředí MATLAB
a jsou prezentovány výsledky pro vybrané datasety.

Další část se zabývá simulací, jejímž hlavním účelem je ověření stability poskládané
palety pomocí SimScape Multibody a je v ní shrnuto i plánování bezkolizní trajektorie
robotického manipulátoru při přemisťování krabic na paletu.

11



2 Rešerše

Problém skládání krabic na paletu je specifickým případem obecného problému skládání,
který se objevuje v mnoha různých odvětvích průmyslu. Tento problém spočívá v nalezení
optimálního způsobu uspořádání menších objektů do většího prostoru tak, aby se mini-
malizoval nevyužitý prostor. Optimalizace využití prostoru vede k výrazným úsporám
nákladů, zejména v kontextu masové produkce, kde i drobné vylepšení může mít velký
dopad na celkové náklady.

Různá odvětví průmyslu se setkávají s odlišnými verzemi tohoto problému. V dře-
vařském, sklářském a papírenském průmyslu jde o problém řezání objektů jednotného
tvaru. Oděvní a kožedělný průmysl se naopak potýká s řezáním objektů různých tvarů.
Doprava zahrnuje oba tyto typy problémů a navíc může čelit mnoha dalším omezujícím
podmínkám, jako jsou hmotnostní limity, stabilita nákladu a další logistické faktory. [1]

S rozvojem počítačových technologií v 60. a 70. letech 20. století začaly firmy hledat
způsoby, jak optimalizovat skládání krabic za účelem maximalizace využití prostoru a
minimalizace finančních prostředků. První počítačové algoritmy pro paletizaci byly vyvi-
nuty právě v této době a představovaly významný krok vpřed. [2] Tyto rané algoritmy
byly poměrně jednoduché a dokázaly řešit základní problémy spojené se skládáním krabic.
S rostoucí výpočetní kapacitou počítačů a pokroky v algoritmických technikách se však
začaly zdokonalovat.

V 80. a 90. letech 20. století došlo k dalšímu významnému posunu díky rozvoji pokro-
čilých algoritmů a softwarových nástrojů. Optimalizační metody jako dynamické progra-
mování, genetické algoritmy a heuristické metody umožnily řešení složitějších problémů
skládání krabic na paletu.

V posledních desetiletích se s nástupem pokročilých výpočetních technologií a umělé
inteligence otevřely nové možnosti pro optimalizaci skládání krabic. Moderní algoritmy
využívají strojové učení a simulace k dosažení ještě efektivnějších řešení.

Dnes je paletizace klíčovou součástí moderní logistiky, a to jak v tradičních průmys-
lových odvětvích, tak v e-commerce a dalších oblastech.

V následujícím textu budou představena hlavní teoretická východiska práce. Nejprve
bude vysvětlena kategorizace problematiky, kde budou zmíněny obecné problémy souvi-
sející s danou tématikou. V další podkapitole bude přiblížen samotný Problém skládání
na paletu (PLP) a jeho podkategorie, se zaměřením na DPLP. Dále budou představena
některá z možných řešení pro různé instance problému společně s relevantními dílčími
algoritmy.
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2 REŠERŠE 2.1 KATEGORIZACE PROBLEMATIKY

2.1 Kategorizace problematiky
Problém batohu (Knapsack problem, KP)
KP je jedním z klasických optimalizačních problémů v oblasti teorie výpočetní složitosti
a kombinatoriky, s prvními zmínkami již z konce 19. století [3]. Smyslem tohoto problému
je najít takovou kombinaci objektů z dané množiny, aby byl maximalizován celkový zisk,
aniž by byla překročena kapacita omezeného prostoru, typicky představovaná batohem
[4].

Problém batohu úzce souvisí se skládáním krabic na paletu, protože oba problémy sdí-
lejí základní myšlenku efektivního využití omezeného prostoru. Podobně jako v případě
problému batohu, kde je žádoucí nalézt nejlepší kombinaci objektů pro maximalizaci zisku,
je i v problému paletizace důležité nalézt optimální rozmístění krabic tak, aby byl co nej-
lépe využit dostupný prostor.

Bin Packing Problem (BPP)
Dalším významnou úlohou je BPP. Podstatou tohoto problému je umístit daný počet
objektů do co nejmenšího počtu kontejnerů. Tyto kontejnery mohou být stejné nebo
různé velikosti, a problém může být řešen v různých dimenzích(1D, 2D i 3DBPP). BPP
se často vyskytuje v průmyslových odvětvích, jako je dřevozpracující, sklářský a textilní
průmysl, kde je klíčové optimalizovat prostor při balení a skladování [1, 5]

Na rozdíl od KP se BPP zaměřuje na minimalizaci počtu použitých kontejnerů. Tento
rozdíl má praktické aplikace například při balení výrobků do co nejmenšího počtu krabic
nebo při optimalizaci prostoru ve skladových regálech. V průmyslovém kontextu může
efektivní řešení BPP vést k významným úsporám nákladů a zlepšení logistiky.

Container Loading Problem (CLP)
CLP je optimalizační problém spojený s umístěním objektů do kvádrového prostoru da-
ných rozměrů s cílem maximalizovat jeho využití.

Existuje několik variant CLP, uvažující například jen homogenní krabice (všechny
krabice stejných rozměrů), slabě heterogenní (několik různých typů krabic) nebo silně
heterogenní (všechny krabice různých rozměrů). Řešení CLP často zahrnuje použití růz-
ných algoritmů a metod optimalizace, včetně heuristik, metaheuristik a algoritmů řešení
lineárního programování. [6, 7, 8]

Pallet Loading Problem (PLP)
PLP sdílí mnoho podobností s CLP, avšak zaměřuje se specificky na umístění krabic na
paletu. Často bere v úvahu specifická kritéria jako stabilita nákladu, bezpečnost přepravy,
nosnost palety a efektivní skladování. Tyto faktory jsou klíčové pro zajištění bezpečného
a efektivního přepravního procesu, což má významný vliv na celkovou logistickou strategii
a využití finančních prostředků [1].

Z hlediska uvažovaného nákladu se PLP dělí do dvou hlavních kategorií:

• PLP výrobce (Manufacturers PLP, MPLP):
MPLP se zaměřuje na efektivní uspořádání krabic stejných rozměrů na paletě, což
umožňuje jednodušší algoritmické řešení a minimalizuje potřebu složitých optimali-
začních postupů [9].

• PLP distributora (Distributors PLP, DPLP)
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2.2 DPLP
DPLP zahrnuje komplexní úlohy, které se zaměřují na umisťování krabic různých velikostí
na paletu. Tento problém je považován za složitější než MPLP kvůli různorodosti krabic,
které je třeba efektivně uspořádat. Odlišné rozměry krabic přidávají další úroveň složitosti,
což vyžaduje pokročilejší algoritmické a optimalizační metody. Je relevantní zejména pro
distribuční centra, kde je nutné zohlednit různorodost zboží a zároveň maximalizovat
využití palet a minimalizovat náklady na přepravu [10].

2.2.1 Možné strategie paletizace

Řešení PLP je silně závislé na typu úlohy, se kterou se pracuje. Kvůli vysoké výpočetní
náročnosti se často přistupuje ke zjednodušení problému. To může zahrnovat například
uvažování pouze některých orientací krabic, což redukuje počet možných uspořádání. Další
zjednodušení může spočívat v uvažování křehkých krabic, na jejichž horní stěnu nelze
žádnou další krabici položit[11].

Způsob, jakým jsou krabice umisťovány hraje velmi důležitou roli pro dosažení odliš-
ných cílů paletizace. Je možné rozlišit tři základní strategie pokládání (Obr. 2.1):

Metoda vrstvení
Krabice jsou naloženy po vrstvách, přičemž každá vrstva je tvořena krabicemi stejné
výšky, případně se najdou kombinace krabic které společné výšky dosáhne (Obr. 2.1a).
Tento proces se opakuje, dokud není dosaženo požadované výšky palety.

Metoda sloupcového stohování
Paleta je skládána do různého počtu sloupců, přičemž každý sloupec je tvořen vertikálně
naskládanými krabicemi a výška sloupců nepřesahuje maximální povolenou výšku palety
(Obr. 2.1b).

Metoda náhodného stohování
Krabice jakékoli velikosti mohou být naloženy kdekoli na paletě bez konkrétního vzoru
(Obr. 2.1c). Tato metoda může dosáhnout lepší konfigurace palety z pohledu její stability.

Vzhledem k tomu, že pro danou úlohu je předem známo pouze několik krabic náhod-
ných rozměrů, nejsou první dvě metody vhodné k použití. V této práci se proto budeme
zabývat náhodným stohováním do předem nalezených pozic.
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ing a way to reduce the number of evaluations and to obtain near-optimum solutions
within reasonable time constraints, with regard to using the heuristic approach to
solve pallet-loadin g problems in which the availabilit y of boxes of the same type is
unknown. For example, there might be a few boxes of di� erent sizes (weakly hetero-
geneous assortment) coming (online) on a conveyor line in a random sequence and
waiting to be loaded on a pallet in the most optimal way.

As part of the algorithm, the way in which boxes are loaded on pallets plays a
very important role in satisfying the di� erent palletization objectives. There are three
techniques by which boxes can be loaded on a pallet: the layer by layer method
which produces a layered pallet load, the column stacking method which results in a
column stacked pallet load, and the random stacking pallet load method. The
layered pallet load is a pattern in which boxes are loaded one level ( layer) at a
time, each level made up of a particular box height ( ® gure 1). The selection process
for each level and the loading algorithm are applied for each level. This process can
be continued until the desired pallet height is achieved.

Column stacking, which is the second loading approach, loads the pallet with
columns of boxes; each column is composed of a set of boxes stacked vertically and
the column stacks are no higher than the maximum allowable pallet height ( ® gure 2).

The third style of pallet loading , which is the random stacking, allows any box of
any size to be loaded anywhere on the pallet; there is no particular box pattern on the
pallet ( ® gure 3). This last approach, which will be used in this research, can achieve
better inter-locking of boxes on the pallet, thus increasing the pallet loading stability .

2. Literature review and objectives of research

Heuristics are generally developed to satisfy the special needs of manufacturers
and warehousing industries. To state that the problem considered is that of pallet
loading , is not su� cient to de® ne the problem. There exists a wide variety of di� erent
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Figure 1. Layered pallet load.

Figure 2. Stacked pallet load.

(a) Vrstvení
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Figure 1. Layered pallet load.

Figure 2. Stacked pallet load.(b) Sloupcové stohování

problems, each constrained by its own problem de® nition, input requirements, and
variations in the applied approaches . A problem de® nition can vary based on the
type of box: identical versus mixed combination . The input requirement can vary
from deterministic, having all packaged goods on warehouse shelves; to stochastic,
having a pre-de® ned or a completely random incoming sequence. As for the di� erent
packing approaches , boxes may sometimes require special attention such as being
stacked with a certain face uppermost . In other cases some goods are not allowed to
be stacked in proximity and sometimes packages may contain fragile items.
Moreover, pallet fragility and material handling aspects are further considerations,
which play a dominant role. The list could be easily expanded, but these few ex-
amples are perhaps su� cient to illustrate that pallet loading can involve quite dif-
ferent, and often multiple , objectives and constraints, of which some may be very
di� cult to de® ne in precise terms.

Han et al. (1989) proposed a heuristic to load packaged goods into vehicles or
cargo containers. The dynamic programming approach was used to solve the 3D
cargo-loadin g problem. The heuristic is designed to solve for di� erent problems but
the restriction in the algorithm is that the packages must be constant in both size and
shape in a particular problem. The loading procedure is based on the layer by layer
style with no constraints on the rotation about any of the three coordinate axes of
the boxes. Haessler (1990) developed a computer-based heuristic procedure for sizing
customer orders and developing 3D load diagrams for rail and truck shipment of
low-density products. The vehicles used vary in size depending upon need and avail-
ability . The heuristic is designed to accommodate low-density products. It develops
an actual load plan that speci® es which boxes, and how boxes should be loaded in
the vehicles. The objective of the model is to maximize the size of the order while
avoiding the risk of product damage, limiting the time required to load the vehicle,
and keeping each product in the order as close together as possible to minimize the
e� ort in stack building , and in unloading the inventory. An added input to the
heuristic was information regarding how the order can be adjusted up and down
so as to (if needed) help to maximize the volumetric utilization of the vehicle while
still meeting customer product needs. Gehring (1990) designed a computer-based
heuristic to pack rectangular boxes of di� erent sizes in a shipping container of
known dimensions. The problem is to determine positions for placing the boxes in
the container to minimize the waste space, which is sometimes inevitable . For this
problem, which is considered as the 3D cutting stock problem, various sub-optimal
solutions are generated using the proposed computer-based heuristic. The proposed
solution procedure is based on sorting the boxes such that the boxes are entered in a
linear list with decreasing volume of the elements from the beginning to the end of
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Figure 3. Random stacked pallet load.(c) Náhodné stohování
Obrázek 2.1: Ilustrace jednotlivých metod skládání [12]

Práce s datasety je dalším klíčovým aspektem řešení DPLP. Seřazování krabic před
a během algoritmu může významně zjednodušit problém a zlepšit efektivitu a kvalitu
výsledného uspořádání. Existuje několik běžně používaných metod a strategií seřazování
[13].

Seřazení podle rozměrů (délka, šířka, výška) může být vzestupné nebo sestupné, což
pomáhá lépe využít dostupný prostor a minimalizovat mezery mezi krabicemi. Seřazení
podle objemu umožňuje nejprve umístit největší krabice a poté doplnit menšími, což
usnadňuje stabilní stohování [14]. Těžší krabice se obvykle umisťují do spodních vrstev,
aby se předešlo převrácení palety a zajistila se stabilita celého nákladu. Některé krabice
mohou mít i vyšší prioritu z hlediska důležitosti nebo naléhavosti přepravy, a proto se
umisťují na paletu jako první, aby bylo zajištěno jejich včasné doručení [15, 16].

Jednou z pokročilejší metod řešení je tzv. Layer Based Column Generation Al-
gorithm (LCGA). LCGA funguje tak, že nejprve rozdělí úlohu na menší a jednodušší
podúlohy. Každá podúloha představuje vrstvu krabic na paletě. Poté se pro každou vrstvu
určí optimální uspořádání krabic.

Proces začíná vytvořením počátečního řešení, které může být suboptimální. Následně
se postupně generují nové potenciální vrstvy, přičemž se používají různé metody, aby
se zlepšila kvalita řešení. Tyto vrstvy jsou přidávány nebo nahrazovány ve stávajícím
uspořádání, pokud vedou k lepšímu využití prostoru nebo vyšší stabilitě nákladu.

Každá nová vrstva se hodnotí podle určitého kritéria, například podle toho, jak dobře
využívá dostupný prostor nebo jak přispívá ke stabilitě palety jako celku. Pokud nová
vrstva zlepšuje celkové řešení, je začleněna do výsledného uspořádání. Tento iterativní
proces pokračuje, dokud se nedosáhne optimálního nebo dostatečně dobrého řešení [17].

Heuristické metody jsou v problematice DPLP velmi rozšířené, neboť poskytují
rychlá a často dostatečně kvalitní řešení pro složité úlohy. Tyto metody se liší od exaktních
algoritmů tím, že neposkytují záruku nalezení optimálního řešení, ale namísto toho se
zaměřují na hledání dostatečně dobrého řešení v co nejkratším čase. [18]

Jedním z příkladů heuristických metod je Greedy algoritmus, který pracuje na
principu lokální optimalizace. Greedy algoritmus se snaží v každém kroku vybrat nejlepší
dostupnou volbu, aniž by bral v úvahu celkovou strukturu problému. Tímto způsobem
postupně pokračuje a snaží se dosáhnout co nejlepšího řešení.

Dalším příkladem je Simulované žíhání (Simulated Annealing, SA), které je inspi-
rováno procesem chladnutí kovu. Tato metoda umožňuje průzkum prostoru řešení pomocí
náhodných změn a postupně se zmenšující pravděpodobností uvažování horších řešení.
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Tímto způsobem se algoritmus snaží uniknout lokálním optimům a dosáhnout globálního
extrému. [19]

Algoritmus řezů je dalším přístupem, který je avšak využíván zejména v případech,
kde je známá množina všech objektů pro umístění. Tento algoritmus rozděluje paletu
na menší části (řezy) a hledá optimální uspořádání v těchto částech. Dalšími příklady
heuristických metod jsou Best-fit a First-fit decreasing search, Nested beam search
[20] nebo Tabu search [21].

Každý z těchto přístupů má své výhody a nevýhody, a volba konkrétní metody často
závisí na specifických požadavcích úlohy a dostupných výpočetních zdrojích. Mnoho z
uvedených metod bere v úvahu znalost celého souboru objektů k položení a jejich použití
v této práci tedy není možné. Naopak metody založené na prohledávání a postupném
vybírání pořadí krabic se jeví jako vhodní kandidáti pro použití pro instanci DPLP této
práce.

Ve většině prací je klíčovým aspektem hledání pozic pro umístění krabic a jejich ohod-
nocení. To zahrnuje nejen identifikace volných prostor na paletě, ale také určení, které
krabice jsou nejvhodnější pro dané pozice z hlediska stability, efektivity využití prostoru,
případně dalších logistických požadavků.

2.2.2 Hledání možných umístění

Při řešení úloh DPLP je způsob identifikace možných pozic naprosto klíčový. Metody
používané v literatuře zohledňují faktory, jako je dostupný prostor, tvar a rozměry krabic.
Při jejich návrhu je zároveň kladen velký důraz na co nejnižší výpočetní náročnost.

Pro reprezentaci umístění bývá nejčastěji uvažován jeden z rohů krabice z několika
důležitých důvodů. Použití rohů výrazně zjednodušuje výpočty, neboť jeho pozice je přímo
určena souřadnicemi pozic. Naproti tomu použitím těžiště by byly nutné další kroky k
určení středu krabice a následné přepočítání polohy vzhledem k ostatním objektům.

Práce s rohy také umožňuje efektivněji uspořádat krabice tak, aby mezi nimi zůstá-
valo co nejméně volného místa. Pokud bychom používali těžiště, mohlo by dojít k méně
efektivnímu využití prostoru, jelikož by bylo obtížnější zajistit, aby se krabice vzájemně
dotýkaly a nevznikalo příliš velké množství nevyužitého prostoru.

Některými z nejpoužívanějších metod jsou:

Výšková mapa
Výšková mapa zaznamenává výšky na různých místech palety, což usnadňuje rozho-

dování o umístění nových krabic. Bývá často implementována jako dvourozměrná matice,
kde každý její prvek představuje výšku zaplnění v daném bodě palety. Jejím postupným
skenováním ve zvolených směrech jsou následně určeny dostupné pozice. Skenování může
být implementováno například hledáním nenulového rozdílu dvou po sobě jdoucích prvků
2D matice ve zvoleném směru.

Výhodami této metody je jednoduchost její implementace a díky detailnímu sledo-
vání výšek zaplnění je možné nalézt velké množství pozic, vedoucí v efektivnímu využití
prostoru.

Jednou z nevýhod této metody je, že s rostoucím vyplnění palety může dojít k vý-
raznému zvětšení 2D matice. To je způsobeno velkou členitostí prostoru, což vede k vý-
znamnému zvýšení výpočetní náročnosti. Navíc, pokud je i sebemenší plocha krabice
nepodepřená, prostor pod krabicí se stává nevyužitelným. Při velké členitosti povrchu
může navíc vzniknout příliš velký počet kolizních umístění.
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Rohové body
Algoritmus hledání rohových bodů byl navržen v práci od Martello et al. [11], zabývající
se řešením 3DBPP. Tento algoritmus lze použít jak pro dvojrozměrné, tak trojrozměrné
úlohy. V případě 2D úlohy je založen na nalezení obálky souboru obdélníkových ploch v
kartézském souřadnicovém systému. Jeho vstupem je množina I reprezentující pozice a
rozměry umístěných obdélníků (Obr. 2.2). Před zahájením je nezbytné množinu seřadit
podle koncových bodů obdélníků [xi + li, yi + wi], a to sestupně podle souřadnice yi + wi,
případně xi + li v případě shody. Metoda je rozdělena do tří fází:

• Nejprve jsou identifikovány tzv. Extrémní prvky, tedy obdélníky jejichž koncový
bod se shoduje s bodem, kdy se sklon obálky změní z horizontálního na vertikální.

• Ve druhé fázi jsou nalezeny rohové body jako průsečíky mezi přímkami, rovno-
běžnými s osami souřadnicového systému, vycházejících z koncových bodů všech
extrémních prvků.

• V poslední fázi je ověřeno, zda při položení nových obdélníků do nalezených bodů
nedochází ke kolizi případně vybočení z definovaného prostoru a tyto nevhodné body
jsou odstraněny.

from which L2
WH Ä max{L1

WH, L0}. Analogously we have
L2

WD Ä max{L1
WD, L0} and L2

HD Ä max{L1
HD, L0}. □

4. FILLING A SINGLE BIN

In §5 we describe an enumerative algorithm for the exact
solution of 3D-BPP. This algorithm repeatedly solves asso-
ciated subproblems in which all the items of a given subset
J# have to be packed, if possible, into a single bin. This
problem too is NP-hard in the strong sense, because solv-
ing a special case in which all the items have the same
depth dj 5 D and the same height hj 5 1 answers the
question of whether an instance of the one-dimensional
bin packing problem admits a solution requiring no more
than H bins. In the present section we describe a branch-
and-bound algorithm for the exact solution of an optimiza-
tion version of the problem (maximize the total volume of
the packed items), which is also used within one of the
heuristic algorithms presented in §5.3.

The problem we consider is that of selecting a subset J#9
# J# of items and assigning coordinates (xj, yj, zj) to each item
j [ J#9 such that no item goes outside the bin, no two items
overlap, and the total volume of the items in J#9 is a maximum.
For the two-dimensional case, a knapsack loading version of
the problem has been considered in Hadjiconstantinou and
Christofides (1995). In the following we present a nontrivial
generalization of the two-dimensional approach to the
three-dimensional case, and we give an effective algorithm
for this problem. We assume that the origin of the coordi-
nate system is in the left-bottom-back corner of the bin.

At each node of the branch-decision tree, described in
more detail in §4.2, a current partial solution, which packs
the items of a certain subset I , J#, is increased by selecting
in turn each item j [ J# \ I and generating descendant nodes
by placing j into all the admissible points. By placing an
item into a point p we mean that its left-bottom-back cor-
ner is positioned at p.

Let (xp, yp, zp) be the coordinates of point p: Obviously
item j cannot be placed at p if xp 1 wj . W or yp 1 hj .
H or zp 1 dj . D. The set of admissible points to be
considered may be further drastically reduced through the
following properties.

PROPERTY 1. Any packing of a bin can be replaced by an
equivalent packing where no item may be moved leftward,
downward, or backward.

PROOF. Obvious. A similar property was observed by
Christofides and Witlock (1977) for the two-dimensional
case. □

PROPERTY 2. An ordering of the items in an optimal solu-
tion exists such that, if i , j,

x i 1 w i < x j or y i 1 h i < y j or z i 1 d i < z j . (16)

PROOF. Given any optimal solution, define an associated
digraph with a vertex for each item and an arc from vertex
i to vertex j if and only if (16) holds. It is clear that the
resulting digraph is acyclic because otherwise we would have

a “cycle” of items in which two items are both one to the
right of the other (i.e., a is to the right of b and b to the
right of a), or one above the other, or one behind the other.
It is well known that the vertices of an acyclic digraph can
be renumbered so that i , j if arc (i, j) exists. □

It follows that the enumeration scheme for filling a sin-
gle bin can be limited to generate only solutions that: (i)
satisfy Property 1 and (ii) are such that the sequence in
which the items are assigned (starting from the root node)
constitute an item numbering satisfying Property 2.

An important consequence of (ii) is that at any decision
node, where the items of I are already packed and item
j [ J# \ I is selected for branching, j may be placed only at
points p such that no item of I has some part right of p, or
above p, or in front of p. In other words, the items of I
define an “envelope” separating the two regions where the
items of J# \ I may (resp. may not) be placed. More formally,
a new item may be placed only in the set

S~I! 5 $~ x, y, z! : ; i [ I, x > x i 1 w i or y > y i

1 h i or z > z i 1 d i %. (17)

Figure 1 shows, for the two-dimensional case (in which the
feasible region is Ŝ(I) 5 {(x, y) : @i [ I, x Ä xi 1 wi or y Ä
yi 1 hi}), a set of already placed items and the corresponding
envelope. Observe that, as a result of Property 1, the next
item j may be placed only at points where the slope of the
envelope changes from vertical to horizontal (black points in
Figure 1); such points are called in the following corner points
of the envelope. In the next subsection we show how the set
of feasible corner points can be efficiently determined.

4.1. Finding Possible Positions for Placing an Item

We solve this problem by repeatedly solving two-
dimensional problems obtained by considering the x-y

Figure 1. Two-dimensional single bin filling. (The en-
velope associated with the placed items is
marked by a dashed line, and black points
indicate corner points in Ĉ(I).)
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Obrázek 2.2: 2D ilustrace výsledku algoritmu hledání rohových bodů [11]

Pro trojrozměrnou úlohu je 2D algoritmus proveden pro každou jedinečnou z souřad-
nici množiny I. Nevýhodou je však časté nalezení chybných rohů (Obr. 2.3) a je nutné jej
tedy rozšířit o tzv. Zkoušku dominance.
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2 REŠERŠE 2.2 DPLP

faces of a subset of items. We thus start with the descrip-
tion of the two-dimensional algorithm.

Given an item set I, it is quite easy to find, in two
dimensions, the set Ĉ(I) of corner points of the envelope
associated with the feasible region Ŝ(I) defined by the x-y
faces of the items in I. Following Property 2, let us order
the items according to their end points (xj 1 wj, yj 1 hj), so
that the values of yj 1 hj are nonincreasing, breaking ties
by the largest value of xj 1 wj (see Figure 1). The following
algorithm for determining the corner points set consists of
three phases. First, extreme items are found, i.e., items whose
end point coincides with a point where the slope of the enve-
lope changes from horizontal to vertical. In the second phase,
corner points are defined at intersections between the lines
leading out from end points of extreme items. Finally, infea-
sible corners, where no further item of J# \I can fit, are re-
moved. Thus we get the following algorithm.

Algorithm 2D-CORNERS:
begin

if I 5 À then Ĉ(I) :5 {(0, 0)} and return;
comment: Phase 1 (identify the extreme items e1, . . . ,
em);
x# :5 m :5 0;
for j :5 1 to uIu do

if xj 1 wj . x#
then m :5 m 1 1; em :5 j; x# :5 xj 1 wj;

comment: Phase 2 (determine the corner points);
Ĉ(I) :5 {(0, ye1

1 he1
)};

for j :5 2 to m do
Ĉ(I) :5 Ĉ(I) ø {(xej21

1 wej21
, yej

1 hej
)};

Ĉ(I) :5 Ĉ(I) ø {(xem
1 wem

, 0)};
comment: Phase 3 (remove infeasible corner points);
for each (x9j, y9j) [ Ĉ(I) do

if x9j 1 mini[J# \ I{wi} . W or y9j 1 mini[J# \ I{hi} . H
then Ĉ(I) :5 Ĉ(I)\{(xj, y9j)}

end.

Consider the example in Figure 1. The extreme items
are 1, 3, 4, 6, and 9, and the resulting corner points are
indicated by black dots; Phase 3 could remove some of the
first and/or last corner points.

The time complexity of 2D-CORNERS is O(uIu), plus
O(uIu log uIu) for the initial item sorting, i.e., O(n) plus O(n
log n).

Assume that the resulting corner points are Ĉ(I) 5 {(x91,
y91), . . . , (x9,, y9,)} Þ À. Then the area occupied by the
envelope is

A~I! 5 x91 H 1 O
i52

,

~ x9i 2 x9i21 ! y9i21 1 ~W 2 x9, ! y9, , (18)

where the first (resp. last) term is nonzero whenever the
first (resp. last) corner point found in Phase 2 has been
removed in Phase 3. In the special case where Ĉ(I) 5 À,
we obviously set A(I) 5 WH.

Algorithm 2D-CORNERS can be used to determine the
set C(I) of corner points in three dimensions, where I is

the set of three-dimensional items currently packed into
the bin. One may apply the algorithm for z 5 0 and for
each distinct z coordinate where an item of I ends, by
increasing 2 values. For each such coordinate z9, 2D-
CORNERS can be applied to the subset of those items i [
I that end after z9, i.e., such that

z i 1 d i . z9, (19)

adding the resulting corner points to C(I). In this way,
however, one may obtain some false corner points because
they are corner points in the two-dimensional case, but not
in the three-dimensional case (see, e.g., Figure 2). Such
points are easily removed by dominance, where we say that
a corner point (x9b, y9b, z9b) is dominated by another corner
point (x9a, y9a, z9a) that is “hidden” behind it. Formally this
may be written as

x9a 5 x9b and y9a 5 y9b and z9a , z9b , (20)

where we have equalities in the first two expressions be-
cause (19) ensures that all the items in front of z9k are
chosen, and thus no corner point will be generated inside
the three-dimensional envelope. This is done in the follow-
ing algorithm, where the generation of corner points ends
as soon as a z coordinate is found such that no further item
could be placed after it.

Algorithm 3D-CORNERS:
begin

if I 5 À then C(I) :5 {(0, 0, 0)} and return;
T :5 {0} ø { zi 1 di : i [ I} (comment: do not
duplicate equal values in T);
sort T by increasing values, and let T 5 { z91, . . . , z9r};
C(I) :5 Ĉ(I0) :5 À; k :5 1;
while k ¶ r and z9k 1 mini[J# \ I{di} ¶ D do

begin

Figure 2. Three-dimensional single bin filling. (Corner
points C(I) are found by applying algorithm
2D-CORNERS five times, one for each value
of z9k. True corner points are black dots, false
corner points are empty circles.)
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Obrázek 2.3: 3D ilustrace výsledku algoritmu hledání rohových bodů [11]

Extrémní body
Metoda byla představena v práci od Crainic et al. [5], v níž zavádí pojem tzv. Ex-

trémních bodů, a jedná se o rozšíření předchozí metody. Základní myšlenkou postupu
je, že umístěním krabice s rozměry wi, di a hi na paletu do pozice (xi, yi, zi), vznikne série
nových potenciálních bodů pro umístění. Nové extrémní body jsou generovány projekcí
rohových bodů nové krabice (xi + wi, yi, zi), (xi, yi + di, zi) a (xi, yi, zi + hi) na stěny vy-
mezeného prostoru v ortogonálním směru (Obr. 2.5) a zkoumá se, zda existuje projekce
těchto bodů na stěny již umístěných krabic.

Crainic, Perboli, and Tadei: Extreme Point-Based Heuristics for Three-Dimensional Bin Packing
INFORMS Journal on Computing 20(3), pp. 368–384, © 2008 INFORMS 371

an upper bound on the number of bins obtained by
a greedy heuristic procedure, the algorithm iteratively
decreased the number of bins, each time searching for
a feasible packing using the GLS method. The process
terminated when either a given time limit was reached
or the current solution matched a precomputed lower
bound. Computational experiments were reported for
2D and 3D instances with up to 200 items.
Two constructive heuristics have been developed

and tested for the 3D-BP problem by Martello et al.
(2000). The first algorithm, called S-Pack, was based
on a layer-building principle derived from the shelf
approaches described in §2.1. The second heuristic,
denoted MPV-BS, repeatedly filled one bin after the
other by means of the branch-and-bound algorithm
for the single container presented by the authors in
the same paper. To reduce the computational time of
the algorithm, the branch and bound is truncated by
limiting the width of the tree.
Lodi et al. (2002b) presented a new shelf-based

heuristic for the 3D-BP, called Height first—Area sec-
ond (HA). The algorithm was based on constructing
two solutions and selecting the best. To obtain the first
one, items were partitioned into clusters according to
their height and a series of layers were obtained from
each cluster. The layers were then packed into bins
using the branch-and-bound algorithm by Martello
and Toth (1990) for the 1D-BP problem. The second
solution was obtained by ordering the items by non-
increasing area of their base and building new layers.
As previously, layers were packed into bins by solv-
ing a 1D-BP problem. HA is the constructive heuristic
that currently obtains the best results on the bench-
mark test problem instances.
Notice that none of the reviewed constructive heu-

ristics has a polynomial computational effort. They
actually use a branch-and-bound algorithm to pack
the shelves (S-Pack and HA) or build the accommo-
dation (S-Pack).

3. Extreme Points: An Efficient Rule
for the Placement of Items in
Three Dimensions

The main contribution of this paper is the introduc-
tion of a new accurate and efficient procedure to place
items inside a container. The procedure is based on
the concept of extreme points (EPs). The extreme points
idea extends the corner points concept. EPs provide
the means to exploit the free space defined inside a
packing by the shapes of the items already in the con-
tainer. Figure 4 illustrates EPs in 3D and 2D packings.
The basic idea of the EPs is that when an item k

with sizes wk, dk, and hk is added to a given pack-
ing and is placed with its left-back-down corner in
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Figure 4 Example of Definition of Extreme Points in 3D and
2D Packings

position �xk� yk� zk�, it generates a series of new poten-
tial points, the EPs, where additional items can be
accommodated. The new EPs are generated by pro-
jecting the points with coordinates �xk + wk�yk� zk�,
�xk� yk+dk� zk�, and �xk� yk� zk+hk� on the orthogonal
axes of the container. Figure 5 illustrates the concept.
Given a packing and the list 3DEPL of extreme

points defined by the items already in the packing,
Algorithm 1 finds the new EPs that must be added to
the list following the placement of item k in position
(xk, yk, zk). The main idea of Algorithm 1 is as follows
(to facilitate the reading of the paper, the pseudocodes
of all algorithms are presented in the appendix):
• If the container is empty, the item is placed in

position �0�0�0�, which generates three EPs in posi-
tions �wk�0�0�, �0�dk�0�, and �0�0�hk�;
• Otherwise, the item is placed in position (xk, yk,

zk), and new EPs are obtained by projecting
—Point �xk +wk�yk� zk� in the directions of the

Y and Z axes,
—Point �xk� yk+dk� zk� in the directions of the X

and Z axes, and
—Point �xk� yk� zk+hk� in the directions of the X

and Y axes.

Figure 5 EPs Defined by an Item (the EPs Are the Triangles)

Obrázek 2.4: Výsledek metody hledání extrémních bodů [5]
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Crainic, Perboli, and Tadei: Extreme Point-Based Heuristics for Three-Dimensional Bin Packing
INFORMS Journal on Computing 20(3), pp. 368–384, © 2008 INFORMS 371

an upper bound on the number of bins obtained by
a greedy heuristic procedure, the algorithm iteratively
decreased the number of bins, each time searching for
a feasible packing using the GLS method. The process
terminated when either a given time limit was reached
or the current solution matched a precomputed lower
bound. Computational experiments were reported for
2D and 3D instances with up to 200 items.
Two constructive heuristics have been developed

and tested for the 3D-BP problem by Martello et al.
(2000). The first algorithm, called S-Pack, was based
on a layer-building principle derived from the shelf
approaches described in §2.1. The second heuristic,
denoted MPV-BS, repeatedly filled one bin after the
other by means of the branch-and-bound algorithm
for the single container presented by the authors in
the same paper. To reduce the computational time of
the algorithm, the branch and bound is truncated by
limiting the width of the tree.
Lodi et al. (2002b) presented a new shelf-based

heuristic for the 3D-BP, called Height first—Area sec-
ond (HA). The algorithm was based on constructing
two solutions and selecting the best. To obtain the first
one, items were partitioned into clusters according to
their height and a series of layers were obtained from
each cluster. The layers were then packed into bins
using the branch-and-bound algorithm by Martello
and Toth (1990) for the 1D-BP problem. The second
solution was obtained by ordering the items by non-
increasing area of their base and building new layers.
As previously, layers were packed into bins by solv-
ing a 1D-BP problem. HA is the constructive heuristic
that currently obtains the best results on the bench-
mark test problem instances.
Notice that none of the reviewed constructive heu-

ristics has a polynomial computational effort. They
actually use a branch-and-bound algorithm to pack
the shelves (S-Pack and HA) or build the accommo-
dation (S-Pack).

3. Extreme Points: An Efficient Rule
for the Placement of Items in
Three Dimensions

The main contribution of this paper is the introduc-
tion of a new accurate and efficient procedure to place
items inside a container. The procedure is based on
the concept of extreme points (EPs). The extreme points
idea extends the corner points concept. EPs provide
the means to exploit the free space defined inside a
packing by the shapes of the items already in the con-
tainer. Figure 4 illustrates EPs in 3D and 2D packings.
The basic idea of the EPs is that when an item k

with sizes wk, dk, and hk is added to a given pack-
ing and is placed with its left-back-down corner in
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Figure 4 Example of Definition of Extreme Points in 3D and
2D Packings

position �xk� yk� zk�, it generates a series of new poten-
tial points, the EPs, where additional items can be
accommodated. The new EPs are generated by pro-
jecting the points with coordinates �xk + wk�yk� zk�,
�xk� yk+dk� zk�, and �xk� yk� zk+hk� on the orthogonal
axes of the container. Figure 5 illustrates the concept.
Given a packing and the list 3DEPL of extreme

points defined by the items already in the packing,
Algorithm 1 finds the new EPs that must be added to
the list following the placement of item k in position
(xk, yk, zk). The main idea of Algorithm 1 is as follows
(to facilitate the reading of the paper, the pseudocodes
of all algorithms are presented in the appendix):
• If the container is empty, the item is placed in

position �0�0�0�, which generates three EPs in posi-
tions �wk�0�0�, �0�dk�0�, and �0�0�hk�;
• Otherwise, the item is placed in position (xk, yk,

zk), and new EPs are obtained by projecting
—Point �xk +wk�yk� zk� in the directions of the

Y and Z axes,
—Point �xk� yk+dk� zk� in the directions of the X

and Z axes, and
—Point �xk� yk� zk+hk� in the directions of the X

and Y axes.

Figure 5 EPs Defined by an Item (the EPs Are the Triangles)Obrázek 2.5: Projekce vybraných rohových bodů na stěny souřadnicového systému [5]

Na rozdíl od algoritmu hledání rohů, který po každém dalším umístění hledá novou
obálku uspořádání krabic, metoda extrémních bodů ponechává zpětně nalezené pozice
a při každém umístění aktualizuje seznam bodů přidáním maximálně šesti extrémních
bodů. Tento přístup umožňuje dosáhnout nižší výpočetní náročnosti, což je klíčové pro
efektivitu a rychlost celého procesu.

Nicméně, tato metoda má své nedostatky. Prvním z nich je, že nedefinuje aktualizaci
předchozích pozic po přidání nové krabice. To může vést k neefektivnímu využití prostoru,
protože staré pozice zůstávají nezměněny bez ohledu na nově přidané krabice.

Druhým nedostatkem je, že metoda nemá pevně definovanou metodu pro ověření va-
lidní projekce. To znamená, že nemá jasný mechanismus pro ověření, zda je daná projekce
možná nebo ne. Špatný návrh projekce tedy může vést k situacím, kdy metoda navrhne
nepraktické nebo nemožné uspořádání krabic.

V práci byla použita právě metoda extrémních bodů pro svou nižší výpočetní nároč-
nost. Bylo ovšem nutné definovat vlastní funkce pro projekci a průběžné odstraňování
nevhodných pozic.

Návrh pro ověření validní projekce je ilustrován na obrázku 2.6. Projekce je považo-
vána za možnou, pokud se osa projekce protíná s úsečkou, vytvořenou prodloužením hrany
zkoumaného obdélníku v kolmém směru o polovinu střední hodnoty rozměrů všech umís-
těných obdélníků. Tím je zaručen vzájemný dotyk objektů, což zvyšuje šanci na efektivní
vyplnění prostoru. Pokud je nová krabice umístěna na zvolenou pozici (modrý bod), je
zahájen iterační algoritmus, který prochází všechny již umístěné krabice a pro každou z
nich zkoumá, zda je projekce v daném směru validní. V uvedeném příkladu je projekce
prováděna ve dvou směrech: levý horní roh je promítán ve směru −x a pravý dolní roh ve
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2 REŠERŠE 2.2 DPLP

směru −z. Nalezené extrémní body jsou na obrázku vyznačeny zeleně, zatímco černými
body jsou označeny nalezené pozice v předchozích krocích.

V průběhu jsou odstraněny extrémní body ležící uvnitř nově přidané krabice, včetně
těch ležících na straně krabice blíže počátku souřadnicového systému.

z

x

Obrázek 2.6: 2D Ilustrace použité metody projekce

2.2.3 Kritéria hodnocení

Hodnotící kritéria pomáhají určit, které řešení jsou vhodné a které ne, a tím usměrňují
algoritmus směrem k hledání optimálního řešení podle cílů dané úlohy. Mezi běžně pou-
žívaná kritéria hodnocení patří například:

Vytvoření podprostoru (Sub-volume creation) - Při položení krabice do vy-
mezeného prostoru je prostor rozdělen na konečný počet podprostorů. Ohodnocení tedy
představuje kolik nových podprostorů přidáním krabice vznikne. [12].

(a) Most of the studies tried to solve the 3D problem through 2D approaches .
(b) The pallet loading process was restricted to either layered or stacking col-

umns.
(c) New columns could not be built unless their preceding ones had been com-

pleted.
(d) In layered type models, upper layers cannot be loaded with boxes unless the

lower layer has been completed ® lled.
(e) Similarly, models using the stacking columns approach considered sequen-

tial, not simultaneous , build-up .
( f) Most have considered the pallet volumetric utilization as the only objective of

their model.
(g) Very few have given attention to the loading stability issue.
(h) The relationship between di� erent boxes is one of integral proportions ; that

is, one box is exactly 2 or 3 times the length or width of the other box.

Therefore, the research takes into account the above mentioned limitations of
previous work and advances further the development of heuristic solutions to the
weakly heterogeneous 3D palletization problems.

3. Framework of 3D stacking palletization

Before describing the proposed heuristic, the following terminology and concepts
are de® ned.

3.1. Partitioning empty space and sub-volume creation
A sub-volume is the three-dimensional equivalent of a sub-area that is commonly

found in the literature as two-dimensional palletization algorithms. To introduce the
term sub-volume, one can look at how the remaining empty space of a pallet of
dimensions L W H is partitioned when a box of dimension lwh is loaded. The 3
possible locations and their corresponding sub-volumes are shown in ® gures 4 and
5, respectively.

Each of these small empty rectangular volumes is called a sub-volume (SV).
Therefore a sub-volume can be de® ned as a rectangularly shaped three-dimensional
empty space found anywhere at any given time on a pallet. As the number of sub-
volumes increases, some of their individua l volumes decrease. The smaller the sub-

3D random stacking palletizatio n 1509

Figure 4. Typical box locations on the pallet.

Figure 5. Di� erent numbers of sub-volumes for di� erent box locations.

Obrázek 2.7: Ilustrace případů vzniku různého počtů podprostorů
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Relativní vyplnění prostoru - Hodnotí, jakou část prostoru krabice vyplňují. Při
výpočtu může být uvažován objem celého prostoru palety, nebo objem bounding boxu
aktuální konfigurace krabic. [13, 20, 22]

Výška krabice - Zajišťuje, aby krabice byla pokládána na co možno nejnižší pozici.
Může být uvažována výška podstavy [20], nebo výška těžiště. Použitím těžiště je docíleno
rozdílné ohodnocení pro jednotlivé orientace krabice.

Podepřená plocha (Base of Support) - Posuzuje, jak stabilně jsou krabice umís-
těny na paletě a zda je zajištěno adekvátní podepření každé krabice. Z hlediska stability
je požadováno, aby byla plocha krabice podepřená alespoň ze 70% [17].

Počet podpěrných krabic - Souvisí s vytvářením vazeb vedoucí na stabilnější uspo-
řádání [20].
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3 Návrh algoritmu

V této kapitole bude představen návrh algoritmu pro řešení dané instance DPLP. Nejdříve
je popsána definice problému, včetně zjednodušujících předpokladů a dalších omezení.

V následující části bude detailně popsán samotný algoritmus řešení DPLP a jeho
implementace. Bude uveden výčet klíčových kroků algoritmu a popsány různé strategie,
které byly využity k optimalizaci výpočetní náročnosti.

V další podkapitole bude podrobně rozebrána hodnotící funkce, sloužící pro výběr
krabice a její umístění. Budou popsány jednotlivé složky této funkce a vysvětleno, jak
každá z nich přispívá k celkové optimalizaci. Také budou zmíněny důvody, proč byly
určité aspekty hodnoceny přednostně a jaké jsou jejich praktické důsledky při skládání
krabic na paletu.

Konečně v závěrečné části kapitoly budou prezentovány výsledky algoritmu při aplikaci
na vybrané datasety.

3.1 Definice problému
Paleta je definována rozměry [L, W, H], přičemž obecně neexistuje žádné omezení pro
jejich poměr ani velikost. Pro účely práce byly rozměry nastaveny na 800 x 1200 x 2000
mm. První dva rozměry byly zvoleny jako reprezentace europalety EPAL [23]. Paleta
je také definována její nosností, tedy maximální hmotností, kterou je paleta schopna
snést, aniž by se poškodila. I zde byla konkrétní hodnota inspirována europaletou EPAL
s nosností 1000 až 1500 kg v závislosti na rozložení hmotnosti [23].

Krabice jsou definovány rozměry [wi, li, hi], které nemohou být větší než rozměry pa-
lety. Jejich hmotnost mi je náhodně generována v rozmezí od 0 do 10 kilogramů, za
předpokladu že jsou vyplněné, tedy s homogenním rozložením hmotnosti a těžištěm le-
žícím v geometrickém středu. Kolize krabic je nepřípustná a zároveň nesmí přesáhnout
vymezený prostor palety. Jsou povoleny rotace 90°, čímž se omezí maximální počet mož-
ných orientací. V krajním případě li ̸= wi ̸= hi má krabice tedy jen 6 možných orientací
(Obr. 3.1). Dále nejsou uvažovány křehké krabice a z hlediska stability musí být krabice
podepřena alespoň ze 70 %.
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Let us observe that if no orientation constraints 
exit, six different orientations of a box are possible as 
shown in Fig. 4.

The heuristic tries to pack a box in every feasible 
orientation until it fits into available space. If no such 
space exists for any orientation, the box is rejected. It 
is easy to notice that the order in which possible ori-
entations are checked may influence the solution. 
Since we have six possible orientations at the most, 
there exist only 6! = 720 such orders (permutations). 
We run the heuristics for each permutation.

1.	 Add the initially available space corresponding to 
the whole container to the set of available spaces.

2.	 Select the largest box not yet considered. If there 
are no boxes to be packed, go to step 5.

3.	 For every orientation from the current permuta-
tion do:
a)  select the smallest yet unchecked available 

space and try to pack the current box there,
b)   if all constraints are met, then: 

•	 pack that box respecting its current ori-
entation, 

•	 divide all available spaces intersecting 
with the selected box and add the new 
available spaces to the set of available 
spaces, 

•	 remove each available space that is 
included in another available space, 

•	 go to step (2).
c)  if there are still unchecked spaces, go to step 

(3a).
4.	 Reject the selected item and all items of its type. 

Go to step 2.
5.	 If the current solution is better than all of 

the solutions found so far, then remember it.
6.	 Remove the current solution.

If no box has been rejected then all boxes are 
packed; otherwise, there are some unpacked boxes 
left. Step 4 is not required to obtain a feasible solu-
tion; however, it decreases the complexity of the 
algorithm. Otherwise, the number of available spaces 
grows very fast.

Obviously, more complicated orientation 
requirements may be defined by the user. For exam-
ple, additional space required for manoeuvring of 
the loading vehicles (forklifts or pallet trucks) may be 
required. This additional space obviously decreases 
the container volume available for packing the boxes 
thus affecting the value of the objective function. 
Moreover, the location of the door may influence 
the order of packing and in consequence the location 
of some items. Such constraints may be considered by 
the proposed heuristics by defining the available 
space appropriately.

3. Computational experiments

3.1. Test-bed

The algorithm was implemented in Java, and 
the  tests were run on a computer with Intel Core 2 

 

Figure 3: Available spaces resulting from packing a box

• load stability constraints described in Section 2.2.4 are respected.

Basically, the packing scheme follows the wall-building idea by George and
Robinson (1980). The container is packed layer by layer, where a layer is defined
as a section of the container length over its total width and height. The length of a
layer is defined by the first box packed in this layer. No new layer may be initiated
unless the previous layer is completed.

We define an available space as a parallelepiped inside the container with
sides parallel to the sides of the container and not intersecting nor containing any
box. An available space S i

j may be divided by a new box i+1 as shown in Figure
3. This operation results in removing the available space S i

j , adding box i+1 to
the container and constructing a set of available spaces S i+1

j1 , . . .S i+1
jk such that:

(a) S i+1
jl ⊆ S i

j, l = 1, . . . ,k,

(b) S i+1
jl is disjoint with box i+1, l = 1, . . . ,k,

(c)
⋃k

l=1 S i+1
jl has maximum volume of all sets that fulfil (a) and (b).

In order to decrease the running time of the algorithm, if an available space is
a subset of another available space it is removed from further consideration.

Let us observe that if no orientation constraints exit, six different orientations
of a box are possible as shown in Fig. 4.

The heuristic tries to pack a box in every feasible orientation until it fits an
available space. If no such space exists for any orientation the box is rejected. It is
easy to notice that the order in which possible orientations are checked may influ-
ence the solution. Since we have at most six possible orientations there exist only
6! = 720 such orders (permutations). We run the heuristics for each permutation.

12

Fig. 3. Available spaces resulting from packing a box

Thus, in a given run of the algorithm, the order in 
which box orientations are checked is fixed. Boxes are 
considered in the non-increasing order of their vol-
ume. If there is no available space where the box may 
be packed in a given orientation, then the next orien-
tation is selected. If a box cannot be packed in any 
orientation, it is rejected together with all boxes of 
the  same type. Then, the next box is selected. After 
considering all boxes, the next run of the algorithm 
starts with a new permutation of box orientations. 
The best solution of all 720 runs is selected.

A more formal description of the algorithm is 
presented in Section 2.3.

2.3. The Best-Fit algorithm

For every possible permutation of box orienta-
tions do:
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Figure 4: Different box orientations

Thus, in a given run of the algorithm the order in which box orientations are
checked is fixed. Boxes are considered in the non-increasing order of their vo-
lume. If there is no available space where the box may be packed in a given
orientation then the next orientation is selected. If a box cannot be packed in any
orientation, it is rejected together with all boxes of the same type. Then the next
box is selected. After considering all boxes the next run of the algorithm starts
with a new permutation of box orientations. The best solution over all 720 runs is
selected.

A more formal description of the algorithm is presented below.

The Best-Fit algorithm

For every possible permutation of box orientations do

1. Add the initially available space corresponding to the whole container to the
set of available spaces.

2. Select the largest box not yet considered. If there are no boxes to be packed
go to step 5.

3. For every orientation from the current permutation do
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Obrázek 3.1: Všechny možné orientace krabice [24]

3.2 Hlavní algoritmus
Jak již bylo uvedeno výše, hlavním smyslem algoritmu je z aktuálního zásobníku vybrat
příslušnou krabici a umístit ji na jednu z dostupných pozici při dodržení předem sta-
novených pravidel. Musí být tedy schopný najít dostupné pozice z informací o paletě,
identifikovat nepřípustné stavy zahrnující kolize krabic nebo nedostatečné podepření, a
využitím relevantních kritérií zvolit následující stav palety.

Část použitých metod již byla diskutována v teoretické části práce, a proto v této
sekci budou vysvětleny převážně z hlediska jejich pořadí v navrženém postupu. Větší
část kapitoly bude věnována zvolení kritérií pro hodnocení potenciálních stavů a jejich
opodstatnění.

Výsledek implementace algoritmu se dá rozdělit do dvou úrovní:
Vyšší úroveň zahrnuje inicializaci palety a definici zásobníku, hlavní cyklus pokládání

krabic, probíhající dokud není dosažena ukončovací podmínka, a také vizualizaci, díky
které mohly být identifikovány funkcionální chyby v průběhu vypracování a sloužila také
jako jedna z metod prezentace výsledků (Obr. 3.3).

Nižší úroveň představuje samotnou strategii výběru krabice, rozdělené do prohle-
dání stavového prostoru do omezené hloubky, ověřování podmínek kolize a podepření, a
následným ohodnocením jednotlivých stavů následující výběrem nového.

3.2.1 Inicializace

Pro inicializaci problému skládání palety definujeme strukturu palety a je připraven
vstupní dataset s informacemi o krabicích, z něhož je vytvořena první instance zásob-
níku.
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Definice struktury palety

• Rozměry palety jsou definovány ve formátu [L, W, H], v práci byly zvoleny rozměry
[800, 1200, 2000] mm.

• Maximální hmotnost M 1000 kg vzhledem k nehomogennímu rozložení hmot-
nosti.

• Množina krabic I obsahuje informace o krabicích na paletě.

• Relativní vyplnění Vr, představuje poměr sumy objemů krabic k celkovému ob-
jemu prostoru palety.

• Ohodnocení Ck: Numericky hodnotí kvalitu konfigurace (Podkap. 3.2.4)

• Numerický identifikátor ID slouží k rozlišení jednotlivých stavů a zpětnému
hledání předcházejících uzlů ve stavovém prostoru.

• Extrémní body EPs obsahují souřadnice možných umístění, nalezených při ex-
panzi.

Definice zásobníku

Vstupní dataset je vytvořen dvěma možnými způsoby. V počátku je buď definováno velké
množství typů krabic s různými rozměry v určeném intervalu, nebo importovány z existu-
jícího datasetu. Po každém přechodu je nově umístěná krabice nahrazena krabicí náhodně
vybranou ze vstupního datasetu. Strukturu krabice definují:

• Rozměry [li, wi, hi] určují délku, šířku a výšku krabice.

• Pozice [xi, yi, zi] představují souřadnice rohu krabice nejblíž počátku souřadnico-
vého systému.

• Hmotnost mi je přiřazena náhodně v intervalu od 0 do 10 kg.

• Numerický identifikátor id slouží k rozlišení krabic v zásobníku.

Součástí inicializace je kvůli urychlení procesu položení první krabice bez předchozího
prohledávání, přičemž je zvolena krabice největšího objemu. Tímto je vyloučeno množství
možných kolizních uspořádání (Obr.3.2), což alespoň v počátcích paletizace může zlepšit
výsledky optimalizace. Pro prázdnou paletu je zřejmé, že počáteční krabice bude položena
do jednoho z rohů palety, reprezentující počátek souřadnicového systému. Vyhneme se tím
jednoho cyklu prohledávání. Tato základní inicializace poskytuje výchozí bod pro následné
řešení dané instance DPLP.

Po ukončení inicializace je zahájen hlavní cyklus skládání, který pokračuje dokud se
nezmění pravdivostní hodnota ukončovacích podmínek. Cyklus může být ukončen více
způsoby, a sice překročením maximální nosnosti palety nebo nenalezením žádných nových
přípustných stavů.
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Obrázek 3.2: Příklad konfigurace vedoucí ke kolizního stavu společně s bezkolizní konfigurací

3.2.2 Prohledávání stavového prostoru

Podstatou výběru krabic v průběhu skládání je prohledávání stavového prostoru do pře-
dem definované hloubky. V práci byl uvažován zásobník s menším množstvím krabic,
hloubka prohledávání byla tedy rovna velikosti zásobníku. V případě většího zásobníku je
možné zvolit maximální hloubku prohledávání, nicméně kvůli razantně se zvyšující době
výpočtu byla tato možnost velmi omezená.

Postup prohledávání byl implementován následovně:

• Do každého extrémního bodu jsou postupně umístěny všechny známé krabice ve
všech možných orientacích.

• Je zkontrolována podmínka, zda je krabice dostatečně podepřená a zároveň je vy-
loučena kolizní konfigurace.

• Při splnění předchozích podmínek je vytvořen nový uzel, kterému je také přiřazeno
ohodnocení, podrobněji diskutováno v 3.2.4.

• Je aktualizována množina extrémních bodů.

Prohledávání je ukončeno nalezením všech možných uzlů stavového stromu po vyčer-
pání všech krabic ze zásobníku, případně dosažením zvolené hloubky. V pozdějších fázích
paletizace, například při polovičním zaplněním prostoru, může být počet nalezených uzlů
natolik velký, že je nezbytné zavést eliminační kritéria, která přispějí k snížení výpočetní
náročnosti. Při nesplnění podmínek se daný uzel neuvažuje a není uložen do paměti.
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Obrázek 3.3: Flowchart popisující hlavní kroky algoritmu
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3.2.3 Volba vítězného uzlu

Vítězný uzel je vybrán z uzlů nejvyšší dosažené hloubky na základě číselného ohodnocení,
představující kumulativní cenu přechodů. Jakmile je vítězný uzel identifikován, je pro-
vedeno zpětné vyhledání toho předka, který leží v hloubce o jednu vyšší než je hloubka
počátečního uzlu (Obr. 3.4). Ten se následně stane dalším počátečním stavem pro další
iteraci hlavní smyčky. Tento postup zajišťuje, že je vybrán nejlepší možný stav pro další
expanzi.

Tento přístup zároveň zohledňuje fakt, že v další iteraci nabude zásobník nové podoby
představením nové krabice, čímž vzniknou nové kombinace pořadí krabic a jejich umístění.

Počáteční
uzel

Další stav

Vítězný 
uzel

Obrázek 3.4: Schéma větvení stavového stromu s ilustrací výběru nového stavu palety

3.2.4 Návrh hodnotící funkce

V návrhu hodnotící funkce jsou specifikovány kritéria pro ohodnocení jednotlivých uzlů
stavového stromu. Hodnocení je založeno na výpočtu kumulované ceny přechodů mezi
jednotlivými uzly v rámci jednoho cyklu prohledávání. Vlastní hodnocení uzlu je vypočí-
táno jako vážená suma normalizovaných cen, která zahrnuje různé aspekty krabic a jejich
umístění na paletě.

C =
n∑

i=1
Wici (3.1)

Vybraná kritéria

Poloha těžiště krabice zT

Výška těžiště krabice v daném umístění hraje klíčovou roli při hodnocení. Zaručuje, že
algoritmus upřednostní umístění krabic do nižších pozic a zároveň lépe zhodnotí stabilnější
orientaci krabice v téže pozici. To vede k rovnoměrnějšímu vyplňování a může zabránit
časté tvorbě nestabilních sloupců.

Normalizovaná cena je stanovena jako podíl souřadnice těžiště krabice a maximální
možné výšky na paletě.
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cH = zT

H − hi/2 (3.2)

z

x

z

x

z

x

z1

z2 z3

Obrázek 3.5: Ilustrace možných umístění pro jednu krabici s různou výškou těžiště. V této situaci
je upřednostěná možnost vpravo.

Vzdálenost těžiště od počátku do

Vzdálenost těžiště krabice od počátku palety má význam v rámci uvažování pokládání
krabic manipulátorem s pevně fixovanou základnou. Smyslem použití je předejít některým
možným kolizním stavům s ramenem manipulátoru snahou skládat krabice rovnoměrně v
oblasti počátku.

do =
√

(xi + li
2 )2 + (yi + wi

2 )2 + (zi + hi

2 )2 (3.3)

Normalizovaná cena je určena jako rozdíl vzdálenosti těžiště krabice v aktuální orien-
taci a minimální vzdálenosti od počátku podělený rozdílem minimální a maximální možné
vzdálenosti.

cdo = do − dmin

dmax − dmin

(3.4)

Podepřená plocha Asupp ∈ ⟨0.7, 1⟩
Podepřená plocha krabice, je významnou metrikou pro stabilitu a bezpečnost na paletě.
Normalizovaná cena roste se snižujícím procentuálním podepřením. To znamená, že čím
větší je podepřená plocha, tím nižší je hodnota této metriky. Podepření může nabývat
hodnot pouze v rozmezí od 0.7 do 1, normalizace má proto následující podobu.

cAsupp = −10
3 (Asupp − 1) (3.5)
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Obrázek 3.6: Ilustrace možných umístění pro jednu krabici s různým podepřením

Počet krabic podpírající novou krabici Nsupp

Z hlediska stability je toto kritérium naprosto zásadní. Smyslem použití je totiž upřed-
nostnění tvorby vazeb mezi jednotlivými krabicemi, podobně jako při stavbě cihlové zdi.
Normalizovanou cenu prakticky nelze spolehlivě stanovit, jelikož není znám maximální
možný počet krabic, které novou krabici je schopno podepřít. Tento člen bude tedy více
závislý na vhodném zvolení váhové konstanty. Cena je určena jako převrácená hodnota po-
čtu krabic, což znamená, že čím méně krabic podpírá novou krabici, tím vyšší je hodnota
této dílčí ceny. V případě, že krabice leží na zemi, normalizovaná cena nabude hodnoty
−1.

cNsupp = 1
Nsupp

(3.6)

Relativní vyplnění prostoru
Vyjadřuje poměr celkového objemu krabic na paletě k objemu bounding boxu obklopující
současnou konfiguraci krabic. Oproti předchozím kritériím je hodnota lokálního zaplnění
zahrnuta pouze pro uzly s nejvyšší dosaženou hloubkou v aktuálním procesu prohledá-
vání. Normalizovaná cena klesá s vyšším procentuálním zaplněním objemového prostoru.
Smyslem kritéria je snaha dosáhnout co možno nejkompaktnějšího uspořádání a efektiv-
ního využití prostoru.

Vrel =
∑n

i=1 Vi

Vbb

(3.7)
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z
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Obrázek 3.7: Ilustrace dvou případů možných umístění stejných krabic s odlišným relativním
vyplněním

Normalizovanou cenu získáme rozdílem 1 a hodnoty relativního objemového vyplnění.

cVrel
= 1 − Vrel (3.8)

Cenová funkce přechodu z jednoho stavu do druhého tedy nabývá podoby:

C = W1cz + W2cd0 + W3cAsupp + W4cNsupp (3.9)

Pro uzel v největší možné hloubce v aktuálním výběru krabice poté platí:

C = W1cz + W2cd0 + W3cAsupp + W4cNsupp + W5cVrel
(3.10)

Konečné ohodnocení uzlů má podobu kumulované ceny přechodů v rámci všech před-
cházejících stavů.

Ck+1 = Ck + C (3.11)

Vhodné váhové konstanty jsou laděny empiricky pro dosažení požadovaného chování
algoritmu. Nelze však zaručit, že povedou na chtěný výsledek pro jakoukoliv kombinaci
vstupní typů krabic. Je prakticky nemožné zvolit váhové konstanty tak, aby byl schopný
dosáhnout kýženého výsledku ve všech situacích. Uvedená rovnice 3.12 znázorňuje pouze
podobu cenové funkce s vahami, které dosáhli poměrně slušných výsledků na použité
datové sady.

C = 5cz + 0.1cd0 + cAsupp + cNsupp + cVrel
(3.12)
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3.3 Výsledky
Pro vyhodnocení výsledků budou použita následující kritéria: procentuelní vyplnění pro-
storu, rychlost výpočtu, počet krabic na paletě a poloha těžiště.

Vyplnění prostoru bude vypočítáno jako poměr součtu objemů všech krabic na
paletě a objemu celkového vymezeného prostoru palety.

Z hlediska obecného hodnocení není počet krabic příliš relevantní vzhledem k tomu,
že počítáme s náhodným výběrem krabic a nemáme dostatek informací o konečné podobě
výsledné palety. Nicméně poslouží jako porovnání konečných konfigurací v rámci stejných
intervalů rozměrů, případně pro různé velikosti zásobníku.

Poloha těžiště je jedním z klíčových ukazatelů celkové stability palety. Jelikož pracu-
jeme s různými rozměry a hmotnostmi, těžiště spočítáme jako vážený průměr jednotlivých
souřadnic těžiště všech krabic (Rovnice 3.13, 3.14, 3.15). Za ideální těžiště je považován
geometrický střed palety, tedy [40, 60, 100] cm.

xt =
∑n

i=1 ximi∑n
i=1 mi

(3.13)

yt =
∑n

i=1 yimi∑n
i=1 mi

(3.14)

zt =
∑n

i=1 zimi∑n
i=1 mi

(3.15)

Rychlostí algoritmu se rozumí jednoduše čas, který algoritmus potřebuje na získání
výsledku, tedy čas potřebný pro složení celé palety. Během výpočtu je zakázáno používání
jakéhokoliv procesu, který je časově náročný a není nezbytný pro funkci algoritmu, jako
je například hudební přehrávač nebo internetový prohlížeč . Algoritmus nebude využívat
žádné přebytečné časově náročné funkce, jako je například výpis do příkazového panelu.
Do rychlosti algoritmu nejsou započítány časově náročné operace, jako je vykreslení prů-
běžného stavu palety, ani čas pro výpočet kritérií hodnocení algoritmu.

Následující část je rozdělena do dvou částí: výsledky dosažené pro vytvořené sady
krabic s náhodnými rozměry a poté pro datasety převzaté z [12],[25].

V případě generace vlastních sad krabic jsou prezentovány výsledky pro rozměry ve
variabilních intervalech v rozmezí od 10 do 50 cm. Tím ověříme chování algoritmu v
závislosti na různorodosti zásobníku a také potvrdíme důležitost poměru rozměrů krabic
k rozměrům palety. Porovnáme také výsledky v závislosti na velikosti zásobníku, přičemž
předpokládáme, že při větším zásobníku, neboli při větší hloubce prohledávání, bychom
měli dosáhnout lepších výsledků. Souhrn dosažených výsledků je vyobrazen v tabulce 3.2
pro vlastní sady krabic a 3.1 pro ostatní datasety.

V každé instanci je vygenerována sada 100 krabic, z kterých je náhodným výběrem
zásobník doplňován.
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3.3.1 Vlastní datasety

Během experimentace byly rozměry krabic generovány náhodně v rozmezí mezi 10 a 50
cm a byly zohledněny pouze celočíselné hodnoty. Tímto přístupem jsme zavedli určitou
toleranci, která reflektuje možné odchylky ve skutečných podmínkách, kdy mohou být
krabice deformované nebo může docházet k chybám měření. Tímto způsobem jsme se
snažili modelovat reálné podmínky a zohlednit možné nepřesnosti měřící metody.

Velmi malé krabice
Z obrázku 3.8 je patrné, že byla vyplněna přibližně jen polovina palety, a to kvůli dosažení
maximální nosnosti. Při průměrné hmotnosti 5 kg je paleta schopná pojmout jen kolem
200 krabic, přičemž na této paletě jich bylo položeno 206. Je možné si také povšimnout
velmi výrazné členitosti povrchu. Díky velké různorodosti rozměrů je velmi obtížné za
daných podmínek umístit krabice tak, aby jejich horní stěny měly stejnou výšku a tím
společně vytvořily souvislou plochu pro vytváření vazeb. To má bohužel za následek, že
se krabice skládají do vysokých sloupců.

Mírným rozšířením intervalu rozměrů již podmínka nosnosti dosažena nebyla a proces
skládání byl ukončen v okamžiku, kdy každá další přidaná krabice vybočovala z defino-
vaného prostoru (Obr.3.9).

Kombinace velkých a malých krabic (Obr.3.10)
Kombinace větších a menších krabic umožnila dosáhnout lepšího vyplnění prostoru ve
srovnání s předchozím případem. To bylo možné díky tomu, že menší krabice často vypl-
ňovaly mezery vzniklé mezi velkými krabicemi. Nicméně při nízké hloubce prohledávání
nebo malém zásobníku docházelo k velmi nízkému využití prostoru a podobně jako v
předchozím případě nedocházelo k dostatečnému vytvoření vazeb.

Velké krabice (Obr.3.11)
Při překročení určitého poměru rozměrů krabic vůči rozměrům palety již nevzniká do-
statečné množství kombinací a vytrácí se závislost mezi vyplněním prostoru a velikostí
zásobníku či hloubkou prohledávání. V takovém případě je možné pouze stohování do
sloupců.
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Obrázek 3.8: Výsledná paleta krabic rozměrů 10-20 cm, paletizace ukončená podmínkou nosnosti
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Obrázek 3.9: Výsledná paleta krabic rozměrů 10 - 30 cm
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Obrázek 3.10: Výsledná paleta krabic rozměrů 10 - 50 cm
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Obrázek 3.11: Výsledná paleta krabic rozměrů 30 - 50 cm
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3.3.2 Testované datasety

Dataset z [12]

Prvním použitým datasetem je sada krabic použitá v práci od Abdou et al. [12], jejichž
rozměry jsou vypsány v tabulce 3.2. Je patrné, že existuje spousta konfigurací, které
vedou na vytvoření souvislých ploch, jelikož pro jejich rozměry jsme schopni najít hned
několik společných dělitelů. Očekáváme tedy častější tvoření vazeb a celkově stabilnější
uspořádání, což potvrzuje obrázek 3.12.

Přestože docházelo k častější tvorbě vazeb, stále se krabice primárně pokládaly do
nestabilních sloupců. Hlavní příčinou je omezená velikost zásobníku, kdy v daný moment
nebyla k dispozici ta krabice, která by dokázala vytvořit požadované kompaktní uspořá-
dání. Větší počet krabic v zásobníku by mohl vést na lepší uspořádání, nicméně obecně
to zaručit nelze.

- 1 2 3 4 5 6 7 8

li 12 12 18 18 30 30 25 22

wi 10 20 10 30 10 20 20 30

hi 5 5 10 10 10 10 15 18

Tabulka 3.2: Dataset poměrných rozměrů slabě heterogenních krabic [12]

Dataset z Operational Research (OR) knihovny [25] (Obr. 3.13)

OR knihovna je rozsáhlá databáze datasetů pro rozmanité optimalizační úlohy, včetně
datasetů krabic pro CLP. Byly použity 2 balíčky z tohoto datasetu a rozměry krabic byly
vhodně naškálovány, aby byly přizpůsobeny rozměrům paletizačního prostoru.

Z hlediska vyplnění i stabilních požadavků bylo dosaženo podobných výsledků jako v
předchozích případech.
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z [cm]

Obrázek 3.12: Ukázka větší tvorby vazeb pro převzatý dataset z [12]
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Obrázek 3.13: Výsledná paleta pro krabice z OR knihovny
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Velkým problémem současné metody je výrazné prodlužování času potřebného pro
výběr následující krabice s rostoucím počtem krabic na paletě. Tento problém je způso-
ben především implementací několika dílčích funkcí algoritmu pomocí for smyček, které
procházejí všechny již položené krabice. Toto se týká například funkce pro detekci kolizí,
hledání nových pozic nebo výpočtu podepřené plochy.

V průběhu paletizace se počet možných pozic pro umístění dalších krabic postupně
zvětšuje, což vede k exponenciálnímu nárůstu času potřebného k výběru následující kra-
bice. Typický průběh tohoto nárůstu je znázorněn na obrázku 3.14.
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Obrázek 3.14: Typický průběh doby výběru krabice při paletizaci
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Rozměry
krabic
[cm]

Počet
krabic v
zásob-
níku

Celkový
počet krabic

Vyplnění [%] Doba
paletizace

[s]

Poloha těžiště
[xt, yt, zt]

10 - 20

1 205 35.43 118 [36.04, 55.26, 42.56]
2 199 37.69 379 [38.73, 54.07, 46.08]
3 205 35.93 1658 [36.04, 55.26, 42.56]
4 199 38.35 3061 [38.73, 54.07, 46.08]

10 - 30

1 155 61.28 43 [35.10, 58.65, 78.01]
2 157 62.26 191 [38.69, 62.44, 81.31]
3 169 72.21 605 [37.31, 62.17, 86.43]
4 189 72.04 1546 [36.89, 60.21, 87.20]

10 - 40

1 93 68.77 5 [35.64, 63.20, 68.93]
2 92 66.37 16 [35.91, 56.40, 87.30]
3 90 63.93 31 [33.94, 57.00, 83.78]
4 78 76.3 56 [39.82, 55.89, 93.11]

10 - 50

1 35 39.55 2 [37.96, 57.64, 56.22]
2 44 55.13 17 [42.02, 59.73, 80.14]
3 53 72.72 48 [42.08, 59.77, 88.25]
4 57 77.96 125 [39.76, 53.28, 82.50]

20 - 30

1 85 68.86 8 [36.59, 55.01, 85.66]
2 91 71.79 48 [37.16, 53.52, 89.51]
3 97 75.66 86 [39.18, 59.86, 93.24]
4 84 66.39 156 [36.60, 63.33, 85.95]

20 - 40

1 44 64.26 1.5 [31.76, 49.80, 84.40]
2 50 68.79 9 [37.75, 64.24, 90.59]
3 55 74.60 12 [38.08, 64.71, 104.79]
4 49 69.07 33 [33.70, 58.48, 97.02]

20 - 50

1 26 59.63 1 [37.86, 51.29, 85.81]
2 28 70.91 2 [36.47, 61.83, 80.32]
3 35 74.33 13 [41.72, 57.23, 91.23]
4 31 64.12 30 [36.10, 59.68, 79.28]

30 - 40

1 27 64.78 1 [40.10, 53.17, 81.57]
2 35 75.50 5 [39.18, 58.89, 98.14]
3 34 72.79 34 [38.14, 48.23, 98.53]
4 35 75.55 102 [36.75, 45.77, 95.44]

30 - 50
1 20 67.1 0.5 [39.36, 54.84, 81.39]
2 19 56.7 1 [39.33, 54.32, 57.34]
3 22 68.48 5 [41.61, 55.88, 86.39]
4 21 72.00 24 [36.01, 66.78, 90.26]

Tabulka 3.1: Tabulka dosažených výsledků pro vygenerované datasety
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Rozměry
krabic [cm]

Velikost
zásob-
níku

Celkový
počet krabic

Vyplnění [%] Doba
paletizace

[s]

Poloha těžiště
[xt, yt, zt]

Dataset
z [12]

1 82 67.71 6 [38.10, 58.38, 87.60]
2 85 72.31 40 [39.10, 57.34, 92.40]
3 92 75.47 69 [37.04, 59.26, 92.56]
4 95 76.14 114 [38.73, 57.07, 96.08]

Dataset
OR 1
[25]

1 84 65.26 5 [39.10, 58.45, 89.78]
2 98 73.45 36 [39.16, 58.34, 93.41]
3 101 75.94 112 [37.45, 59.96, 91.76]
4 96 74.12 259 [39.03, 58.46, 97.51]

Dataset
OR 2
[25]

1 95 67.73 8 [38.78, 59.08, 91.63]
2 85 69.23 56 [39.69, 58.44, 95.47]
3 92 70.03 87 [37.04, 59.26, 91.58]
4 95 73.23 301 [39.53, 58.23, 97.68]

Tabulka 3.3: Tabulka dosažených výsledků pro převzaté datasety
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4 Simulace

V této kapitole se zaměříme na simulační ověření vyvinutého algoritmu pro paletizaci
s ohledem na jeho praktickou použitelnost a splnění stanovených kritérií. Kapitola je
rozdělena do dvou hlavních částí.

Nejprve je simulačně ověřena stabilita palety v průběhu paletizace (kap. 4.1). Tato
část se zaměřuje na zajištění, že paleta během stavby nezkolabuje a že všechny krabice
setrvají na svém místě bez rizika převrácení.

V následující části provedeme simulaci v robotickém simulátoru, který umožňuje rea-
listické modelování a analýzu chování robotického manipulátoru při přemísťování krabic
(kap. 4.2). Cílem této části je ověřit, že robotický manipulátor dokáže bezkolizně postavit
paletu, tedy že během celého procesu nedojde k žádným kolizím mezi manipulátorem a
krabicemi nebo mezi krabicemi samotnými.

Implementačně je simulace provedena až po nalezení konfigurací krabic a tedy vstup-
ními daty je nalezená množina krabic v pevně daném pořadí, s konečnými pozicemi a
orientacemi. Vzhledem k vysoké výpočetní náročnosti simulace zapříčiněné velkým po-
čtem objektů navzájem v kontaktu je simulace provedena pouze pro několik vybraných
konfigurací. I přesto simulace poskytne cenné informace pro další zdokonalování algoritmu
a jeho případné použití v reálných průmyslových aplikacích.

4.1 Ověření stability
Pro účely simulačního ověření stability palety v průběhu paletizace byl implementován
skript v MATLABu pro vytvoření Simulink modelu s využitím předdefinovaných bločků
Simscape Multibody. Tento model zahrnuje všechny potřebné funkční bloky pro realistické
modelování dynamického chování krabic při jejich umisťování. Simulační proces je kódem
automatizován, což umožňuje snadné opakování a úpravy modelu dle potřeby.

Po každém umístění krabice je simulace spuštěna a zkoumá se, zda paleta zůstane
stabilní nebo zda dojde k výrazné změně polohy jedné či více krabic (Obr. 4.1).

V první fázi je vytvořen základní Simulink soubor, který bude sloužit jako výchozí
bod pro přidávání dalších bloků a konfiguraci simulace.

Simulační prostředí je definováno přidáním nezbytných bloků (Obr. 4.2), jimiž jsou:

Blok World Frame představuje fixní referenční bod v simulaci, který slouží jako zá-
kladní souřadnicový systém pro všechny ostatní objekty. V rámci simulace v prostředí
Simscape Multibody tento blok definuje globální souřadnice, vůči kterým se měří polohy
a orientace všech těles.

Blok Solver Configuration slouží pro nastavení parametrů, který Simscape používá
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Start

Inicializace

Přidání krabice

NE

ANO
Je paleta stabilní?

Konec

Spuštění simulace

Obrázek 4.1: Flow chart implementace simulace v Simscape multibody

k numerickému řešení fyzikálních rovnic. Zde je určen typ řešiče, časové kroky a tole-
rance pro numerické chyby. Správná konfigurace řešiče je zásadní pro stabilní a přesnou
simulaci, obzvlášť když simulace obsahuje početné interakce mezi tělesy, jako jsou kolize
a vzájemné kontakty mezi krabicemi.

Blok Mechanism Configuration se využívá pro nastavení globálních parametrů
mechanického systému. Tento funkční blok umožňuje definovat gravitační sílu a směr, po-
skytuje možnosti pro ladění parametrů, jako jsou simulace zpětné vazby a diagnostika.
Tento blok tedy zajišťuje, že mechanický systém je správně nakonfigurován a všechny
komponenty interagují dodržením fyzikálních zákonů.

Blok Brick Solid představuje základní stavební prvek, který při inicializaci simuluje
podlahu, respektive paletu s definovanými fyzikálními vlastnostmi. Tento blok umožňuje
specifikovat rozměry (délka, šířka, výška), materiálové vlastnosti (hustota, pružnost), a
další parametry, jako je počáteční poloha a orientace. V simulaci se tento blok chová jako
pevné těleso, které může interagovat s jinými tělesy prostřednictvím kontaktů a kolizí. V
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následující fázi je tento blok použit pro reprezentaci jednotlivých krabic.

Obrázek 4.2: Inicializační bloky v Simscape Multibody

Pro správnou reprezentaci procesu paletizace byl implementován iterativní algoritmus.
Tento algoritmus v každé iteraci přidává sadu bloků potřebných pro simulaci další kra-
bice. Při každém opakování cyklu jsou do modelu přidány následující bloky:

Blok Rigid Transform slouží k definování pevné (rigidní) transformace mezi dvěma
souřadnicovými systémy nebo referenčními rámci. Tento blok umožňuje specifikovat jak
translaci (posun), tak rotaci (otáčení) mezi dvěma body, což je zásadní pro přesné umís-
tění a orientaci jednotlivých objektů v systému. Při modelování polohy krabice na paletě
blok Rigid Transform určuje přesnou pozici a orientaci krabice vzhledem k referenčnímu
rámci. Rozdíl oproti implementaci optimalizačního algoritmu je ten, že zde je poloha kra-
bice reprezentována polohou těžiště, nikoliv jednoho ze svých rohů, proto je zde nutná
drobná úprava vstupních informací.

Blok Spatial Contact Force modeluje síly a momenty vznikající při kontaktu mezi
dvěma tělesy. Tento blok je klíčový pro simulace, kde dochází ke kolizím nebo kontaktům
mezi různými objekty. Spatial Contact Force blok vypočítává síly působící mezi kontakt-
ními povrchy na základě jejich fyzikálních vlastností, jako je tuhost, tlumení, tření, a
geometrie kontaktu. Tento blok umožňuje simulovat realistické chování kontaktů, včetně
odrazu, sklouznutí a stlačení, což je nezbytné pro analýzu stability paletizovaných krabic.
Pro správnou reprezentaci situace je nutné definovat kontakty mezi všemi předchozími
krabicemi i zemí, což bohužel výrazně zvyšuje počet vypočítávaných interakcí. S přibý-
vajícím počtem krabic na paletě počet kontaktních bloků velmi rychle narůstá a řídí se
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vztahem:

K = k(k + 1)
2 (4.1)

Kde K je celkový počet kontaktních bloku a k počet krabic na paletě.

Blok 6DOF Joint (Kloub s 6 stupni volnosti), jak již název napovídá, umožňuje volný
pohyb tělesa ve všech šesti stupních volnosti, tedy tři translace a tři rotace. Reprezentuje
modelování volného pohybu krabic nebo jiných těles, které nejsou pevně spojeny s jinými
částmi systému. 6DOF Joint blok poskytuje flexibilitu při simulaci pohybů a interakcí,
umožňující tělesům volně se pohybovat a reagovat na síly a momenty působící v systému.
Celkový počet tohoto bloku se rovná počtu krabic na paletě.

Blok Brick Solid pro reprezentaci krabice již byl vysvětlen v předešlé části textu.

Obrázek 4.3: Blokové schéma pro prvních 5 krabic

Před samotným spuštěním simulace je zapotřebí zvolit parametry, aby byl výpočet
dostatečně rychlý a současně byla zachována rozumná přesnost. Parametry byly zvoleny
následovně:

• MaxStep - 0.1
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• MinStep - 0.0001

• StopTime - 0.5

• RelTol - 0.02

Parametr MaxStep určuje maximální délku časového kroku, který může solver po-
užít během simulace. Hodnota 0.1 sekund byla zvolena jako kompromis mezi rychlostí a
přesností simulace. Toto nastavení zajišťuje dostatečně jemné kroky, aby byly detekovány
důležité interakce mezi krabicemi, aniž by simulace trvala příliš dlouho.

Parametr MinStep určuje minimální délku časového kroku, který může solver během
simulace použít. Hodnota 0.0001 sekund zajistí, že solver může použít velmi malé kroky,
pokud je to nutné pro přesné řešení rychle se měnících stavů systému. Toto je obzvláště
důležité při simulaci kolizí a kontaktů. Nicméně i tak malý krok mnohdy nestačil a téměř
vždy nebyla dodržena minimální chybová tolerance během výpočtu.

Parametr StopTime určuje čas, kdy simulace skončí. Hodnota 0.5 sekund byla zvolena
tak, aby poskytla dostatečný čas na pozorování klíčových událostí a chování systému
během paletizace, aniž by simulace byla zbytečně dlouhá.

Parametr RelTol určuje relativní toleranci, kterou solver používá k řízení přesnosti
řešení. Hodnota 0.02 představuje kompromis mezi přesností a výpočetní náročností. Re-
lativní tolerance 2 % je často dostatečně přesná pro inženýrské aplikace, přičemž stále
umožňuje rychlý výpočet.

Obrázek 4.4: Vizualizace palety v Mechanics Explorer
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Výsledky simulace pro vybrané konfigurace je shrnuta v tabulce 4.1. Bylo dosaženo
poměrně pozitivních výsledku, jelikož většina ze zkoumaných palet dokázala vydržet až
do konce paletizace bez převrhnutí.

Zřejmým nedostatkem použité metody je předpoklad krabic jako ideálních kvádrů.
V reálných podmínkách má každá krabice určitou deformaci, což výrazně ovlivní jejich
konečné uspořádání a v krajním případě může mít zásadní dopad na stabilitu palety jako
celku.

Simulace palety byla také provedena pouze za statických podmínek a nebylo uvažo-
váno působení vnějších sil a momentů, čímž nebylo zhodnoceno chování palety při jejím
přemisťování.

Sada krabic Počet krabic Stabilita Kolaps
10 - 20 [cm] 206 Stabilní -
10 - 30 [cm] 169 Nestabilní 73. krabice
10 - 40 [cm] 78 Nestabilní 46. krabice
10 - 50 [cm] 57 Stabilní -
20 - 30 [cm] 97 Stabilní -
20 - 40 [cm] 55 Nestabilní 35. krabice
20 - 50 [cm] 35 Stabilní -
30 - 40 [cm] 35 Stabilní -
30 - 50 [cm] 21 Stabilní -
Dataset z [12] 95 Stabilní -
Dataset OR 1 206 Stabilní -
Dataset OR 2 206 Stabilní -

Tabulka 4.1: Tabulka výsledků simulace stability
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4.2 Bezkolizní trajektorie
Implementace algoritmu bezkolizní trajektorie byla provedena opět v MATLABu s po-
užitím Robotics System a Optimization toolboxů. Důvodem byla snadná návaznost a
jednoduchost použití výsledků z algoritmu paletizace (kap. 3) a přítomnost rozsáhlé do-
kumentace.

Algoritmus byl inspirován modelovým příkladem z knihovny Mathworks [26], zabý-
vající se plánováním bezkolizní trajektorie manipulátorů kolem definovaných kolizních
objektů. Implementace zde tedy nebude podrobně vysvětlena a budou zmíněny jen hlavní
rozdíly a konkrétní úpravy související s problematikou této práce.

Výhodou použití Robotics toolboxu je, že obsahuje několik předdefinovaných modelů
robotických manipulátorů a potřebných funkčních bloků, čímž je implementace výrazně
ulehčena. V simulaci paletizace byl použit robotický manipulátor KUKA LBR iiwa 14
(Obr. 4.5), jelikož poskytuje největší dosah mezi dostupnými roboty. Průmyslové roboty
od společnosti KUKA se velmi často používají pro precizní manipulaci v široké škále
aplikací, včetně výroby, montáže a logistiky. Jejich vysoká přesnost a flexibilita z nich činí
dobré kandidáty pro různé úlohy, kde je vyžadována jemná manipulace s objekty.

Vzhledem k těmto vlastnostem není vyloučeno, že by podobný manipulátor našel uplat-
nění právě při paletizaci. Použití tohoto manipulátoru v simulaci poskytuje propojení
simulace s reálnou aplikací.
LBR iiwa 14 R820

[Missing static content with key 'figure'] 1: Robot typové řady LBR iiwa

Základní údaje
Typ kinematiky Kloubové rameno
Kobot Ano

Bezpečnostní požadavky Kategorie 3 a výkonnostní úroveň
d podle EN ISO 13849-1

Technické údaje
Maximální dosah 820 mm
Jmenovitá nosnost 14 kg
Maximální nosnost -
Přesnost opakování polohy (ISO
9283)

± 0,15 mm

Počet os 7
Montážní poloha Podlaha;

Strop;
Stěna

Instalační plocha -
Hmotnost ca. 29,9 kg

Parametry os
Rozsah pohybu
A1 ±170 °
A2 ±120 °
A3 ±170 °
A4 ±120 °
A5 ±170 °
A6 ±120 °
Rozsah pohybu osy 7 ±175 °
Rychlost při jmenovité mezní zátěži
A1 85 °/s
A2 85 °/s
A3 100 °/s
A4 75 °/s
A5 130 °/s
A6 135 °/s
Osová rychlost osy 7 135 °/s

Provozní podmínky
Teplota okolí při provozu 5 °C až 45 °C (278 K až 318 K)

Druh ochrany
Druh ochrany (IEC 60529) IP54

Řídicí systém
Řídicí systém KUKA Sunrise Cabinet

Obrázek pracovní zóny

[Missing static content with key 'figure'] 2: LBR iiwa 14 R820 Pracovní zóna, pohled z boku

Diagram nosnosti

[Missing static content with key 'figure'] 3: Diagram nosnosti LBR iiwa 14 R820

  

Informace o vlastnostech a možnostech použití  produktů nepředstavují  záruku vlastností,  ale slouží  pouze k informačním účelům. Rozhodující  pro obsah našich dodávek a plnění  je příslušný
předmět smlouvy.  Technické údaje a vyobrazení  nejsou pro dodávky závazné.  Změny vyhrazeny.
0000-246-833 /  V1.2 /  06.06.2022 /  cs
KUKA Deutschland GmbH Zugspitzstrasse 140,  86165 Augsburg,  Německo.  Tel.:  +49 821 797-4000,  www.kuka.com

Obrázek 4.5: Robotický manipulátor Kuka LBR iiwa 14 [27]

Aby byl manipulátor schopný poskládat nalezené konfigurace krabic, bylo nutné roz-
měry krabic naškálovat tak, aby se plně poskládaná paleta vešla do jeho pracovního pro-
storu. (Obr. 4.6)
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Paleta

Obrázek 4.6: Schéma pracovního prostoru manipulátoru s vyznačeným prostorem palety [27]

Před zahájením hledání trajektorie bylo nejprve definováno simulační prostředí (viz
Obr. 4.7). Manipulátor je inicializován v počáteční nesingulární orientaci s jeho základnou
umístěnou na podlaze. V jeho pracovním prostoru je umístěn kolizní kvádr představující
paletu, na kterou budou krabice pokládány. Aby se zabránilo pohybu manipulátoru do
negativních Z souřadnic, bylo také nutné definovat podlahu, reprezentovanou tenkým
kolizním válcem. Tento válec v obrázku vyznačuje pracovní pole manipulátoru.

Pro jednoduchost je v každém kroku vygenerována krabice na předem definované po-
zici. Algortimus je implementován pomocí cyklu, kdy maniplátor postupně pokládá kra-
bici na paletu jednu po druhé. V průběhu výpočtu tedy vykonává manipulátor následující
cyklus operací:

1. Přesune se na místo, kde je vygenerována krabice, a připraví se k jejímu uchopení
ze shora. Je nutné poznamenat, že zvolená fixní poloha krabice představuje polohu
jejího těžiště. To znamená, že pro každou krabici se bude poloha koncového efektoru
při uchopení lišit vertikální souřadnicí. (Obr. 4.8)

2. Uchopí krabici, což je implementováno přidáním kolizního objektu do rigidního
stromu robota. Prakticky to znamená, že krabice je považována za koncový efektor
manipulátoru.

3. Přemístí krabici na paletu. Jakmile je krabice na požadované pozici na paletě, od-
straní se objekt krabice z rigidního stromu manipulátoru, jenž se posléze začne
připravovat na uchopení další krabice.

Tento sled událostí pokračuje, dokud nejsou všechny krabice umístěny na paletu, nebo
dokud je algoritmus schopen najít bezkolizní trajektorii.
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Obrázek 4.7: Inicializované prostředí simulace robotického manipulátoru

Samotné plánování trajektorie robota je realizováno pomocí nelineárního prediktivního
řízení (NLMPC) a iterativního algoritmu pro generování trajektorie. Nejprve se vypočítá
aktuální konfigurace kloubů robota pomocí inverzní kinematiky. Poté jsou definovány
počáteční a cílové pozice robota, přičemž cílová pozice představuje pozici pro koncový
efektor.

Je vytvořen objekt pro nelineární prediktivní řízení (NMPC), který definuje poža-
davky na sledování trajektorie. Plánování trajektorie probíhá iterativně. V každém kroku
algoritmus optimalizuje řídicí stavy tak, aby robot dosáhl cílové pozice. To zahrnuje opti-
malizaci a aktualizaci stavu robota a časového kroku. Po každém kroku je kontrolováno,
zda byla dosažena cílová pozice. Pokud ano, algoritmus končí.

Algoritmus dosáhl poměrně vysoké úspěšnosti, jelikož téměř vždy dokázal najít bezko-
lizní trajektorii. Vysoká úspěšnost se ovšem dá vysvětlit tím , že při výpočtu zohledňoval
pouze kolize koncového efektoru s ostatními objekty a ignoroval možné kolize s jinými
rameny manipulátoru.

Nižší úspěšnost se objevila převážně u datasetů s širokým intervalem rozměrů krabic
(např. 10-50 cm, 20-50 cm). To bylo často způsobeno snahou umístit malou krabici na
pozici obklopenou většími. Dalším velkým nedostatkem byla rostoucí výpočetní náročnost
při zvyšujícím naplnění palety. Více kolizních objektů vedlo k prodloužení výpočtu, což
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Obrázek 4.8: Trajektorie přesunu manipulátoru pro uchopení krabice

omezilo opakovatelnost experimentů.
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Obrázek 4.9: Trajektorie přesunu manipulátoru při umístění krabice na paletu
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5 Závěr

V rámci této diplomové práce byla zkoumána problematika algoritmů řešení Problému
skládání palet distributora (DPLP). Bylo zjištěno, že literatura zabývající se případem
znalosti velmi omezeného počtu krabic předem je velmi omezená, což ztížilo přejímání
metod z předešlých studií věnujících se DPLP. To vedlo k potřebě vyvinout částečně
vlastní postup řešení.

Hlavní část práce se soustředila na navržení algoritmu prohledávání stavového prostoru
do předem definované hloubky za účelem výběru následujícího stavu palety v závislosti
na ohodnocení pomocí navržené cenové funkce. Jejím smyslem bylo přiřadit numerickou
hodnotu přechodu z jednoho stavu do druhého, přičemž finální ohodnocení jednotlivých
stavů mělo podobu sumy cen všech předcházejících přechodů. Cenová funkce byla re-
prezentována jako vážená suma relevantních parametrů týkajících se vyplnění prostoru,
umístění krabic a stability.

Tento algoritmus byl následně implementován pomocí MATLAB skriptu, který zahr-
noval také vizualizaci palety pro ověření správnosti jeho dílčích funkcí. Během experimentů
však bylo odhaleno několik nedostatků. S rostoucí velikostí zásobníku exponenciálně rostla
výpočetní náročnost kvůli narůstajícímu větvení stavového stromu a přibývajícím mož-
ným umístěním krabic, což výrazně omezilo rozsah experimentace. Dosažení optimálního
výsledku nebylo možné zajistit vzhledem k nepředvídatelné sekvenci krabic v zásobníku.
Dalším problémem bylo volení vah jednotlivých parametrů cenové funkce, což bylo kom-
plikované kvůli velké variabilitě vstupních sad krabic.

Výsledky experimentů hledání konfigurace palety nebyly příliš uspokojivé, neboť jejich
vyplnění dosahovaly v průměru jen kolem 70 %, což je podstatně méně než bylo dosaženo
v jiných studiích. Důvodem je pravděpodobně nedostatečná velikost zásobníku, jelikož
s vyšším výběrem krabic v dílčích krocích roste šance na přítomnost krabice vedoucí
k lepšímu vyplnění prostoru. Lepších výsledků bylo dosaženo pro datové sady s užším
rozmezím rozměrů krabic (např. 30-40 cm, 10-20 cm), nicméně pro tyto rozmezí docházelo
mezi krabicemi k mnohem menší tvorbě vazeb. Dalším důležitým faktorem byl poměr
rozměrů krabic k paletizačnímu prostoru. Pro dosažení lepších výsledků je nutné, aby na
každou osu bylo možné umístit alespoň tři krabice.

Jedním z možných vylepšení metody by mohlo být přidání odkládacího zásobníku.
Tento zásobník by umožnil vzít v úvahu situace, kdy každá z nabízených krabic způsobí
výraznou odchylku některých kritérií, například relativního vyplnění prostoru. Dalším
vylepšením by mohla být integrace funkcionality pro dodatečné posouvání krabic tam,
kde je to možné, což by mohlo vést k lepší eliminaci nevyužitého prostoru.

Následující část práce se věnovala implementaci skriptu pro vytvoření blokového sché-
matu v Simscape Multibody za účelem ověření stability palety během paletizace. Bě-
hem této fáze byly identifikovány nedostatky spojené s volbou simulačních parametrů.
Často docházelo k velmi dlouhému trvání výpočtů nebo dokonce k nekonvergenci řešení,
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5 ZÁVĚR

zejména při práci s velkým množstvím krabic. Navzdory těmto problémům poskytla tato
část poměrně uspokojivé výsledky, jelikož pouze 3 z 12 zkoumaných konfigurací skončily
kolapsem. Stabilita krabic byla ovšem testována jen ve statických podmínkách. Dalším
krokem simulačního ověření by tedy mohlo být zkoumání, jak se paleta bude chovat při
převozu a jiné manipulaci.

Poslední část práce se zaměřila na algoritmus hledání bezkolizní trajektorie pro robo-
tický manipulátor. I přes časté nalezení existujících bezkolizních trajektorií, tento algo-
ritmus měl omezenou schopnost, neboť při výpočtu zohledňoval pouze kolize koncového
efektoru s ostatními objekty a ignoroval možné kolize s ostatními rameny manipulátoru.
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Seznam použitých zkratek

PLP Pallet Loading Problem

DPLP Distributors Pallet Loading Problem

3DBPP 3D Bin Packing Problem

CLP Container Loading Problem

KP Knapsack Problem

LCGA Layer based Column Generation Algorithm

OR Operations Research

SA Simulated Annealing

NLMPC Non-Linear Model Predictive Control
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Seznam příloh

A. Externí přílohy
K práci je přiložena složka, obsahující zdrojové kódy pro hlavní algoritmus prohledávání,
simulaci v Simcape Multibody a hledání bezkolizní trajektorie manipulátoru navržené v
rámci této diplomové práce.
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B. Výsledné palety

Výsledná paleta krabic rozměrů 10-20 cm, paletizace ukončená podmínkou nosnosti



Výsledná paleta krabic rozměrů 10 - 30 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 10 - 40 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 10 - 50 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 20 - 30 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 20 - 40 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 20 - 50 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 30 - 40 cm



Výsledná paleta krabic rozměrů 30 - 50 cm



Výsledná paleta krabic datasetu OR 1 [25]
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