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Abstrakt

Diplomova prace pojednava o nelinearnich dynamickych systémech, zejména pak ty-
pickych pruvodnich jevech jako jsou bifurkace nebo chaotické chovéani. Zakladni teore-
tické poznatky jsou aplikovany pii analyze vybranych (chaotickych) modelu, konkrétné,
Lorenzova, Rosslerova a Chenova systému. Praktickd ¢ast je pak zaméfena na nu-
merickou simulaci s cilem potvrdit spravnost teoretickych vysledku. Zejména je vy-
tvoren vlastni algoritmus pro vypocet nejvétsiho Ljapunovova exponentu (v prostiedi
MATLAB). Ten je zédkladnim néstrojem pro indikaci chaosu v systému.

Summary

The diploma thesis deals with nonlinear dynamical systems with emphasis on typi-
cal phenomena like bifurcation or chaotic behavior. The basic theoretical knowledge
is applied to analysis of selected (chaotic) models, namely, Lorenz, Réssler and Chen
system. The practical part of the work is then focused on a numerical simulation to
confirm the correctness of the theoretical results. In particular, an algorithm for calcu-
lating the largest Lyapunov exponent is created (under the MATLAB environment).
It represents the main tool for indicating chaos in a system.
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1 UVOD

1 Uvod

Studium dynamickych systému zacalo jiz v poloviné 17. stoleti a souvisi s objevem
diferencialnich rovnic Isaacem Newtonem, coz razantné zmeénilo pohled, jakym jsme do
té doby vnimali okolni svét.

V praci se budeme zabyvat nelinearnimi dynamickymi systémy. Teorie nelinedrnich
dynamickych systému v dnesni dobé nachazi uplatnéni v mnoha védnich oborech, jako
je naptiklad geologie, biologie, robotika, ekonomika, populacni dynamika, atp. Pfi praci
s nelinedrnim systémem je zpravidla prvnim krokem linearizace. Zatimco v mnoha
pripadech je dostacujici analyza linearizovaného systému, nékdy je potfeba jit hloubéji,
a vyuzit typickych nelinearnich nastroju, jako jsou bifrukace nebo Poincarého mapa.

Linearizace ma dvé zakladni omezeni. Zaprvé, linearizace je aproximace pouze
v okoli vySetfovaného bodu, takze muze predpovédét pouze chovani nelinearniho sys-
tému v okoli vySetfovaného bodu. Nemuze predpovédét chovani mimo okoli vysetFované-
ho bodu a uz vubec ne globélni chovani.

Zadruhé, dynamika nelinearniho systému je daleko bohatsi nez dynamika linearniho
systému. Existuji typické nelinearni jevy, které se vyskytuji pouze v piipadé, ze se
v systému nachdzi nelinedrni ¢len a proto nemohou byt popsany nebo predpovézeny
linedrnimi modely. Mezi tyto jevy patii napriklad:

e Vice izolovanych bodi rovnovdhy: linedrni systém muze mit pouze jeden izolovany
bod rovnovéhy, zatimco nelinedrni systém muze mit vice nez jeden izolovany bod
rovnovahy.

e Limitni cykly: aby linearni autonomni systém osciloval musi mit dvojici vlastnich
¢isel na imaginarni ose. Takové TeSeni lze zndzornit pomoci uzaviené trajektorie.
Ostatni kiivky feseni jsou pak taktéz uzaviené trajektorie, které jsou soustiedné
v bodé rovnovdhy. V pripadé nelinedrniho systému muze nastat pripad, kdy
uzaviend trajektorie bude pouze jedna, a ta bude ostatni trajektorie s rostoucim
¢asem bud’ piitahovat, nebo odpuzovat.

e Chaos: nelinearni systém muze mit komplikovanéjsi ,ustaleny“ stav, jimz neni
bod rovnovahy nebo periodicka oscilace. Takovému chovani se obvykle tika chaos.
I pfes deterministickou povahu systému se pfi chaosu muze vyskytovat nahodnost
chovéni, ktera je zpusobena nelinearitou systému. Hlavni ,ingredienci® chaosu je
citlivost na pocatecnich podminkach, kdy pfi dvou velmi blizkych pocatecnich
podminkach se jiz po uplynuti kratkého casu budou trajektorie chovat naprosto
rozdilné.

Pojem chaos tedy tizce souvisi s problematikou nelinearnich dynamickych systémui.
Existuje mnoho dynamickych systému vykazujicich chaotické chovani. V této préci je
podrobnéji rozebran Lorenzuv systém, ktery je prototypem takovéhoto systému. Byl
sestaveny americkym matematikem a meteorologem Edwardem Lorenzem v roce 1963,
ktery se tak stal prukopnikem teorie chaosu. Jako prvni také zavedl pojem podivného
atraktoru. Druhym vybranym systémem je Rossleruv systémem z roku 1976, ktery
mé své uplatnéni v chemickych reakcich a je pravdépodobné nejjednodussim spojitym
systémem, ktery vykazuje chaotické chovani. Poslednim uvedenym systémem pak bude
systém cinského elektrotechnika Guanronga Chena z roku 1999. Ten tento systém obje-
vil pii deregulaci chaosu ve smyslu, ze z nechaotického systému udélal systém chaoticky
[7].
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1 UVOD

I presto, ze Edward Lorenz je povazovan za prukopnika v oblasti teorie chaosu, tak
koteny této teorie lze datovat jiz k roku 1900 a lze je spojit se jménem Henri Poin-
caré. Tento francouzsky matematik ve své praci o pohybu tii objektu se vzajemnou
gravitacni silou (tzv. problém tii téles) objevil, ze mohou existovat trajektorie, které
jsou neperiodické a ani se neustali v bodé rovnovahy. Narazil tedy na moznost chao-
tického chovani. Tyto poznatky vsak zustaly v pozadi béhem prvni poloviny 20. stoleti,
kdy bylo uprednostnéno studium dynamiky nelinedrniho oscilatoru a jeho aplikace ve
fyzice a inzenyrstvi (tyto oscilatory pozdéji vedly k objeveni novych technologii mezi
néz patfilo rddio, radar nebo lasery).

Jak je vidét podle let objeveni vySe uvedenych systému, tak se jedna o vcelku nové
odvétvi matematiky, s ¢imz je spjata skutec¢nost, ze terminologie v oblasti teorie chaosu
neni ustélena.

Vlastni ptinos préace spociva v sestaveni algoritmu pro numerické simulace za icelem
potvrzeni teoretickych vysledku u uvedenych dynamickych systému.

Prace ma nasledujici strukturu. Kapitola druhd uvadi teoretické zaklady soustav
diferencidlnich rovnic prvniho fadu a definuje pojem dynamického systému. V ka-
pitole tieti je rozebran jednodimenzionalni piipad dynamického systému, na némz
je vysvétlen pojem bifurkace. Kapitola ¢tvrta pojednava o dynamickych systémech
druhého tadu, rozsituje bifurkacni teorii a uvadi nékteré nelinedrni jevy, jako je napfti-
klad limitni cyklus. Zavéreéna kapitola se vénuje teorii okolo deterministického chaosu
a uvadi ukazky chaotickych dynamickych systému, na kterych jsou aplikovany teo-
retické poznatky. V zavéru této kapitoly je taktéz porovnani teoretickych vysledku
s hodnotami zjisténych pomoci vlastniho algoritmu.

Soucasti prace je nékolik ukazkovych prikladu, které by mély poskytnout lepsi po-
rozuméni dané problematiky a praktickd aplikace nabytych znalosti a napocitanych
vysledk.

Préce ¢erpa prevazné z pramenu [1], [3], [5], [6], kde lze nalézt také dukazy k uve-
denym tvrzenim.



2 ZAKLADNI POJMY Z TEORIE DYNAMICKYCH SYSTEMU

2 Zakladni pojmy z teorie dynamickych systému
V této kapitole nadefinujeme zakladni pojmy z teorie soustav diferencialnich rovnic,
které nam posléze pomohou pii analyze dynamickych systému.

2.1 Soustavy diferencidlnich rovnice prvniho radu

Dynamické systémy jsou popsany soustavou diferencialnich rovnic prvniho fadu. Sou-
stavu n diferencialnich rovnic 1. fadu ve tvaru

i’l = fl(t,l’l, e ,{L’n),
i’g = fg(t,l’l, e ,{L’n),
(1)
i’n = fn(t, Ty .- ,{L’n),
kde funkce f1,..., f, jsou definovdny na néjaké (n+ 1)-rozmérné oblasti  C R"*1 na-

zveme soustavou obycejnijch diferencidlnich rovnic 1. radu v normdlnim tvaru (SODR1).
&; uddvd casovou derivaci x;~té proménné. Pro zjednoduseni muzeme soustavu (1) za-
psat vektorove

&= f(t ). (2)
Definice 2.1. Resenfm soustavy (1) na intervalu .J nazveme kazdou vektorovou funkei
x(t) = (x1(t),...,x,(t)) definovanou na J, kterd zde ma derivaci & a plati, Zze dosazenim

do soustavy (1) dostaneme identickou rovnost pro Vt € J tj. (£(t) = f(t,x(t)),Vt € J).

Pokud je f = (f1,. .., fn) navic spojita na 2, musi feseni x(t) mit derivaci spojitou
na J. Spojitost f je prirozenym pozadavkem, zarucuje totiz existenci feseni (viz nize).
Déle tedy budeme hledat feseni vzdy ve tifidé C'(J) (funkce spojité diferencovatelné
na J).

Doplnime-li soustavu (1) n-tici poc¢dtecnich podminek

z1(to) = 29, 2o (to) = 23, ..., 2, (to) = )

(zkrdcené x(tg) = xy), kde [tg, 27, ...,2°] € Q, pak tlohu nalézt feSeni soustavy (1),
které vyhovuje témto podminkdm, nazyvame pocdtecni (Cauchyovou) ilohou.

Pokud vektorovéa funkce f na pravé strané soustavy (1) nezavisi explicitné na t,
hovotime o autonomni soustavé a mame tedy

&= f(x), (3)

kde f je definovana na néjaké oblasti 2 C R". Poznamenejme, ze kazdy neautonomni
systém muze byt preveden na systém autonomni, kdyz polozime x,.1 =t a k soustavé
pridame rovnici &,11 = 1.

Klicovou vlastnosti autonomnich soustav je, ze kdyz funkce x; fesi soustavu s poc¢atecni
podminkou &(0) = xq, pak i funkce &y = x1(t—1t() Fesi soustavu s pocateéni podminkou
x(ty) = xo. To plyne ihned z faktu, ze polozime-li s =t — tq, pak zo(t) = z1(s) a

Gwlt) = San(s) = 2w (6) 5 = Tenls) 1= F(9) = Fea)

piicemz x3(to) = T1(to — to) = 1(0) = xo.
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2 ZAKLADNI POJMY Z TEORIE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Volné teceno tedy, interpretujeme-li ¢ jako ¢as, tak v pripadé autonomnich soustav
nezalezi na okamziku, kdy chovéani feseni soustavy zaCtneme pozorovat, ale pouze na
hodnoté pocédteéni podminky (podminky pro vyvoj feseni v ¢ase dané pravou stranou
soustavy se nemeéni).

Déle tedy budeme brat (bez tijmy na obecnosti) pocatek vzdy v tg = 0, tj. budeme
uvazovat nasledujici pocatecéni ulohu

&= f(x),

z(0) = o,

(4)

kde vektorové pole f je definovano na néjaké oblasti 2 C R™ a xq € ().
V této sekci uvedeme zakladni vétu, kterda poskytuje postacujici podminky na jed-
nozna¢nou fesitelnost tlohy (4) za piedpokladu, ze f € C1(Q).

Véta 2.2 (Picardova-Lindelofova). Necht f € CY(Q). Potom existuje a > 0 takové, Ze
(4) md jediné reseni x € C'({—a,a)).

Poznamenejme nyni nékolik véci:

e Piedpoklad spojitosti parcidlnich derivaci na €2 1ze nahradit ptedpokladem, ze f
spliuje Lipschitzovu podminku na €2:

|f(x) = fF)Il < Lllz—yl|', Vo,yeQ (5)

a vhodné L > 0. Dokonce staci, kdyz f je lokalné Lipschitzovska, tj. podminka
(5) je splnéna na néjakém okoli kazdého bodu x* € Q (konstanta L tedy muze
byt pro kazdy bod x* a jeho okoli ruzna).

o Lze ukazat, 7e predpoklad f € C'(Q) implikuje lokdlni Lipschitzovskost.

e Kromeé véty 2.2 existuje i jina existencni véta a to Peanova ezistencni véta. Rozdil
mezi témito vétami je ten, ze Picardova—Lindel6fova véta ma silnéjsi predpoklady,
ale i silngjsi tvrzeni: vyzaduje Lipschitzovskou spojitost, zatimco Peanova véta
vyzaduje pouze obycejnou spojitost. Picardova—Lindel6fova véta ale zarucuje jak
existenci tak jednoznacnost feseni, zatimco Peanova véta zarucuje pouze existenci
Feseni.

e Ve vztahu k dynamickym systémum neni tvrzeni az tak uzitecné, protoze zarucuje
pouze lokalni fesitelnost. V dalsim se tedy budeme zabyvat otazkou, za jakych
okolnosti bude mit pocateéni iloha (4) feSeni na celé realné ose.

Véta 2.3. Necht f spliuje Lipschitzovu podminku na Q = R™, tj.

If(x) = f@)ll < Ll —yl|, Ve yeR™
Pak existuje jediné veseni x € C'(R) wlohy (4).

Véta 2.4. Necht f € C1(M), kde M je kompaktni podmnoZinou > R™ . Nahradime-li
v soustavé (4) oblast Q@ mnozZinou M, pak (4) md (pro jakékoliv xy € M ) jediné teseni
x € C'(R).

'Libovoln4 norma na R™.
2Kompaktni mnozina je uzaviend a ohrani¢end mnozina.
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Poznamenejme, ze feseni pocatecni ulohy (4) na néjakém intervalu J lze geometricky
interpretovat bud pomoci grafu zobrazeni x, tj. jako mnozinu G = {[t,z(t)] : t € J} C
R —integrdlni krivka reseni, nebo pomoci mnoziny T' = {x(t) : t € J} C R"fdzovd
trajektorie resend.

Tyto dva pojmy se tykaji jednotlivych feseni dlohy (4), tj. ptipad, kdy pocatecni
vektor @y v uloze (4) povazujeme za pevny. Pokud na pocdtecni vektor xqg €
nahlizime jako na promeénlivy, pak dané ,sadé* feseni fikdme tok. PTesnéji, uvazujeme-li
C! vektorové pole f definované na R" (nebo na néjaké oblasti Q C R"), pak tokem
diferencidlni soustavy rovnic (3) rozumime vektorovou funkei

p:RxR"—R"
definovanou jako

p(t, o) = x(t),
kde x je Teseni pocatecni ulohy (4). Plati tedy

P0,20) =20, ol 20) = Flsplt,m0))

Vt z néjakého intervalu J € R. Tok ¢(t,xg) byva obvykle znacen ¢,(x). Pokud
nemame zaruc¢enou globalni tesitelnost tlohy (4), za uvazovany interval J bereme ma-
ximalni interval existence, ten vsak muze byt pro kazdy pocatecni vektor xg jiny, tj.
mame J = J(xy). Lze ukazat, ze tok je potom definovan na podmnoziné mnoziny

M=A{t,zo)) e RxR": t € J(xp)}
a pro kazdé t € J(zg) je ¢, € C1(R"). Navic, tok spliiuje dilezitou vlastnost

Cps—i—t(mO) = Ps (‘pt(mO)) :

Pozndmka. Za maximalni interval existence povazujeme otevieny interval (o, [3), na
kterém ma pocatecni iloha (4) jednozna¢né feseni, pro kazdy bod xg € E, kde E je
oteviend podmnozina R".

Zéavérem této sekce uvedme jesté dalsi dvé uzitecné vlastnosti resen{ tilohy (4),
kterymi jsou spojitd zévislost na po¢atecni podmince (na vektoru poc¢ateénich podminek)
a spojita zavislost feSeni na parametru. Presnéji plati:

Véta 2.5. Necht f € CY(Q) a xo € Q. Pak existuji ¢isla a > 0, 6 > 0 takovd, Ze pro
Yy € Os(xo) md pocdatecni iloha

jediné reseni x(t,y) takové, ze x € CY(Q), kde
Q = (—a,a) x Os(xy) C R".

Navic pro kazdé y € Q) je
z(,y) € C*((—a,a)).

30 =R".
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Tvrzeni tedy tika, ze dvé feseni pro dvé ,blizké* pocateéni podminky zustanou na
intervalu (—a, a) ,blizké* a
lim x(t,y) = x(t,x), Vte (—a,a).
Y—xo
Véta 2.6. Necht oy € Q, Q je oteviend podmnozina R™, puy € Q a f € CY(Q x Q).
Pak existugi ¢isla a > 0,9 > 0 takovd, Ze Vy € Os(xo) a Y € Os(py) md pocdatecni
tloha

jediné teseni x(t,y, p) takové, Ze

x € C'((—a,a) x Os(xg) x Os(pty)).

2.2 Dynamické systémy

V této sekci prejdeme k definici dynamického systému, ktery bude hrat klicovou roli
v néasledujicich kapitolach. Obvykle byva definovan nasledovné:

Definice 2.7 (spojity dynamicky systém). Necht Q je oblast v R". Dynamickym
systémem na Q rozumime jakékoliv C'-zobrazeni ¢ definované na R x € s hodnotami
v 2, které splnuje

=x, Ve, (6)
t,x)) =p(s+t,x), Vee VtseR. (7)

Pii znaceni ¢, () = @(t, ) tedy mame ¢ () = = a ¢, (@, () = @, (), coz jsou
vlastnosti, které splioval tok autonomni soustavy & = f(x). V pripadé dynamického
systému se vSak vyzaduje, aby vlastnost (7) platila na celé redlné ose (a ne jenom na
intervalu J(x) C R). Obecné, kazdy dynamicky systém ¢ na €) definuje vektorové pole

F@) = Solt )l

na {2 takové, ze pro libovolné xq € 2 je funkce ¢(t, o) fesenim pocatecni tlohy.
Naopak toto obecné neplati, protoze Cl-vektorové pole f na Q nezaruéf feseni pocateéni
ulohy (4) na celém R (jednd se o jiz zminénou vlastnost, kdy v ptipadé nelinedrni
rovnice/soustavy muze feseni ,,utéct“ do nekonecna v koneéném case).

V kazdé soustavé s Cl-vektorovym polem f je vSak mozné , pieskdlovat® cas tak, Ze
nova soustava bude mit v jistém smyslu blizké feSeni puvodni soustavé, ale toto feseni
jiz bude definované na celé realné ose. Za timto ucelem zavadime pojem topologické
ekvivalence dvou soustav ODR.

Definice 2.8. Necht f € C'(Q),g € C1(Qy), kde Q4,2 jsou oblasti v R™. Potom
autonomni soustavy & = f(x) a € = g(x) nazveme topologicky ekvivalentni, jestlize
existuje homeomorfismus*H : Q; — €, ktery zobrazuje trajektorie prvni soustavy na
trajektorie soustavy druhé a zachovava jejich orientaci v case.

4Vz4jemné jednoznaéné zobrazeni mezi topologickymi prostory, které zachovava topologické vlast-
nosti.
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Pozndmka. Za predpokladu predchozi definice fikame také, ze vektorova pole f, g jsou
topologicky ekvivalentni. Pokud Q) = )3 = (), tak fekneme, zZe soustavy a ptislusna
vektorova pole f, g jsou topologicky ekvivalentni na (2.

Ptriklad 2.9. Soustavy (v tomto ptipadé o jedné rovnici)

2
2 , T

T =z, m:1+x2

jsou topologicky ekvivalentni na R. Prvni rovnice mé pro po¢atecni podminku z(0) = xg
reSeni definované na (—oo,a:al) pro xg > 0, na (:1:51, —oo) pro zp < 0 a na (—o0, c0)
pro xo = 0. Tato rovnice tedy nepredstavuje dynamicky systém. Druha rovnice méa
feSeni definované jiz na celé realné ose. Funkce, kterd zde ,preskaluje“ cas na celou
realnou osu je dana vztahem

pro zy # 0 a 7(t) = 0 pro g = 0. Protoze trajektorie obou rovnic v ¢ase t = 0
prochéazeji bodem xg, tak prislusny homeomorfismus je zde identita.

Uvedeny ptiklad naznacuje obecné pravidlo formulované v nasledujici véte.

Véta 2.10. Necht f € C*(R™). Potom pocdtecni iloha

: (@)
r=—-——7"— x0)==x
i+ ir@y ST
md jediné teseni na R. Navic soustavy
. . f=)
S A Y T

jJsou topologicky ekvivalentni na R"™ (prislusngm homeomorfismem je zde identické zob-
t

razeni a ¢dst je transformovdna vztahem [ (1 + ||f(x(s))]|) ds).
0

Pozndmka. Tvrzeni obecné neplati, pokud bychom uvazovali oblast €2, ktera je vlastni
podmnozinou R”, nicméneé, ¢as lze v takovém piipadé ,preskalovat® vhodnéji tak, ze
dostaneme nové vektorové pole F', které je topologicky ekvivalentni s f na €, a které
davé fTeSeni definovand na celé redlné ose. Bez Ujmy na obecnosti lze tedy vyslovit
zaver, ze kazdéa soustava

@ = f(x)

s Cl-vektorovym polem f na 2 C R" piedstavuje néjaky dynamicky systém.

2.3 Ljapunovovska stabilita

Pojem (Ljapunovovské) stability feseni patii mezi zakladni nastroje pii vySetFovani
,dlouhodobého“ chovani dynamickych systému.
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Definice 2.11.

a) Rekneme, ze feseni (t) = ,(x0) pocatecni tlohy (4) je stabilni (v Ljapunovoveé
smyslu), jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdy vektor
Yy, € R” splaujici ||y, — xo|| < 0 plati

ly(t) —z(t)]] <e

Vt € (0,00). Funkce y je zde feseni rovnice & = f(x), ale s pocatecni podminkou
z(0) = yo, tj. Y(t) = ¢4(Yo)-

b) Pokud je feseni x(t) z bodu a) stabilni a navic plati
lim [[y(r) — (1)]| = 0.
fekneme, ze Teseni x je asymptoticky stabilni.
¢) Rekneme, ze fesenf x je nestabilni, jestlize nenf stabilni.
Pozndimka.

a) Vagné feCeno, feSeni x je stabilni, pokud trajektorie Feseni zacinajici ,blizko*
trajektorie feSeni @ zustanou stale ,blizko“. V piipadé asymptotické stability se
pozaduje, aby trajektorie nejenom zustaly blizko, ale aby konvergovaly k trajek-
torii TeSeni x.

b) Je-li pro dostatecné blizké pocatecni vektory y, splnéna podminka ||y (t)—x(t)|| —
0 pro t — oo z Casti b) definice, fikame, ze Feseni x je (lokdiné) atraktivni. Pokud
tato podminka plati pro libovolny vektor y, € R", pak fekneme, ze feSeni x je
globdlné atraktivni. Sama atraktivita TeSeni jesté neimplikuje stabilitu feseni. Po-
znamenejme, ze nékteri autofi pouzivaji pojmy lokalné (asymptoticky) stabilni,
resp. globalné (asymptoticky) stabilni. Je tomu zejména v pripadé linearnich
systému, kdy atraktivita feseni @ implikuje asymptotickou stabilitu reseni (ve
smyslu predchozi definice b))

Neéktera feseni autonomni soustavy jsou v jistém slova smyslu vyznamnéjsi nez jina.
Mezi takova feSeni patif v prvé fadé konstantni (Casem neménné) fesend.

Definice 2.12. Bod x* € R" se nazyva bodem rovnovihy (ekvilibriem, staciondrnim
bodem, pevnym bodem) autonomni soustavy & = f(x), jestlize

f(x*)=0.
Pro body rovnovahy se definice stability modifikuje nasledovné:
Definice 2.13.

*

a) Rekneme, Ze bod rovnovéhy x* soustavy @& = f(x) je stabilni, jestlize Ve >

036 >0V, € R™

llxo — x*|| <0 = ||z(t) —x*|| <e, Vte (0,00).
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b) Je-li bod rovnovahy x* stabilni a navic
lim [[(t) — | = 0,
pak fekneme, ze je asymptoticky stabilni.
c) Rekneme, ze bod rovnovdhy z* je nestabilni, jestlize nenf stabilni.

Pozndmka. Vysetfovani stability néjakého feseni w soustavy & = f(x) lze vhodnou
substituci prevést na vysetiovani stability bodu rovnovahy, a to dokonce nulového bodu
rovnovahy. Polozme

c
—~
~
S—
|

x(t) — u(t).

Potom

Oznacime-li
gv) = f(v+u)— f(u),
pak soustava © = g(v) mé ziejmé bod rovnovahy v* = 0.

Vysettovani stability feSeni neni obecné jednoduché, protoze definice vyzaduje zna-
lost Fesent (pro uré¢itou mnozinu poc¢atecnich podminek). V piipadé nelinearnich soustav
vsak toto Teseni lze analyticky mélokdy nalézt. Je tedy vhodné mit k dispozici néjaky
nastroj, kterym bychom o stabilité mohli rozhodnout, aniz bychom feseni znali. Prvnim
takovym nastroje je metoda linearizace nelinearni soustavy. Ukazuje se totiz, ze za
urcitych predpokladu se nelinearni soustava v okoli bodu rovnovahy chova jako linedrni
soustava v okoli poc¢atku, kde matice soustavy je urcena Jacobiho matici vysettovaného
pole f vycislenou v bodé rovnovahy.

Definice 2.14.

*

a) Bod rovnovdhy x* soustavy & = f(x) se nazyva hyperbolicky jestlize zadna
z vlastnich hodnot Jacobiho matice f'(z*) nemd nulovou redlnou ¢4st.

b) Linedrn{ soustava & = Af s matici A = f'(x*) se nazyv4 linearizace soustavy
& = f(x) v bodeé =*.

c) Bod rovnovéhy se nazyva odtokem (vylevkou), jestlize vSechna vlastni ¢isla Jaco-
biho matice f'(x*) maji zdporné realné ¢asti, nazyva se zdrojem jestlize viechna
vlastni ¢fsla matice f'(z*) maji kladné redlné césti, nazyva se sedlem, jestlize
viechna vlastni ¢isla matice f'(x*) maji nenulové redlné ¢asti a alespori jedno
vlastni ¢islo ma kladnou realnou ¢ast a alespon jedno zapornou realnou cést.

Véta 2.15 (Hartmanova—Grobmanova). Necht x* je hyperbolicky bod rovnovdhy sou-
stavy & = f(x) s Cl—vektorovym polem f na oblasti Q0 obsahujici =*. Potom existugji
okoli U(x*) a V(0) takovd, Ze vektorovd pole f a f'(x*)x jsou zde topologicky ekviva-
lentny.

Pozndmka. PiSeme-li feseni linedrni soustavy & = Az jako & = eA?, kde

A A7
At o 42
M =B+ gt ottt

10
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pak predchozi véta 1ikd, ze existuje homeomorfismus h : U — V takovy, ze
h((x0)) = eh(w,), Vag €U

(tj. trajektorie v okoli bodu rovnovéhy puvodni nelinedrni soustavy se spojité trans-
formuji na trajektorie piislusné linearizované soustavy v okoli pocatku).

Véta 2.16. Necht f € C1(Q) a x* je hyperbolicky bod rovnovihy soustavy & = f(x).
Je-li x* vylevkou, pak je asymptoticky stabilni a je-li zdrojem nebo sedlem, tak je ne-
stabilng.

Poznamka.

a) Hyperbolicky bod je tedy bud asymptoticky stabilni, nebo je nestabilni (nemtize
byt stabilni a pfi tom ne asymptoticky stabilni).

b) Je-li &* odtokem, pak rychlost poklesu okolnich trajektorii je exponenciélni, tj.
pro dané € > 0 existuje Os(x*) takové, ze tok splnuje

|pu(@) — 2| <ee™™,  Va € Os(a"),

kde oo = min {|Re()j)|} .
j

Pozndmka. Stabilita bodu rovnovahy pro linearni autonomni systémy & = Ax muze
byt plné vysetiena pomoci vlastnich ¢isel matice A.

Ljapunovska stabilita

Véta 2.17 (Ljapunovova véta). Nechf & = 0 je bodem rovnovdhy pro systém popsani
rovnici (3) a D C R™ je definicnim oborem obsahugicim x = 0. Ddle necht V : D — R
je spojité diferencovatelnd funkce takovd, Ze

V(0)=0 a V(x)>0 pro VxeD-{0},° (8)

V() <0 pro Vzx e D, (9)

potom x = 0 je stabilni. Mimoto, jestlize plati, Ze

V(z) <0 pro Ve e D-—{0}, (10)

tak je © = 0 asymptoticky stabilni. Funkce V (x) spliugict (8), (9) se nazgvd Ljapunova
funkce.

Pozndmka. Derivaci funkce V(z) jsme oznacili jako V() a je urcéena vztahem

: SOV . =0V )%
V@) =3 i =3 ghie) = g fia)

Ljapunovova véta muze byt aplikovédna aniz by bylo tfeba tesit soustavu (3). Na dru-
hou stranu neexistuje systematicka metoda, jak tuto funkci nalézt. V mnoha pripadech
je potieba se spolehnout na metodu pokus—omyl.

Bude-li pocdtek & = 0 asymptoticky stabilni, tak nds muze zajimat, jak daleko
od pocatku trajektorie muze byt a stale konvergovat k poc¢dtku s rostoucim ¢ — oo.
Zavedeme proto pojem oblast atraktivity (oblast asymptotické stability).

5V takovém pifpadé ifkdme, ze V je pozitivné semidefinitni.

11
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Definice 2.18. Necht je p(t, x) feSenim soustavy (3), s poc¢atecni podminkou v bodé
x v ¢ase t = 0. Potom oblasti atraktivity nazveme mnozinu vsech bodu x, pro které
plati, ze

lim p(t,x) = 0.

t—00

Nalezeni oblasti atraktivity analyticky muze byt obtizné nebo dokonce nemozné.
Vyvstava otazka za jakych podminek bude oblasti atraktivity celé R™? Tato moznost
nastane v pripadé, ze budeme schopni ukazat, ze pro libovolny pocatecni stav @ se
trajektorie o(t,x) priblizuje k pocdtku s t — oo nezavise na velikosti ||x||. Jestlize
asymptoticky stabilni bod rovnovahy v pocatku ma tuto vlastnost, tak rekneme, ze je
globdlne asymptoticky stabilni.

Véta 2.19. Necht = 0 je bodem rovnovdhy soustavy (3) a ddle necht V : R" — R
je spojité diferencovatelnd funkce takovd, Ze

V0)=0 a V(x)>0, Vx#0, (11)
l|lz|| > 00 = V(x)— oo, (12)
Viz) <0, Va0, (13)

pak je & = 0 globdlne asymptoticky stabilni.

Tato véta je také znama jako Barbashin—Krasovskiiého véta. Za predpokladu, ze
x = 0 je globalné asymptoticky bod rovnovahy systému, tak musi byt jedinym bo-
dem rovnovahy daného systému. Kdyby existoval jiny takovyto bod @, tak trajektorie
vychdazejici z bodu @ by v ném zustaly pro vSechna ¢ > 0, tedy by se neblizily k poc¢atku,
coz je ve sporu s tim, ze je pocatek globalné asymptoticky stabilni. Proto se globalni
asymptoticka stabilita nevysetiuje pro systémy s vice body rovnovahy.

Pozndmka. Véty 2.17 a 2.19 se zabyvaji stabilitou bodu rovnovahy. Existuji ale i véty o
nestabilité, které urcuji, kdy je bod rovnovahy nestabilni. Uvedeme Chetaevského vétu.
Pted samotnou vétou je vsak potiebovat uvést terminologii, kterou posléze vyuzijeme.
Necht V : D — R je spojité diferencovatelnd funkce s definiénim oborem D C R”, ktery
obsahuje pocatek & = 0. Predpokladejme, ze V' (0) = 0 a existuje bod @y libovolné
blizko pocétku. Vyberme r > 0 takové, ze koule B, = {x € R" : ||z|| <r}lezi v D a
necht

U={xeB, : V(ix)>0}, (14)

kde U je neprazdna mnozina lezici v B,.

Véta 2.20. Necht je x = 0 bodem rovnovdhy pro soustavu (3) a ddle necht V : D — R
je spojité diferencovatelnd funkce takovd, Ze V(0) = 0 a V(xg) > 0 pro néjaky bod x
s libovolné malou normou ||xo||. Definugme mnozinu U podle (14) a predpoklddejme, Ze

V(z)>0 VxeUl.

Potom je x = 0 nestabilni.

12
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3 Jednodimenzionalni pripad

V této kapitole jiz budeme na soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu
nahlizet jako na dynamické systémy. Vyjdeme-li z obecné autonomni soustavy (3), tak
pro n = 1 dostaneme jedinou rovnici

T = f(x). (15)

Zde je x realnad funkce casu a f je diferencovatelnd realnd funkce proménné z. Ta-
kové rovnice modeluji jednodimenzionédlni dynamické systémy (systémy prvniho fadu).
Prestoze pracujeme jen s jednou rovnici, tak budeme stale hovorit o systému, kde po-
jem systém chapeme jako dynamicky systém a ne jako systém rovnic. Tedy i jedina
rovnice muze byt nazyvana systémem.

Pozndmka. V celé nasledujici kapitole je stabilita chapana ve smyslu asymptotické
stability.

3.1 Body rovnovahy a stabilita

Vezméme si obecnou nelinearni diferencidlni rovnici (15), na které ukdzeme vyuziti
grafického znazornéni pro rozbor stability u jednodimenziondlniho piipadu. Mnohdy je
totiz vhodnéjsi vyuzit grafické interpretace misto slozitych vypoctu.

Budeme-li uvazovat, ze t predstavuje cas, x pozici néjaké pomyslné castice, kterd
se pohybuje podél redlné osy = a pod z si predstavime rychlost této castice, tak di-
ferencidlni rovnice (15) vyjadiuje vektorové pole na ose — urc¢uje vektor rychlosti &
v kazdém z. K vykresleni vektorového pole je vhodné vyuzit roviny (&,z), kde na-
kreslime Sipky na osu z, které budou vyjadfovat vektor rychlosti v kazdém . Sipky
sméruji doprava, kdyz & > 0 a doleva pro & < 0. Z fyzikalniho pohledu si lze predstavit,
Ze toto naSe vektorové pole vyjadiuje tok tekutiny podél osy x s rychlosti, kterd se 1isi
misto od mista. Na obrazku 1 lze tedy vidét, ze tok je smérem doprava pro & > 0
a doleva pro & < 0. V bodech, kde & = 0, zadny tok neni a tyto body predstavuji body
rovnovahy. Z obrazku je patrné, ze mame dva druhy téchto bodu. Plné body reprezen-
tuji stabilni bod rovnovéhy ¢ a prazdné body pak reprezentuji body nestabilni ”. Této
pomyslné tekutiné se tika fdzovd tekutina a realna osa predstavuje fazovy prostor.

Pii hledéani feseni soustavy (15) s libovolnou pocdteéni podminkou xy umistime
imagindrni ¢éastici (zndmou jako fdzovy bod) do g a budeme sledovat jak je undsena
proudem. Bod se bude pohybovat podél osy x podle funkce f(z). Této funkci se fika
trajektorie s pocatkem v bodé x( a predstavuje feseni diferencialni rovnice s poc¢atecni
podminkou zg. Obrazku 1 se rika fazovy portrét.

6Casto také nazyvany jako atraktory.
"Casto také nazyvany jako zdroje.
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g f()

Obrézek 1: Obecny fazovy portrét.

Piiklad 3.1. Naleznéte viechny body rovnovahy pro & = 22 — 1 a rozhodnéte o jejich
stabilite.

Reseni. Méme f(z) = 2> — 1. K nalezenf bodi rovnovahy polozime f(z*) = 0 a do-
staneme, Ze * = +1. Pro rozhodnuti o jejich stabilité vykreslime f(x) a nazna¢ime
vektorové pole na ose x (obrdzek 2). Tok je doprava pro z> — 1 > 0 a doleva pro
22 —1 < 0. Tudiz 2* = —1 je stabilni a * = 1 nestabilni.

Obrazek 2: Grafické znazornéni fedeni rovnice & = z2 — 1.

3.2 Stabilita linearizovaného systému

Doposud jsme pro urceni stability bodu rovnovahy spoléhali pouze na grafickou me-
todu. Hodilo by se v§ak mit k dispozici vice kvantitativni zpusob o rozhodnuti stability,
jako je napriklad rychlost poklesu k bodu rovnovahy. Této informace lze dosdhnout po-
moci linearizace okolo tohoto bodu.

Uvazujme nyni feseni x, které napiseme ve tvaru

a(t) = n(t) + 27,

kde n(t) je mald vychylka od z*. Abychom vidéli, zda vychylka roste nebo klesd, je

14
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tteba odvodit diferencidlni rovnici pro 7. Dostavame tedy
. d . .
=—(r—2a")=1.
=2 )

Jelikoz x* je konstanta, dostaneme, ze 7 = & = f(z) = f(2* + n). Pomoci Taylorova
rozvoje obdrzime vztah

f@ +n) = f@) +nf'(@") + O?),
kde f(z*) =0 a O(n?)® oznacuje malé kvadratické hodnoty 7. Dostdvame tedy, Ze
n=nf(z") + O(r).

Nyn{ pokud f/(z*) # 0, tak hodnoty O(n?) povazujeme za zanedbatelné, a muZeme
psat aproximaci

n~nf' ().
Nahradime-li & rovnosti, tak se jedna se linearni rovnici pro n a tika se ji linearizace
okolo x*. Bude-li

f'(@") =0,
tak hodnoty O(n?) nelze povaZzovat za nezanedbatelné a k urceni stability je potfeba
nelinedrni analyza, coz bude nazorné ukazano v piikladu 3.2.

Zaver je tedy takovy, ze f'(x*) urcujici sklon funkce f(z) v bodé rovnovahy urcuje
jeho stabilitu. To koresponduje s predeslymi ptiklady a obrazky — ve stabilnim bodé
rovnovahy byl vzdy zaporny. Nyni navic mame nastroj ke zméreni, jak moc stabilnim
bod rovnovéhy je — urceno velikosti f’(x*). Tato velikost hraje roli rychlosti expo-
nencialniho rustu nebo poklesu.

Priklad 3.2. Co lze tici o stabilité bodu rovnovahy, v ptipadé, ze je f/'(z*) =07
Resend. Obecné nelze iici nic a zélezi pifpad od pifpadu. Vezméme si nésledujici
piipady:

(a) &= —1°, (b) & = 23, (c) & = 22, (d) £ =0.

Kazdy piipad méa bod rovnovdhy z* = 0 s f'(z*) = 0, ale rozhodnuti o stabilité
dopadne pokazdé jinak. Na obrazku 3 lze vidét, ze piipad (a) je stabilni a (b) nestabilni.
Ptipad (c) je hybridni a jedna se o takzvany polostabilni ptipad, jelikoz bod rovnovahy
pritahuje trajektorie zleva a odpuzuje smérem zprava. Oznacime proto polovyplnénym
koleckem. V pripadé (d) pak kazdy bod na ose x je bodem rovnovahy, nulovy bod tedy
ostatni trajektorie ani neptitahuje ani neodpuzuje.

3.3 Bifurkace

V predeslé sekci jsme se zabyvali dosti limitovanou dynamikou jednodimenzionalniho
vektorového pole (vsechna feseni se bud ,usadi“ v bodé rovnovéhy nebo sméfuji do
+00). Pro¢ se tedy vubec zabyvat jednodimenziondlnimi piipady? Duvodem je zdvislost
na parametrech. Kvalitativni vlastnosti toku se mohou ménit v zavislosti na parame-
trech. Pfesnéji, body rovnovahy mohou vznikat ¢i zanikat a dokonce se muze ménit
jejich stabilita. Témto kvalitativnim zméndm se v teorii dynamickych systému fika
bifurkace a body s hodnotami parametru, ve kterych k témto zménam dochézi, se
nazyvaji bifurkacni body.

8Landauova notace zndmé také jako notace velké O nebo notace omikron, ktera popisuje limitni
chovani funkce pro argument, ktery mé tendence se blizit nekone¢nu, nebo obecné k néjaké konkrétni
hodnoté.
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T T

> - . - > .
(2) (b)
T T

= - - —.—H—.—HD—.—H—.—.—x

(c) (d)
Obrazek 3: Stabilita bodu jednotlivych moznosti z ptrikladu 3.2.

Bifurkace typu sedlo—uzel

Bifurkace typu sedlo—uzel je zdkladnim mechanizmem, pti kterém body rovnovahy
vznikaji nebo zanikaji. Pfi zméné parametru se dva body rovnovahy mohou piiblizovat
k sobé, kolidovat a navzajem se rusit.

Ukazeme jednoduchy piipad bifurkace sedlo—uzel na systému prvniho radu

=7+ (16)

kde r chapeme jako parametr, ktery muze byt kladny, zdporny nebo nulovy. Pro
zaporné r dostaneme dva body rovnovidhy, a to jeden stabilni a druhy nestabilni
(obréazek 4 (a)). Pro r — oo se parabola bude posouvat smérem nahoru a nase dva
body se budou pfiblizovat k sobé. Pii » = 0 body splynou v jeden polostabilni bod
rovnovéhy z* = 0 (obrazek 4 (b)). Tento typ bodu rovnovéhy je velmi citlivy, protoze
jakmile mame r > 0, tak tento bod zanika a dochézi k pripadu, kdyz jiz zadné body
rovnovahy neexistuji (obrazek 4 (c)).

Praveé pro r = 0 dochazi k bifurkaci, jelikoz vektorové pole pror < 0 a r > 0 je
kvalitativné rozdilné.
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3 JEDNODIMENZIONALNI PRIPAD

(a) (b) ()
Obrézek 4: Bifurkace typu sedlo—uzel.

Graficka konvence

\

Existuji i jiné moznosti, jak vykreslit bifurkaci sedlo—uzel. Muzeme naptiklad ukazat
nékolik vektorovych poli pro diskrétni hodnoty r (obrazek 5). Toto zndzornéni zdura-
znuje zavislost bodu rovnovahy na parametru r. Ve spojitém pripadé pak mame znézor-
néni jako je 6 (a). Kiivka zde je tvaru r = —2? (tedy & = 0) a udava body rovnovahy
pro ruzna r. Pro rozliseni stabilnich a nestabilnich bodu rovnovahy budeme pouzivat
plnou ¢aru pro stabilni body rovnovahy a prerusovanou pro nestabilni body rovnovahy.

[ >
L s

> . r>0
> © > r=0
> & — =0 > r<0
— ® <— o] —

Obrézek 5: Graficka konvence bifurkace typu sedlo—uzel.

Nejcastéji se pro znazornéni bifurkace pouziva graf podle obrazku 6 (b), ktery mé
vudi piipadu (a) prohozené osy. Duvodem je, ze r hraje roli nezdvislé proménné a méla
by byt tedy zobrazena horizontalné. Obcas se do obrazku zobrazuji i Sipky zduraznujici
stabilitu, ¢i nestabilitu. Znézornéni dle obrazku 6 (b) se pak iké bifurkacni diagram

bifurkace sedlo—uzel.
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3 JEDNODIMENZIONALNI PRIPAD

r T

(a) (b)

Obrazek 6: Bifurkacni diagram bifurkace sedlo—uzel.

Transkriticka bifurkace

V nékterych ptripadech bod rovnovahy musi existovat pro vSechny hodnoty parametru
a nikdy nemuze zaniknout. Napiiklad v logistické rovnici a v jinych jednoduchych
modelech rustu jediného druhu je nulovy bod rovnovéhy nezavisly na hodnoté rychlosti
rustu populace. Takovy bod ale muze ménit svou stabilitu pfi zméné parametru. Tato
zmeéna stability se nazyva transkritickou bifurkaci.
Uvazujme rovnici

& =rr— a2’ (17)
Obrazek 7 ukazuje vektorové pole pro ruzné hodnoty parametru r. Lze si vSimnout, Ze
bod rovnovahy zustane v po¢atku pro vsechny hodnoty r.

(a)r<0 (b) r=0 (c)r>0

Obrazek 7: Transkriticka bifurkace.

Pro r < 0 bude nestabilnim bodem rovnovahy x* = r a stabilnim bodem rovnovahy
x* = 0. Se zvysujici se hodnotou r se nestabilni bod rovnovahy blizi pocdatku a dosdhne
ho pro r = 0. Pro posledni piipad, kdy r > 0 se pocatek stane nestabilnim a x* = r
bude nyni stabilnim bodem rovnovahy. Z toho je vidét hlavni rozdil mezi bifurkaci
sedlo—uzel a transkritickou bifurkaci, kde u transkritické bifurkace dva body rovnovahy
po bifurkaci nezmizi, ale misto toho si vyméni role ve smyslu stability.
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3 JEDNODIMENZIONALNI PRIPAD

Obréazek 8 ukazuje bifurkacéni diagram transkritické bifurkace.

X

Obréazek 8: Bifurkacni diagram transkritické bifurkace.

Vidlickova bifurkace

Tretim druhem bifurkace je tzv. vidlickovd bifurkace. Tento druh bifurkace je obvykly
ve fyzikdlnich tlohéch, které vykazuji symetrii. V takovych ptipadech body rovnovahy
maji tendenci vznikat a zanikat v symetrickych parech. Rozlisujeme dva typy vidlickové
bifurkace — superkritickou a podkritickou.

Pro ukéazku superkritické vidlickova bifurkace uvazujme rovnici

i =rr— (18)

Lze si vsimnout, Ze rovnice (18) se nezmeéni pii zméné z x na —z.

Obrazek 9 ukazuje vektorovd pole pro ruzné hodnoty r. Pro r < 0 je pocatek je-
dinym bodem rovnovahy a to stabilnim. Bude-li » = 0, tak je pocéatek stéle jedinym
bodem rovnovahy, stale stabilnim, ale jak lze na obrazku vidét, tak ne jiz tak silné sta-
bilnim jako pro r < 0. Pocatek je v tomto piipadé nehyperbolickym bodem rovnovahy
a rychlost poklesu tedy nemtze byt exponencidlni.” Pro r > 0 se pocatek jiz stava ne-
stabilnim a objevuji se dva nové stabilni body rovnovahy, které jsou symetricky okolo
pocatku v bodech +/r.

Vykreslime-li bifurka¢ni diagram (obrazek 10), tak se hned objasni pojem vidlickova
bifurkace.

9Pifmym vyfesenim lze ukézat, ze rychlost poklesu je O (t’%) pro t — co.
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3 JEDNODIMENZIONALNI PRIPAD

x x

(a)r<0 (b)y r=20

(c)r>0

Obrazek 9: Transkritické vidlickova bifurkace.

Obréazek 10: Bifurkaéni diagram superkritické vidlickové bifurkace.

Druhym typem vidlickové bifurkace je podkritickd vidlickova bifurkace. V ptipadé
rovnice (18) kubicky ¢len 23 byl stabilizujici, tedy ptusobil jako vratn4 sila, ktera strhava
x(t) zpét k x = 0. V pripadé, bude-li tento ¢len destabilizujici

i =rr+ 2 (19)
tak hovoiime o podkritické vidlickové bifurkaci (obrazek 11). Porovndme-li bifurka¢ni
diagramy, tak vidime, ze vidlicka je prevracena. Nenulové body rovnovéhy ++/r jsou

nestabilni a existuji pouze pod bifurkaci (r < 0) a tedy je vhodny termin podkriticka
bifurkace.
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X

Obréazek 11: Bifurkaéni diagram podkritické vidlickové bifurkace.
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4 SYSTEMY DRUHEHO RADU
4 Systémy druhého radu

V jednodimenziondlnim piipadé mohly nastat pouze dva piipady a to ze, trajektorie
jsou nuceny pohybovat se monoténné nebo zustat konstantni. Ve vyssich dimenzich
maji tyto trajektorie mnohem vice , prostoru k manévrovani®, tedy dynamické chovani
je bohatsi. Autonomni soustavy ODR1 druhého fadu zaujimaji dilezité misto pti studiu
nelinedrnich systému, protoze trajektorie feSeni jsou kfivky v roviné, coz umoznuje
snadnou vizualizaci kvalitativniho chovani systému.

Pozndmka. Budeme se zabyvat pouze homogennimi soustavami, protoze nehomogenita
nema vliv na kvalitativni chovani, ale pouze jen méni souradnice bodu rovnovahy ve
fazovém prostoru.

Obecny autonomni systém druhého tadu je reprezentovan dvéma diferencialnimi
rovnicemi
& = fi(zy, z2),
v = fa(w1,22).
Necht x(t) = (1 (t), £2(t)) je fesenim soustavy (20), které vyhovuje pocdtecni podmince
xo = (710, T20).

Interpretace reseni v roviné (z1,x2) pro vSechna ¢ > 0 je kiivka, kterd prochazi
bodem xq. Této kiivce se fika trajektorie (nékdy orbita) systému (20) z bodu .
Soubor vsech trajektorii nazveme fazovym portrétem (analogie s jednodimenzionalnim
pripadem).

Nez se ale dostaneme k nelinedrnim systémum druhého Fadu, tak ukazeme zakladni
teorii okolo linearnich homogennich soustav, které popisuji linedrni dynamické systémy.
Tuto teorii posléze vyuzijeme pii analyze nelinearnich systému, jelikoz budeme linea-
rizovat nelinearni systém a po linearizaci je potieba pracovat se systémem linedrnim.

(20)

4.1 Linearni soustava s konstantnimi koeficienty

P1i vysetfovani homogennich linearnich soustav budeme vzdy mit pouze jeden izo-
lovany bod rovnovahy. Pro nalezeni obecného feSeni a sestrojeni fazovych portrétu
budeme vyuzivat Eulerovu metodu, kterd pracuje s vlastnimi ¢isly matice soustavy.
Homogenni linearni soustava druhého radu je tvaru
T = ax + by,
Y = cx + dy,

kde a, b, c,d € R jsou koeficienty. Vektorové lze zapsat soustavu jako
T = Az, (21)
kde

Tato soustava je linearni ve smyslu, ze jsou-li @, a &, TeSenim na néjakém intervalu
J, tak je i jejich libovolna linearni kombinace c;x1 + coxs FeSenim na intervalu J. Za
obecné teseni pak muzeme povazovat vztah x(t) = cixy1 + coxe, kde x1 a T3 jsou
linedrné nezavislé.

22



4 SYSTEMY DRUHEHO RADU

Pozndmka. Nulové teseni * = 0 je vzdy bodem rovnovahy pro libovolnou volbu A.

Ukazme nyni, jak vypadaji fazové portréty linearniho systému v roviné pro ruzné
situace. Vyuzijeme k tomu Eulerovu metodu, kterou popiseme pro obecnou dimenzi
n(dale bude stacit piipad, kdy n = 2).

Definice 4.1 (Eulerova metoda). Eulerova metoda slouzi ke konstrukei feseni pomoci
vlastnich ¢isel matice A. Hledejme fesen{ soustavy (21) ve tvaru z(t) = eMwv, kde A € R
av = (vy,...,v,)7 # 0. Abychom nasli vektor v a A, tak dosadime z(t) = eMv do
(21) a po vykrdceni nenulovym e* ziskdme rovnici

Av = \v. (22)

Cisla \ jsou vlastni éisla matice A a konstantni nenulové vektory v, které pro danou
hodnotu A vyhovuji rovnici (22), se nazyvaji vlastni vektory matice A pii prislusné
hodnoté \. Vlastni ¢isla najdeme pomoci charakteristické rovnice det(A — AE) = 0,
kde E je jednotkova matice. Obecné ma tato rovnice n komplexnich kofenu vcetné
nasobnosti. Pro nas ptipad, kdy n = 2 dostaneme kvadratickou rovnici, kterou vytesime
a jeji koreny jsou hledané vlastni ¢isla A\, Ao.

Podle hodnot vlastnich ¢isel A;, Ao mohou nastat nasledujici ptipady:

e Obé vlastni ¢isla jsou redlnd a ruzna (A # Ay # 0).

Budou-li obé vlastni ¢isla zaporna, bez ztraty na obecnosti uvazujme Ay < Ay < 0,
tak se vyrazy eM! a e*! limitné bliz{ k nule pro ¢t — oco. Pro tuto moznost bod
stability nazyvame stabilnim uzlem (obrazek 12 (a)). Naopak budou-li obé vlastni
cisla kladnd, tak se jednd o nestabilni uzel (obrazek 12 (b)), jelikoz vyrazy e’
a e*?! rostou exponencidlné pro t — oo.

Za predpokladu, ze maji vlastni ¢isla ruznd znaménka (Ay < 0 < A;) se vyraz
et — 0, eM — oo pro t — 0o a bod rovnovahy nazveme sedlem (obrazek 12

().
e Komplexni vlastni ¢isla (A2 = a£if).

Pro komplexni ¢islo s nenulovou redlnou ¢asti budou trajektoriemi spiraly smeéru-
jici z nebo do bodu rovnovahy v zavislosti na znaménku realné ¢asti komplexniho
¢isla. Pro a < 0 se jedna o stabilni ohnisko (obrazek 12 (d)) a pro a > 0 o ne-
stabilni ohnisko (obrazek 12 (e)). Je-li vlastni ¢islo matice A ryze komplexni,

pak trajektoriemi budou elipsy se sttedem v bodé rovnovahy a hovotime o stredu
(obrazek 12 (f)).

e Nenulova nasobna vlastni ¢isla (A\; = Ay # 0). V tomto piipadé bude-li
A1 = Ay < 0, tak se bude jednat o stabilni uzel a v opacném piipadé a nestabilni
uzel.

e Jedno nebo obé vlastni ¢isla nulové.

Kdyz je jedno nebo obé vlastni ¢isla nulové, tak je fazovy prostor v jistém smyslu
degenerovany. Matice A ma nulovy prostor. Kazdy vektor v nulovém prostoru
je bodem rovnovahy systému a tedy ma systém spise podprostor rovnovahy nez
bod rovnovahy (obrazek 12 (g)).
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4
3

Y. 2
1

4 2 0 2 4 2
-1 x X
-2
-3
-4
(a) Stabiln{ uzel (b) Nestabiln{ uzel (¢c) Sedlo

10 10 10

Kz\\_jzx 3 ’2\@\2): : AN U
N =— )

=10 -10 -10

(d) Stabilni ohnisko (e) Nestabiln{ ohnisko (f) Stied

) -1 0 2
X
-1

(g) )\12)\220

Obrazek 12: Fazové portréty pro ruzné kombinace vlastnich ¢isel matice A.

Typ bodu rovnovéahy (sedlo, ohnisko ... ) je tedy urcen vlastnimi ¢isly a pro linedrni
systémy je charakteristické, ze globalni chovani systému je urceno pravée typem bodu
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4 SYSTEMY DRUHEHO RADU

rovnovahy. Dale uvidime, ze pro nelinearni systémy toto jiz neplati, jelikoz mohou mit
vice izolovanych bodu rovnovdhy a ty urcuji chovani trajektorii pouze v okoli téchto
bodu.

4.2 Nelinearni systémy druhého radu

V této casti se jiz podivame na nelinedarni systémy popsané pomoci soustavy (3)
a ukdzeme si, jak postupovat, chceme-li zndt chovani téchto systému. Jak jsme fekli
v uvodu, tak chovani nelinearnich systému muze ¢asto byt ,,odhadnuto* analyzovanim
linearniho systému v okoli ur¢itého bodu. Budeme-li tedy hledat typy bodu rovnovahy
(nelinedrni systém jich muze mit vice nez jeden), tak budeme postupovat nasledovné.
Nejprve urcime body rovnovahy daného systému. Poté provedeme linearizaci a urcime
body rovnovahy linearizovaného systému, pro ktery sestavime Jacobiho matici a spoci-
tame jeji vlastni ¢isla. Pomoci vlastnich ¢isel poté uréime o jaky typ bodu rovnovahy
se jedna v tomto linearizovaném systému. Kroky k nalezeni vlastnich ¢isel Jacobiho
matice provedeme pro vSechny nalezené body rovnovahy nelinearniho systému. Pro
urceni o jaké typy bodu rovnovahy pujde, pii ,,pfechodu mezi linedrnim a nelinearnim
systémem, se budeme tidit nasledujicimi pravidly:

e Body rovnovihy, které jsou nestabilni nebo asymptoticky stabilni v linearizo-
vaném systému si tuto vlastnost zachovavaji i pro systém nelinearni.

e Body rovnovahy typu sedlo a ohnisko v linearizovaném systému jsou stejného
typu pro nelinearni systém.

e V piipadé, ze se jedna o uzel v linearizovaném systému, kde vlastni ¢isla jsou
realnd a navzdjem ruznd, tak v nelinedrnim systému zustane bod rovnovahy uz-
lem.

e V piipadé, ze se jedna o uzel v linearizovaném systému, kde vlastni ¢isla jsou
realna ale stejnd, tak v nelinedrnim systému se muze typ bodu rovnovahy zménit
na ohnisko nebo zustat uzlem.

e Jedné-li se o stied v linearizovaném systému, tak v nelinearnim systému se muze
typ bodu rovnovahy zmeénit na ohnisko, nebo zustat stredem.

yyyyyy

typu stfed neni asymptoticky stabilni. Takze stied, ktery se ,stane“ ohniskem muze
byt z hlediska dynamického chovani zdrojem nebo atraktorem. Stfed neni ani ne-
stabilni a ani asymptoticky stabilni, takze prvni uvedené pravidlo nelze aplikovat.
Takze v piipadé, ze jeden z bodu rovnovahy bude typu stied, tak nam linearizace
nepomuze pii analyze tohoto bodu, jelikoz nejsme schopni uré¢it jeho chovani v ne-
linedrnim systému.

Priiklad 4.2. Uvazujme nelinedrni dynamicky systém, ktery je popsan soustavou dvou
nelinedrnich ODR1

& =x(6 — 3z — 2y),
y=y(—-z—y).
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Snadno se ovéri, ze dany systém ma ¢tyti body rovnovahy o souradnicich
A=10,0], B=][0,5], C =120, D=[-4,9].

V dalsim kroku bychom linearizovali a napocitali Jacobiho matici linearizovaného
systému pro vSechny nalezené body rovnovahy a urcili o jaké typy bodu rovnovahy
se jedna v pripadé linearizovaného systému. Pomoci vyse uvedenych pravidel bychom
nasledné urcili typy bodu v nelinedrnim systému. Ale vykreslime-li fazovy portrét, tak
vidime, Ze bod A je nestabilni uzel, bod B je uzlem stabilnim a body C a D jsou sedla.

10

W
—
S

-10

Obrazek 13: Priklad nelinedarniho dynamického systému, ktery ma ¢tyti izolované body
rovnovahy.

Limitni cykly

Jinym projevem nelinearity je pak mozna existence limitnich cykli. Uvazujme auto-
nomni systém se soustavou rovnic (3) s f € C*(Q), kde € je oteviend podmnozina R™.
Pro x € Q funkce ¢(-,x) : R — Q definuje trajektorii pro (3) prochézejici poc¢atecni
podminkou xy € €. Vykreslime-li funkci (-, ), tak trajektorii muzeme chéapat jako
pohyb podél kiivky
Loy ={xe€eQ|x=p(tx),tecR}.
Pozitivnd casti trajektorie bodem xy pak myslime
Ie, ={z €Q|z=o(txo),t >0}

a analogicky budeme chépat I'; . Pak jakakoliv trajektorie I' = ' U T~

10Nehraje-li bod g roli, tak budeme trajektorii jednoduse znagit I
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Definice 4.3. Bod p € Q je w-limitnim bodem trajektorie (-, x) systému (3) jestlize
existuje posloupnost t,, — oo takova, ze

lim p(t,, ) = p.

n—oo

Déle, jestlize existuje posloupnost t,, — —oo takova, ze

lim o(t,, ) = g,

n—0o0
kde g € Q, tak se tento bod nazyvé a-limitnim bodem trajektorie ¢ (-, &) systému (3).
Mnozina vsech w-limitnich bodu se nazyva w-limitni mnozina trajektorie I' a znac¢ime
ji jako w(I'). Analogicky mame «-limitni mnozinu trajektorie I" oznacenou jako a(I).
Mnozina vsech limitnich bodu trajektorie I', a(I") U w(I') se nazyva limitni mnoZina
trajektorie T.

Véta 4.4. a a w-limitni mnoziny trajektorie I' systému (3) jsou uzavrené podmnoZiny
Q a jestlize I" je obsazena v kompaktni podmnoziné R™, pak (), w(I') jsou neprdzdné,
souvislé a kompaktni podmnoZiny Q.

Definice 4.5. Necht Q je oteviend podmnozina mnoziny R". Dale necht f € C'(Q)
a necht ¢, : © — Q je tok soustavy (3) definovany V¢ € R. Pak mnozina S C € se
nazyva invariantni vici toku ,, jestlize ¢,(S) C S, Vt € R.

Véta 4.6. Jestlize bod p je w-limitnim bodem trajektorie I' soustavy (3), tak vsechny
dalsi body trajektorie (-, p) pro (3) prochdzejici bodem p jsou taktéz w-limitni body
trajektorie I'. Tedy jestlize p € w(l'), tak I'y C w(l') a obdobné jestlize p € o(T), tak
Iy C o).

Z této véty vyplyva, ze pro vsechny body p € w(I'), p,(p) € w('),Vt € R, tedy
@, (w(I") C w(I') aspolu s poznatky z Definice 4.5 dostaneme vysledek, ktery uvedeme
v nasledujici poznamce.

Pozndmka. (') a w(I') jsou invariantni s ohledem na tok ¢, systému (3). a(I") a w(I)
trajektorie I' soustavy (3) jsou tedy uzaviené invariantni podmnoziny mnoziny ).

Definice 4.7. Uzaviena invariantni mnozina A C €2 se nazyva atraktivni mnoZina
soustavy (3), jestli existuje néjaké okoli U mnoziny A takové, ze pro Ve € U, p,(x) € U
pro Vt >0 a ¢,(x) — A pro t — oo.

Definice 4.8. Atraktor je atraktivni mnozina, kterda obsahuje hustou trajektorii. Exis-
tence husté trajektorie znamend, Ze existuje mnozina trajektorii, kterd je husta v atrak-
toru, tj. existuje alesponi jedna trajektorie, kterd bud'to lezf v atraktivni mnoziné, nebo
kazdy bod atraktivni mnoziny je libovolné blizko néjakému bodu na této trajektorii.

Je ztejmé, ze jakykoliv bod rovnovahy xg je svou vlastni a a w-limitni mnozinou,
jelikoz @ (t, xy) = xp, Vt € R. A pokud trajektorie I' systému (3) ma jediny w-limitni
bod x, tak bod xg je bodem rovnovahy systému (3).

Stabilni uzel nebo ohnisko, které jsme definovali v predeslém textu je w-limitni
mnozinou kazdé trajektorie v néjakém okoli toho bodu a déle je také atraktorem
systému. Nicméné, ne kazdd w-limitni mnozina trajektorie je atraktivni mmnozinou.
Naptiklad sedlo .
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Definice 4.9. Cyklem neboli periodickou trajektorii systému (3) budeme rozumét li-
bovolnou uzavienou krivku, ktera je trajektorii feseni a kterd neni bodem rovnovahy
daného systému. Rekneme, ze periodickd trajektorie I' je stabilnd, jestlize pro kazdé
e > 0 existuje okoli U trajektorie I' tak, ze pro Vo € U je d(I'},T) < e, tedy pro
Ve € U aprot >0 je d(p(t,x),I') < e. Periodickd trajektorie je nestabilni jestlize
neni stabilni a je asymptoticky stabilni jestlize je stabilni a Va v néjakém okoli U
trajektorie I' plati, ze

lim d(e(t,z),I") = 0.

t—00

Periodickd trajektorie koresponduje s periodickym fesenim, jelikoz (-, ) definuje

uzavienou krivku feseni pravé tehdy, kdyz Vt € R

QO(t + T, ZEO) = 90(t> ZEO)

pro néjaké T > 0.

Oscilace je dulezitym fenoménem dynamickych systému. Systém osciluje ma-li ne-

trivialni periodické teseni

x(t+T)=x(t), Vt>0
pro néjaké T' > 0 . Netrividln{ je mysleno ve smyslu vylouéeni konstantnich feseni. Ve
fazovém prostoru je periodické feseni znazornéno uzavienou trajektorii. V predchazejici
sekci jsme jiz piiklad oscilace ukazali. Pro linearni systém & = Ax oscilace nastava
pro vlastni ¢isla A\j o = £¢5. V tomto pripadé jsme hovorili o stfedu a trajektoriemi
byly uzaviené kiivky.

Nyni ptejdeme k novému pojmu limitniho cyklu. Jde o izolovanou uzavienou trajek-
torii. Izolovana je ve smyslu, Ze okolni trajektorie nejsou uzaviené a bud se priblizuji
k limitnimu cyklu nebo se od néj vzdaluji. Jednd se o vlastnost nelinearnich dyna-
mickych systémi, tedy v linedrnich systémech se nevyskytuji, i kdyz ty mohou mit
uzaviené trajektorie, ale nebudou izolované: bude-li tedy @ periodickym fesenim, tak
i ca pro libovolné ¢ # 0. Redeni @ je tedy obklopeno jednoparametrickou soustavou
uzavienych trajektorii.

Samotna definice limitniho cyklu je néasledujici.

Definice 4.10. Limitnim cyklem I" systému (3) je periodicka trajektorie Feseni, kterd
je a nebo w-limitni mnozina néjaké trajektorie systému (3) jiné nez trajektorie I
Je-li cyklus I' w-limitnim mnozina kazdé trajektorie v néjakém okoli cyklu, tak jej
nazyvame w-limitnim cyklem nebo také stabilnim limitnim cyklem. Pokud bude I' a-
-limitni mnozinou kazdé trajektorie néjakého okoli cyklu, tak hovoiime o a-limitnim
cyklu nebo o nestabilnim limitnim cyklu a existuje i tfeti moznost a to takova, ze jestli
je I w-limitni mnozinou pro jednu trajektorii a a-limitni mnozinou pro trajektorii jinou,
tak budeme hovorit o polostabilnim limitnim cyklu.

Jinak Teceno, jedna se o stabilni limitni cyklus jestlize se vSechny okolni trajektorie
blizi k limitnimu cyklu pro ¢ — oo (obrazek 14 (a)), nebo o nestabilni limitni cyklus,
kdyz se vSechny trajektorie, zac¢inajici libovolné blizko limitniho cyklu, budou pro t —
oo vzdalovat (obrazek 14 (b)) a jednd se limitni cyklus polostabilni, jestlize nékteré
trajektorie jsou pritahovany a jiné odpuzovany limitnim cyklem (obrézek 14 (c)).

UNejmensi T, pro které toto plati se nazyvé perioda.
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(a) (b) ()
Obréazek 14: Limitni cykly.

Stabilni limitni cyklus se vyskytuje u systému, které vykazuji samostatné udrzitelnou
oscilaci (osciluji i v pripadé absence externi periodické sily). Piikladem muze byt
napriklad tlukot srdce, denni rytmy teploty lidského téla a sekrece hormonu nebo
nebezpeéné samobuzené vibrace v mostech ¢i kiidlech letadel.

Pozndmka. Vzhledem k Definici 4.9 stabilni limitni cyklus je vlastné asymptoticky
stabilni cyklus a jakykoliv stabilni limitni cyklus je atraktor.

Pravdépodobné nejzakladnéjsim néastrojem pii zkoumani stability a bifurkace pe-
riodickych trajektorii je Poincarého mapa. Poincarého mapu lze zjednodusené chapat
jako Tez fazovym prostorem, kde jedna nebo vice stavovych proménnych je konstantni.

Definice 4.11. Je-li I" periodickd trajektorie systému (3), kterd prochazi bodem xy a ¥
je nadrovina kolma ke I' v bodé x(, pak pro jakykoliv bod @ € ¥, ktery je dostatecné
blizko bodu @, feseni (3) prochazejici bodem x v ¢ase t = 0, ¢,(x) protne nadrovinu
Y opét v bodé P(x) blizko xy. Zobrazeni

x — P(x)
se nazyvéa Poincarého mapa (obrazek 15).

Déle uvedeme vétu nutnou k existenci a spojitosti Poincarého mapy P(x) a jeji
prvui derivace DP(x).

Véta 4.12. Necht Q) je oteviend podmnoZina R™ a ddle necht f € C'(Q). Predpokld-
dejme, Ze @, (xo) je periodické Teseni systému (3) s periodou T, a Ze cyklus

F={xeR"|xz=¢p,(xy), 0<t<T}
lezi v Q). Necht ¥ je ortogondlni nadrovina ke I' v bodé xq. Tedy
Y={xeR"|(x—x) - flzy) =0}.

Potom existuje § > 0 a jedind funkce T definovand a spojité diferencovatelnd na Os(xg)
tak, zZe T(xo) =T a

Pr(z)(®) €X
pro Ve € Og(xo).
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Obréazek 15: Poincarého mapa.

Definice 4.13. Necht je I, ¥, a 7(x) definovano stejné jako v 4.12. Pak pro ¢ €
Os(xp) N X se funkce

P(z) = SOT(m)(m)
nazyva Poincarého mapa pro I v bodé x.
Pozndmka. 7 Véty 4.12 plyne, ze P € C*(U), kde U = Os(x) N 2.

V pripadé n = 2, presuneme-li pocatek do bodu xy € I' N X, tak ¥ bude primka
prochézejici pocatkem (Obrézek 16).

Obréazek 16: Poincarého mapa pro dimenzi n = 2.

Bod 0 rozdéli pfimku ¥ na dvé éasti a to ¥ a X7, kde 2T lezf vné I'. Necht s
popisuje vzdélenost podél X, kde s > 0 pro body na X" a s < 0 pro body na X~.

Podle véty 4.12 je pak Poincarého mapa P(s) definovdna pro |s| < § a plati, Ze
P(0) = 0. Nyni ukazeme, jak stabilita cyklu I' souvisi s derivaci P’(0). Zavedeme tzv.
funkci posunuti.
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Definice 4.14. Funkce posunuti udava nejkratsi vzdélenost z pocatecni pozice do
pozice koncové a je ur¢ena vztahem

Plati, ze d(0) = 0 a derivace d'(s) = P'(s) — 1.

Jelikoz d'(s) je spojitd funkce, tak znaménko d'(s) bude stejné jako znaménko d’(0)
pro |s| dostateéné malé, pokud d'(0) # 0. Tedy pokud d'(0) < 0, tak d(s) < 0 pro
s>0ad(s) > 0pros < 0. Toznamend, ze I' je stabilni limitn{ cyklus neboli w-limitni
cyklus. Obdobné pokud d'(0) > 0, tak [" nestabilni limitni cyklus, a-limitni cyklus.
Ke stejnym zavérum dojdeme i pokud P(0) = 0 a P'(0) < 1, tak je I' stabilni limitni
cyklus a pokud P(0) = 0, P'(0) > 1, tak se jedné o nestabilni limitni cyklus.

Uvedeme nyni vétu, kterd ndm d& vzorec pro vypocet P’(0) na zakladé pravé strany
soustavy (3).

Véta 4.15. Necht je Q otevrend podmnozina R? a f € CY(Q). Ddle necht v je peri-
odické teseni (3) s periodou T. Pak derivace Poincarého mapy P(s) podél primky ¥
kolmé nal = {x € R* |z = y(t) —v(0), 0<t<T} vbodé x =0 je dina vztahem

T

Pﬂbzwp/vnﬂ%mﬁ-

0

Pozndmka. Vzhledem k Vété 4.15 je periodické feseni 7(¢) stabilnim limitnim cyklem
jestlize
T

/Vfw@m<o

0

a nestabilnim limitnim cyklem, jestlize

T

/v - F(y(8)dt > 0.

0

Je-li tento integral roven nule, tak nejsme schopni rozhodnout.

Piiklad 4.16 (Van Der Poluv oscildtor). Van der Poluv nekonzervativni oscildtor
s nelinearnim tlumenim je popsén diferencidlni rovnici
d*x

yr (1—x2)d—x—l—x:0, (23)

dt

kde g > 0 je parametr. Pfepiseme-li tuto rovnici na soustavu, tak dostaneme

T1 = T

By = p(l — 2y — 271,

Vykreslime-li fazovy portrét, tak vidime, ze dostaneme stabilni limitni cyklus (obrazek
17).
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Van der Polova rovnice uvedend v piikladé 4.16 muze byt zobecnéna na tzv.
Liénardoviu rovnici, kterd je tvaru
d2
+ -—+ 0
@) 4 glw) =

Ptepiseme-li si tuto rovnici opét na soustavu dvou diferencialnich rovnic prvniho tadu,
tak dostaneme

T=1

y=—glx) = fl)y.
Uvedeme nyni vétu, kterd uvadi, ze soustava mé jediny stabilni limitni cyklus za
urcitych pozadavku kladenych na funkce f, g.

(24)

Veéta 4.17. Predpoklideyme, Ze funkce f a g spliugi nasledujici poZadavky:
o f(2),9(x) € C'(R).
x) = —g(x) pro ¥z (tj. g je lichd funkce).

* g(—
e g(x) >0 proxz>0.

f(=z) = f(x) proVz (4. f je sudd funkce).

Lichd funkce F(x ff Ydu, F(0) = 0,F'(0) < 0 md prdvé tri koreny a to
v 0, —a,a, je zipornd pro 0 <z < a, kladnd a neklesajici pro x > 0 a F(x) — oo
Pro x — 0.

Jsou-li splnény vsechny vyse wvedené poZadavky, tak soustava (24) md prdvé jeden
stabilnt limitni cyklus.

Obrazek 17: Fazovy portrét Van der Polova oscilatoru pro u = 1.2.
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Priklad 4.18. Ukazme, ze Van der Polova rovnice ma pravé jeden stabilni limitni
cyklus. Vyjdeme-li z rovnice (23), vidime, ze f(z) = u(z? — 1), g(x) = x. Tedy prvni
¢tyti pozadavky z véty 4.17 jsou splnény. Podivame-li se na posledni pozadavek, tak je
vhodné si vSimnout, ze

Flo) = (3o~ ) = guate? - 3)

z ¢eho vidime, 7ze posledni podminka bude splnéna pro a = v/3 a tedy Van der Polova
rovnice ma praveé jeden stabilni limitni cyklus.

4.3 Bifurkace

V této sekci se budeme vénovat bifurkaci systému druhého fadu. Pii prechodu z jed-
nodimenzionalniho systému na systém druhého tadu, stale plati, ze body rovnovahy
mohou vznikat, zanikat a byt destabilizovany zménou parametru, ale navic totéz plati
i pro limitni cykly. Uvedeme tedy moznosti, jak oscilaci spustit nebo zastavit.

Poznatky uvedené v sekci 3.3 maji analogii pro systémy druhého tadu. Dokonce
po pridani dalsich dimenzi se nic nového dit nebude, jelikoz je vSe dulezité vztazené
na jednodimenzionalni podprostor, kde se bifurkace odehrava, zatimco ve zbyvajicich
dimenzich je tok jednoduse pritahovan ¢i odpuzovan z tohoto podprostoru, jak ukazeme
v nasledujicich céastech této sekce.

Bifurkace typu sedlo—uzel

Uvazujme soustavu dvou diferencialnich rovnice
&= p—

. (25)
y=-y

Ve sméru z vidime bifurka¢ni chovani diskutované v sekci 3.3, zatimco ve sméru y je
pohyb tlumeny.

Vykreslime-li fazovy portrét v zavislosti na ménici se hodnoté parametru p, tak pro
i > 0 dostaneme dva body rovnovahy. Stabilni uzel v bodé (z*,y*) = (\/z,0) a sedlo
v bodé (—/1,0). S klesajici hodnotou se tyto dva body k sobé priblizuji, az splynou
pii p = 0 a zmizi Gplné pro u < 0 (obréazek 18).

Tok je ovSsem ovliviiovan i po zmizeni bodu rovnovahy. Body zanechavaji oblast,
které tikame , hrdlo“, ktera vtahne trajektorie a opozdi je nez je na druhé strané necha
projit déle.
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Y

(a)p>0 (0)p=0

(c)p <0

Obrazek 18: Bifurkace typu sedlo uzel pro 2D ptipad.

Transkriticka a vidlickova bifurkace

Podobnou uvahou jako pro bifurkaci typu sedlo-uzel muzeme sestavit prototypy sou-
stav, kde se bude vyskytovat transkriticka bifurkace typu sedlo-uzel a vidlickova bi-
furkace. Opét ve sméru x vidime bifurka¢ni chovani diskutované v sekci 3.3, zatimco
ve sméru y je pohyb tlumeny. Uvedme pifklady soustav, pro které nastanou v tomto
poradi: transkritickd bifurkace typu sedlo—uzel - soustava (26), superkriticka vidlickova
bifurkace - soustava (27) a podkritickd vidlickové bifurkace - soustava (28).

&= pr — a2,

. (26)
y=-y.

R .3

TEHETE (27)
y=-y.

P = px + 23,

e (28)

y=-y.

Pti analyze jednotlivych pripadu se postupuje stejnymi kroky. Uvedeme rozbor pro
pripad superkritické vidlickové bifurkace. Méjme soustavu (27) a vykreslime fazovy
portrét pro pripady, ze u < 0,4 = 0, > 0 (Obrazek 19).
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) )
LV

L 4 <4

A

(a)p <0 (0)p=0

—— <O —> @0 <
T

(c)p >0

Obréazek 19: Superkriticka vidlickova bifurkace pro 2D ptipad.

Pro p < 0 je jedinym bodem rovnovahy stabilni uzel v pocatku. Pro p = 0 je
pocatek stéle stabilnim, ale stejné jako v 1D ptipadu je rychlost poklesu mensi podél
osy x. Pro pu > 0 pocatek ztraci stabilitu a objevuji se dva nové body rovnovahy,
které jsou symetrické okolo pocatku (z*,y*) = (£,/11,0) (stejné jako v 1D piipadu je
pro vidlickovou bifurkaci typickd symetrie). P¥i uréeni typu bodu rovnovahy bychom
pomoci Jacobiho matice zjistili, Ze pocatek je sedlo a nové body jsou stabilnimi uzly.

Ve vsech vyse uvedenych pripadech bifurkace nastala pro ptipad, kdy jedno z vlast-
nich ¢isel bylo rovno nule. Obecné bifurkace typu sedlo-uzel, transkriticka a vidlickova
jsou priklady tzv. bifurkace pri nulovém vlastnim ¢isle. Tento typ bifurkace vzdy nastava
pri kolizi jednoho nebo vice bodu rovnovahy. Déle uvedeme zcela novy druh bifur-
kace, ktery nema svuj protéjsek v jednodimenziondlnich pripadech. Ukazuje, ze existuje
moznost, aby bod rovnovahy ztratil stabilitu, aniz by doslo k interakci s jinym bodem
rovnovahy.

Hopfova bifurkace

Za predpokladu, ze dvoudimenzionalni soustava ma stabilni bod rovnovahy, tak bude
zaviset na vlastnich ¢islech Jacobiho matice, které budou urcovat, bude-li tento bod
stabilni nebo nestabilni s ohledem na ménici se bifurka¢ni parametr.

Je-li bod rovnovahy stabilni, tak vime, ze vlastni ¢isla Aq, Ay maji ReA < 0. Pri
vypoctu vlastnich ¢isel vychazime z kvadratické rovnice, kde pro stabilni bod rovnovahy
existuji dva mozné scéndfe. Bud'to jsou obé vlastni &fsla realnd a zapornd (Obrazek 20
(a)), nebo se jedné o dvé komplexné sdruzend vlastni ¢isla (Obrazek 20 (b)). Ke ztrateé
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stability je nutné, aby alespon jedno vlastni ¢islo preslo do oblasti pravé komplexni
poloroviny pfi zméné bifurkac¢niho parametru.

ImA\ Im\

ReA Re\

(a) (b)

Obréazek 20: Rozlozeni vlastnich ¢isel pro stabilni bod rovnovahy.

Doposud jsme videéli piipady, kde vlastni ¢isla prosla pripadem, ze A = 0 (vidlickovéa
bifurkace, bifurkace typu sedlo-uzel...). To ale nebylo nic nového, jelikoz jsme se s tim
setkali jiz dfive u jednodimenzionalniho ptfipadu. Nyni vSsak budeme uvazovat zcela
novy pripad, kdy sdruzena komplexni ¢isla zaroven pfejdou pres imagindrni osu do
oblasti ReA > 0. Z obecného hlediska Hopfova bifurkace nastava tam, kde se objevi
periodicka trajektorie a dojde ke zméné stability bodu rovnovahy. Stejné jako vidlickova
bifurkace, tak i Hopfova bifurkace je superkriticka a podkriticka.

Superkritickd Hopfova bifurkace nastava, kdyz se stabilni ohnisko zméni na oh-
nisko nestabilni. které je obklopeno stabilnim limitnim cyklem s malou amplitudou.
V pripadé podrkritické Hopfovy bifurkace dochazi k tomu, ze kdyz nestabilni limitni
cyklus obklopuje stabilni ohnisko, tak pfi zméné parametru se tento limitni cyklus bude
zmensovat a bude se ,,stahovat® okolo bodu rovnovéahy az do chvile, kdy limitni cyklus
zmizi uplné a zustane pouze nestabilni ohnisko.

Pozndmka. D4 se jit i v opacném smyslu a bude se také jednat o podkritickou Hopfovu
bifurakci. Tedy za¢neme s nestabilnim ohniskem, kdy pti zméné parametru dojde k vy-
tvoreni malého nestabilniho limitniho cyklu, ktery bude rust. Nezavisi tedy na sméru,
ale na tom, ze se jedna o nestabilni limitni cyklus a odtud tedy nézev podkriticka
bifurkace.

Na zaveér této kapitoly uvedeme jesté jeden druh bifurkace, ktery bude souviset
s pojmem homoklinicka trajektorie. Tento druh bifurkace bude nazorné vidét v sekci
5.2.

Definice 4.19. Heteroklinickd trajektorie je trajektorie, ktera spojuje dva body rov-

novahy. V piipadé, ze je pocatecni bod shodny s bodem koncovym, tak hovoiime

o homoklinické trajektorii. Mame-li tedy pripad homoklinické trajektorie, tak plati, ze
['(t) —» x*, pro t— +oo.

A v pripadé heteroklinické trajektorie bude platit, ze

['(t) — 23, pro t— —o0
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['(t) — x3, pro t — 400,

kde I'(t) je trajektorie z bodu rovnovahy xf do bodu rovnovéhy z3.

Pozndmka. Homoklinicka bifurkace se projevuje nésledovné: ¢ast limitniho cyklu se
priblizuje ohnisku a ve chvili bifurkace se ho dotkne. V této chvili se stava homoklinic-
kou orbitou. Homoklinicka orbita ale nepredstavuje periodické feseni.
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5 Teorie chaosu a systémy tietiho radu

Dynamické systémy tretiho fadu zaujimaji vyznammnou pozici v problematice dyna-
mickych systému a to z duvodu, ze ve t¥idimenziondlnim piipadé mohou tyto systémy
vykazovat chaotické chovani. Lorenzuv systém je prototypem takovéhoto systému,
proto je mu v této kapitole vénovana velka cast, ve které je detailnéjsi rozbor tohoto
systému. Dalsi dva zminéné systémy (Rossleruv systém, Chenuv systém) nebudou de-
tailnéji rozebrany. Diive nez prejdeme k dynamickym systémum tretiho fadu, uvedeme
nékolik pojmu z teorie chaosu, véetné vlastniho algoritmu pro indikaci chaotického
chovani.

5.1 Deterministicky chaos

V této problematice doposud nebylo ustalené nazvoslovi a tedy neexistuje obecné
uznavana definice chaosu, nicméné se tyto definice shoduji ve tiech bodech.

Chaos je neperiodické chovani deterministického systému, ktery vykazuje vysokou
citlivost na pocatecnich podminkach.

1. Neperiodickym chovanim rozumime, ze existuji trajektorie, které se nepriblizuji
bodu rovnovahy nebo periodickym trajektoriim pro t — oo.

2. Deterministicky znamend, ze systém nema zadné ndhodné vstupy nebo parame-
try. Nepravidelnost chovani tedy vyplyva z nelinearity systému, nikoliv z ndhod-
nosti na vstupu ¢i parametrech.

3. Vysoka citlivost na pocatecnich podminkach znamena, ze dvé blizko zacinajici
trajektorie se vzdaluji exponencialné, tedy systém ma kladny nejvétsi Ljapunovuv
exponent!2.

Pozndmka. Ukazuje se, ze nutnou podminkou pro existenci chaosu je dimenze systému
n > 3.

Dalsi pojem nutny ke zkoumani problematiky je atraktor, ktery jsme jiz zavedli
v C4sti o nelinedrnich systémem v kapitole 4. Pojdme ale tento pojem zopakovat
a rozsitit (i zde stéle neni jednotnd timluva v definici, takze opét uvedeme nejcastéji
prijimany popis).

Definice 5.1. Atraktorem budeme chapat uzavienou mnozinu A ve fazovém prostoru,
ke které jsou pritahovany trajektorie, a ktera spliiuje nasledujici podminky:

1. A je invariantni mnozina (trajektorie zac¢inajici v této mnoziné ji neopusti).

2. Existuje oteviend mnozina A C U takova, ze (0) € U a vzdélenost z x(t) od A se
blizi k nule pro t — oo (A pritahuje vsechny trajektorie, které zac¢inaji dostateéné
blizko). Nejvétsi mnozina U, kterd toto spliuje, se nazyva oblast pritazlivosti
mnoziny A.

3. A je minimdlni (neexistuje zddna jeji podmnozina, ktera by spliovala prvni dvé
podminky atraktoru).

Poznamka. Stabilni body rovnovahy a stabilni limitni cykly jsou piikladem atraktoru.

12Pojem Ljapunoviv exponent bude pfesnéji vysvétlen pozdéji.
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Pozndmka. Podivnym atraktorem'® budeme chéapat atraktor, ktery mé fraktalni struk-
turu.

Pozndmka. Ne kazdy podivny atraktor ma chaotické chovani.

Priklad 5.2. Méjme dan fazovy portrét (Obrazek 21) pro soustavu rovnic ve tvaru

. 3
T=x—1z°,

. (29)
y=-vy.

Necht J je interval, kde z € (—1,1) a y = 0 (na obrazku zndzornén tlustou carou). Je
J atraktorem?

X

NI S
=<

Obréazek 21: Fazovy portrét z piikladu 5.2.

Resend. Vidime, Ze soustava mé tfi body rovnovéhy: sedlo v poc¢atku a dva stabilni
body rovnovahy na konci intervalu J. Ovérme tedy podminky atraktoru:

1. Obrazek 21 ukazuje, ze J je invariantni mnozina, tedy kazda trajektorie v tomto
intervalu zacinajici, zde i zustane. Dokonce celd osa z je invariantni mnozina,
jelikoz pro y(0) = 0 dostaneme, ze y(t) = 0 pro V¢ a tedy podminka 1 z definice
5.1 je splnéna.

2. Dale vidime, ze J ptitahuje otevienou mnozinu poé¢ateénich podminek (pritahuje
vSechny trajektorie v (z,y) roviné, podminka 2 definice 5.1 je taktéz splnéna.

3. Nyni vSak narazime na problém, ktery zpusobuji stabilni body rovnovahy, které
jsou podmnozinou intervalu J, ale samy splnuji 1. a 2. podminku atraktoru, tudiz
interval J neni minimé&lni a nemuze se jednat o atraktor.

Zaver je tedy takovy, ze jedinymi atraktory soustavy (29) jsou stabilni body rovnovahy
o soufadnicich (£1,0).

Pozndmka. Jak jsme uvedli, tak definice atraktoru neni jednotna. Nékteti autori k pod-
mince 1-3 definice 5.1 uvadéji i podminku dalsi:

4. Trajektorie, které zacinaji pobliz A, zustanou pobliz A, Vt > 0. Jedna se tedy
o pripad, ze trajektorie zustavaji poblize A po celou dobu a nepozadujeme pouze,
aby se ve vysledku ,,pritahli“, jak uvadi podminka 2 definice 5.1. PTesnéji feceno:
pro libovolné okoli U mnoziny A existuje okoli V' mnoziny A takové, ze zacneme-li
v okoli V, tak zustaneme v okoli U naporad.

I3Miizeme se setkat i s ndzvem jako je chaoticky atraktor ¢i fraktdlni atraktor.
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Ukazme na piikladu:
Priklad 5.3. Uvazujme jednodimenzionalni soustavu na kruznici

0 =1—-sind.

Pro tento piipad dostaneme bod rovnovahy 6* = 7 a jednd se o polostabilni bod

rovnovahy (obrazek 22). Je bod rovnovéhy 6* atraktor?

Obrazek 22: Grafické znazornéni pro piiklad 5.3.

Reseni. Podminka 1 je splnéna, jelikoz zaéneme-li v tomto bodé, tak v ném i napofad
zistaneme. Podminka 2 je taktéZ splnéna, jelikoz atf za¢neme kdekoliv na kruhu, tak
opét skonéime v bodé 6*. Bod nemé zadnou podmnozinu, kterd by spliiovala prvni dvé
podminky a tedy i podminka 3 je splnéna. Podle definice 5.1 se jedna o atraktor. To
se ale nékterym autorum nelibilo, protoze se jedna pouze o polostabilni bod rovnovahy
a pii startu z bodu 6* ,uteceme“ moc daleko od tohoto bodu a projdeme velkou cést
fazového prostoru, nez se do néj vratime. Zde ptichazi do hry podminka 4, ktera jiz
splnéna nebude, jelikoz bychom opustili libovolné okoli bodu 6*.

Spektrum Ljapunovovych exponenta

Jak jsme jiz zminili, tak dynamické systémy vykazujici vysokou citlivost na pocatecni
podminky, mohou mit chaotické chovani. Hodil by se tedy néastroj, kterym by bylo
mozné tuto citlivost detekovat a ptripadné kvantifikovat. V tvodu kapitoly jsme také
uvedli, ze kladnd hodnota Ljapunovova exponentu indikuje chaotické chovani dyna-
mického systému. Pojdme se nyni podivat na tuto problematiku podrobnéji.
Ljapunovuv exponent méri citlivost dynamického systému na malou zménu poca-
tecnich podminek. Jestlize dvé trajektorie zac¢inaji blizko sebe v chaotickém systému,
tak maji tendenci se vzdalovat exponencialné. Tuto myslenku muzeme zapsat vztahem

i — ek(t—to)’
do

kde dy znaci pocatecni vzdalenost mezi startovacim bodem a bodem na blizké trajekto-
rii. d oznacuje vzdélenost v case t > tg a koneéné A\ oznacuje nami hledany Ljapunovuv
exponent.

(30)

Pozndmka. Pokud \ > 0, tak hodnota % poroste exponencidlné, pro A < 0 se tato hod-
nota bude exponencialné zmensovat a pokud A = 0, tak se trajektorie budou vzdalovat
neexponencialne.

Vyjédiime-li z rovnice (30) vztah pro A, tak dostdvame

1 d
\— (=), 31
t—mn(%) (31)
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Tento vztah nam ale dava moznost spocitat A pouze pro dva urcité sousedni body na
urcitém casovém intervalu, neznamend to, ze moznym zpusobem, jak uréit Ljapunovuv
exponent pro cely systém, by mohlo byt zprumérovat hodnoty A na velkém mnozstvi
sousednim bodu.

Definice 5.4. Jestlize vzdalenost mezi i-tym bodem a sousednim bodem v case t; je
d; a pocatecni vzdalenost mezi dvéma body je dy; v ¢ase ty;, definujeme Ljapunovuv

exponent vztahem
n

1 1 d;
A= lim — ——In{—|.
nl—%lon;(tl—tol) n(dm')

1

Pozndmka. Vétsina dynamickych systému nemd pouze jeden Ljapunovuv exponent. Ve
skutecnosti, je-li systém n-dimenzionalni, tak ma tento systém n Ljapunovovych expo-
nentu. Dohromady davaji mnozinu, které se tikd Ljapunovovo spektrum. Ljapunovovo
spektrum je zpravidla uspotadano od nejvétsiho exponentu k nejmensimu. K nalezeni
celého spektra musime napocitat \; pro malé vzdélenosti v i-té proménné pro vSechna
1< <n.

Definice 5.5. Jsou-li Ay > Ay > --- > )\, Ljapunovovy exponenty n-dimenzionalniho
dynamického systému, pak Ljapunovovym spektrem budeme chapat mnozinu

(1 Aoy Ass o )

a A1 budeme oznacovat jako LLE-Largest Lyapunov exponent (nejvétsi Ljapunovuv
exponent).

Zbyva jesté upravit nase tvrzeni o indikaci chaosu pomoci Ljapunovova exponentu
to pomoci nésledujiciho kritéria:

A1 > 0 < chaotické chovéni
A1 < 0 < nechaotické chovani

Pozndmka. LLE slouzi jako indikace chaosu, tedy mohou nastat piipady, kdy systém
ma& kladny LLE, ale neni chaoticky. Napiiklad systém & = Ax m&a pro A > 0 kladny
LLE, ale systém neni chaoticky.

Vlastnosti Ljapunovova spektra :

o Je-li systém konzervativni (bez disipace '*), tak suma vsech Ljapunovovych ex-
ponentu bude nula, v opaéném piipadé bude tato suma zaporna.

e Jestlize trajektorie nekonverguji do jediného bodu, tak jeden Ljapunovuuv expo-
nent bude vzdy nula.

e Pro dynamické systémy vykazujici chaotické chovani musi byt alespon jeden ex-
ponent kladny.

Pozndmka. U systému dimenze n = 3 budeme mit vzdy A\ > 0, Ao =0, A3 < 0.

14 Obecné v disipativnim systému se objem ,smrsfuje“ podél trajektorii.
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Algoritmus vypoc¢tu LLE

Ukazme, jak vypada algoritmus vypoctu LLE pro obecny dynamicky systém za ticelem
ovéreni chaotického chovani.

1.

Vhodnym vybérem pocatecéni podminky '* dostaneme trajektorii, kterou budeme
povazovat za referencni trajektorii.

. Vybereme (libovolné) novou blizkou poédteéni podminku, kterd je dostatecné

,blizko* a je vzddlend o konstantu d [4]. Tato nova pocatecni podminka udava
pomocnou trajektorii.

Nechame spocitat jednu iteraci pro obé pocatecni podminky vhodnou numerickou
metodou (v nasem piipadé pomoci metody Runge-Kutta ¢tvrtého fadu s krokem
h) a spoéitame jejich novou vzdélenost d;.

Spocitdme lokalni Ljapunoviiv exponent'® podle vzorce (31).

Spocitana iterace referencni trajektorie nyni urcuje novou pocatecni podminku
pro tuto trajektorii a pocateéni podminku pro pomocnou trajektorii upravime
tak, aby lezela na tusecce spojujici obé iterace ve vzdalenosti d od referencni
trajektorie.

Opakujeme kroky 3.-5. az do kone¢ného ¢asu T, pficemz zaznamenavame prumer-
nou hodnotu jednotlivych lokdlnich Ljapunovovych exponentu. Takto dostdvame
odhad LLE.

Vybereme ndhodné novou pocateéni podminku pro referencni trajektorii (opét
by méla byt ,blizko“ atraktoru), kterou vezmeme tak, ze k pocateéni podmince
z predeslé iterace je pricten nahodny vektor z intervalu (—1,1), a opakujeme
kroky 2.-6.

Krok 7. opakujeme dostatecné mnohokrat a zaznamenavame prumérnou hodnotu
LLE pfes jednotlivé pocateéni podminky.

Pozndmka. Je vhodné neuvazovat nékolik prvnich hodnot prumérného Ljpaunovova
exponentu a to z duvodu, kdybychom ,netrefili“ po¢dteéni podminku na (nebo blizko)
atraktoru. Nema tedy cenu pocitat LLE, dokud nejsme dostatecné ,blizko*.

Obrazek 23: Algoritmus vypoctu LLE. 'y oznacuje referencni trajektorii a I'g pomocné
trajektorie.

Timto je myslena volba poc¢itetni podminky, kterd je ,blizko“ atraktoru.
161 0kélni Ljapunoviiv exponent udava predpovéd chovéni systému v lokdlnim smyslu, zatimco LLE
udévd predpovéd z hlediska globalniho.
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Ljapunovovo spektrum muzeme vyuzit nejen k identifikaci chaosu v dynamickém
systému, ale muzeme jej pouzit i k pribliznému urceni fraktdlni dimenze podivného
atraktoru. K urceni této dimenze je potieba spocitat tzv. Kaplan—Yorkeovu dimenzi.

Definice 5.6. Jsou-li Ay > Ay > --- > )\, Ljapunovovy exponenty n-dimenzionalniho
dynamického systému a je-1i j nejvétsi celé ¢islo, pro které plati, ze A\j+Xo+---+X; > 0,
tak Kaplan—Yorkeova dimenze je ddna vztahem

AL+ A+

Dgy =7+
[ Ajy1]

(32)

Uvedme nyni nékolik chaotickych dynamickych systémi tietiho fadu, na kterych
posléze budeme aplikovat vypocty pro zjisténi LLE. Lorenzovym systémem se budeme
zabyvat detailnéji, jelikoz se jednd o prototyp chaotického dynamického systému a dalsi
dva systémy zminime jiz jen okrajoveé.

5.2 Systémy tretiho radu

Lorenziuv systém

Edward Lorenz byl americky matematik, meteorolog a prukopnik v teorii chaosu. Lo-
renz se obecné zabyval zjednoduSovanim slozitych modelu a bylo tomu i v piipadé

modelu proudéni kapaliny. Lorenzuv systém je tvoren soustavou tii diferencidlnich rov-
nic 1. fadu s jednim parametrem a dvéma nelinearitami. Je nasledujiciho tvaru:

Z_f = O'(y—l’),
Y —slp-2) -, (33)
L ey,

kde parametr 5 nemé nazev (jednd se pouze o parametr soustavy), parametr ¢ je Prand-
tlovo cislo, které vyjadiuje pomér ztracené energie vlivem tfeni v tekutiné a energie
ztracené vlivem vedeni tepla a parametr p predstavuje az na nasobek Rayleighovo ¢islo
a udava miru podilu teploty mezi teplotou horni a dolni vrstvou tekutiny, pricemz
plati, ze o,p, 5 > 0 (jedna se o bezrozmérnou hodnotu). Soustavé (33) se také rika
Lorenzuv model konvektivniho proudéni v atmosfére.

Lorenz zjistil, ze takto jednoduse vypadajici systém muze mit extrémné nestalé
chovéni. Pfi ruznych hodnotdch parametru feseni nepravidelné osciluje, avsak nikdy se
neopakuje a zustava v ohrani¢ené oblasti fazového prostoru.

Ukazme nyni nékolik zakladnich vlastnosti tohoto systému:

1. V soustavé (33) se vyskytuji dvé nelinearity a to vyrazy zz, zy.

2. Taktéz lze vidét symetrii v soustavé. Zaménime-li totiz (z,y) — (—z,—y), tak
zustanou rovnice beze zmény. Tedy jestlize je vektor (z,y, z) feSenim, tak i vektor
(—x, —vy, z) je teSenim. V kapitole o bifurkacich jsme uvedli, ze pii vidlickové
bifurkaci je viditelna symetrie, lze tedy ocekavat, ze tento typ bifurkace se objevi
i u Lorenzova systému.
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3. Posledni vlastnosti, kterou ukdzeme je ,smrsténi“ objemu. Lorenzuv systém je
totiz disipativni ve fazovém prostoru ve smyslu toku. Uvazujme nejprve obecny li-
bovolny tfidimenziondlni systém & = f(x) a vezméme libovolny uzavieny povrch
S(t) = 0V (t) objemu V (t) ve fazovém prostoru. Body z S budeme povazovat za
pocateéni podminky pro trajektorie a budeme pozorovat, jak se tyto trajektorie
budou vyvijet pro infinitezimélni prirustek ¢asu dt. Povrch S se tedy zméni na
S(t + dt) a vyvstavd otdzka, jaky bude objem V(¢ + dt). Déle necht m oznacuje
vnéjsi jednotkovy normalovy vektor povrchu S a vektor f udava rychlost bodu
na povrchu (viz obrazek 24).

S(t + dt)

Obréazek 24: Objem.

Potom f -n uddva normalovou slozku rychlosti na povrchu S. Tedy s prirustkem
casu dt se mald ¢ast plochy dA ,vynoii“ z objemu (f - ndt)dA (obrazek 25).

’ f-ndt

Obrazek 25: Prirustek objemu.

Nyni uz muzeme pristoupit k zodpovézeni otazky, jak se zméni objem s prirustkem
casu dt:

Vit +dt) = V(E) + dt//(f “n)dA.
S

Upravime na

fim LA =V gy //(f -n)dA,

dt—0 dt
s

coz lze pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty upravit na tvar

V(t) :// V- fav. (34)
\4
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Pro nas konkrétni piipad soustavy (33) dostaneme

0 0 0
V-f = G loly—r) 45 (pr—y=r)+ 5 (ay=2) = =1 = —(r+A+1) <0,
Protoze je divergence V- f konstantni, (34) predstavuje jednoduchou diferencialni
rovnici, kterd ma reseni

V(t) = V(0)e (AL,

Odtud je vidét, ze se objem ve fazovém prostoru zmensuje exponencialné rychle.
Zaver je tedy takovy, ze zacneme-li s libovolnym itvarem pocateénich podminek
o néjakém objemu, tak dojde k tomu, ze se tento ,utvar® smrskne do limitni
mnoziny s nulovym objemem.

Co takovou mnozinou muze byt? V pripadé Lorenzova systému zavisi na paramet-
rech. Muze se jednat o bod rovnovahy, limitni cyklus ale také se bude jednat o podivny
atraktor.

Déle provedeme zékladni analyzu Lorenzova systému: ur¢ime body rovnovahy, po-
soudime jejich stabilitu a popiSeme chovani systému ve fazovém prostoru s ohledem na
ménici se hodnotu parametru p. Body rovnovahy jsou feSenim soustavy

0=o0(y —x), (35)
O0=z(p—2)—y, (36)
0=uxy— Bz (37)

Z prvni rovnice vidime, ze x = y. Dosazenim této rovnosti do rovnic (36),(37) dosta-
neme tfi body rovnovahy:
Ll(x*> y*> Z*) = (07 07 0)7

L273(x*,y*,z*) = (i\/ﬁ(p - 1)7 i\/ﬁ(p - 1)>p - 1)

Daéle vidime, ze existence bodu Lo a L3 zavisi na parametru p. V piipadeé, ze p < 1,
tak body Ls a L3 nebudou existovat. Pro p = 1 dostaneme, ze Ly = L3 = L1 a konecné
pro p > 1 budou body Ly a L3 existovat a budou riuzné.

Nyni posoudime stabilitu téchto bodu. Linearizace okolo pocatku muze byt pro-
vedena pomoci Jacobiho matice. My vSak vyuzijeme toho, ze v okoli poc¢atku jsou
hodnoty z,y, z malé a tedy vyrazy zy a —xz zanedbame. Touto tvahou dostaneme ze
soustavy (33) zjednoduseny tvar

T =0y — oz,
y=axp—vy, (38)
Z=—pz.

V soustavé (38) vidime, ze tfeti rovnice je rovnice se separovanymi proménnymi, kterd
ma FeSeni
2(t)=ce™, c eR

a plati, ze z(t) — 0, pro t — oo, pricemz rychlost poklesu je zfejmé exponencialni.
Zustava nam tedy pouze soustava dvou rovnic

(-7 2000
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Nyni muzeme aplikovat jiz znamé informace z kapitoly 4. Matice soustavy
-0 o
4= ( p 1 )

>\1,2:%(—(U+1):|:\/(U+1)2—40(1—p)>,

ma vlastni ¢isla ve tvaru

kde vidime, Ze pro volbu p > 1 dostaneme bod rovnovahy typu sedlo, kde jeden smér je
pritahujici a jeden odpuzujici. Spojime-li to s tim, Ze pro smér v ose z jsme zjistili, ze
pro rostouci cas, trajektorie skonc¢i v pocatku, tak budeme mit jeden smér odpuzujici
a dva sméry pritahujici. Je-li p < 1, pocatek bude stabilni uzel.

Pro p < 1 jsme tedy schopni ukazat, ze se kazdé trajektorie asymptoticky priblizuje
pocatku pro t — oo, tedy pocatek je globalné stabilni. To znamen4, Ze nevznikaji zadné
limitni cykly, podivné atraktory, apod., a pocatek je tedy jediny atraktor.

K dokéazani tohoto tvrzeni vyuzijeme poznatky ze sekce 2.3. Uvazujme Ljapunovovu
funkci ]

V(l’,y, Z) = ;1’2 + y2 + 22'
V pripadé, ze V bude konstantni, tak z geometrického hlediska se bude jednat o sou-
sttedné elipsoidy se stfedem v pocatku. Nasim cilem bude ukéazat, za predpokladu, ze
(z,y,2) # (0,0,0), bude V < 0 pro p < 1. Spocitame-li tedy V:

1. 1
=V = -z +yy+ 22,
2 o
kde po dosazeni z (33) dostaneme
1.
§V =y —2® +xpy —xzy —y: +ayzr — B2 =wy(l+p) — 2 —y* — B2E (39)

Vztah (39) 1ze déle upravit tak, ze jej rozsifime na ¢tverec v prvnich dvou vyrazech:

e () R (e G N A SR

7 tohoto tvaru je ihned vidét, ze V < 0, V(z,y,2) # (0,0,0) a p < 1.
Diky vété 2.19 tedy mame

V(@(t), y(t), 2(t)) = 0= (x(t), y(t), 2(t)) = 0,

tj. pocatek je globalné asymptoticky stabilni.

Predpokladejme nyni, ze p > 1. Pro tento pripad jsme jiz ukazali, Zze v pocatku
budeme mit bod rovnovahy typu sedlo se dvéma sméry pfitahujicimi a jednim smérem
odpuzujicim. Déle vime, ze pro piipad p > 1 dostaneme dalsi body rovnovahy Ly a Ls.

Pomoci symetrie Lorenzova systému lze ulehcit praci a to tim, ze budeme analyzo-
vat stabilitu pouze pro jeden bod a druhy bod bude vykazovat stejné chovani. Vezméme
tedy bod Lo(x*,y*,2*) = (v/B(p — 1), /B(p — 1),p — 1). K této analyze bude vhodné
vyuzit Routh-Hurwitzovo kritérium, kde nam budou stacit pouze koeficienty charakte-
ristického polynomu z Jacobiho matice.
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Véta 5.7. Méyme polynom

P(A) =\"+ AN T e N+ Cn,

. . . . 1, . )
kde vsechny koeficienty c¢;,i = 1,...,n jsou redlné. Ddle necht

c1 1 0 o --- 0

C3 Co C1 0 s 0

H, = Cs Cyq as Co -+ 0

Con—1 Con—2 Con-3 Cop—yg - Cpn

c 1 C1 1 0
le(al)HQZ( ! )Hg: C3 C C

C Cy
5 Cs C4 C3

jsou Hurwitzovy matice koeficienti c;. Potom budou viechny koteny polynomu P(\)

mit zdpornou redlnou cdst, jestlize vsechny determinanty Hurwitzovijch matic budou
kladné.

Tyto znalosti muzeme nyni aplikovat na piripad Lorenzova systému, kdy po sestaveni
Jacobiho matice a prislusného charakteristického polynomu obdrzime, ze

aa=(+1+p8) co=p(c+p) c3=2006(p—1)
a muzeme spocitat Hy, Ho, Hj.
Hi=o+1+p, Hy=p(-o+p+1)+o(c+F+3), Hs=205(p—1)H>

Okamzité vidime, ze H; > 0 a hodnota Hs bude zaviset na hodnoté H,. Vezméme
piipad, ze Hy = 0. Z tohoto upravenim dostaneme, ze

co+0+3
e =0———. 41
| (41)
Dostali jsme jakési p,., které lze chapat jako jakousi kritickou hodnotu parametru p,
proto je vhodné podivat se na na pripad, jak dopadne hodnota Hy pro p < p. a pro
p > pe. Vezméme prvné p < p., napiiklad
1 o+B+3

p_300—6—1’

které kdyz dosadime do vyrazu pro Hs, tak dostaneme, ze Ho > 0 a v opa¢ném piipadé
rychlim dosazenim lze ovérit, ze pro p > p. bude Hs; < 0. Tedy pro p < p. mame
hodnoty H,, H3 > 0.

Pozndmka. Dosadime-li do rovnice (41) hodnoty ¢ = 10,5 = %, tak dostaneme, ze
pe = 24.74.

V nasledujici tabulce muzeme vidét prehledné chovani systému pro ménici se p:
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Tabulka 1: Stabilita Lorenzova systému.

| Hodnota p ’ Bod L, ‘ Body Ls 3 ‘
p<1 asymptoticky stabilni neexistuji
p=1 kriticky piipad (bifurkace) neexistuji
p € (1, p) nestabilni asymptoticky stabilnf
P = pPe nestabilni kriticky piipad (bifurkace)
P> Pe nestabilni nestabilni

Poznamka. Jak uvidime déle, tak otazka stability neni plné vyfeSena hodnotou p..

Ukazme nyni graficky, jak se Lorenzuv systém chovd, budeme-li postupné meénit
hodnotu parametru p.

Zacneme intervalem p € (0,1). Jak jsme jiz uvedli, tak v tomto piipadé bude
existovat pouze jediny bod rovnovahy a tim bude pocatek. V takovém piipadé se bude
jednat o atraktivni uzel a vSechny trajektorie se k tomuto bodu ptiblizuji. Pocatek je
globalné stabilni.

Je-li p = 1 pocatek ztraci stabilitu vlivem superktitické vidlickové bifurkace. Ob-
jevuje se dvojice symetrickych bodu rovnovahy. Pohybujme se nyni v intervalu p €
(1,24.74). Nase nové vzniklé body Ly a L3 jsou stabilnimi ohnisky. Az do hodnoty
p = 13.926 se nic neméni. Pti této hodnoté opét dochazi k bifurkaci, ale tentokrat se
jedna o homoklinickou bifurkaci. Pfi této hodnoté vznika dvojice nestabilnich limitnich
cyklu. Od doby, kdy p presdhne hodnotu 13.926, tak trajektorie obiha oba tyto body,
nez se ustali v jednom z ohnisek, které jsou stéle stabilni.

S rostouci velikosti p limitni cykly postupné snizuji svou amplitudu a to az do
hodnoty p = 24.74, kdy dochézi ke splynuti ohnisek s limitnimi cykly pii Hopfové
podkritické bifurkaci. Ohniska Lo, L3 ztraci svou stabilitu a pro hodnoty p > 24.74
se objevuje mnozina, kterou nazyvame Lorenzovym atraktorem (jednd se o podivny
atraktor). Chaoticnost chovani trajektorii spo¢ivd v tom, Ze nevime, kolikrat jedno
konkrétni feseni obéhne kolem bodu rovnovahy, nez se odkloni k druhému. Tato hod-
nota je nahodila a neexistuje v ni zadna pravidelnost

Pozndmka. Pro hodnoty p € (24.06,24.74) nastava zajimava situace, kterou puvodné
ani Lorenz nezjistil a to, ze mame dva asymptoticky stabilni body rovnovahy a Lo-
renzuv atraktor.

Na nasledujicich obrazcich (a)-(h) vidime zmény fazového portrétu pro pevné dané
hodnoty ¢ = 10, 5 = % a ménici se hodnoty p pro dvé ruzné pocateéni podminky.
Poznamka. Vyvstava otazka, jestli se pro hodnoty p > 24.74 jiz nic nového dit nebude.

Opak je vsak pravdou. Numerické simulace naznacuji, ze systém ma globalné atraktivni
limitni cyklus pro vsechna p > 313. Béhem intervalu p € (28,313) je vsak situace

yyyyyy

,vracime“ k periodickému chovani. Mezi takovéto hodnoty p patii napiiklad interval
p € (145,166). Na obrazcich (i)-(1) lze vidét ménici se fazovy portrét pro p > 24.74, ale
tentokrat pro prehlednost jiz jen pro jednu pocatecni podminku.

Poznamka. Nejcastéji se chaos Lorenzova systému studuje pti hodnoté p = 28.
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Obrazek 26: Lorenzuv atraktor pro hodnotu p = 28.
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(a) p=0.42 (b) p=0.90
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Rosslertv systém

Némecky biochemik Otto Rossler tento systém navrhl v roce 1976 a jedné se pravdépo-
dobné o nejjednodussi spojity systém, ktery muze za ur¢itych okolnosti vykazovat
chaotické chovani. Stejné jako u Lorenzova systému bude chaotické chovani zaviset na

v s

[5]. Réssleruv systém je popsan tremi diferencidlnimi rovnicemi

%z

dt_ y 9

dy

29 42
Yooy, (42)
dz

g—IH—z(a:—c),

kde a, b, c € R jsou parametry. Rossler chaotické chovani systému studoval pro hodnoty
a=02,b=02c= 577 Systém (42) ma pouze jedinou nelinearitu, ¢len zz, a dva
body rovnovéhy, které budou existovat, pokud ¢ > 4ab. Tyto body maji souradnice

c++/c? —4ab _c:l:\/c2 —4dab c+/c? —4ab>

F:I: Kok K\
(=", y", 2") ( 5 5 5

kde bod F* bude vzdy nestabilnf a stabilitu bodu F~ budou urc¢ovat hodnoty para-
metru a, b, ¢ a muze byt tedy stabilni nebo nestabilni.

Obrazek 27: Rossleruv atraktor pro hodnoty a = 0.2, = 0.2,¢ = 5.7.

17Jin4 casté volba parametrii je a = 0.1,b = 0.1, ¢ = 14.
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Pozndmka. Otto Rossler byl puvodnim povolanim lékaf, jeho systém tedy nasel pozdéji
uplatnéni v chemickych reakcich.

Na obrazku 28 Ize nazorné vidét Rossleruv atraktor pro vybrané hodnoty para-
metru.

Chentiv systém

Cinsky odbornik v oblasti elektrotechniky Chen Guanrong v roce 1999 navrhl novy
chaoticky dynamicky systém-Chenuv systém. Opét uvedeme jen par zdkladnich infor-
maci ohledné tohoto systému, vice lze nalézt v [7], odkud také pochazi vétsina déle
zminénych informaci. Podobné jako dva predeslé systémy se i Chenuv systém sklada
ze ti1 diferencialnich rovnic

dx

E_a(y_x%

dy

29 (e _ 43
o (c—a)r+cy—xz, (43)
L

i Z T XY,

kde a > 0,b > 0,2c > 0 a podobné jako u Lorenzova systému ma dvé nelinearity:
xz,xy. Tento systém vykazuje chaotické chovani napt. pro hodnoty parametru a =
35,b = 3,c = 28. Pri analyze bodu rovnovahy zjistime, ze jsou nyni t¥i za podminky,
ze (2¢ — a)b > 0. Témito body jsou

Ol(x*>y*72*) = (07070)7
Oas(z™,y*, 2") = (:I:\/b (2¢ — a), £/b(2¢ — a),2c — a) :

Na Chenuv systém lze nahlizet jako na fizeny Lorenzuv systém [7], kde pfeznacime
oc—a,p—c, [ —b. Potom

dx

E_a(y_x%

dy

e — 1y — 44
7t Cr — T2 — Y+ u, (44)
dz

%—xy—bz,

kde a, b, c € R jsou konstanty a u je linearni reguldtor tvaru
u = kix + kay + ksz,

kde k1, ko, k3 jsou konstanty, které budeme potiebovat urcit. Ukazuje se, ze
u=—ax+ (1+c)y,

coz po dosazeni do (44) davd Chenuv systém (43) uvedeny vyse.
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Obrazek 28: Chenuv atraktor pro hodnoty a = 35,6 = 3, ¢ = 28.

Pozndmka. Stejné jako v Lorenzové systému i zde se vyskytuje symetrie.

Pozndmka. 1 pres urcitou podobnost mezi Lorenzovym a Chenovym systémem, nejsou
tyto dva systémy topologicky ekvivalentni.

Pro posouzeni globalni asymptotické stability poc¢atku uvazujme Ljapunovovu funkci
a—c
2a

pro ¢ < 0 < a, kde (z,y, 2) # (0,0,0). Tedy

V=—(a—c)a®+cy® —b? <0

V(z,y,2) = 4y + 2

a podle véty 2.19 je pocatek globalné asymptoticky stabilni.

Aplikace LLE a spektra Ljapunovovych exponentu

V této posledni ¢asti se pokusime aplikovat doposud ziskané poznatky z teorie chaosu
na uvedenych dynamickych systémech. Vysledky této ¢asti budou shrnuty v zavéru této
préace. Pro dalsi vypocty a uvahy budeme pouzivat hodnoty Ljapunovovych exponentu,
které lze najit v [4] (az na hodnoty LLE napoc¢itané vyse uvedenym algoritmem).
Spektrum Ljapunovovych exponentu pro Lorenzuv systém je

A1 =0.9056, Ao =0, N3=—14.5723
a pro Rossleruv systém

A =0.0714, =0, A\3=—5.3943.
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Pozndmka. Pro Chenuv systém se bohuzel v literatuie nepodafilo najit spektrum Lja-
punovovych exponentu a proto se pro dalsi ivahy musime pouze ,spokojit“ s vypoc-
tenym LLE.

V tabulce 2 vidime porovnani napocitaného LLE pomoci vysSe uvedeného algoritmu
pro jednotlivé systémy vuci LLE z literatury.

Tabulka 2: Porovnani hodnot LLE.

’ Dynamicky systém | Algoritmus ‘ Literatura ‘

Lorenzuv systém 0.90593 0.9056
Rossleruv systém 0.07135 0.0714
Chenuv systém 2.02429 | nenalezeno

Déle se podivejme na Kaplan—Yorkeovu dimenzi. Vyjdeme ze vztahu (32), kam
postupné dosadime hodnoty pro jednotlivé systémy. Pro Lorenzuv systém tedy

0.90593 4 0
Dgy =24+ —— =2.0622
KY =2 T sy
a pro Rossleruv systém
0.07135
Dgy =24+ — =2.0132.
KY = 2 T

Poznamka. O Lorenzoveé systému jsme tvrdili, Ze je disipativni, coz koresponduje s tim,
ze suma Ljapunovova spektra je mensi nez nula. Vidime, ze totéz plati i pro Rossleruv
systém.
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Hlavnim cilem této prace bylo seznamit se s problematikou nelinearnich dynamickych
systému a umét dané poznatky aplikovat na vybranych systémech. Pro tuto préci byl
vybran Lorenzuv, Rossler a Chenuv systém, pro které jsme pomoci uvedeného algo-
ritmu napocitali LLE a s pomoci literatury, odkud jsme prevzali Ljapunovovo spek-
trum, uréili i nékteré jejich zdkladni vlastnosti, které nyni pojdme shrnout.

Pti porovnani vypoctené hodnoty s hodnou z literatury vidime, ze se tyto dveé
¢isla velmi podobaji (Tabulka 2). Bohuzel v piipadé Chenova systému se nepodafila
nalézt hodnota LLE, ani Ljapunovovo spektrum. Proto nebylo mozné dané hodnoty
porovnat a ovérit pravdivost hodnoty LLE. Moznosti, jak napoc¢itané hodnoty zptesnit,
by mohlo byt napfiklad navyseni ¢asu vypoctu numerické metody (v nasem piipadé
Runge-Kuttova metoda ¢tvrtého fadu), nebo navyseni poc¢tu pocateénich podminek.

Jak jsme uvedli v kapitole 5, tak kladna hodnota LLE indikuje chaos u nelinearnich
dynamickych systému. Vypoctené LLE s timto koresponduje, a tim jsme potvrdili, ze
vybrané systémy jsou chaotické.

Jelikoz jsme ovérili, ze vSechny uvedené systémy jsou chaotické, a méli by tedy mit
podivny atraktor, bylo by vhodné tuto skutecnost ovérit. Aby byl atraktor podivny,
tak musi mit fraktalni strukturu, ktera je detekovana neceloc¢iselnou dimenzi. K ovéreni
jsme vyuzili Kaplan—Yorkeovu dimenzi, kde po dosazeni do vzorce skutecné vidime, ze
pro Lorenzuv systém je Dy = 2.0622 a pro Rossleruv systém je Dyy = 2.0132. Tedy
se opravdu jedna o podivny atraktor u téchto dvou systému. Pro Chenuv systém lze
oc¢ekavat, ze hodnota Dy bude v intervalu (2, 3). Vice do problematiky fraktalu jsme
nezabihali, nebot se jedné o komplexni a slozitou oblast matematiky jdouci nad rdmec
této prace.

Jak jsme si mohli vsimnout, tak vyuziti dynamickych systém je §iroké, at uz to bylo
v termodynamice u Lorenzova systému, nebo v elektrotechnice u Chenova systému ¢i
uvedeny Van der Poluv oscilator v kapitole 4. Ukazuje se, Ze i chaos muze byt uzitecny
aneni to jen ,prekazka“ pii studiu dynamickych systému [5]. Jednou z moznych aplikaci
je soukroma komunikace, kde se pomoci chaosu ,,zamaskuje® Sifrovand zprava.

Téma chaotickych nelinedrnich dynamickych systému je stale malo probddana ob-
last matematiky a stale se objevuji nové informace. Praci by bylo mozné déle rozsitit
smérem ke zobecnénym Lorenzovym systémum, hlubsimu porozuméni bifurka¢ni te-
orie, detailnéjsimu rozboru uvedenych i dalsich chaotickych dynamickych systému, ¢i
zkoumani rizenych systému a jejich deregulace. Taktéz se nabizi zkoumat hloubéji pro-
blematiku fraktalu, kterd je uzce spjata s podivnym atraktorem. V celé praci jsme
se bavili pouze o spojitych dynamickych systémech, ale existuji i diskrétni dynamické
systémy, kde se vyuzivaji diferencni rovnice. I zde existuji systémy, které vykazuji cha-
otické chovani. Piikladem takovéhoto systému je napiiklad Hénonova mapa.

Pro tuto praci byly vypocty provadény v prostiedi Matlab a obrazky zde uvedené
byly vytvoreny v prostiedi Matlab, Maple a Ipe.
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