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Úvod

Tématem bakalářské práce jsou inverzńı problémy pro diferenciálńı rovnice.

Jedná se o problémy, které dávaj́ı základ pro řešeńı mnoha situaćı reálného světa.

Inverzńı problémy se objevuj́ı převážně v oborech, kde nelze źıskat data př́ımo,

což je ve vědě velmi časté. [3]

Hlavńım ćılem mé bakalářské práce je aplikace znalost́ı diferenciálńıch rov-

nic, nabytých během studia v novém prostřed́ı inverzńıch problémů. Doufám,

že čtenáři bude po přečteńı jasněǰśı pojem inverzńıho problému a bude rozumět

tomu, proč je tak d̊uležitým pojmem. Speciálně ale věř́ım, že čtenáři bude zřejmé,

proč mne nadchla aplikace inverzńıch problémů právě pro diferenciálńı rovnice.

Jako d̊uležité vńımám objasněńı prvńı části názvu práce, o což jsem se pokusil

i s názornými př́ıklady a ilustracemi v prvńı kapitole. Zde pouze naznačme, že in-

verzńı problém většina matematik̊u pozná na prvńı pohled, avšak definovat jej již

neńı úplně triviálńı záležitost́ı. Intuitivńı představa, že slovo inverzńı v názvu zna-

mená vlastně opačný neńı úplně neǰst’astněǰśı a nepokrývá inverzńı problémy kom-

pletně. Ve druhé kapitole se již věnuji praktickému řešeńı dvou r̊uzných problémů.

Prvńı z těchto problémů se zabývá modelem dobře promı́chané kapaliny a snaž́ı se

vytvořit matematický základ pro reálné řešeńı z naměřených dat. V této části je

tedy zapotřeb́ı pracovat s aproximacemi, přesnostmi měřeńı. . . Oproti tomu druhý

problém je věnován pohybu po nakloněné rovině, jedná se o takovou klasickou

školńı úlohu. Pokud tuto úlohu rozvineme a nav́ıc se na ni pod́ıváme inverzně,

nab́ıźı nám spoustu zaj́ımavých možnost́ı. Oproti předchoźımu problému se bu-

deme v tomto snažit o exaktńı matematický popis dané situace.
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Kapitola 1

Teoretické pozad́ı

V této kapitole dojde k zavedeńı pojmů, jejichž problematikou se práce zabývá

a již rozv́ıj́ı. Terminologie bude inspirována předevš́ım knihou [4].

Nejprve zd̊urazněme, že aby bylo možné hovořit o inverzńıch problémech, muśı

být zaveden pojem direktńı problém.

Definice 1.1 Direktńım problémem nazveme nalezeńı výstupu matematického

modelu pro daný vstup. Vstupem mohou být prvky r̊uzných množin. Často se

jedná o naměřená data nebo funkce závislé na čase a/nebo prostoru.

Naše obecná definice direktńıho problému by se tedy dala znázornit takto:

Matematický
model

Vstup Výstup

Schéma je tedy rozdělené na tři části, prvńı dvě části známe a posledńı se

snaž́ıme zjistit, respektive snaž́ıme se ji dopoč́ıtat. Při řešeńı některých prak-

tických úloh se o výstupu často hovoř́ı jako o naměřených datech a o vstupu pak

jako o realitě.

Schéma intuitivně nab́ıźı otázku: Šlo by zjistit taktéž vstup či matematický

model ze zbylých dvou část́ı? [4, s.2] Přesně tato otázka vede k zavedeńı termı́nu
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inverzńıho problému, jelikož jak řekl Roy Pike
”
inverzńı problém je opakem di-

rektńıho problému“ [13, přel. z angl.].

Studium inverzńıch problémů však posouvá i poznáńı problémů direktńıch.

[4, s.3] Jestliže totiž existuje matematický model a k němu př́ıslušné proměnné,

pak je direktńı problém řešitelný jednoznačně, nikdo však nemůže zaručit, že

bude řešitelný inverzńı problém. [4, s.3] Je tedy vidět, že řešitelnost inverzńıho

problému neńı v̊ubec zaručena.

Daľśı velkou výzvou této problematiky jsou nepřesnosti, odchylky, šum. . . Ty

vznikaj́ı při reálném měřeńı dat a v takovém př́ıpadě se vyskytuje nutnost pra-

covat s aproximacemi. Je třeba také uvažovat přesnost výsledného popisu reality

či jak přesně matematický model vyhovuje realitě a dat̊um, v́ıce v [1, kap. 1.5].

Každý direktńı problém indukuje dva inverzńı problémy: kauzálńı problém a

identifikačńı problém. Tyto dva inverzńı problémy však nejsou striktně odděleny

a může se stát, že se spoj́ı v jeden inverzńı smı́̌sený problém. Jeden z takových

smı́̌sených problémů je problém rekonstrukce obrazu. [12, s.2] Asi nejčastěǰśı

využit́ı tohoto problému je ve skiagrafii či tomografii.

1.1. Kauzálńı problém

Definice 1.2 Kauzálńım problémem nazveme nalezeńı vstupu na definované množině,

která m̊uže obsahovat r̊uzné typy prvk̊u pro známý matematický model a výstup.

Matematický
model

Vstup Výstup

Jedná se o velice častý problém řešený v reálném světě. Obvykle př́ıstrojem

naměř́ıte nějaká data a následně se snaž́ıte zjistit, co ta data vyvolalo.
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Jako př́ıklad by se dalo uvést měřeńı sopečné aktivity. K těmto účel̊um se

využ́ıvá toho, že každá hornina má jiné magnetické vlastnosti a tud́ıž měřeńım

magnetického pole kolem sopky lze určit, jaké je aktuálńı složeńı hornin v sopce.

Toto dobře ilustruj́ı obrázky převzaté z [6]:

Obrázek 1.1: Levý obrázek ukazuje naměřené magnetické pole, pravý pak zdroje
tohoto magnetického pole, tedy ony horniny

Jde tedy vidět, že kauzálńı inverzńı problémy se využ́ıvaj́ı u situaćı, kdy nejde

měřit př́ımo, jako právě u sopky.

Jako druhý ilustračńı př́ıklad použijeme úlohu s názvem:
”
Můžeme slyšet tvar

bubnu?“. Odpověd’ na tuto otázku je vcelku prostá. Nemůžeme. A proč? Protože

se podařilo naj́ıt dva bubny r̊uzného tvaru, které emituj́ı stejný zvuk. [3] Mluv́ıme

tedy o neřešitelném inverzńım kauzálńım problému.

1.2. Identifikačńı problém

Definice 1.3 Identifikačńım problémem nazveme nalezeńı matematického mo-

delu ze známého vstupu a výstupu.

Matematický
model

Vstup Výstup
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Jedńım ze zaj́ımavých řešitelných identifikačńıch problémů je základńı popsáńı

slunečńıch cykl̊u. Řešeńı tohoto problému vytvořil Vladimı́r Ladma, v́ıce zde [9],

na základě myšlenky Theodora Landscheidta [11]. Řešeńı poté ještě rozš́ı̌ril Pavel

Kalenda [10].

Slunečńı aktivitu lze v základu popsat pomoćı cykl̊u konjunkćı velkých planet,

kdy výsledná rovnice extrémů slunečńı aktivity má tvar

A = 5 sin

(
t− t0
59, 577

)
+ 3 sin

(
t− t1
85, 72

)
+ 2 cos

(
t− t3
1025

)
,

kde t1, t2 a t3 jsou fázové posuny, které se však po určité době měńı, v́ıce opět

zde [9] a [10].

Obrázek 1.2: Vykresleńım této rovnice lze źıskat graf, který vytvořil P. Kalenda

V grafu jsou zaznačena i teplotńı minima, která byla v historii naměřena

(egyptské, Homérovo,...), lze tedy vidět, že graf odpov́ıdá skutečnosti. Proto se

velmi pravděpodobně jedná o správné řešeńı tohoto identifikačńıho problému.

I u daľśıho problému z̊ustaneme v rovině nebeských těles. Je to problém,

který nemá obecné analytické řešeńı a jedná se o známý problém tř́ı těles. Tento

problém se snaž́ı o popsáńı pohybu tř́ı vesmı́rných těles, která se navzájem gra-
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vitačně ovlivňuj́ı. Jazykem, jež použ́ıváme pro inverzńı problémy, jde o snahu

nalézt matematický model, kdy vstupem jsou vlastnosti nebeských těles (gra-

vitačńı śıly, rotace,...) a výstupem pohyb, respektive trajektorie nebeských těles.

Toto je velmi d̊uležité pro nebeskou mechaniku, protože d́ıky řešeńı takového

problému by bylo možné předv́ıdat pohyb nebeských těles. Analytické řešeńı to-

hoto problému však bylo nalezeno pouze pro speciálńı př́ıpady. Nicméně i nadále

byla prokazována snaha a došlo k vyvinut́ı metod, d́ıky nimž se dá nalézt velmi

dobrá aproximace řešeńı, v́ıce v [2].

V těchto problémech se častěji stává to, že je problém chybně zadaný, než to,

že by nebyl řešitelný (v angličtině je využ́ıváno termı́nu ill-posed, který význam

vystihuje ještě o něco přesněji než český překlad). Většinou to znamená, že po jeho

vyřešeńı sice dostaneme matematický model, ten však je tak extrémně náchylný

na infinitezimálńı změnu vněǰśıch podmı́nek, že je naprosto nepoužitelný.

Přirozeně však i tyto problémy chceme nějak vyřešit. Proto se použ́ıvaj́ı r̊uzné

př́ıstupy, přes pomocné problémy, až po numerické korekce tak, aby se řešeńı

chovalo co nejlépe a bylo použitelné s dostatečnou přesnost́ı.

1.3. Smı́̌sený problém

V této podkapitole jen v rychlosti představ́ıme problém rekonstrukce obrazu.

V principu se jedná o problém, který je často využ́ıván v tomografii a jiných

oborech, kde jsou naměřená data roztř́ı̌stěná. Z nich se pak snaž́ıme dostat obraz,

zde by se dalo hovořit o kauzálńım problému. Zároveň však máme snahu o to,

aby obraz byl co nejpřesněǰśı (protože data jsou nepřesná), jinak řečeno hledáme

i matematický model, který by data co nejlépe přibĺıžil realitě. V této chv́ıli jde

již o identifikačńı problém.

Toto představeńı bylo pouze velmi stručné, avšak nutné pro pochopeńı toho,

že inverzńı problémy jsou provázané nejen s problémem direktńım, ale i navzájem.

Rozděleńı na 2 složky (kauzálńı a identifikačńı část) bylo sṕı̌se ilustračńı, při řešeńı

reálného problému je často nutnost́ı tyto dva problémy řešit současně, v́ıce v [7].

12



Kapitola 2

Praktická část

2.1. Dobře promı́chaná kapalina v nádobě

Obrázek 2.1: Obecný model dobře
promı́chané kapaliny v nádobě

Problémy, u kterých docháźı

k mı́cháńı dvou kapalin v nádobě,

jsou obecně popsány rovnićı

dq(t)

dt
= c1(t)Q1 − c2(t)Q2,

kde q(t) [kg] je hmotnost nečistot

uvnitř kapaliny v nádobě v čase

t [s], ci(t) [kg · m−3]; i = 1, 2

koncentrace nečistot v přitékaj́ıćı a

vytékaj́ıćı kapalině,Qi [m
3·s−1]; i =

1, 2 objemový pr̊utok přitékaj́ıćı a

vytékaj́ıćı kapaliny. Odvozeńı této

obecné rovnice nalezneme např́ıklad

v [5, s.57-58]. Z obrázku 2.1 nav́ıc

zřejmě vid́ıme, že př́ıslušný tvar

rovnice odpov́ıdá i naš́ı intuitivńı

představě, a sice, laicky řečeno, že

změna hmotnosti bude rovna rozd́ılu toho, co nateklo a vyteklo.
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Koncentrace a hmotnost nečistot jsou ve vztahu c(t) = q(t)
V (t)

, kde V (t) [m3] je

objem kapaliny v daném čase. Předchoźı rovnice jde tedy psát ve tvaru

dc(t)

dt
=

1

V (t)
(c1(t)Q1 − c2(t)Q2),

jelikož koncentrace v nádobě a ve vytékaj́ıćı kapalině je stejná (c(t) = c2(t)), tak

ṕı̌seme

dc(t)

dt
=

1

V (t)
(c1(t)Q1 − c(t)Q2).

V našich výpočtech se budeme nejčastěji zabývat situaćı, kdy Q1 = Q2, můžeme

tedy při přeznačeńı objemového pr̊utoku jako Q psát rovnici ve tvaru

dc(t)

dt
=
Q

V
(c1(t)− c(t)).

Všimněme si, že se V stalo z funkce času konstantou v čase, právě d́ıky tomu, že

neńı rozd́ıl v objemových pr̊utoćıch. Pro větš́ı přehlednost přeznač́ıme c1(t) jako

a(t), pak

dc(t)

dt
=
Q

V
(a(t)− c(t)). (2.1)

Zprvu se však budeme zabývat př́ıpadem, kdy a(t) = a, tedy koncentrace nečistot

v přitékaj́ıćı kapalině bude konstantńı v čase. Pak se předchoźı vztah přeṕı̌se do

tvaru

dc(t)

dt
=
Q

V
(a− c(t)), dále pak

dc(t)

c(t)− a
= −Q

V
dt.

Po vyřešeńı této diferenciálńı rovnice źıskáváme obecné řešeńı ve tvaru

ln |c(t)− a| = −Q
V
t+K ′; K ′ ∈ R,

|c(t)− a| = e−
Q
V
tK; K ∈ R+. (2.2)
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Pokud si označ́ıme koncentraci v čase 0 za konstantu, potom se bude jednat

o počátečńı podmı́nku c(0) = c0, která společně s rovnićı (2.2) tvoř́ı počátečńı

úlohu. Nyńı tedy řeš́ıme rovnici

|c0 − a| = K;K ∈ R+.

Následně budeme muset diskutovat absolutńı hodnotu.

ad.1

c0 − a = K

pro c0 > a, což ale na základě našeho modelu implikuje ∀t : c(t) ≥ a. Pak rovnici

(2.2) můžeme psát ve tvaru

c(t)− a = e−
Q
V
tK

a po dosazeńı za K i upraveńı dostáváme řešeńı počátečńı podmı́nky, j́ımž je

funkce:

c(t) = a+ (c0 − a)e−
Qt
V . (2.3)

ad.2

−a+ c0 = K

pro c0 < a, což opět na základě našeho modelu implikuje ∀t : c(t) ≤ a. Rovnici

(2.2) pak ṕı̌seme ve tvaru

−c(t) + a = e−
Q
V
tK

a po dosazeńı za K i upraveńı dostáváme řešeńı počátečńı podmı́nky, j́ımž je opět

funkce (2.3).

Představili jsme si obecnou teorii tohoto problému, my se však budeme zabývat

vytvářeńım matematiky pro praktický př́ıpad. Budeme tedy zjǐst’ovat, kolik hod-

not muśıme naměřit pro určeńı některých konstant či jak přesné budou spočtené

hodnoty.
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2.1.1. Prvotńı problém

Jako prvotńı inverzńı problém budeme mı́t určeńı hodnoty hustoty nečistot

v př́ıtoku a objemového pr̊utoku ze znalosti hustot ve dvou r̊uzných časech a

počátečńı hustoty c0. Zadané hodnoty jsou:

c0 = 0, 01 kg ·m−3,

c(t1) = 0, 011 kg ·m−3,

c(t2) = 0, 0119 kg ·m−3, kde t1 = 1 den, t2 = 2 dny a objem nádoby je V = 1000 l.

P̊ujde tedy o nalezeńı výchoźıch hodnot Q a a.

Vztah (2.3) si uprav́ıme do tvaru, který bude př́ıhodněǰśı pro náš př́ıstup

k řešeńı (za předpokladu, že c0 ̸= a)

c(t)− a

c0 − a
= e−

Q
V
t

a pro naše konkrétńı hodnoty

c(t1)− a

c0 − a
= e−

Q
V
t1 ,

c(t2)− a

c0 − a
= e−

Q
V
t2 =

(
e−

Q
V
t1
)2

.

Dosazeńım źıskáme (
c(t1)− a

c0 − a

)2

=
c(t2)− a

c0 − a
,

poté algebraickými úpravami

a =
c(t2)c0 − c2(t1)

c(t2) + c0 − 2c(t1)
.

Po dosazeńı č́ıselných hodnot dostáváme

a =
0, 0119 · 0, 01− 0, 0112

0, 0119 + 0, 01− 2 · 0, 011
kg ·m−3 = 0, 02 kg ·m−3.
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Nyńı se budeme snažit o určeńı Q. Vztah pro jeho výpočet źıskáme pomoćı

algebraických úprav a vlastnost́ı logaritmů ze vztahu (2.3) ve tvaru

Q = −V
t
ln

(
c(t)− a

c0 − a

)
,

po dosazeńı (zvolili jsme si dosazeńı c(t1)) źıskáváme

Q = −1000

1
ln

(
0, 011− 0, 02

0, 01− 0, 02

)
l

den
≈ *105

l

den
.

Určili jsme tedy a jako 0,02 kg ·m−3 a Q jako 105 l
den

, což byl takový klasický

kauzálńı problém.

2.1.2. Určeńı proměnných ze dvou hodnot

Předchoźı problém v nás m̊uže evokovat otázku, zda obecně stač́ı 2 hodnoty

koncentrace c(t) v r̊uzných časech k tomu, aby jednoznačně určovali a a Q. My se

budeme zabývat př́ıpadem, kdy c0 = 0, tedy že v p̊uvodńı kapalině nebudou žádné

nečistoty. Budeme odtud dále použ́ıvat značeńı c(t1) = c1 a c(t2) = c2 a bude

platit 0 < t1 < t2.

Po dosazeńı za c0 do rovnice (2.3) dostáváme rovnici ve tvaru

c(t) = a
(
1− e−

Qt
V

)
.

Ze zadáńı máme hodnoty c1 a c2 v r̊uzných časech. Pokud tyto hodnoty po-

rovnáme, dostáváme funkci závislou na pod́ılu Q/V . Po zavedeńı substituce

R = Q/V , můžeme psát

γ(R) :=
c1
c2
; 0 < t1 < t2,

odtud pak

γ(R) =
1− e−Rt1

1− e−Rt2
.

*Jedná se o znaménko aproximace, v této práci jej budeme použ́ıvat jak pro dva vztahy,
které si přibližně odpov́ıdaj́ı, tak pro č́ıselné hodnoty, které jsme zaokrouhlili.
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Nyńı je d̊uležité si uvědomit, že se snaž́ıme o jednoznačné určeńı R, to by nám

již nutně totiž dávalo jednoznačnost Q, což je naš́ım ćılem. Muśıme tedy naj́ıt

funkci f , která bude ve tvaru R = f(x). K tomu použijeme následuj́ıćı větu.

Věta 2.1 [16, s.39]
Je-li funkce f prostá, pak k ńı existuje funkce inverzńı f−1 a plat́ı (x, y) ∈ f ,
právě když (y, x) ∈ f−1.

Naše snaha směřuje k využit́ı této podmı́nky pro existenci inverzńı funkce.

Potřebujeme tedy ukázat, že ∀R > 0 :

γ′(R) > 0,

nepotřebujeme ukázat ∀R ∈ R, neńı to v souladu s realitou, kterou se zabýváme.

Tato podmı́nka vyplývá z vlastnost́ı monotónńı funkce a následuj́ıćıho tvrzeńı,

že pokud je funkce ryze monotónńı na množině, pak je i na této množině prostá

(d̊ukaz v [16, s.38]).

Spočteme si prvńı derivaci

γ′(R) =
t1e

−Rt1(1− e−Rt2)− t2e
−Rt2(1− e−Rt1)

(1− e−Rt2)2
> 0.

Jelikož jmenovatel zlomku v této prvńı derivaci je vždy kladný, tak nerovnost lze

psát ve tvaru

t1e
−Rt1(1− e−Rt2)− t2e

−Rt2(1− e−Rt1) > 0,

t1e
−Rt1

(1− e−Rt1)
>

t2e
−Rt2

(1− e−Rt2)
; 0 < t1 < t2. (2.4)

Pokud je tedy R pevné kladné reálné č́ıslo, tak se na každé straně nerovnice jedná

o funkci času, kterou definujeme jako

F (t) :=
te−Rt

(1− e−Rt)
.

Platnost nerovnice (2.4) tedy bude dokázána, pokud bude funkce F (t) klesaj́ıćı,
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tedy

F ′(t) =
(e−Rt −Rte−Rt)(1− e−Rt)−Rte−2Rt

(1− e−Rt)2
< 0,

e−Rt
[
(1−Rt)(1− e−Rt)−Rte−Rt

]
< 0,

1− e−Rt −Rt < 0.

Zaved’me substituci ξ = Rt > 0 a definujme pomocnou funkci

h(ξ) := 1− e−ξ − ξ.

Vyšetřeme jej́ı pr̊uběh

h(0) = 0 ∧ h′(ξ) = (e−ξ − 1) ∈ ⟨−1; 0) ∀ξ > 0.

Vid́ıme, že od bodu h(0) = 0 (jedná se pouze o pomocný bod pro vyšetřeńı

pr̊uběhu funkce, protože t ̸= 0 z počátečńı podmı́nky) je funkce h(ξ) klesaj́ıćı,

tedy ∀ξ > 0 : h(ξ) < 0. T́ım jsme ukázali, že F (t) je klesaj́ıćı funkce ∀t > 0 a

t́ım jsme i ukázali, že funkce γ(R) je rostoućı ∀R > 0, tedy tato funkce je nutně

prostou funkćı.

Podle věty 2.1 k funkci γ(R) existuje inverzńı funkce

γ−1

(
c1
c2

)
= R,

z čeho je již zřejmé, že R je dáno jednoznačně a tud́ıž je i Q dáno jednoznačně.

Jelikož už máme ukázanou jednoznačnost Q, tak z jedné hodnoty koncentrace,

třeba c1 = a
(
1− e

Q
V
t1

)
, máme i jednoznačně určenou taktéž hodnotu a.

2.1.3. Určeńı proměnných ze tř́ı hodnot

V této podkapitole budeme rozšiřovat předchoźı problém, kdy budeme mı́t naměřeny

3 hodnoty koncentrace c(t). Otázkou bude, zda jsme schopni jednoznačně určit

z těchto hodnot proměnné c0, a a Q.
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Máme 3 rovnice (můžeme předpokládat, že 0 < t1 < t2 < t3)

c1 = a+ (c0 − a)e−
Qt1
V ,

c2 = a+ (c0 − a)e−
Qt2
V ,

c3 = a+ (c0 − a)e−
Qt3
V .

Z nich po vyjádřeńı z prvńı rovnice c0 − a a dosazeńı do zbylých dvou rovnic,

dostáváme rovnice

c2 = a+ (c1 − a)e
Q(t1−t2)

V ,

c3 = a+ (c1 − a)e
Q(t1−t3)

V .

Odečteme od pravé i levé strany obou rovnic c1, pak ṕı̌seme

c2 − c1 = a− c1 + (c1 − a)e
Q(t1−t2)

V ,

c3 − c1 = a− c1 + (c1 − a)e
Q(t1−t3)

V .

Poté z pravé strany vytkneme a − c1, rovnice navzájem vyděĺıme a dostáváme

rovnici

c3 − c1
c2 − c1

=
1− e

Q(t1−t3)
V

1− e
Q(t1−t2)

V

.

T́ımto jsme problém převedli na předchoźı problém a ukážeme, že opět k funkci

γ(R) :=
c3 − c1
c2 − c1

existuje inverzńı funkce

γ−1

(
c3 − c1
c2 − c1

)
= R.

Důkaz je veden stejným zp̊usobem jako v předchoźım problému, pouze zave-

deme substituci t12 = t1 − t2; t13 = t1 − t3, pro něž t13 < t12 < 0. Poté je d̊ukaz

veden prakticky stejným zp̊usobem. T́ım je ukázána existence inverzńı funkce a

pak i jednoznačnost R, tedy i jednoznačnost Q.
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Z předchoźıch rovnic vezměme třeba rovnici

c2 = a+ (c1 − a)e
Q(t1−t2)

V

a z ńı vyjádřeme a, což jednoznačně určuje a. Obdobným zp̊usobem třeba z rov-

nice

c1 = a+ (c0 − a)e−
Qt1
V

dostáváme vztah, který jednoznačně určuje c0.

2.1.4. Časově proměnná koncentrace přitékaj́ıćı kapaliny

V úvodńım inverzńım problému jsme si ukázali situaci, kdy je a konstantńı.

Co když se ale bude měnit v čase? Budeme se pak bavit o a(t) a tedy vycháźıme

jǐz z obecněǰśıho vztahu (2.1), než se kterým jsme dosud pracovali. Napadá nás

tedy, že bychom nějak tuto funkci a(t) měli vyjádřit. To však neńı v̊ubec snadné,

muśıme se proto spokojit s nalezeńım vhodné aproximace.

Uvědomme si, že se stále jedná o reálný př́ıklad a máme tud́ıž pouze konečné

množstv́ı dat, ze kterých budeme muset hodnotu a(t) źıskat. Data jsou pak

zadána tak, že k jej́ımu vyjádřeńı známe objem nádoby V , avšak objemový pr̊utok

Q naměřený mı́t nebudeme, máme pouze informaci, že je stejný u přitékaj́ıćı i

odtékaj́ıćı kapaliny. Pro měř́ıćı časy plat́ı ti = ih; i = 1, 2, . . . , n − 1 (h je dané

diskretizaćı časového intervalu).

Vezměme rovnici (2.1) a snažme se vyjádřit derivaci na jej́ı levé straně. Vyjádřeme

si nejprve derivaci zprava

c′+(t) = lim
h→0+

c(t+ h)− c(t)

h

a zleva, pouze si limitu přeṕı̌seme pro h→ 0+

c′−(t) = lim
h→0−

c(t+ h)− c(t)

h
= lim

h→0+

c(t− h)− c(t)

−h
= lim

h→0+

c(t)− c(t− h)

h
.
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Jedná se však o reálný př́ıklad a nejsme schopni dosáhnout infinitezimálně malého

h, proto budeme pracovat s diferencemi a budeme je považovat za aproximaci

dané derivace, tedy

c′+(t) ≈
c(t+ h)− c(t)

h
, c′−(t) ≈

c(t)− c(t− h)

h
, h > 0.

Věta 2.2 Pokud existuje f ′(x), pak plat́ı f ′
−(x) = f ′

+(x) = f ′(x).

DŮKAZ : Plyne z vlastnost́ı limit.

Využit́ım této věty jsme schopni dostat hodnotu derivace na levé straně rov-

nice. Jelikož však diference jsou pouze přibližnou hodnotou, je nutné vźıt jejich

aritmetický pr̊uměr. Vyjděme z věty 2.2 a aproximujme pomoćı diferenćı takto

c′(t) =
c′+(t)

2
+
c′−(t)

2
≈ c(t+ h)− c(t)

2h
+
c(t)− c(t− h)

2h
=
c(t+ h)− c(t− h)

2h
, h > 0.

Odtud pak již pro rovnici (2.1) můžeme psát

c(t+ h)− c(t− h)

2h
≈ Q

V
(a(t)− c(t)).

Uvědomme si, že ti + h = ti+1, obdobně pak ti − h = ti−1. Po algebraických

úpravách a zobecněńı, kdy jsme za t mohli vźıt ti, pak dostáváme hledanou

aproximaci

a(ti) ≈
V

Q

c(ti+1)− c(ti−1)

2h
+ c(ti); (2.5)

c(t0) = c0; c0 ∈ R+; ti = ih; i = 1, 2, . . . , n− 1; t0 = 0.

2.1.5. Přesnost měřeńı koncentrace v přitékaj́ıćı kapalině

Máme jǐz zavedenu aproximaci, otázkou však z̊ustává přesnost źıskané hod-

noty. Přirozeně muśı existovat souvislost s přesnost́ı naměřené hodnoty koncen-

trace nečistot v kapalině v nádobě a spočtenou hodnotou koncentrace nečistot

v přitékaj́ıćı kapalině. My se právě budeme snažit tuto souvislost objasnit.
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Řekněme, že reálná hodnota koncentrace v čase ti je c(ti), my však máme

dostupnou v čase ti pouze hodnotu ci, která byla naměřena s přesnost́ı ϵ (jedná

se nutně o nezáporné č́ıslo), tedy

|ci − c(ti)| ≤ ϵ.

Předpokládejme, že měřeńı bude zkalibrováno tak, aby pro časové kvantum, o něǰz

se čas jednotlivých měřeńı lǐśı, platilo h = Cϵ
1
3 , kde samozřejmě muśı platit, že

C ∈ R+.

Naš́ım zájmem je zjistit, s jakou přesnost́ı jsme schopni určit ai z naměřených

hodnot pomoćı naš́ı aproximace (2.5) oproti reálné hodnotě a(ti).

V této kapitole budeme využ́ıvat speciálńı př́ıpad značeńı O.

Definice 2.3 Symbolem f(x) = O(g(x)) rozumı́me, že

lim
x→0+

|f(x)|
g(x)

< +∞

kde g(x) je funkce nezáporná pro všechna x ∈ U(0), x ≥ 0, g(0) = 0.

Bĺıže k tomuto značeńı např́ıklad v [8, s.295].

Zprvu si napoč́ıtejme Taylor̊uv rozvoj pro koncentrace nečistot v kapalině

v nádobě při časech ti+1 a ti−1, tedy

c(ti+1) = c(ti + h) = c(ti) + c′(ti)h+
c′′(ti)

2!
h2 +

c′′′(ti + θ1h)

3!
h3, θ1 ∈ (0, 1),

c(ti−1) = c(ti − h) = c(ti)− c′(ti)h+
c′′(ti)

2!
h2 − c′′′(ti + θ2h)

3!
h3, θ2 ∈ (0, 1).

Spočtené hodnoty využijeme, abychom si vyjádřili zlomek v aproximaci (2.5)

c(ti+1)− c(ti−1)

2h
=

2hc′(ti) +
c′′′(ti+θ1h)

3!
h3 + c′′′(ti+θ2h)

3!
h3

2h
=

= c′(ti) +
c′′′(ti + θ1h)

2 · 3!
h2 +

c′′′(ti + θ2h)

2 · 3!
h2, θ1,2 ∈ (0, 1).
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Použili jsme Taylor̊uv rozvoj se zbytkem, v němž se nacháźı třet́ı derivace dané

funkce, abychom však toto mohli udělat, muśıme předpokládat, že třet́ı derivace

je spojitá a omezená. Právě d́ıky omezenosti třet́ı derivace je možno psát

lim
h→0+

c′′′(ti+θ1h)
2·3! h2 + c′′′(ti+θ2h)

2·3! h2

h2
= lim

h→0+

[
c′′′(ti + θ1h)

12
+
c′′′(ti + θ2h)

12

]
< +∞.

T́ımto jsme ověřili, že se jedná o funkci typu O(h2) a ted’ tedy můžeme předchoźı

rovnost psát ve tvaru

c(ti+1)− c(ti−1)

2h
= c′(ti) +O(h2). (2.6)

Pozastavme se pouze krátce nad t́ım, proč bereme h → 0+, uvědomme si, že

h = Cϵ
1
3 a ϵ vyjadřuje přesnost měřeńı. Snahou u každého měřeńı je, aby jeho

přesnost byla co nejvyšš́ı, tedy aby č́ıslo ϵ, ve smyslu, jak jsme si jej definovali,

bylo co nejmenš́ı, v limitńım př́ıpadě nulové. Pro náš př́ıpad to znamená, že se

zabýváme situaćı, kdy ϵ→ 0+ ⇒ h→ 0+.

Nyńı si přepǐsme nám již známou obecnou rovnici (2.1) do tvaru

a(t) =
V

Q
c′(t) + c(t). (2.7)

Tato rovnice je vlastně po dosazeńı reálných hodnot c(ti); ti = ih; i = 0, 1, 2, ..., n

vztahem, který nám dává teoreticky přesnou hodnotu a(ti); ti = ih; i = 0, 1, 2, ..., n.

Pro rozd́ıl hodnot a(ti) (vyjádřená vztahem (2.7)) a ai (vyjádřená pomoćı apro-

ximace (2.5)) dostáváme vztah

ai − a(ti) =
V

Q

ci+1 − ci−1

2h
+ ci −

V

Q
c′(ti)− c(ti).

Do tohoto vztahu dosad́ıme za c′(ti) ze vztahu (2.6), pak tedy

ai − a(ti) =
V

Q

ci+1 − ci−1

2h
+ ci −

V

Q

c(ti+1)− c(ti−1)

2h
+
V

Q
O(h2)− c(ti).

Pro absolutńı hodnotu rozd́ılu ai − a(ti) pak ṕı̌seme

|ai − a(ti)| ≤
V

Q

∣∣∣∣ci+1 − c(ti+1)

2h

∣∣∣∣+ V

Q

∣∣∣∣−ci−1 − c(ti−1)

2h

∣∣∣∣+ |ci − c(ti)|+O(h2) ≤

≤ V

Q

ϵ

2Cϵ1/3
+
V

Q

ϵ

2Cϵ1/3
+ ϵ+O(C2ϵ2/3).
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Na základě limity

lim
ϵ→0+

V
Q

ϵ
2Cϵ1/3

+ V
Q

ϵ
2Cϵ1/3

+ ϵ

ϵ2/3
= lim

ϵ→0+

[
V

CQ

ϵ2/3

ϵ2/3
+

ϵ

ϵ2/3

]
=

V

CQ

a vlastnost́ı funkceO, zavedených třeba zde [8, s.295-296] a[14], můžeme předchoźı

nerovnost přepsat do tvaru rovnosti (pro ϵ→ 0+)

|ai − a(ti)| = O(ϵ2/3).

Toto nám vlastně popisuje rychlost nár̊ustu přesnosti měřeńı a(ti) jako rychlost

poklesu funkce ϵ2/3.

2.2. Nakloněná rovina

V této kapitole budou postupně rozebrány inverzńı problémy, které nám,

jakožto direktńı problém, generuje pohyb po nakloněné rovině.

Základńım kamenem této kapitoly bude rovnice volného pádu, která je obecně

ve tvaru diferenciálńı rovnice

d2h(t)

dt2
+
K

m

dh(t)

dt
− g

(
1− ρp

ρt

)
= 0,

kde h je počátečńı výška volného pádu, t je doba pádu, m je hmotnost padaj́ıćıho

tělesa, g t́ıhové zrychleńı, ρp hustota prostřed́ı a ρt hustota tělesa. V rovnice se

taktéž vyskytuje K, což je konstanta, která je závislá na tvaru tělesa a charakte-

rizuje lineárně aproximovanou dynamickou odporovou śılu, v́ıce v [15].

Řešeńım této diferenciálńı rovnice je (při počátečńı podmı́nce v(t0) = 0)

funkce, kdy v(t) = dh(t)
dt

,

v(t) = g

(
1− ρp

ρt

)
m

K

(
1− e−

K
m
t
)
,

viz [15]. Tato rovnice pro K → 0+ a ρp = 0, tedy při zanedbáńı odporu prostřed́ı
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a dynamické odporové śıly, předcháźı do tvaru

v(t) = lim
K→0+

[
g

(
1− 0

ρt

)
m

K

(
1− e−

K
m
t
)]

,

v(t) = gt lim
K→0+

e−
K
m
t − 1

−K
m
t

,

v(t) = gt,

⇓

h(t) =
1

2
gt2 + h0; h0 = h(t0). (2.8)

Toto je tvar rovnice volného pádu, kterou ve svých praćıch použil Galileo Galilei

(ta byla ve tvaru h0 = 0), proto se o rovnici (2.8) při h0 = 0 budeme bavit jako

o Galileiho zákonu volného pádu a z ńı budeme také vycházet.

Jelikož již máme prodiskutován volný pád, tak je ještě třeba se pod́ıvat i

na pohyb po nakloněné rovině bez odporu. Postup odvozeńı je inspirován [4,

s.98]. Mějme tedy jednoduché schéma, kdy se pohybuje hmotný bod o jednotkové

hmotnosti po nakloněné rovině.

Obrázek 2.2: [4] Nakloněná rovina

Toto schéma i daľśı v této kapitole budou brány jako vertikálńı dvojrozměrné

modely reality. Z Druhého Newtonova pohybového zákona (tzv. Zákona śıly)

máme vztah

F = ma,
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kde F je śıla p̊usob́ıćı na hmotný bod, m hmotnost tělesa a a zrychleńı ve směru

śıly. Budeme se snažit o vyjádřeńı śıly p̊usob́ıćı ve směru nakloněné roviny

ma = mg sinα,

v našem př́ıpadě předpokládáme m = 1 kg, pak tedy

d2s(t)

dt2
= a = g sinα,

kde s je vzdálenost od počátku roviny po hmotný bod. Pohyb zač́ıná z klidu

a z počátku, máme počátečńı podmı́nky ds
dt
(0) = 0, s(0) = 0. Jedná se tedy

o počátečńı úlohu, jej́ımž řešeńım je funkce

s(t) =
g

2
t2 sinα. (2.9)

Převed’me si rovnici, kterou máme v polárńım souřadnicovém systému, do

pro nás známěǰśıho kartézského souřadnicového systému tak, jak je naznačeno na

schématu v obrázku 2.2. Právě podle tohoto schématu vid́ıme, že pro souřadnice

polohy hmotného bodu v soustavě os xy plat́ı

x(t) = s(t) cosα,

y(t) = s(t) sinα,

jedná se vlastně o kolmé pr̊uměty vzdálenosti s na osy xy. Mějme nyńı pevně daný

čas, který si označme T , během něhož bude prob́ıhat pohyb po nakloněné rovině.

Dosad’me nyńı do rovnic dráhu vyjádřenou vztahem (2.9), kde za t bereme T

(pro zjednodušeńı ṕı̌seme x = x(T ); y = y(T ))

x =
g

2
T 2 sinα cosα,

y =
g

2
T 2 sinα sinα.

Dı́ky tomu, že α je odchylkou nakloněné roviny od vodorovné osy x, tak cosα > 0

(sinα > 0 je zřejmé z reálné podstaty problému). Prvńı rovnici d́ıky tomu můžeme

umocnit do tvaru

x2 =
g

2
T 2 sin2 α

g

2
T 2 cos2 α

27



a využit́ım druhé rovnice lze psát

x2 = y
g

2
T 2 cos2 α = y

(g
2
T 2 − g

2
T 2 sin2 α

)
= y

(g
2
T 2 − y

)
.

Poté úpravami dostáváme

x2 + y2 − 2y
g

4
T 2 +

(g
4

)2

T 4 −
(g
4

)2

T 4 = 0,

x2 +
(
y − g

4
T 2

)2

=
(g
4
T 2

)2

,

což je zřejmě rovnice kružnice, která má poloměr g
4
T 2, a celá lež́ı pod osou x, j́ıž se

dotýká pouze v počátku, tedy bodu [0,0]. Dobré je si povšimnout, že pr̊uměr této

kružnice je g
2
T 2, což je konstanta figuruj́ıćı ve vztahu (2.9) po dosazeńı konstanty

T za t. Křivka, kterou popisuj́ı body, jichž je dosaženo při pohybu hmotného

bodu po r̊uzně nakloněných rovinách bez odporu za konstantńı čas, je kružnićı,

která se dotýká osy x v mı́stě počátku pohybu.

2.2.1. Bez odporu

Obrázek 2.3: Ilustrace prvotńıho
problému

Inverzńı kauzálńı Prvotńı problém

se zabývá př́ıpadem, kdy na částici

o jednotkové hmotnosti p̊usob́ı kon-

stantńı gravitačńı śıla a nep̊usob́ı od-

porová śıla. Úkolem je ukázat, že čas,

za něǰz se částice dostane z libovolného

bodu kružnice do jej́ıho nejnǐzš́ıho bodu,

je konstantńı (neboli nezávislý na volbě

bodu kružnice, odkud pohyb zač́ıná).

Problém je ilustrován na obrázku

2.3, pokud zachováme stejné značeńı,

pak A[r cosφ, r sinφ] a B[0,−r], kde

φ ∈ ⟨0, 2π) ∧ φ ̸= 3
2
π. Pohyb z bodu

A do bodu B je pak ve směru vektoru

u = B− A = (−r cosφ,−r − r sinφ).
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Na obrázku 2.3 je zaveden úhel ψ jako úhel mezi vektory u a (0,-1), který má

stejný směr jako gravitačńı śıla. Ze znalosti skalárńıho součinu lze psát

u · (0,−1) = |u| |(0,−1)| cosψ,

odtud tedy

r + r sinφ = |u| cosψ ⇒ cosψ =
r(1 + sinφ)

|u|
.

Podle 2. Newtonova zákona lze pro gravitačńı śılu psát

Fg = ms̈(t)

a t́ım, že se jedná o pohyb po nakloněné rovině, plat́ı také pro tuto śılu

Fg = mg cosψ.

Nyńı se tedy jedná o diferenciálńı rovnici s počátečńımi podmı́nkami

s̈(t) = g cosψ; s(0) = 0 a ṡ(0) = 0,

jej́ımž řešeńım je funkce

s(t) =
g

2
t2 cosψ.

Je však zřejmé, že s(t) = |u| a tedy je možné psát

t2 =
2

g

|u|
cosψ

=
2

g

|u|2

r(1 + sinφ)
=

2

g

r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ+ r2 + 2r2 sinφ

r(1 + sinφ)
=

4r

g
,

odtud pak

t = 2

√
r

g
.

Z výše uvedené rovnosti již lze zřetelně vidět, že čas pohybu po nakloněné rovině

v tomto př́ıpadě je nezávislý na umı́stěńı bodu A na kružnici.
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Inverzńı identifikačńı V tomto problému p̊ujde o zjǐstěńı tvaru křivky ze zna-

losti času pohybu po nakloněné rovině a daného bodu, který bude vždy nejnǐzš́ım

bodem nakloněné roviny (za předpokladu konstantńı gravitačńı śıly a žádného od-

poru). Bude tedy třeba ukázat, že se jedná o kružnici, jej́ımž nejnǐzš́ım bodem je

právě daný bod.

Pokud umı́st́ıme počátek soustavy souřadnic do onoho bodu (nazvěme jej B,

pro korespondenci s direktńım problémem), bude poté nakloněná rovina s vodo-

rovnou osou sv́ırat odchylku β.

Obrázek 2.4: Pohyb po nakloněné rovině za daný čas do konkrétńıho bodu

Z tohoto obrázku již jde zřejmě vidět, že sin β = s̈(t)
g
, což je opět diferenciálńı

rovnice s počátečńımi podmı́nkami ṡ(0) = 0 a s(0) = 0. Jej́ım řešeńım je tedy

s(t) = t2

2
sin βg, což je vzdálenost z bodu A do bodu B. Za předpokladu, že

př́ıslušná křivka bude kružnićı, kterou bod A oṕı̌se, tak pro β = π
2
by se mělo

jednat o pr̊uměr této kružnice, tedy d(t) = t2

2
g ⇒ r(t) = t2

4
g a pro střed této

kružnice v takto zvolené soustavě souřadnic dostáváme souřadnice S[0, t
2

4
g].

Posledńı př́ıpravnou činnost́ı je potřeba určeńı souřadnic bodu A[sx, sy]. Uvědomme

si však, že d́ıky odchylce β můžeme psát cos β = sx(t)
s(t)

⇒ sx(t) =
t2

2
g sin β cos β,
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obdobně pak sin β = sy(t)

s(t)
⇒ sy(t) =

t2

2
g sin2 β.

Tyto źıskané poznatky nyńı aplikujeme v obecné rovnici kružnice, tak dostáváme

rovnici ve tvaru(
t2

2
g sin β cos β

)2

+

(
t2

2
g sin2 β − t2

4
g

)2

=
t4

16
g2, (2.10)

po sérii algebraických úprav źıskáváme rovnici ve tvaru

sin2 β
(
cos2 β + sin2 β − 1

)
= 0.

Tato rovnice je zřejmě splněna pro libovolné β i t (jedná se totiž o identitu

0 = 0, která je vždy pravdivá), jelikož jsme při úpravě použili sérii ekvivalentńıch

úprav, dokázali jsme i platnost p̊uvodńı rovnici (2.10). Ukázali jsme tedy, že při

takto zadaném pohybu po nakloněné rovině bude počátečńı bod A vždy ležet na

kružnici, jej́ıž nejnižš́ı bod je právě bod B.

Všimněme si rozd́ılu tohoto inverzńıho problému oproti identifikaci tvaru

křivky v teorii kapitoly. Rozd́ılem je, že v teorii kapitoly jsme znali bod, ze kterého

pohyb zač́ınal a poté rovnici s(t) = g
2
t2 sinα, kdežto v tomto inverzńım problému

známe bod, do kterého pohyb směřuje a informaci, že čas pohybu po nakloněné

rovině je konstantńı. Nicméně ve chv́ıli, kdy jsme v inverzńım problému źıskali

rovnici s(t) = t2

2
sin βg, bylo možné postupovat prakticky stejným zp̊usobem

jako v teorii. Rozhodl jsem se však ukázat i druhý možný př́ıstup, který se lǐsil

v předpokladu, že se jedná o kružnici. Bylo tedy pak nutné napoč́ıtat parame-

try předpokládané kružnice, dosadit je do obecné rovnice kružnice a museli jsme

dostat pravdivé tvrzeńı.

2.2.2. S lineárńım odporem

Od tohoto problému dále bude pozornost věnována pohybu po nakloněné ro-

vině částice o jednotkové hmotnosti. Tento pohyb bude vždy z fixńıho bodu a již

ve výpočtu bude zahrnuta i odporová śıla závislá na dráze, rychlosti. . . Direktńım

problémem pak bude identifikace ekvitemporálńıch křivek (tj. křivek, které v kartézské

soustavě souřadné dávaj́ı do poměru souřadnice bodu x a y, kterých je dosaženo za

31



daný konstantńı čas při r̊uzných úhlech) a inverzńım bude právě určeńı př́ıslušné

odporové funkce z rovnice těchto křivek. Dále bude použito značeńı s = s(t),

ṡ = ṡ(t). . .

Obrázek 2.5: Pohyb hmotného bodu o jednotkové hmotnosti po nakloněné rovině
s odporovou funkćı

Odpor závislý na rychlosti

Direktńı V prvńım př́ıpadě budeme uvažovat pohyb po nakloněné rovině, kdy

bude odpor charakterizován odporovou funkci ve tvaru f(ṡ) = kṡ; k ∈ R+.

Budeme vycházet z podobných úvah, jaké vedly ke vztahu (2.9), pouze je

budeme rozšǐrovat i pro situaci, kdy máme uvažovat odpor. Úhel, který sv́ırá

nakloněná rovina s vodorovnou osou, je α jako na obrázku 2.5. Pohybová rovnice

je pak ve tvaru

s̈ = g sinα− f(ṡ),

tento tvar př́ımo vyplývá z obrázku 2.5 a základńıch znalost́ı vektorového počtu.
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Po dosazeńı pak dostáváme nehomogenńı diferenciálńı rovnici

s̈+ kṡ = g sinα.

Tato diferenciálńı rovnice společně s podmı́nkami ṡ(0) = 0; s(0) = 0 tvoř́ı počátečńı

úlohu. K obecnému řešeńı lze doj́ıt třeba metodou speciálńıch pravých stran.

Př́ıslušná homogenńı diferenciálńı rovnice má obecné řešeńı ve tvaru

s = C1 + C2e
−kt.

Obecné řešeńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice źıskáme přičteńım jednoho par-

tikulárńıho řešeńı k obecnému řešeńı př́ıslušné homogenńı diferenciálńı rovnice.

My jsme našli partikulárńı řešeńı sn(t) = g sinα
k
t a v tom př́ıpadě je obecným

řešeńım p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice

s = C1 + C2e
−kt +

g sinα

k
t.

Nyńı již využit́ım podmı́nek ṡ(0) = 0; s(0) = 0 dostáváme řešeńı počátečńı úlohy,

j́ımž je funkce

s = P (t) sinα, (2.11)

kde P (t) = g
k2
(e−kt + kt − 1) je pr̊uměr kružnice, pokud je čas fixńı. Toto tvr-

zeńı lze dokázat velmi podobným zp̊usobem, jako byl ukázán v teorii úvodem

této podkapitoly tvar křivky, které dosáhnou při pohybu po nakloněné rovině

bez odporu za konstantńı dobu pohybu. Tedy opět pro polohu hmotného bodu

v kartézských souřadnićıch naṕı̌seme na základě obecného obrázku 2.2 rovnice

x(t) = s cosα,

y(t) = s sinα.

Dosad́ıme

x(t) = P (t) sinα cosα,

y(t) = P (t) sinα sinα,
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analogickým zp̊usobem jako v úvodu kapitoly pokračujeme

x2(t) = P 2(t) sin2 α cos2 α = y(t)P (t) cos2 α = y(t)
(
P (t)− P (t) sin2 α

)
=

= y(t) (P (t)− y(t))

a úpravami dostáváme

x2(t) + y2(t)− 2y(t)
P (t)

2
+

(
P (t)

2

)2

−
(
P (t)

2

)2

= 0,

x2(t) +

(
y(t)− P (t)

2

)2

=

(
P (t)

2

)2

.

Toto je jistě kružnice s poloměrem
(

P (t)
2

)
a tedy pr̊uměrem P (t).

Postup lze obecně psát pro rovnice tvaru

s = d sinα, d ∈ R+,

vlastně bychom předchoźı postup přepsali, pouze bychom P (t) nahradili d. Pak

tedy každá rovnice pohybu po nakloněné rovině v tomto tvaru bude rovnićı

kružnice s pr̊uměrem d. V našich počtech se často bude stávat, že na pozici d

bude funkce času, pokud se však za čas dosad́ı konkrétńı hodnota, tak př́ıslušná

funkce opět přejde v č́ıslo.

Je však třeba ověřit, zda př́ıslušné řešeńı odpov́ıdá skutečnosti, tedy zda pro

k → 0+ pr̊uměr P(t) konverguje k hodnotě bez odporu, tedy g
2
t2. Pro výpočet

této limity lze využ́ıt L’Hospitalova pravidla.

Věta 2.4 [16, s.79]l’Hospitalovo pravidlo(varianta 0/0)
Necht’ plat́ı

1. funkce f ,g maj́ı derivace v prstencovém okoĺı P (a) bodu a ∈ R+,

2. limx→a f(x) = 0, limx→a g(x) = 0,

3. existuje vlastńı nebo nevlastńı limx→a
f ′(x)
g′(x)

= K.

Pak existuje i limx→a
f(x)
g(x)

a rovná se K. (Totéž plat́ı i pro jednostranné

limity.)
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Lze taktéž formulovat zněńı této věty pro variantu ∞/∞, změna by byla pouze

v druhém kroku, kdy by limity byly rovny ±∞.

Výpočet poté realizujeme takto:

lim
k→0+

g(e−kt + kt− 1)

k2
l’H
= lim

k→0+

g(−te−kt + t)

2k
l’H
= lim

k→0+

gt2e−kt

2
=
gt2

2
.

Je možné si všimnout, že se zvětšuj́ıćım se časem t nar̊ustá i pr̊uměr P (t)

(při fixńım k). Využijeme vlastnost́ı monotónńı funkce, stejně jako v části 2.1.2.

Určeńı proměnných ze dvou hodnot, tedy podmı́nkou pro to aby byla funkce P(t)

rostoućı je

Ṗ (t) =
g

k

(
1− e−kt

)
> 0;∀t : t > 0,

přičemž zřejmě plat́ı g
k
> 0 a z požadavku 1 − e−kt > 0 dostáváme t > 0, což

taktéž vyhovuje a tedy plat́ı i Ṗ (t) > 0.
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Obrázek 2.6: Pr̊uběh funkce Ṗ (t) pro k=1

Otázkou z̊ustává, jaká

je rychlost nár̊ustu. To

jsme již vlastně zjistili,

jedná se totiž o funkci

Ṗ (t), což vyplývá ze sa-

motné definice derivace.

Pro plnou představu, jak

se onen poloměr chová, je

třeba znát ještě rychlost

nár̊ustu pro t → 0+ a

t→ +∞:

lim
t→0+

Ṗ (t) = 0,

lim
t→+∞

Ṗ (t) =
g

k
.
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Smyslem následuj́ıćıho grafu je demonstrovat rychlost nár̊ustu poloměru, která

je zanesena do grafu v 2.6 na ekvitemporálńıch kružnićıch.
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t sin(α)
9,81·(e-t+t-1) sin(α)

Obrázek 2.7: Porovnáńı lineárně rostoućıho pr̊uměru a pr̊uměru v (2.11) pro
k=1; g ≈ 9, 81; t = {1, 2, . . . , 10}

Inverzńı Dı́ky tomu, že je dán direktńı problém, se m̊užeme bavit o inverzńım

problému. V tomto př́ıpadě p̊ujde o kauzálńı problém, kdy bude otázkou zjistit,

zda obecná odporová funkce f(ṡ) pro ekvitemporálńı křivky, kterými jsou kružnice

s = P (t) sinα

s poloměrem P (t) má nutně tvar f(ṡ) = kṡ; k ∈ R+.
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Prvńım krokem je zjistit, jak f(ṡ) záviśı na sinα (předpokládejme, že f(0) =

0. Jinak řečeno, muśıme ukázat, že (sub.: sinα = σ)

f(σṖ (t)) = σf(Ṗ (t)), (2.12)

kde σ ∈ ⟨0, 1⟩, jelikož α ∈ ⟨0, π⟩. Pohybovou rovnici tedy přeṕı̌seme do tvaru

P̈ (t)σ = gσ − f(Ṗ (t)σ),

odtud (sub.: Ṗ (t) = z)

g − ż =
f(zσ)

σ
,

což ale plat́ı pouze pro σ ∈ (0, 1⟩. Vid́ıme, že f(zσ)
σ

je nezávislé na σ a d́ıky tomu

je možné psát

f(zσ)

σ
=
σf(z)

σ
= f(z),

č́ımž jsme dokázali (2.12) pro libovolné z (v př́ıpadě kdy σ = 0 je d̊ukaz triviálńı).

Také můžeme zavést σ = w
z
⇒ w = σz(= ṡ), kde w ∈ (0, z⟩ a pomoćı již

dokázaného vztahu (2.12) je možné psát

f(z)

z
=
f(z)

z

σ

σ
=
f(σz)

σz
=
f(w)

w
,

z čehož vyplývá, že f(z)
z

= k, kde k je kladná konstanta. To znamená, že odporová

funkce je úměrná rychlosti, tedy že f(ṡ) ∝ *ṡ . Ukázali jsme, že pro př́ıpad, kdy

maj́ı být ekvitemporálńı křivky kruhy a odporová funkce je závislá na rychlosti,

je skutečně ve tvaru f(ṡ) = kṡ, k ∈ R+.

Odpor závislý na dráze

Direktńı Ve druhém direktńım problému se budeme bavit o odporové funkci ve

tvaru f(s) = ks; k ∈ R+, α z̊ustává stejným úhlem.

Pohybová rovnice pak již dle očekáváńı vypadá takto:

s̈ = g sinα− ks⇒ s̈+ ks = g sinα.

*Jedná se o znak úměrnosti, který nám ř́ıká, že y ∝ x ⇔ y = kx, k ∈ R.
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Spolu s podmı́nkami ṡ(0) = 0; s(0) = 0 tvoř́ı počátečńı úlohu, jej́ımž řešeńım je

funkce

s = P (t) sinα,

kde P (t) = g
k
(1 − cos(

√
kt)) (k nalezeńı obecného řešeńı lze opět využ́ıt me-

todu speciálńıch pravých stran obdobně jako v kapitole 2.2.2. Odpor závislý na

rychlosti) a opět se jedná o poloměr ekvitemporálńıho kruhu.

Stejně jako u minulého problému je třeba ověřit, zda pro k → 0+ poloměr od-

pov́ıdá realitě, tedy zda konverguje k hodnotě bez odporu, která je dána Galileiho

zákonem volného pádu. Takže obdobně jako u předchoźıho problému

lim
k→0+

g

k
(1− cos(

√
kt))

l’H
=
gt

2
lim
k→0+

sin(
√
kt)√
k

=
gt2

2
lim
k→0+

sin(
√
kt)√
kt

=
gt2

2
,

což zase odpov́ıdá.

Inverzńı Opět ukážeme velmi podobným zp̊usobem jako u předchoźıho direktńıho

problému, že f(s) ∝ s.

Rozd́ıl oproti předchoźımu př́ıstupu je, že ukážeme

f(σP (t)) = σf(P (t));σ ∈ ⟨0, 1⟩, protože a ∈ ⟨0, π⟩ (2.13)

a přirozeně tedy i v myšlence použijeme sub.: P (t) = z. Pǐsme tedy analogicky

předchoźı inverzńı úloze

g − z̈ =
f(zσ)

σ
,

opět na základě nezávislosti na σ ṕı̌seme

f(zσ)

σ
=
σf(z)

σ
= f(z).

T́ımto jsme dokázali (2.13). Naprosto stejnými úvahami jako v předchoźım problému

ukážeme, že f(s) ∝ s. Vid́ıme tedy, že námi zvolený tvar odporové funkce zase

zajǐst’uje kruhový tvar ekvitemporálńıch křivek a naopak.
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Odpor závislý na dráze i rychlosti

Nyńı jǐz m̊užeme přej́ıt k řešeńı komplexněǰśıho inverzńıho problému. Tı́m

bude nalezeńı odporové funkce, která však bude závislá jak na dráze, tak na rych-

losti, zapsáno f(s, ṡ), z rovnice ekvitemporálńı křivky

s = g(1− (1 + t)e−t) sinα.

Budeme vycházet z obecného tvaru pohybové rovnice pro náš př́ıpad a po

napoč́ıtáńı s̈ a dosazeńı do něj źıskáváme rovnici ve tvaru

g sinα(e−t − te−t) = g sinα− f(s, ṡ).

Tu uprav́ıme na tvar

f(s, ṡ) = g sinα(1− (1− t)e−t),

což lze šikovně rozepsat na tvar

f(s, ṡ) = g(1− (1 + t)e−t) sinα + 2gte−t sinα

a odtud již zřejmě

f(s, ṡ) = s+ 2ṡ.

2.2.3. S nelineárńım odporem

V této kapitole se budeme věnovat stále stejnému typu problémů, pouze s t́ım

rozd́ılem, že odporová funkce bude nelineárńı vzhledem k s, ṡ. . .

Direktńı Muśıme zač́ıt direktńım problémem, ve kterém bude řeč o odporové

funkci tvaru f(ṡ) = kṡ2. Úkolem je nalézt tvar ekvitemporálńıch křivek.

Zde začneme stejně jako v předchoźıch problémech, vyjdeme z obrázku 2.5 a

vytvoř́ıme pohybovou rovnici ve tvaru

s̈ = g sinα− f(ṡ), (2.14)
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odtud

s̈+ kṡ2 = g sinα.

Tato rovnice společně s podmı́nkami s(0) = 0 ṡ(0) = 0 tvoř́ı počátečńı úlohu.

Nyńı zavedeme substituci v = ṡ (v je také funkćı času), rovnice pak nabývá

tvaru

v̇ + kv2 = g sinα,

tu vyřeš́ıme např́ıklad metodou separace proměnných,

dv

dt
= g sinα− kv2,

dv

g sinα− kv2
= dt,

1

g sinα

dv

1−
( √

kv√
g
√
sinα

)2 = dt.

Obě strany rovnice integrujeme pomoćı substitučńı metody, kdy substituujeme

b =
√
kv√

g
√
sinα

. Pak na základě tabulky primitivńıch funkćı ze [16, s.96]

1√
kg sinα

db

1− b2
= dt,

argtgh(b) = (t+ C1)
√
kg sinα; C1 ∈ R.

Obecné řešeńı má tvar

v =

√
g sinα√
k

tgh
[
(t+ C1)

√
g sinαk

]
; C1 ∈ R.

V tomto okamžiku navrát́ıme do rovnice ṡ skrze substitučńı podmı́nku (tedy

za v dosad́ıme ṡ):

ṡ(t) =

√
g sinα√
k

tgh
[
(t+ C1)

√
g sinαk

]
; C1 ∈ R. (2.15)

Rovnici vyřeš́ıme, využijeme k tomu vztahu
∫
tgh(x)dx = ln(2 cosh(x))+c; c ∈ R,
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který lze odvodit ze skutečnosti tgh(x) = ex−e−x

ex+e−x ,∫
ds(t) =

√
g sinα√
k

∫
tgh

[
(t+ C1)

√
g sinαk

]
dt; C1 ∈ R,∫

ds(t) =
1

k

∫
tgh(u); u = (t+ C1)

√
g sinαk; C1 ∈ R,

s(t) =
1

k
ln
[
cosh

(
(t+ C1)

√
g sinαk

)]
+ C2; C1, C2 ∈ R.

Využit́ım počátečńıch podmı́nek dostáváme řešeńı naš́ı počátečńı úlohy

s(t) =
1

k
ln
[
cosh(t

√
g sinαk)

]
, (2.16)

což je tvar ekvitemporálńıch křivek při odporové funkci, která je závislá na čtverci

rychlosti.
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Obrázek 2.8: Př́ıslušné ekvitemporálńı křivky pro k=5 při r̊uzných časech
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Inverzńı Po zavedeńı direktńıho problému se budeme věnovat kauzálńımu problému.

Muśıme ukázat, že odporová funkce, která je závislá pouze na rychlosti, pro ekvi-

temporálńı křivky ve tvaru (2.16), je úměrná čtverci rychlosti.

Dosazeńım (2.16) do rovnice (2.14) dostáváme rovnici ve tvaru

g sinα

cosh2(
√
kg sinαt)

= g sinα− f(ṡ).

Z této rovnice ekvivalentńımi úpravami dostáváme tvar odporové funkce

f(ṡ) = k · kg sinα
k2

tgh2(
√
kg sinαt))

a odtud již zřejmě porovnáńım s (2.15)

f(ṡ) = kṡ2.
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Závěr

Ve své práci jsem se snažil ukázat širokou škálu využit́ı inverzńıch problémů.

Dle mého názoru se při studiu na inverzńı problémy často zapomı́ná a to je velká

škoda.

Mým ćılem bylo přibĺıžit v této práci problematiku inverzńıch problémů běžnému

studentovi. Této problematice se věnovala prvńı kapitola, ve ńıž jsem uvedl in-

verzńı problémy z r̊uzných obor̊u (astronomie, mechaniky či magnetismu). In-

verzńı problémy byly vybrány z variace obor̊u, jelikož jsem se chtěl, aby každý

nalezl jemu bĺızký a př́ıpadně v něm objevil daľśı zaj́ımavé inverzńı problémy.

Praktická část této práce byla věnována řešeńı a rozv́ıjeńı inverzńıch problémů

pro dva zvolené modely tak, jak jsem naznačil v úvodu. Zprvu zavedená teorie

daného problému byla následně problémy rozv́ıjena.

U prvńıho modelu dobře promı́chané kapaliny jsme došli ke zjǐstěńı, jaké

veličiny je možné odvodit ze dvou a tř́ı naměřených hodnot koncentrace nečistot

v nádobě. Dále jsme se potom přibĺıžili reálnému řešeńı t́ım, že jsme vytvořili

aproximaci pro časově proměnnou koncentraci nečistot v přitékaj́ıćı kapalině.

U posledńıho problému jsme pak zjistili, s jakou přesnost́ı nám tato aproximace

udává hodnotu koncentrace v přitékaj́ıćı kapalině vzhledem k přesnosti měřeńı

koncentrace v nádobě. Pokud bychom problém dále rozváděli, směřovalo by se

s největš́ı pravděpodobnost́ı k problému měńıćıho se objemu kapaliny v nádobě

v čase.

Nakloněná rovina byl model, jež nám umožňoval pracovat s ekvitemporálńımi

křivkami. Zde jsme pozornost věnovali předevš́ım odporu, který p̊usob́ı na těleso

pohybuj́ıćı se po nakloněné rovině. V této podkapitole byla snaha o demonstraci
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toho, že ke každému inverzńımu problému existuje problém direktńı. Direktńı

problémy se zabývaly určeńım tvaru ekvitemporálńıch křivek při r̊uzných odpo-

rových funkćıch (pouze u prvńıho př́ıpadu, kdy jsme uvažovali pohyb bez odporu,

tomu bylo jinak). Zpočátku se tyto křivky neustále jevily jako kružnice, viz. obr.

2.7, avšak poté při nelineárńı odporové funkci se ukázalo, že ani toto neńı pravi-

dlem, viz. obr. 2.8. Invezńı problémy poté dávaly za úkol určit odporové funkce

právě z tvaru těchto ekvitemporálńıch křivek, respektive z jejich rovnic.

Závěrem bych se rád zmı́nil o velké výzvě, kterou pro mě tato práce představovala,

u řešeńı některých problémů jsem strávil opravdu mnoho času. Doufám tedy, že

kdokoli si tuto práci přečte, bude mı́t trápeńı s počty usnadněno a vpluje bez

velkých obt́ıž́ı do mnou demonstrovaných problémů.
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