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Uvod

Tématem bakaldiské préce jsou inverzni problémy pro diferencidlni rovnice.
Jednd se o problémy, které davaji zaklad pro feSeni mnoha situaci redlného svéta.
Inverzni problémy se objevuji prevazné v oborech, kde nelze ziskat data pifimo,
coz je ve védé velmi casté. [3]

Hlavnim cilem mé bakalaiské prace je aplikace znalosti diferencidlnich rov-
nic, nabytych béhem studia v novém prostiedi inverznich problému. Doufam,
Ze ¢tenafi bude po precteni jasnéjsi pojem inverzniho problému a bude rozumét
tomu, pro¢ je tak dulezitym pojmem. Specidlné ale vérim, ze ¢tenafi bude zrejmé,
pro¢ mne nadchla aplikace inverznich problému pravé pro diferencialni rovnice.

Jako dulezité vnimam objasnéni prvni ¢asti ndzvu prace, o coz jsem se pokusil
i s nazornymi ptiklady a ilustracemi v prvni kapitole. Zde pouze naznacme, Ze in-
verzni problém vétsina matematiki pozna na prvni pohled, avsak definovat jej jiz
neni uplné trividlni zalezitosti. Intuitivni pfedstava, ze slovo inverzni v nazvu zna-
mend vlastné opacny neni iplné nejstastnéjsi a nepokryva inverzni problémy kom-
pletné. Ve druhé kapitole se jiz vénuji praktickému feseni dvou ruznych problému.
Prvni z téchto problémi se zabyva modelem dobte promichané kapaliny a snazi se
vytvorit matematicky zaklad pro redlné reseni z namérenych dat. V této ¢éasti je
tedy zapotfebi pracovat s aproximacemi, presnostmi méteni. . . Oproti tomu druhy
problém je vénovan pohybu po naklonéné roviné, jedna se o takovou klasickou
skolni tlohu. Pokud tuto tlohu rozvineme a navic se na ni podivame inverzné,
nabizi ndm spoustu zajimavych moznosti. Oproti pfedchozimu problému se bu-

deme v tomto snazit o exaktni matematicky popis dané situace.



Kapitola 1

Teoretické pozadi

V této kapitole dojde k zavedeni pojm, jejichz problematikou se préace zabyva
a jiz rozviji. Terminologie bude inspirovéna piedevsim knihou [4].
Nejprve zduraznéme, ze aby bylo mozné hovorit o inverznich problémech, musi

byt zaveden pojem direktni problém.

Definice 1.1 Direktnim problémem nazveme nalezeni vystupu matematického
modelu pro dany vstup. Vstupem mohou byt proky riznijch mnozin. Casto se

jednd o namérend data nebo funkce zdvislé na case a/nebo prostoru.

Nase obecna definice direktniho problému by se tedy dala znazornit takto:

Matematicky
model

Vstup >

Schéma je tedy rozdélené na tii Casti, prvni dvé casti zname a posledni se
snazime zjistit, respektive snazime se ji dopocitat. Pii feSeni nékterych prak-
tickych tloh se o vystupu ¢asto hovoii jako o namérenych datech a o vstupu pak
jako o realite.

Schéma intuitivné nabizi otazku: Slo by zjistit taktéz vstup ¢ matematicky

model ze zbylych dvou éasti? [4, s.2] Presné tato otdzka vede k zavedeni terminu
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inverzniho problému, jelikoz jak tekl Roy Pike ,inverzni problém je opakem di-
rektniho problému® [13, prel. z angl.].

Studium inverznich problému vsak posouva i poznani problému direktnich.
[1, s.3] Jestlize totiz existuje matematicky model a k nému piislusné proménné,
pak je direktni problém fesitelny jednoznacné, nikdo vSak nemuze zarucit, ze
bude Fesitelny inverzni problém. [1, s.3| Je tedy vidét, ze Tesitelnost inverzniho
problému neni vibec zarucena.

Dalsi velkou vyzvou této problematiky jsou nepresnosti, odchylky, sum... Ty
vznikaji pii redlném méreni dat a v takovém pripadé se vyskytuje nutnost pra-
covat s aproximacemi. Je tieba také uvazovat presnost vysledného popisu reality
¢i jak presné matematicky model vyhovuje realité a datum, vice v [1, kap. 1.5].

Kazdy direktni problém indukuje dva inverzni problémy: kauzalni problém a
identifikacni problém. Tyto dva inverzni problémy vsak nejsou striktné oddéleny
a muze se stat, ze se spoji v jeden inverzni smiSeny problém. Jeden z takovych
smiSenych problému je problém rekonstrukce obrazu. [12, s.2] Asi nejcastéjsi

vyuziti tohoto problému je ve skiagrafii ¢i tomografii.

1.1. Kauzalni problém

Definice 1.2 Kauzdlnim problémem nazveme nalezeni vstupu na definované mnoziné,

kterd mize obsahovat ruzné typy prvki pro zndmiy matematicky model a viyjstup.

Matematicky
model

Vystup

N

Jedna se o velice ¢asty problém feseny v redlném svété. Obvykle piistrojem

namérite néjaka data a nasledné se snazite zjistit, co ta data vyvolalo.



Jako priklad by se dalo uvést méfeni sopecné aktivity. K témto tcelum se
vyuziva toho, ze kazda hornina ma jiné magnetické vlastnosti a tudiz mérenim
magnetického pole kolem sopky lze urcit, jaké je aktualni slozeni hornin v sopce.

Toto dobfe ilustruji obrazky pievzaté z [0]:

7
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Obrazek 1.1: Levy obrdzek ukazuje namerené magnetické pole, pravy pak zdroje
tohoto magnetického pole, tedy ony horniny

Jde tedy vidét, ze kauzalni inverzni problémy se vyuzivaji u situaci, kdy nejde
méfit primo, jako pravé u sopky.

Jako druhy ilustracni ptiklad pouzijeme tlohu s ndzvem: , Muzeme slySet tvar
bubnu?“. Odpovéd na tuto otdzku je veelku prostd. Nemuizeme. A proc? Protoze
se podafilo najit dva bubny ruzného tvaru, které emituji stejny zvuk. [3] Mluvime

tedy o nefesitelném inverznim kauzalnim problému.

1.2. Identifikacni problém

Definice 1.3 Identifikacnim problémem nazveme nalezeni matematického mo-

delu ze zndmého vstupu a vystupu.

Matematicky

Vstup model

Vystup
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Jednim ze zajimavych tesitelnych identifika¢nich problému je zakladni popsani
slunecnich cyklii. Redeni tohoto problému vytvoiil Vladimir Ladma, vice zde [9],
na zakladé myslenky Theodora Landscheidta [11]. Resenf poté jesté rozsitil Pavel
Kalenda [10].

Slunecni aktivitu lze v zadkladu popsat pomoci cyklu konjunkei velkych planet,

kdy vysledna rovnice extrému slunecni aktivity ma tvar

. t— 1o . t—1 t— 13
A=5 3 2¢
o (59,577> Tosin (85 72) * < 1025) ’
kde t1, ty a t3 jsou fazové posuny, které se vsak po urcité dobé meéni, vice opét
zde [9] a [10].

epyplske Homérove Recké stiedoveke Woll Sporerhaund

! 1 T

‘I '0‘5
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Obréazek 1.2: Vykreslenim této rovnice lze ziskat graf, ktery vytvoril P. Kalenda

V grafu jsou zaznacena i teplotni minima, ktera byla v historii naméfena
(egyptské, Homérovo,...), lze tedy vidét, ze graf odpovida skutecnosti. Proto se
velmi pravdépodobné jedna o spravné reseni tohoto identifika¢niho problému.

I u dalsitho problému zustaneme v roviné nebeskych téles. Je to problém,
ktery nema obecné analytické feseni a jedna se o znamy problém tii téles. Tento
problém se snazi o popsani pohybu ti{ vesmirnych téles, kterd se navzdjem gra-
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vitacné ovliviiuji. Jazykem, jez pouzivame pro inverzni problémy, jde o snahu
nalézt matematicky model, kdy vstupem jsou vlastnosti nebeskych téles (gra-
vitacni sily, rotace,...) a vystupem pohyb, respektive trajektorie nebeskych téles.
Toto je velmi dulezité pro nebeskou mechaniku, protoze diky feseni takového
problému by bylo mozné predvidat pohyb nebeskych téles. Analytické feseni to-
hoto problému vsak bylo nalezeno pouze pro specialni pripady. Nicméné i nadale
byla prokazovana snaha a doslo k vyvinuti metod, diky nimz se da nalézt velmi
dobra aproximace feSeni, vice v [2].

V téchto problémech se castéji stava to, ze je problém chybné zadany, nez to,
ze by nebyl tesitelny (v anglictiné je vyuzivano terminu ill-posed, ktery vyznam
vystihuje jesté o néco presnéji nez cesky preklad). Vétsinou to znamend, ze po jeho
vyTeSeni sice dostaneme matematicky model, ten vsak je tak extrémné nachylny
na infinitezimalni zménu vnéjsich podminek, ze je naprosto nepouzitelny.

Prirozené v8ak i tyto problémy chceme néjak vytesit. Proto se pouzivaji ruzné
pristupy, pfes pomocné problémy, az po numerické korekce tak, aby se feseni

chovalo co nejlépe a bylo pouzitelné s dostatec¢nou piesnosti.

1.3. Smiseny problém

V této podkapitole jen v rychlosti predstavime problém rekonstrukce obrazu.
V principu se jedna o problém, ktery je c¢asto vyuzivan v tomografii a jinych
oborech, kde jsou nameérend data roztiisténa. Z nich se pak snazime dostat obraz,
zde by se dalo hovofit o kauzalnim problému. Zaroven vSak mame snahu o to,
aby obraz byl co nejpresnéjsi (protoze data jsou nepfesnd), jinak feceno hledame
i matematicky model, ktery by data co nejlépe priblizil realite. V této chvili jde
jiz o identifikacni problém.

Toto predstaveni bylo pouze velmi strucné, avsak nutné pro pochopeni toho,
Ze inverzni problémy jsou provazané nejen s problémem direktnim, ale i navzajem.
Rozdéleni na 2 slozky (kauzélni a identifika¢ni ¢ast) bylo spise ilustraéni, pfi fesent

redlného problému je ¢asto nutnosti tyto dva problémy fesit soucasné, vice v [7].
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Kapitola 2

Prakticka c¢ast

2.1. Dobire promichana kapalina v nadobé

Problémy, u kterych dochazi
k michani dvou kapalin v nadobeé,

jsou obecné popsany rovnici

dq(t)
— c1(t) Q1 — c2(t)Q2,

kde ¢(t) [kg] je hmotnost necistot
uvnitt kapaliny v néddobé v case
t s, a(t) kg -m™) i = 1,2
koncentrace necistot v pritékajici a
vytékajici kapaling, Q; [m3-s™1]; ¢ =
1,2 objemovy prutok pritékajici a
vytékajici kapaliny. Odvozeni této
obecné rovnice nalezneme naptiklad

v [0, 8.57-58]. Z obrazku 2.1 navic

ziejmé vidime, ze prislusny tvar
rovinice odpovidd 1 nasi intuitivni ps o 921. Obecny  model  dobre
predstave, a sice, laicky feceno, ze promichané kapaliny v nddobé

zména hmotnosti bude rovna rozdilu toho, co nateklo a vyteklo.
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Koncentrace a hmotnost necistot jsou ve vztahu c¢(t) = %, kde V (t) [m?] je
objem kapaliny v daném case. Pfedchozi rovnice jde tedy psat ve tvaru

dc(t) 1

at V() 0@ = Q).

jelikoz koncentrace v nddobé a ve vytékajici kapaliné je stejnd (c(t) = co(t)), tak
piseme
de(t) 1

= @@ — @),

V nagich vypoctech se budeme nejcastéji zabyvat situaci, kdy @)1 = ()2, muzeme

tedy pfi preznaceni objemového prutoku jako () psat rovnici ve tvaru

deft) _ Q
o0 = Eenlt) - ()

Vsimnéme si, ze se V stalo z funkce casu konstantou v case, pravé diky tomu, ze
neni rozdil v objemovych prutocich. Pro vétsi prehlednost preznacime ¢ (t) jako

a(t), pak

(a(t) —c(t)). (2.1)

Zprvu se vsak budeme zabyvat pripadem, kdy a(t) = a, tedy koncentrace necistot

v pritékajici kapaliné bude konstantni v ¢ase. Pak se predchozi vztah prepise do

tvaru
de(t) @ )
Tt V(a —c(t)), déle pak
de(t) @
ct)—a th'

Po vyteseni této diferencidlni rovnice ziskavame obecné feSeni ve tvaru
Inle(t) —al = _Vt+ K'; K' € R,

lc(t) —a| = e VK K € RY. (2.2)

14



Pokud si oznacime koncentraci v ¢ase 0 za konstantu, potom se bude jednat
o pocatecni podminku ¢(0) = ¢, kterd spoleéné s rovnici (2.2) tvoii pocatecni

tlohu. Nyni tedy fesime rovnici
lco —a] = K; K € RT.

Nésledné budeme muset diskutovat absolutni hodnotu.

ad.1l

co—a=K

pro ¢y > a, coz ale na zékladé naseho modelu implikuje Vt : ¢(t) > a. Pak rovnici

(2.2) muzeme pséat ve tvaru

a po dosazeni za K i upraveni dostavame feSeni pocatecni podminky, jimz je

funkece:

c(t)=a+ (co—a)e V. (2.3)

ad.2
—a+c=K

pro ¢p < a, coz opét na zakladé naseho modelu implikuje V¢ : ¢(f) < a. Rovnici

(2.2) pak piSeme ve tvaru

a po dosazeni za K i upraveni dostavame feseni pocateéni podminky, jimz je opét
funkce (2.3).

Predstavili jsme si obecnou teorii tohoto problému, my se vSsak budeme zabyvat
vytvaienim matematiky pro prakticky piipad. Budeme tedy zjistovat, kolik hod-
not musime namérit pro urceni nékterych konstant ¢i jak presné budou spoctené

hodnoty.
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2.1.1. Prvotni problém

Jako prvotni inverzni problém budeme mit urceni hodnoty hustoty necistot
v pritoku a objemového pritoku ze znalosti hustot ve dvou riznijch c¢asech a
pocdtecni hustoty co. Zadané hodnoty jsou:

co=0,01kg-m™2,
c(t;) = 0,011 kg - m™~2,
c(ty) = 0,0119 kg - m™>, kde t; = 1 den, to = 2 dny a objem nddoby je V = 1000 1.

Pujde tedy o nalezeni vijchozich hodnot Q a a.

Vztah (2.3) si upravime do tvaru, ktery bude piihodnéjsi pro nas pristup

k feseni (za predpokladu, ze cq # a)

c(t) —a Y
Co —a
a pro nase konkrétni hodnoty
c(t1) —a _ e*%tl,
Co— a
C(t2) —a — efgtz — (€8t1>2 .
Co— Q

Dosazenim ziskdme

(c(tl) - a)2 e(ty) - a

Co— a

poté algebraickymi tpravami

. C(tg)CQ — C2(t1)
T ety) +co — 2c(ty)

Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostavame

0,0119-0,01 —0,0112

= kg - m™> =0,02kg - m>.
= 0,0119+0,01—2-0,011 & ™ UeRe
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Nyni se budeme snazit o uréeni (). Vztah pro jeho vypocet ziskdme pomoci

algebraickych tprav a vlastnosti logaritmu ze vztahu (2.3) ve tvaru

Q:—Kln <C(t)__a)’

t co—a

po dosazeni (zvolili jsme si dosazeni c(t,)) ziskdvame

Q=

1000 (0,011—0,02) | |
— In

~ *105 —.
1 0,01 — 0,02 / den 05 den

Uréili jsme tedy a jako 0,02 kg-m~3 a @Q jako 105 ﬁ, coz byl takovy klasicky

kauzalni problém.

2.1.2. Urceni proménnych ze dvou hodnot

Predchozi problém v nds muzZe evokovat otdzku, zda obecné staci 2 hodnoty
koncentrace c(t) v ruzngch éasech k tomu, aby jednoznaéné urcéovali a a Q. My se
budeme zabyvat pripadem, kdy co = 0, tedy Ze v puvodni kapaliné nebudou Zddné
necistoty. Budeme odtud ddle pouzivat znaceni c(t1) = ¢1 a c(ty) = ¢ a bude

platzt 0 <t <ts.

Po dosazeni za ¢y do rovnice (2.3) dostdvame rovnici ve tvaru

ct)=a (1 - e’%) :
Ze zadani mame hodnoty c¢; a ¢y v ruznych casech. Pokud tyto hodnoty po-
rovname, dostavame funkci zdvislou na podilu Q/V. Po zavedeni substituce
R = Q/V, muzeme psét
c
’V(R) = —1; 0 <ty <ty
Co

odtud pak
1 — e fh
VR =T

*Jednd se o znaménko aproximace, v této praci jej budeme pouzivat jak pro dva vztahy,
které si ptiblizné odpovidaji, tak pro ¢iselné hodnoty, které jsme zaokrouhlili.
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Nyni je dulezité si uvédomit, ze se snazime o jednoznacéné urceni R, to by nam
jiz nutné totiz davalo jednoznacnost @), coz je nasim cilem. Musime tedy najit

funkei f, kterd bude ve tvaru R = f(z). K tomu pouzijeme nasledujici vétu.

Véta 2.1 [10, s.39]
Je-li funkce f prostd, pak k ni existuje funkce inverzni =4 a plati (x,y) € f,
prave kdyz (y,z) € f~1.

Nase snaha sméfuje k vyuziti této podminky pro existenci inverzni funkce.

Potiebujeme tedy ukéazat, ze VR > 0 :
Y(R) >0,

nepotiebujeme ukazat VR € R, neni to v souladu s realitou, kterou se zabyvame.
Tato podminka vyplyvéa z vlastnosti monoténni funkce a nésledujiciho tvrzent,
ze pokud je funkce ryze monoténni na mnoziné, pak je i na této mnoziné prosta
(dukaz v [10, s.38]).

Spoc¢teme si prvni derivaci

tre Bl (1 — emBl2) — gy~ Til2(] — e~ fih)

Ty > 0.

Y (R) =

Jelikoz jmenovatel zlomku v této prvni derivaci je vzdy kladny, tak nerovnost lze

psat ve tvaru

tre (1 — e f2) — e fil2(1 — e~y >,
tlethl t267Rt2
>
(1 —e Bt) ™ (1 — e Bt2)

;0 <ty < to. (24)

Pokud je tedy R pevné kladné redlné ¢islo, tak se na kazdé strané nerovnice jednd

o funkci casu, kterou definujeme jako

te—Rt

F(t) := m.

Platnost nerovnice (2.4) tedy bude dokézana, pokud bude funkce F'(t) klesajici,

18



tedy

(e7ft — Rte=F1) (1 — e~ B) — Rte= 21
(1— e Rt

e ™ [(1—Rt)(1—e ™) — Rte™™] <0,

F'(t) =

< 0,

1—e™—Rt<0.
Zaved'me substituci £ = Rt > 0 a definujme pomocnou funkci
hE) =1-e &
Vysetteme jeji prubéh
R(0) =0 AR (€)= (e —1) € (—1;0) V& > 0.

Vidime, ze od bodu h(0) = 0 (jednd se pouze o pomocny bod pro vysetieni
prubéhu funkce, protoze t # 0 z poc¢atecni podminky) je funkce h(£) klesajici,
tedy V& > 0 : h(§) < 0. Tim jsme ukézali, ze F(t) je klesajici funkce V¢ > 0 a
tim jsme i ukazali, ze funkce vy(R) je rostouci VR > 0, tedy tato funkce je nutné

prostou funkci.

Podle véty 2.1 k funkei y(R) existuje inverzni funkce

z ¢eho je jiz ziejmé, ze R je dano jednoznacné a tudiz je i @ dano jednoznacné.
Jelikoz uz mame ukazanou jednoznacnost (), tak z jedné hodnoty koncentrace,

- Q M L .
tteba ¢; = a (1 — evt1>, mame i jednoznacné uréenou taktéz hodnotu a.

2.1.3. Urceni proménnych ze tii hodnot

V této podkapitole budeme rozsirovat predchozi problém, kdy budeme mit naméreny
3 hodnoty koncentrace c(t). Otdzkou bude, zda jsme schopni jednoznacné urcit

z téchto hodnot proménné cy, a a Q.
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Méme 3 rovnice (muzeme predpokladat, ze 0 < t; < ty < t3)

_Qh
cir=a+(cg—a)e 7V,

_Qt2
co=a+(cg—a)e Vv,

_Qt3
cs=a+ (co—a)e V.

Z nich po vyjadieni z prvni rovnice ¢y — a a dosazeni do zbylych dvou rovnic,

dostavame rovnice

Qt1—ta)
co=a+(cc—a)e vV,

Q(t1—t3)
cs=a+(cp—a)e vV .

Odecteme od pravé i levé strany obou rovnic ¢, pak piSeme

Q(t1—to)
co—co=a—c+(cg—a)e vV |

Q(t1—t3)
c3—cp=a—c1+ (g —a)e V.

Poté z pravé strany vytkneme a — c;, rovnice navzajem vydélime a dostavame

rovnici

Q(t1—t3)
c3 — C1 l—e v

22—t ]—¢

Qt1—ta) *
\%
Timto jsme problém pievedli na predchozi problém a ukazeme, ze opét k funkci

C3 —C1

Y(R) =

Co — (1

v (—03 — Cl) = R.
Cy — C1

Diukaz je veden stejnym zpusobem jako v predchozim problému, pouze zave-

existuje inverzni funkce

deme substituci t19 = t; — to; t13 = t; — t3, pro néz ti3 < tyo < 0. Poté je diukaz
veden prakticky stejnym zpusobem. Tim je ukazana existence inverzni funkce a

pak i jednoznacnost R, tedy i jednoznacnost Q).
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7 ptredchozich rovnic vezméme tieba rovnici

Q(t1—ta)

co=a+(cp—a)e V

a z ni vyjadfeme a, coz jednoznacné urcuje a. Obdobnym zpusobem tieba z rov-
nice

c1=a+ (¢ — a)e_%

dostavame vztah, ktery jednoznacné urcuje cp.

2.1.4. Casové proménnd koncentrace piitékajici kapaliny

V dwvodnim inverznim problému jsme si ukdzali situaci, kdy je a konstantni.
Co kdyz se ale bude ménit v ¢ase? Budeme se pak bavit o a(t) a tedy vychdzime
Jiz z obecnéjsiho vztahu (2.1), neZ se kterym jsme dosud pracovali. Napadd nds
tedy, Ze bychom néjak tuto funkci a(t) méli vyjddrit. To véak neni vibec snadné,

musime se proto spokojit s nalezenim vhodné aproximace.

Uvédomme si, ze se stale jednda o realny ptiklad a méame tudiz pouze konecné
mnozstvi dat, ze kterych budeme muset hodnotu a(t) ziskat. Data jsou pak
zadana tak, ze k jejimu vyjadieni zname objem nadoby V', avsak objemovy pritok
() naméreny mit nebudeme, mame pouze informaci, ze je stejny u pritékajici i
odtékajici kapaliny. Pro méfici ¢asy plati ¢; = th;i = 1,2,...,n — 1 (h je dané
diskretizaci ¢asového intervalu).

Vezmeéme rovnici (2.1) a snazme se vyjadrit derivaci na jeji levé strané. Vyjadireme

si nejprve derivaci zprava

c(t+h) —c(t)

0=,

a zleva, pouze si limitu prepiSseme pro h — 0

¢ (t) = lim c(t+h) —c(t) _ lim c(t — f_L) —c(t)
h—0 h—0+ h h—0+ h
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Jednd se vsak o redlny priklad a nejsme schopni dosahnout infinitezimalné malého
h, proto budeme pracovat s diferencemi a budeme je povazovat za aproximaci

dané derivace, tedy

o c(t+h) _C<t>,c’_(t) - c(t) — et — h),h ~o
h h
Véta 2.2 Pokud existuje f'(x), pak plati f’ (x) = f\(x) = f'(x). ]

DUKAZ: Plyne z vlastnosti limit.

Vyuzitim této véty jsme schopni dostat hodnotu derivace na levé strané rov-
nice. Jelikoz vSak diference jsou pouze piibliznou hodnotou, je nutné vzit jejich

aritmeticky prumeér. Vyjdéme z véty 2.2 a aproximujme pomoci diferenci takto

. d () (1) clt+h)—c(t) ct)—clt—h) c(t+h)—c(t—nh)
)=+ o 2h - 2h

Odtud pak jiz pro rovnici (2.1) muzeme psat

c(t+h)—clt—h) Q
R

Uvédomme si, ze t; + h = t;11, obdobné pak t;, — h = t;,_;. Po algebraickych
upravach a zobecnéni, kdy jsme za ¢ mohli vzit t;, pak dostavame hledanou
aproximaci
Voe(t; —c(t;i—
&(tz) ~ _C( +1) C( 1)
Q 2h

c(to) =co; co €RT; t; =ih;i=1,2,...,n—1;t, = 0.

+ c(t;); (2.5)

2.1.5. Presnost méreni koncentrace v pritékajici kapaliné

Mame jiZ zavedenu aproximaci, otdzkou vsak zustdvd presnost ziskané hod-
noty. Prirozené musi existovat souvislost s presnosti namerené hodnoty koncen-
trace mecistot v kapaline v nddobé a spoctenou hodnotou koncentrace necistot
v pritékagici kapaliné. My se pravé budeme snazit tuto souvislost objasnit.
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Reknéme, Ze redlnd hodnota koncentrace v case t; je c(t;), my vsak mdme
dostupnou v case t; pouze hodnotu c;, kterd byla namérena s presnosti € (jednd

se nutné o nezdporné ¢islo), tedy
lei — c(t;)| < e.

Predpoklddejme, Ze mérent bude zkalibrovano tak, aby pro c¢asové kvantum, o néjz
se ¢as jednotlivijch mérend lisi, platilo h = C’eé, kde samozrejmé must platit, Ze
C e R

Nasim zajmem je zjistit, s jakou presnosti jsme schopni urcit a; z namérenych

hodnot pomoci nasi aproximace (2.5) oproti redlné hodnoté a(t;).

V této kapitole budeme vyuzivat specialni piipad znaceni O.

Definice 2.3 Symbolem f(x) = O(g(z)) rozumime, Ze
1)

=0t g(x)

< +00

kde g(x) je funkce nezdpornd pro vsechna x € U(0),x > 0, g(0) = 0.

Blize k tomuto zna¢eni napiiklad v [%, s.295].
Zprvu si napocitejme Tayloruv rozvoj pro koncentrace necistot v kapaliné

v nadobé prti ¢asech t;1 a t;_1, tedy

/! tz /1 tl 0 h

c(tinr) = clt; + h) = c(t;) + ¢ (t)h + Cé—,)fﬂ + %h{ 0, € (0,1),
/! tz /1 tz 6 h

c(tiiy) = clt; — h) = e(t;) — ¢ (t:)h + Cé—')hz - %hi 0, € (0,1).

Spoctené hodnoty vyuzijeme, abychom si vyjadrili zlomek v aproximaci (2.5)

(tin) = cltion) _ 2he/(t) + SO p3 4 o) s
2h 2h

g c’”(ti+91h) 2 c’”(ti+92h)
=)t Mt

h?, 615 € (0,1).
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Pouzili jsme Tayloruv rozvoj se zbytkem, v némz se nachazi treti derivace dané
funkce, abychom vsak toto mohli udélat, musime predpokladat, ze treti derivace

je spojita a omezena. Pravé diky omezenosti tieti derivace je mozno psat

¢ (t;+61h) h2 + " (ti+02h) h2 M 10 h M 1 0o
lim 2:3! 2:3! — lim " (ti + 6, )+C (t; + 02h) < 1o
h—0+ h? h—0+ 12 12

Timto jsme ovéiili, ze se jedna o funkei typu O(h?) a ted tedy muzeme predchozi
rovnost psat ve tvaru

c(tiv1) — c(ti-1)

57 =c(t;) + O(h?). (2.6)

Pozastavme se pouze kratce nad tim, pro¢ bereme h — 07, uvédomme si, ze
h=Ces ac vyjadiuje presnost méfeni. Snahou u kazdého méteni je, aby jeho
presnost byla co nejvyssi, tedy aby cislo €, ve smyslu, jak jsme si jej definovali,
bylo co nejmensi, v limitnim ptipadé nulové. Pro nas pripad to znamena, ze se
zabyvame situaci, kdy ¢ — 0" = h — 07.

Nynf si pFepiSme ndm jiz zndmou obecnou rovnici (2.1) do tvaru

a(t) = gc’

Tato rovnice je vlastné po dosazeni redlnych hodnot ¢(t;); t; = ih; i =0,1,2,....,n

(t) + e(t). (2.7)

vztahem, ktery ndm déva teoreticky presnou hodnotu a(t;); t; = ih; i =0,1,2,...,n.
Pro rozdil hodnot a(t;) (vyjddiend vztahem (2.7)) a a; (vyjddiend pomoci apro-

ximace (2.5)) dostdvdme vztah

a; — a(tl) = g% + Ci — gC,(tz) — C(tz)

Do tohoto vztahu dosadime za ¢/(t;) ze vztahu (2.6), pak tedy

a; — a(ti) _ KM + e — Kc(tiJrl) - c(tifl) + KO(hQ) . C(ti).

Q 2h Q 2h Q
Pro absolutni hodnotu rozdilu a; — a(t;) pak piseme

V| e — et
LY e = eltiog
Q oh

Cit1 — c(tiz1)
2h

<K € —I—K €
T Q203 Q2063

la; — a(ty)] < g e — elt)] + O(h?) <

+ e+ O(C2),
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Na zékladé limity

lim %2021/3 + %2021/3 te i Vo3 e | V
e—0+ €2/3 ot |[CQe3 e CQ
a vlastnosti funkce O, zavedenych tieba zde [, $.295-296] a[| 1], muzeme piedchozi

nerovnost prepsat do tvaru rovnosti (pro e — 0%)
la; — a(t;)| = O(e*/?).

Toto ndm vlastné popisuje rychlost nérustu presnosti méfeni a(t;) jako rychlost

poklesu funkce €2/3.

2.2. Naklonéna rovina

V této kapitole budou postupné rozebrany inverzni problémy, které nam,
jakozto direktni problém, generuje pohyb po naklonéné roviné.
Zakladnim kamenem této kapitoly bude rovnice volného padu, ktera je obecné

ve tvaru diferencidlni rovnice

d’h(t) K dh(t) Py
@ m _g<1_ﬁ> =0

kde h je pocatecni vyska volného padu, t je doba padu, m je hmotnost padajiciho
telesa, g tihové zrychleni, p, hustota prostiedi a p; hustota télesa. V rovnice se
taktéz vyskytuje K, coz je konstanta, ktera je zavisla na tvaru télesa a charakte-
rizuje linedrné aproximovanou dynamickou odporovou silu, vice v [15].

Regenim této diferencidlni rovnice je (pfi pocateéni podmince v(ty) = 0)

funkce, kdy v(t) = dht)

dt

- Pp m( —5t>

o) =g (1=L2) (1 — e it),
(t) g( pt>K

viz [15]. Tato rovnice pro K — 0" a p, = 0, tedy pfi zanedbéni odporu prostredi
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a dynamické odporové sily, predchézi do tvaru

o(t) = lim {g (1 - pﬂ) Z(1- eﬁ)} ,

—%t 1
pr— l.
v(t) =gt lim &
v(t) = gt,
U
1 2
h(t) = F9t ho; ho = h(to). (2.8)

Toto je tvar rovnice volného padu, kterou ve svych pracich pouzil Galileo Galilei
(ta byla ve tvaru hg = 0), proto se o rovnici (2.8) pii hg = 0 budeme bavit jako

o Galileiho zakonu volného padu a z ni budeme také vychézet.

Jelikoz jiz mame prodiskutovan volny pad, tak je jesté tieba se podivat i
na pohyb po naklonéné roviné bez odporu. Postup odvozeni je inspirovan [4,
$.98]. Méjme tedy jednoduché schéma, kdy se pohybuje hmotny bod o jednotkové

hmotnosti po naklonéné roviné.

Obrazek 2.2: [1] Naklonénd rovina

Toto schéma i dalsi v této kapitole budou brany jako vertikalni dvojrozmeérné
modely reality. Z Druhého Newtonova pohybového zakona (tzv. Zdkona sily)
mame vztah

F = ma,
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kde F je sila pusobici na hmotny bod, m hmotnost télesa a a zrychleni ve sméru

sily. Budeme se snazit o vyjadreni sily pusobici ve sméru naklonéné roviny
ma = mgsin «,
v nasem pripadé predpokladame m = 1 kg, pak tedy

d*s(t)
dt?

=a = gsinaq,

kde s je vzdalenost od pocatku roviny po hmotny bod. Pohyb zac¢ina z klidu

a z pocatku, mame pocatecni podminky %(O) = 0, s(0) = 0. Jedna se tedy
o pocatecni ulohu, jejimz feSenim je funkce

s(t) = th sin a. (2.9)

Pievedme si rovnici, kterou méme v poldrnim souiadnicovém systému, do

pro nés znamejsiho kartézského souradnicového systému tak, jak je naznaceno na

schématu v obrazku 2.2. Pravé podle tohoto schématu vidime, ze pro souradnice

polohy hmotného bodu v soustavé os xy plati
x(t) = s(t) cos v,

y(t) = s(t) sin

jedna se vlastné o kolmé pruméty vzdalenosti s na osy xy. Méjme nyni pevné dany
c¢as, ktery si oznacme T', béhem néhoz bude probihat pohyb po naklonéné roviné.
Dosadme nyni do rovnic drdhu vyjaddienou vztahem (2.9), kde za ¢ bereme T'
(pro zjednoduseni piseme x = z(7T); y = y(7T'))

T = gTQ sin o cos

Y = gTQ sin asin av.

Diky tomu, ze a je odchylkou naklonéné roviny od vodorovné osy x, tak cosa > 0
(sin v > 0 je ziejmé z redlné podstaty problému). Prvni rovnici diky tomu muzeme

umocnit do tvaru
g . g
2% = ETQ sin? aZT? cos® a
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a vyuzitim druhé rovnice lze psat

X

2

Poté tupravami dostavame

9

= ygT2 cosa=vy (—T2 — QT2sin2 a) =y (

2

22 4P — 2y£—7T2 i

i

9 2 )
=T — .
2 2 Y

-
4 4

2 2
#o (-3 - ()

4 4

coz je zrejmeé rovnice kruznice, kterd ma polomeér %TQ, a celd lezi pod osou x, jiz se

dotyka pouze v pocatku, tedy bodu [0,0]. Dobré je si povsimnout, Ze prumér této

kruznice je T 2| coz je konstanta figurujici ve vztahu (2.9) po dosazen{ konstanty

T za t. Krivka, kterou popisuji body, jichz je dosazeno pii pohybu hmotného

bodu po ruzné naklonénych rovinach bez odporu za konstantni ¢as, je kruznici,

ktera se dotykd osy x v misté pocatku pohybu.

2.2.1. Bez odporu

Obrazek

problému

2.3:

Tlustrace

prvotniho

Inverzni kauzalni Prvotni problém
se zabyva pripadem, kdy mna cdstici
o jednotkové hmotnosti pusobi kon-
stantni gravitacni sila a nepusobi od-
porova sila. Ukolem je ukdzat, Ze cas,
za nejz se castice dostane z libovolného
bodu kruznice do jejiho nejnizsiho bodu,
je konstantni (neboli nezdvisly na volbé
bodu kruznice, odkud pohyb zacind).

Problém je ilustrovan na obrazku
2.3, pokud zachovame stejné znaceni,
pak Alrcosg,rsing| a BJ0,—r|, kde
¢ € (0,21) A ¢ # 3m. Pohyb z bodu
A do bodu B je pak ve sméru vektoru
u=B—A=(—rcosp,—r —rsinyp).
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Na obrazku 2.3 je zaveden tihel ¢ jako tihel mezi vektory u a (0,-1), ktery mé

stejny smér jako gravitacni sila. Ze znalosti skalarniho soucinu lze psat
u- (0,=1) = ful |(0, =1)[ cos 1),
odtud tedy

(1 + sinp)

r+rsing = |u|cosy = cosy = al
u

Podle 2. Newtonova zakona lze pro gravitacni silu psat
F, = mi(t)
a tim, Ze se jedna o pohyb po naklonéné roviné, plati také pro tuto silu
Fy = mgcos.
Nyni se tedy jedna o diferencidlni rovnici s po¢atecnimi podminkami
5(t) = gcostp; s(0) =0a $(0) =0,

jejimz reSenim je funkce

s(t) = th cos 1.

Je vsak zfejmé, ze s(t) = |u| a tedy je mozné psat

t2:2 lu| :2 lul? :2r2cos2g0—|—7"281n2g0+7“2+2r281ng0:g
gcosy gr(l+4sing) g r(1+ sing) g’
odtud pak

t:2\/z
g

Z vyse uvedené rovnosti jiz lze zietelné vidét, ze cas pohybu po naklonéné roviné

v tomto pripadé je nezavisly na umisténi bodu A na kruznici.
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Inverzni identifikaéni V tomto problému pujde o zjisténi tvaru krivky ze zna-
losti ¢asu pohybu po naklonéné roviné a daného bodu, ktery bude vZdy nejniZsim
bodem naklonéné roviny (za predpokladu konstantni gravitacni sily a Zadného od-
poru). Bude tedy treba ukdzat, Ze se jednd o kruznici, jejimz nejnizsim bodem je

prdavé dany bod.

Pokud umistime pocatek soustavy souradnic do onoho bodu (nazvéme jej B,
pro korespondenci s direktnim problémem), bude poté naklonénd rovina s vodo-

rovnou osou svirat odchylku .

B

Obrazek 2.4: Pohyb po naklonéné roviné za dany ¢as do konkrétniho bodu

Z tohoto obrazku jiz jde zfejmeé vidét, ze sin § = %, coz je opét diferencialni
rovnice s pocatecnimi podminkami $(0) = 0 a s(0) = 0. Jejim fesenim je tedy
s(t) = %sinﬁg, coz je vzdalenost z bodu A do bodu B. Za predpokladu, ze
pifslusnd kiivka bude kruznici, kterou bod A opise, tak pro 8 = 7 by se mélo
jednat o prumeér této kruznice, tedy d(t) = %g = r(t) = %g a pro stied této
kruznice v takto zvolené soustavé soufadnic dostdvame soufadnice S|0, % qgl.
Posledni pfipravnou ¢innosti je potfeba urceni souradnic bodu A[s,, s,|. Uvédomme
sa(t) e

si v8ak, ze diky odchylce  muzeme psat cos S = O s¢(t) = Sgsin B cos 3,
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obdobné pak sin § = iy(—(t? = s5,(t) = %g sin? 3.
Tyto ziskané poznatky nyni aplikujeme v obecné rovnici kruznice, tak dostavame
rovnici ve tvaru

t2 2 t2 t2 2 t4
<§g sin 3 cos B) + (Eg sin? f — Zg) = Egz, (2.10)

po sérii algebraickych tprav ziskdvame rovnici ve tvaru
sin? 3 (0052 B+ sin? 5 — 1) =0.

Tato rovnice je zfejmé splnéna pro libovolné i ¢t (jedna se totiz o identitu
0 = 0, kterd je vzdy pravdiva), jelikoz jsme pii ipravé pouzili sérii ekvivalentnich
uprav, dokédzali jsme i platnost puvodni rovnici (2.10). Ukézali jsme tedy, ze pii
takto zadaném pohybu po naklonéné roviné bude pocateéni bod A vzdy lezet na
kruznici, jejiz nejnizsi bod je pravé bod B.

Vsimnéme si rozdilu tohoto inverzniho problému oproti identifikaci tvaru
krivky v teorii kapitoly. Rozdilem je, Ze v teorii kapitoly jsme znali bod, ze kterého
pohyb zacinal a poté rovnici s(t) = ¢ sin a, kdezto v tomto inverznim problému
zname bod, do kterého pohyb sméfuje a informaci, ze ¢as pohybu po naklonéné
roviné je konstantni. Nicméné ve chvili, kdy jsme v inverznim problému ziskali
rovnici s(t) = %Sin Bg, bylo mozné postupovat prakticky stejnym zpusobem
jako v teorii. Rozhodl jsem se vsak ukazat i druhy mozny piistup, ktery se lisil
v predpokladu, Ze se jedna o kruznici. Bylo tedy pak nutné napocitat parame-
try predpokladané kruznice, dosadit je do obecné rovnice kruznice a museli jsme

dostat pravdivé tvrzeni.

2.2.2. S linearnim odporem

Od tohoto problému déle bude pozornost vénovana pohybu po naklonéné ro-
viné ¢astice o jednotkové hmotnosti. Tento pohyb bude vzdy z fixniho bodu a jiz
ve vypoctu bude zahrnuta i odporova sila zavisla na draze, rychlosti. . . Direktnim
problémem pak bude identifikace ekvitemporalnich kiivek (tj. kiivek, které v kartézské

soustave souradné davaji do pomeéru soutradnice bodu x a y, kterych je dosazeno za
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dany konstantni ¢as pii ruznych hlech) a inverznim bude praveé uréeni prislusné
odporové funkce z rovnice téchto kfivek. Déle bude pouzito znaceni s = s(t),

§=35(t). ..

f(sy)$y. . .)

Obrazek 2.5: Pohyb hmotného bodu o jednotkové hmotnosti po naklonéné roviné
s odporovou funkci

Odpor zavisly na rychlosti

Direktni V prunim pripadé budeme uvaZovat pohyb po naklonéné roviné, kdy

bude odpor charakterizovan odporovou funkei ve tvaru f(s) = ks; k € RT.

Budeme vychdzet z podobnych tvah, jaké vedly ke vztahu (2.9), pouze je
budeme rozsitovat i pro situaci, kdy mame uvazovat odpor. Uhel, ktery svira
naklonénd rovina s vodorovnou osou, je a jako na obrazku 2.5. Pohybova rovnice
je pak ve tvaru

§=gsina — f($),

tento tvar pifimo vyplyva z obrazku 2.5 a zakladnich znalosti vektorového poctu.
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Po dosazeni pak dostavame nehomogenni diferencialni rovnici
5+ ks=gsina.

Tato diferencialni rovnice spoleéné s podminkami $(0) = 0; s(0) = 0 tvoii poc¢atecni
ulohu. K obecnému teSeni lze dojit tfeba metodou specidlnich pravych stran.

Prislusna homogenni diferencialni rovnice ma obecné feseni ve tvaru

s=C1+ Cge_kt.

Obecné feseni nehomogenni diferencialni rovnice ziskdme ptictenim jednoho par-

tikularniho feseni k obecnému teseni piislusné homogenni diferencialni rovnice.

gsina

.1 a v tom piipadé je obecnym

My jsme nasli partikuldrni feseni s,(t) =

feSenim puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice

sin a
s =0} + Coe ™™ + gEna
Nyni jiz vyuzitim podminek $(0) = 0; s(0) = 0 dostavame feseni poc¢atecni tlohy,
jimz je funkce

s = P(t)sin«, (2.11)

kde P(t) = %(e ™ + kt — 1) je prumér kruznice, pokud je ¢as fixni. Toto tvr-

zeni lze dokazat velmi podobnym zpusobem, jako byl ukéazén v teorii ivodem

této podkapitoly tvar kiivky, které dosdhnou pii pohybu po naklonéné roviné

bez odporu za konstantni dobu pohybu. Tedy opét pro polohu hmotného bodu

v kartézskych soutradnicich napiseme na zakladé obecného obrazku 2.2 rovnice
x(t) = scosq,

y(t) = ssina.

Dosadime
x(t) = P(t)sina cos

y(t) = P(t)sinasin a,
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analogickym zpusobem jako v uvodu kapitoly pokracujeme
2?(t) = P*(t) sin® acos® a = y(t) P(t) cos® aw = y(t) (P(t) — P(t) sin® o) =

=y(t) (P(t) = y())

a Upravami dostavame

20+ - w072 + (20) - (F0) <,

3 (t) + (y(t) - @)2 = <¥)2.

P

5 ) a tedy prumérem P(t).

Toto je jisté kruznice s polomérem (

Postup lze obecné psat pro rovnice tvaru

s=dsina,d € RT,

vlastné bychom predchozi postup prepsali, pouze bychom P(t) nahradili d. Pak

tedy kazda rovnice pohybu po naklonéné roviné v tomto tvaru bude rovnici

kruznice s prumérem d. V naSich poctech se ¢asto bude stavat, ze na pozici d

bude funkce ¢asu, pokud se vsak za ¢as dosadi konkrétni hodnota, tak pirislusna

funkce opét prejde v cislo.

Je vSak tfeba ovérit, zda ptislusné feseni odpovida skutec¢nosti, tedy zda pro

k — 0T prumér P(t) konverguje k hodnoté bez odporu, tedy é—’tQ. Pro vypocet

této limity lze vyuzit L’Hospitalova pravidla.

Véta 2.4 [10, s.79]l’Hospitalovo pravidlo(varianta 0/0)
Necht plati

1. funkce f,g magi derivace v prstencovém okoli P(a) bodu a € RT,

2. lim, ., f(x) =0, lim, ,, g(x) =0,

3. emistuje vlastni nebo nevlastni lim,_,,

~

(z)

g(x

Pak existuje i lim,_,, a rovnd se K. (Totéz plati i pro jednostranné

~

limity.)
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Lze taktéz formulovat znéni této véty pro variantu oo/oco, zména by byla pouze

v druhém kroku, kdy by limity byly rovny +oc.
Vypocet poté realizujeme takto:

—kt kt —1) 1 —t —kt ARD t2 —kt t2
lim gl + )1:H lim —g( e T4 lim 225 — 9%

k—0t k2 k—0+ 2k k—0t 2 2

=

Je mozné si vSimnout, ze se zvétsujicim se Casem t narustd i prumér P(t)
(pfi fixnim k). Vyuzijeme vlastnosti monoténni funkce, stejné jako v éasti 2.1.2.
Urceni proménnych ze dvou hodnot, tedy podminkou pro to aby byla funkce P(t)
rostouci je

P(t) = (1- e‘kt) > 0;Vt:t >0,

EN NS

g —kt

pricemz ziejmé plati £ > 0 a z pozadavku 1 — e

. > 0 dostavame t > 0, coz

taktéz vyhovuje a tedy plati i P(t) > 0.
Otazkou zustava, jaka

je rychlost narustu. To

=

O NWRUUOONOOOO

jsme jiz vlastné zjistili,

Uméru

jedna se totiz o funkci

o

P(t), coz vyplyva ze sa-
motné definice derivace.
Pro plnou predstavu, jak

se onen polomér chova, je

Rychlost narlstu pr

tfeba znat jesté rychlost

nrustu pro t — 0" a Eas

t — +oo:
lim P(t) =0, Obréazek 2.6: Pribeh funkce P(t) pro k=1
t—0t+

lim P(t) = 2.

t——+00

o
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Smyslem néasledujiciho grafu je demonstrovat rychlost narustu poloméru, ktera

je zanesena do grafu v 2.6 na ekvitemporalnich kruznicich.

, t sin(@) ——
9,81-(e't+t41) sin(a)

10 L I I
-10 -8 -6

Obrazek 2.7: Porovndni linedrné rostoucitho pruméru a priuméru v (2.11) pro
k=1; g~ 9,81; t ={1,2,...,10}

Inverzni Diky tomu, Ze je dan direktni problém, se muzeme bavit o inverznim
problému. V tomto pripadé piujde o kauzdlni problém, kdy bude otdzkou zjistit,

zda obecnd odporovd funkce f($) pro ekvitempordlnd krivky, kterymi jsou kruznice
s = P(t)sin«

s polomérem P(t) md nutné tvar f(3) = ks;k € RT.
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Prvnim krokem je zjistit, jak f($) zavisi na sin « (predpokladejme, ze f(0) =
0. Jinak feceno, musime ukézat, ze (sub.: sina = o)
foP(t)) = o f(P(1)), (2.12)
kde o € (0,1), jelikoz « € (0, 7). Pohybovou rovnici tedy prepiSeme do tvaru
Bty = go — f(P(t)o).

odtud (sub.: P(t) = z)

f(z0)

coz ale plati pouze pro o € (0,1). Vidime, ze 2> je nezdvislé na o a diky tomu

je mozné psat

¢imz jsme dokézali (2.12) pro libovolné z (v piipadé kdy o = 0 je dukaz trividlni).

Také muzeme zavést 0 = ¥ = w = 0z(= $§), kde w € (0,2) a pomoci jiz

dokdzaného vztahu (2.12) je mozné psét

GG

o
V4 zZ O

flo2) _ fw)

z ¢ehoz vyplyva, ze @ = k, kde k je kladnd konstanta. To znamena, ze odporova
funkce je imérnd rychlosti, tedy ze f($) o< *$ . Ukézali jsme, ze pro piipad, kdy
maji byt ekvitemporalni kiivky kruhy a odporova funkce je zavisla na rychlosti,

je skutecné ve tvaru f($) = ks, k € RT.

Odpor zavisly na draze

Direktni Ve druhém direktnim problému se budeme bavit o odporové funkci ve

tvaru f(s) = ks; k € RY, « zustdvd stejnym ihlem.

Pohybova rovnice pak jiz dle o¢ekavani vypadé takto:

§=gsina—ks= 5+ ks=gsina.

*Jednd se o znak umeérnosti, ktery nam ik, ze y x x & y = kx, k € R.
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Spolu s podminkami $(0) = 0;s(0) = 0 tvoii pocatecni dlohu, jejimz Fesenim je
funkce

s = P(t)sina,

kde P(t) = (1 — cos(vVkt)) (k nalezeni obecného feseni lze opét vyuzit me-
todu specidlnich pravych stran obdobné jako v kapitole 2.2.2. Odpor zavisly na
rychlosti) a opét se jednd o polomér ekvitemporédlniho kruhu.

Stejné jako u minulého problému je tieba ovérit, zda pro k — 07 polomér od-
povida realité, tedy zda konverguje k hodnoté bez odporu, ktera je dana Galileiho
zakonem volného padu. Takze obdobné jako u predchoziho problému

ra gt . sin(Vkt) gt* . sin(Vkt) gt*

. g
| Z(1 — kt)) = = 1 S S A SNV
Jim (L —cos(VE)) = lim =7 = T lim =22 = 5,

coz zase odpovida.

Inverzni Opét ukazeme velmi podobnym zpusobem jako u predchoziho direktniho

problému, Ze f(s) o s.

Rozdil oproti predchozimu pristupu je, ze ukdzeme

floP(t)) =of(P(t));0 € (0,1), protoze a € (0, ) (2.13)

a prirozené tedy i v myslence pouzijeme sub.: P(t) = z. Pisme tedy analogicky

predchozi inverzni 1loze

Timto jsme dokézali (2.13). Naprosto stejnymi tivahami jako v predchozim problému
ukdzeme, ze f(s) x s. Vidime tedy, ze ndmi zvoleny tvar odporové funkce zase

zajistuje kruhovy tvar ekvitemporalnich kiivek a naopak.
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Odpor zavisly na draze i rychlosti

Nyni jiz muzeme prejit k teseni komplexnéjsiho inverzniho problému. Tim
bude nalezeni odporové funkce, kterd vsak bude zdvisld jak na drdze, tak na rych-

losti, zapsdano f(s,s), z rovnice ekvitempordlni krivky

s=g(1—(1+t)e ") sina.

Budeme vychézet z obecného tvaru pohybové rovnice pro nas piipad a po

napocitani s a dosazeni do néj ziskavame rovnici ve tvaru

t

gsina(e™ —te ) = gsina — f(s, 3).

Tu upravime na tvar
f(s,8) =gsina(l — (1 —t)e™),
coz lze Sikovné rozepsat na tvar
f(5,8) =g(1 — (1+t)e ") sina+ 2gte " sina
a odtud jiz zfejmé
f(s,8) = s+ 2s.
2.2.3. S nelinearnim odporem
V této kapitole se budeme vénovat stale stejnému typu problému, pouze s tim

rozdilem, ze odporova funkce bude nelinearni vzhledem k s, s...

Direktni Musime zacit direktnim problémem, ve kterém bude Te¢ o odporové

funkci tvaru f(3) = ks>, Ukolem je nalézt tvar ekvitempordlnich krivek.

Zde zacneme stejné jako v predchozich problémech, vyjdeme z obrazku 2.5 a

vytvoiime pohybovou rovnici ve tvaru

§=gsina — f($), (2.14)
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odtud
§4 ks> = gsina.
Tato rovnice spolecné s podminkami s(0) = 0 $(0) = 0 tvoii poc¢atecni ilohu.
Nyni zavedeme substituci v = § (v je také funkei ¢asu), rovnice pak nabyva

tvaru

0+ kv? = gsina,

tu vyresime napriklad metodou separace proménnych,

d
d—::gsina—kUQ,
dv _u
gsina — kvz
1 dv _ g
gsina1_< N )2_ '
V9Vsina

Obeé strany rovnice integrujeme pomoci substituéni metody, kdy substituujeme

b= Vv

Taena Pak na zakladé tabulky primitivnich funkef ze [16, 5.96]

1 db
Vkgsinal —b?

argtgh(b) = (t + C1)\/kgsina; C; € R.

= dt,

Obecné feSeni ma tvar

v = %tgh [(t + Ch) \/gsinak] ; Ch € R.

V tomto okamziku navratime do rovnice § skrze substituéni podminku (tedy

za v dosadime $):

5(t) = %tgh [(t + C1) v/ gsin ak} ; Cp eR. (2.15)

Rovnici vyfesime, vyuzijeme k tomu vztahu [ tgh(z)dz = In(2 cosh(z))+¢; ¢ € R,
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et—e "

eT4e— % Y

/ds(t) - —Vgs\/%no‘/tgh [(H(Jl) \/m] dt; C) € R,
/ds(t) = %/tgh(u); u=(t+C))/gsinak; Cy €R,

s(t) = %ln [cosh ((t + C’l)\/gsiTak’ﬂ + Cy; C1,Cy € R.

ktery lze odvodit ze skutecnosti tgh(z) =

Vyuzitim pocatecnich podminek dostavame teseni nasi pocatecni tlohy

1
s(t) = % In [cosh(t gsin ak‘)} , (2.16)
coz je tvar ekvitemporalnich kiivek pii odporové funkci, kterd je zavisla na ctverci
rychlosti.
| | | | | | |
t=1 ——
t=2 ——
t=5
t=10
> 0 - t I -
5 10 15
5 - _
10- R
15 L | | | | | J
-15 -10 -5 0 5 10 15

Obrazek 2.8: Prislusné ekvitempordlni kiivky pro k=5 pri ruzniych casech
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Inverzni Po zavedeni direktniho problému se budeme vénovat kauzdlnimu problému.
Musime ukazat, Ze odporovd funkce, kterd je zavisld pouze na rychlosti, pro ekvi-

tempordlni krivky ve tvaru (2.16), je imérnd ¢tverci rychlosti.

Dosazenim (2.16) do rovnice (2.14) dostavame rovnici ve tvaru

gsina

cosh?(y/kgsin at) = gsina = f(3).

Z této rovnice ekvivalentnimi upravami dostavame tvar odporové funkce

kg sin

12 —2———tgh*(\/kgsinat))

f(3) =k-
a odtud jiz zfejmé porovnanim s (2.15)

f(3) = k&
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Zaver

Ve své préci jsem se snazil ukazat sirokou skdlu vyuziti inverznich problému.
Dle mého nazoru se pii studiu na inverzni problémy casto zapomina a to je velka
skoda.

Mym cilem bylo ptiblizit v této praci problematiku inverznich problému béznému
studentovi. Této problematice se vénovala prvni kapitola, ve niz jsem uvedl in-
verzni problémy z ruznych oboru (astronomie, mechaniky ¢ magnetismu). In-
verzni problémy byly vybrany z variace oboru, jelikoz jsem se chtél, aby kazdy
nalezl jemu blizky a piipadné v ném objevil dalsi zajimavé inverzni problémy.

Prakticka cast této prace byla vénovana feseni a rozvijeni inverznich problému
pro dva zvolené modely tak, jak jsem naznacil v ivodu. Zprvu zavedena teorie
daného problému byla nasledné problémy rozvijena.

U prvniho modelu dobfe promichané kapaliny jsme dosli ke zjisténi, jaké
velic¢iny je mozné odvodit ze dvou a tif naméfenych hodnot koncentrace necistot
v nadobé. Déle jsme se potom priblizili redlnému feseni tim, ze jsme vytvorili
aproximaci pro ¢asové proménnou koncentraci necistot v pritékajici kapaliné.
U posledniho problému jsme pak zjistili, s jakou pfesnosti nam tato aproximace
udava hodnotu koncentrace v pritékajici kapaliné vzhledem k presnosti méreni
koncentrace v nadobé. Pokud bychom problém dale rozvadéli, smétovalo by se
s nejveétsi pravdépodobnosti k problému méniciho se objemu kapaliny v nadobé
v case.

Naklonéna rovina byl model, jez nam umoznoval pracovat s ekvitemporalnimi
krivkami. Zde jsme pozornost vénovali predevsim odporu, ktery pusobi na téleso

pohybujici se po naklonéné roviné. V této podkapitole byla snaha o demonstraci
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toho, ze ke kazdému inverznimu problému existuje problém direktni. Direktni
problémy se zabyvaly urcenim tvaru ekvitemporalnich kfivek pfi ruznych odpo-
rovych funkeich (pouze u prvniho piipadu, kdy jsme uvazovali pohyb bez odporu,
tomu bylo jinak). Zpocatku se tyto kiivky neustéle jevily jako kruznice, viz. obr.
2.7, avsak poté pri nelinearni odporové funkei se ukazalo, ze ani toto neni pravi-
dlem, viz. obr. 2.8. Invezni problémy poté davaly za tkol urcit odporové funkce
praveé z tvaru téchto ekvitemporalnich kiivek, respektive z jejich rovnic.
Zavérem bych se rad zminil o velké vyzveé, kterou pro meé tato prace predstavovala,

u Teseni nékterych problému jsem stravil opravdu mnoho casu. Doufam tedy, ze
kdokoli si tuto praci precte, bude mit trapeni s pocty usnadnéno a vpluje bez

velkych obtizi do mnou demonstrovanych problému.
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