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Uvod

Cilem této prace je popsat rizné metody pro urceni odhadt regresnich para-
metrt a nasledné pouziti téchto metod pfi feseni konkrétniho prikladu. Prace je
zalozena na regresni analyze, ktera je snad nejpouzivanéjisi statistickou metodou,
protoze je ji potieba v kterémkoli odvétvi, kde nés zajimé vyjadieni vztahu dvou
a vice zavislych proménnych.

Prvni kapitola bude obsahovat zakladni informace o regresnim modelu. Budou
uvedeny predpoklady regresniho modelu, jez se predevsim v nasledujicich dvou
kapitolach stanou stézejnimi. Bude pfedstaven linearni regresni model a specialné
klasicky linearni model, jez bude uvazovan az do konce této prace.

Druha kapitola bude vénovana metodé nejmensich ¢tvercti, jakozto nejznaméjsi
metodé pro vypocet regresnich koeficientti. Tato metoda je vyucovana ve vétsiné
statistiskych kurzt a je téz hojné uzivana pro své odhady s vyhodnymi statis-
tiskymi vlastnostmi. Objasnéna bude nejen podstata metody nejmensich ¢tverci,
ale budou téz uvedeny duvody k jejimu pouziti a situace, kde je jeji vyuziti
vhodné. Pro lepsi pochopeni principu metody nejmensich ¢tverci bude text obo-
hacen o geometrickou interpretaci celé metody.

Dalsi stru¢na kapitola bude vénovana tivodu do problematiky metody maxi-
malni vérohodnosti. Obé jiz zminéné metody odhadu regresnich koeficientd jsou
vyhodné v ptipadé, Ze jsou rezidua normalné rozdélena. Pokud tato zédkladni pod-
minka neni dodrzena, metoda nejmensich ¢tvercti i metoda maximalni vérohod-
nosti podavaji velmi zkreslené odhady parametri, mizeme tedy Tici, ze odhady
takto porizené jsou velmi citlivé na poruseni predpokladu normality.

Vyse uvedeny problém je fesitelny pouzitim robustni regrese, kterad narozdil
od metody nejmensich ¢tvercii nepfedpoklada norméalni rozdéleni rezidui a neni
tedy nachylna na vyskyt odlehlych pozorovani ¢i na rezidua, jez maji rozdéleni
s dlouhymi chvosty. Tomuto tématu bude vénovana dalsi ¢ast prace, kde bude
strucné predstaveno nékolik zdkladnich robustnich metod pro odhad regresnich

parametri.



V zavérecné ¢asti prace budou vSechny metody demonstrovany na nasimulo-
vanych ptikladech, které by mély dostatecné vystihnout vSechny uvedené pripady
kontaminace modelu a zaroven by z nich mélo byt patrné, jaké odlisnosti jednot-

livé regresni metody vykazuji.



1. Regresni analyza

Slovo regrese by se dalo prelozit jako tpadek ¢i zpétny vyvoj. Na prvni po-
hled zde neni zadna souvislost mezi vyznamem tohoto slova a pricipem regresni
analyzy. Pro lepsi pochopeni je tfeba se podivat do historie, presnéji do obdobi
mezi roky 1877 a 1885, kdy anglicky védec Francis Galton predlozil zavéry své
prace vefejnosti. Galton v nich regresi nazval tendenci navratu nasledujici gene-
race smérem k primeéru, k ¢emuz dosel na zakladé predchoziho zkouméni vysky
otce a syna. Pozorovanim a analyzou tidaji totiz dospél k nazoru, ze mali otcové
maji v pruméru vyssi syny, nez jsou oni sami, a naopak vysoci otcové maji v
priaméru mensi syny, nez jsou oni samotni. Odtud tedy regrese = krok zpét. [9]

Ve skutecnosti je regresni analyza souborem statistickych metod schopnych
odhalit a kvantifikovat funkéni vztahy mezi proménnymi. Regresni analyza patii
k zakladnim a nejcastéjsSim metodam statistické analyzy vztahti. Je to metoda
hojné uzivana v praxi a je obsazena ve vétsiné standardnich statistickych pro-
gramovacich systémt. Navic ji lze pouziv v kterékoli védni oblasti, kde sledujeme
zévislost mezi veli¢inami.[5, 8, 16]

Konkrétné pii regresnim zkoumani sledujeme zavislost vystupni (téz vysvétlo-
vané, ndhodné) veli¢iny Y na vstupnich nezéavislych (vysvétlujicich, nendhod-
nych) veli¢inach zi, ..., z, které jsou v regresnich tivahach nastavované. Daéle
proto mluvime o klasickych regresnich modelech, jez jsou odvozeny z praktickych
vyzkumt, kde mame moznost pri planovaném experimentu nastavit vstupni pro-
ménné a nasledné zaznamenavame zmény u promeénné Y. Regresni modely popi-
suji nami zkoumané zavislosti a jejich soucasti je regresni funkce, u niz se budeme
zabyvat odhadem optimdlnich regresnich parametri. [9]

V nasledujicim textu se budeme setkavat s regresnim modelem ve formeé
zavisla proménna = regresni funkce 4+ nahodna chyba ,

kde regresni funkce bude znama az na parametry. Nahodna chyba je logicky

disledek toho, ze pti experimentu mame k dispozici pouze napozorované hodnoty



veli¢iny Y, nikoli hodnoty bezchybné. Rozdil mezi témito hodnotami nazyvame

chybami méfeni. [7]

1.1. Regresni model

Regresni analyza umoznuje jejimu uzivateli popsat zavislost vystupni veli¢iny
Y na vstupnich nezavislych veli¢indch pomoci matematického vzorce, ktery po-
pisuje Y jako funkci proménnych zi,...,x,. Tato regresni funkce, kterou bu-
deme znacit f(z, S, Bs, ..., bk), je definovand jako podminéna stfedni hodnota
vystupni nahodné veli¢iny vzhledem k rtznym kombinacim hodnot vstupnich

nendhodnych veli¢in. Pii dané hodnoté x tento vztah zapiseme jako

Y = f(X>51752a--'7Bk) = E<Y‘X)7

pricemz 31, B, . .., Bi, k > 1, jsou nezname konstanty, na kterych funkce f zavisi.
Konstanty (i, (o, . .., Or se nazyvaji regresni parametry. Regresi tedy rozumime
zévislost mezi stfedni hodnotou nahodné veli¢iny Y a proménnou x. [J]

V této préaci se omezime na regresni analyzu opfenou o linearni regresni model,

coz znamena, ze funkce f je sestavena jako linearni kombinace k funkci

Y =Bifi(x) + ...+ Befu(x),

pfi¢emz jednotlivé funkce f1(x), ..., fr(x) nemusi byt linearni. Linearitou v tomto
kontextu myslime zavislost funkce f(x) na koeficientech /3, ..., Bx. Tyto koefici-
enty navic rozsifime o absolutni ¢len [y, jehoZ zafazeni do rovnice je matematicky
vyhodné a vyplyva z existence nezafazenych a neuvazovanych vlivi.[9, &

Pokud navic mluvime o zcela linearnim modelu, ktery je opravnény v pripadé
vicerozmérného normalniho rozdéleni uvazovanych nahodnych veli¢in, mizeme

vyjadrit regresni funkei jako rovnici nadroviny

e
Y=50+51$1+---+5k$k+5=50+25j$j+5~

=1



Ve zcela linearnim modelu se predpoklada souctovy vliv vSech cinitelt. [
je absolutni ¢len a Sy, (s, ..., B jsou dil¢i regresni koeficienty. Naptiklad para-
metr 3 je interpretovan jako ocekdvand zména veli¢iny Y pii jednotkovém ristu
veli¢iny x; a pri konstantnim vlivu ostatnich proménnych xo, x3, ..., .

Specialnim piipadem pro jednu vysvétlujici proménnou je model regresni
piimky Y = B+ 12z +¢, stejné tak model regresni roviny Y = [y+ 121+ Poxa+¢
je specialnim pripadem pro dvé vysvétlujici proménné. Obecné potom miizeme
jako regresni funkci ve zcela linearnim modelu oznacit nadrovinu s k vysvétluji-
cimi proménnymi.[9]

Podivejme se na tento model z vice praktického hlediska a predstavme si,
Ze experiment provedeme pii n riznych nastavenych proménnych xq, xs, ..., Tk.

Potom dostaneme soustavu n linearnich rovnic
Yi = Bo+ Bz + Bawia + ...+ Brxik + €1

Yo = Bo + Bixar + Paas + ... + Brxar + €2

Yn - 60 + lenl + Ban2 +...+ 6kxnk +en

Tyto rovnice lze téz vyjadrit maticové, pokud uvazujme ndhodny vektor Y =
(Y1,...,Y,)T a nestochastickou matici ¢isel Xx(k+1)- Oznacme k + 1 = p a navic
uvazujme plnou hodnost matice X, h(X) = p, an > p. Tomu odpovida formulace,
ze zadné dva sloupce této matice z;, x;, pro j # k nejsou kolinearni, tj. rovnobézné
vektory. Tim je zaruceno, ze matice X' X je symetricka regularni matice, ke které
existuje inverzni matice a jejiz determinant je vétsi nez nula.[9]

Predpokladejme, Ze se Y tidi linedrnim modelem
Y =XB+¢,

kde B = (B, B1,---,B)" je vektor nezndmych parametrii a € = (gy,...,¢,)7 je
vektor ndhodnych chyb. Pro nazornost jesté cely vztah prepiseme nasledujicim

zpusobem
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Nésledujici dva odstavce obsahuji dalsi dilezité zakladni predpoklady linear-
niho modelu, na které se budeme odkazovat v dalsim textu, jakozto na dilezité
podminky pro vypocet regresnich koeficient® metodou nejmensich ¢tverctt ¢i me-
todou maximélni vérohodnosti. Na za¢atek uvedme, Ze vektor ndhodnych chyb
splnuje podminky

E(e) = o, var(e) = 0’1

I znaci jednotkovou matici, o je vektor nul a o je neznamy parametr, pro ktery
plati o > 0. Pfedpoklad E(g) = o odpovida skutecnosti, Ze pozorovani vektoru
Y nejsou zatizena systematickymi chybami a jejich rozdéleni pravdépodobnosti
je symetrické kolem nuly. Druhy vztah var(e) = oI ukazuje, Ze rozptyl na-
hodné chyby je konstantni pro kazdé meéteni, coz nazyvame téz homoskedasticita
rozptylu. Na zakladé této informace mizeme fici, Ze méfeni jednotlivych slozek
vektoru Y jsou provadéna se stejnou presnosti. Jelikoz je matice rozptylu diago-
nalni, chyby méfeni riiznych slozek vektoru Y jsou nekorelované, cov(e;; ;) = 0,
i# 3. (1,9, 29)

Tyto vlastnosti ndhodnych chyb byvaji v anglicky psané literature zabyvajici
se matematickymi problémy oznacovany jako White Noise (Bily sum), l1ze tedy
psat € ~ WN(0,0%I), coz shrnuje vSechny vyse uvedené informace o stiedni

hodnoté, rozptylu a kovarianci ndhodnych chyb. [28]
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2. Metoda nejmensich ¢tverci

2.1. Historie

Metoda nejmensich ¢tverct je jednou z nejstarsich metod moderni statistiky, a
ackoliv 1ze kofeny této metody nalézt i v fecké matematice, za prvniho predchtidce
moderni MNC je vétsinou povazovan Galileo Galilei. Moderni p¥istup byl poprvé
uverejnén v roce 1805 francouzskym matematikem Adrien-Marie Legendrem v
jeho nyni jiz klasickém pojednani, avsak v moderni dobé se méa za to, ze metoda
byla doopravdy vynalezena jesté o nékolik let diive. Nékolik let po zvefejnéni
Legendreova pojednani totiz znamy némecky fyzik a matematik Carl Friedrich
Gauss zpochybnil Legendrovo prvenstvi.

Carl Friedrich Gauss casto nezvefejnioval své myslenky, pokud mél dojem,
ze by mohly byt kontroverzni nebo jesté nezralé. Stejné tomu bylo i s metodou
nejmensich ¢tvercili, kterou zminil az v roce 1809 ve dvou ze svych praci o vesmirné
mechanice. Podle téchto zminek objevil metodu nejmensich ¢tverct jiz v roce
1795, kdy ji pouzival k odhadu drahy asteroidu Ceres.

V roce 1822 byl Gauss schopen konstatovat, ze v linearnim modelu, kde chyby
maji nulovou stfedni hodnotu, jsou nekorelované a maji stejné rozptyly, je nej-
lepsim linedrnim nestrannym odhadem koeficient pofizeny metodou nejmensich
¢tvercti. Tento vysledek je znamy jako Gauss-Markoviv teorém.

Nésledovaly ponékud nepiijemné spory o tom, kdo doopravdy pfisel s my-
slenkou metody nejmensich ¢tverctt prvni, ty vSak nijak nesnizily popularitu této
metody. Dalsim sledovanim metody nejmensich ¢tvercii v ramci statistiky bychom
dosli az ke Galtonovi, ktery diky ni definoval korelaci a regresni analyzu, ¢i Pear-

sonovi ¢i Fisherovi.[9, 20]

2.2. Odhad regresnich parametru

Predpoklady o chybové slozce uvedené v predchozi kapitole dovoluji prevést

obtizny teoreticky problém modelovani zavislosti na propracovanou statistickou

11



tlohu odhadu parametri znamého ¢i predpokladaného pravdépodobnostniho roz-
déleni. Touto tlohou je metoda nejmensich ¢tvercti, kterd nam umoznuje na-
lézt vhodnou aproximacni funkci pro dané empiricky zjisténé hodnoty tak, ze je
schopna vypocist u linearni kombinace predem znamych funkci koeficienty téchto
dil¢ich funkci. Metoda nejmensich ¢tvercti pracuje na zdanlivé jednoduchém prin-
cipu, ktery spoc¢iva v minimalizaci druhych mocnin odchylek. Graficky je tato me-
toda znazornéna na obrazku 1, kde jsou napozorované hodnoty y aproximovany

primkou.

50
|
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40

Obr. 1: Pfimkova regrese

Oznacme XB linearni aproximac¢ni funkci, kde X je zndma matice rozméri
nxk a 3 je vektor kx 1 neznamych parametrti. Vyrovnanymi hodnotami nazveme
vektor ¥ zjistény pomoci linedrni aproximacni funkce, tedy y = X 3. Vektor
B je odhad vektoru koeficientti 3, jenz vypocteme minimalizaci souctu ¢tverct

odchylek, coz je vyjadfeno v nasledujicim vztahu

min (y = XB)" (v - XB) = mmZ i —x; B)’

12



Tato kvadraticka forma, nazyvana rezidualni soucet ¢tverctd, miize byt upravena

nasledujicim zpiisobem:
min(y = Xg)" (y - XB) = min(y"y - 2y" X8+ 8'X"X8). (1)

Minimum tohoto vyrazu najdeme tak, Ze prvni parcialni derivace vyrazu (1)
podle slozek vektoru B3 polozime rovny nule, ¢imz dostaneme soustavu p normal-

nich rovnic o p neznamych ve tvaru
—2X'y +2X"X3 = 0.

Tento vztah upravime:

X'x3 =Xy,

¢imz se dostavame k vyslednému odhadu vektoru parametrii B = (X'X)"'X"y.

Tato hodnota je realizaci odhadu (ndhodného vektoru)
B=(X"X)"'X"Y.

Podle Gauss-Markovovy véty je odhad regresnich koeficient pofizeny meto-
dou nejmensich ¢tvercii nejlep$im nestrannym linedrnim odhadem (BLUE = Best
Linear Unbiased Estimator) vektoru parametra 8 [7, 9, 27]. Nejlepsi ve smyslu,
7e mé nejmensi rozptyl ze vSech nestrannjch odhad® parametrii. Ze je odhad ne-
stranny, pozname dle jeho stfedni hodnoty. Pokud uvazujeme odhad f neznamého

parametru 6, pro stfedni hodnotu takového odhadu plati [9]
E®®) = 6.

Z informace o rozdéleni vektoru ndhodnych chyb snadno odvodime rozdéleni

vektoru Y. Stfedni hodnotu a rozptyl jednoduse urc¢ime jako
E(Y)=E(XB+¢e)=FEXB)+ E(e) =X,

var(Y) = var(XB + €) = var(XB) + var(e) = o°L.

13



Stejné odvozeni rozdéleni 1ze provést pro odhad vektoru koeficienti [‘3
B(B) = E(X™X)"XTY) = (X"X)"'X"E(Y) = (X"X)"'X"X3 = 8,
var(8) = var(X™X) ' XTY) = (X"X) ' X" var(Y) X(XTX) ! =
=?(XTX)™
a vektor vyrovnanych hodnot Y
E(Y) = B(XB) = X E(B) = X8,

'UCLT(?) = var(XB) = Xvar(,@) X' = 2X(XTX) X,
Pokud jsou navic chyby normalné rozdéleny, ma normalni rozdéleni i vektor Y, a
tedy i odhad B a vyrovnané hodnoty Y a pfitom plati 8 ~ N,(B,c*(XTX)™1) a
Y ~ N, (XB,02X(X"X)"'XT). Stiedni hodnota rozdéleni vektoru B potvrzuje,
ze jde o nestranny odhad.[!, 9]

Rozptyl o2 vetsinou nezname a je proto nutné ho odhadnout. K tomu vyuzi-

jeme rezidualni soucet ¢tverct, ktery je dan souctem ctvercovych rezidui

Se=_(ui—x. B =) (e)’ =y~ XP)"(y ~XP) =e"e.

=1 i=1

Odhad o2 bude vypadat nasledujicim zptisobem

5= DR (2)

2

Nahodn4 veli¢ina 62 je nestrannym odhadem parametru o? a nazveme ji rezi-

dudlni rozptyl. Nestrannost dokdzeme na nasledujicich fadcich pomoci projekéni

matice H, «,,, ktera je rovna
H=XX'X)"'x"
a diky niz mizeme definovat vektor vyrovnanych hodnot Y jako

Y =XB8=XX"X)"'XTY=HY.

14



Dale mtizeme pomoci matice H prepsat vztah pro vypocet rezidui
e=Y-Y=(I-H)Y,

kde vyraz v zavorkach oznacime M pro jednodussi praci v pozdéjsich vypoctech.
Jak matice M, tak matice H jsou symetrické a idempotentni a pravé diky jejich

idempotenci plati, Ze jejich hodnost je rovna jejich stopé. Proto je mozné psat
h(H) = Tr(H) = Tr(X(X*X)"'X") = Tr(X*X)'X"X) = Tr(1,) = p,

a také
h(M) =Tr(M) =Tr(I, — H) =n — p.

Téchto poznatkii mtzeme vyuzit k dalsi zméné zapisu vektoru rezidui
e=I-HY=MY=MXB+¢e)=MX3+Me=(I-H)X3+Me=

= X8 - X(X™X)'X"X3 + Me = Me

Nésledné mtzeme vyjadrit rezidualni soucet ¢tverci jako kvadratickou formu
Sp=e'e=e"M'Me =" Me.

Stredni hodnota rezidualniho souc¢tu ¢tverci po drobnych tpravach a s pomoci

véty o stfedni hodnoté kvadratické formy [2] je rovna
E(Sg) = E(e"Me) = Tr(Muar(e)) + E(e"M)E(e) = Tr(M 1) = o*(n — p),

diky ¢emuz pro rezidualni rozptyl plati

E(5%) = E(nS_Rp) _ ! E(Sg) = o>

Tim jsme dok4zali nestrannost odhadu 2. [10]

15



2.3. Piimkova regrese

Klasickym a dobfe zndmym pfikladem linedrniho modelu je jednoduché line-

arni regrese, jinak feceno obecna primka. Méjme model
Y:L':B(J—i_ﬁlxi—i_gia 7;:17"'7”7
kde matice planu vypadé nasledovné

1.%1
1$2

1z,

Pokud navic zapiSeme i podobu

s "Y;
XTX — nn Z;’l:l 1:7, ) ’ X_TY — ( anzl (2 > ,
( Doy Ti Y T Yo vY;

a dale

) 1 T I
XTX 1 — = - ( z:nl 7 i=1 1) 7
( ) ny i r7 — O @)\ — > i1 Ti n

neni jiz problémem sestavit soustavu normalnich rovnic

ngo + 293131 = ZYQ
i=1 i=1

n n n
inﬁo + foﬁl = Z%YQ
i=1 i=1 i=1
Jejim feSenim dostaneme odhad vektoru regresnich koeficientt B =( Bo; BI)T, kde

30 _ Z?:l Y; Z?:l x? - Z?:l Z; Z?zl Yix;
n Z?:l r7 — (Z?:l ;)

31 _n Z?:l Yiz; — Z?:l Li Z?:l Y
n Z?:l 9%2 - (Z?:l ;)
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Regresni koeficient B\l je smérnici pfimky a koeficient BO udava posunuti primky
ve sméru osy y. Odhad B\l navic udava primérnou zménu zavisle proménné Y
pii jednotkové zméné nezavisle proménné x. Nabyva kladnych hodnot, pokud je
zavislost mezi proménnymi ptima, a zapornych hodnot, je-li nepfima.

Tento model je zde zminén predevsim proto, zZe je jednoduchy a daji se na
ném lehce ukazat zakonitosti regresni analyzy. Stejné tak bude pro nazornost
aplikovany v prikladové ¢asti. Dalsim divodem, pro¢ zde model primkové regrese
predstavujeme, je graficka ukazka prolozeni dat funkci a zvyraznéni ¢tvercovych

rezidui. [1, 12, 22]

2.4. Geometricky pristup k metodé nejmensich c¢tvercu

Metoda nejmensich ¢tvercti miize byt vysvétlena také z pohledu geometrického
jako kolmy primét (ortogonalni projekce) vektoru dat do prostoru vymezeného

nezavislou proménnou. [20]

2.4.1. Teoreticky zaklad

Mé¢jme dan vektorovy prostor U a jeho podprostor W. Podprostor V je orto-
gonalnim doplitkem mnoziny W v U, tvori-li ho mnozina vektort z U kolmych
na W, co# vyjadiime jako V = {z € U;v¥x € W : x'z = 0}.

Zakladni myslenkou kolmého prumétu do podprostoru je fakt, ze kazdy vektor

z € U lze vyjadiit ve tvaru z =z + 2z, kdez € W, z+ € V.

ND

Obr. 2: Rozklad vektoru z
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Vektor Z se nazyva kolmy primét vektoru z do podprostoru W a vektor z+

nazyvame kolmice vektoru z na podprostor W. Vzdélenost mezi podprostorem
W a vektorem z je obecné dana nejmensi vzdélenosti vektoru z od néjakého
vektoru naleziciho podprostoru W. Ukazuje se, ze timto vektorem je pravé kolmy
primét z, délka kolmice z+ potom uréuje vzdalenost vektoru z od podprostoru

W. Tuto vzdalenost oznacujeme p(z, W) a definujeme ji vztahem

IO<Z> W) = p(zvfz\)'

Pokud mame dan podprostor W a vektor z € U, potom pro kazdy vektor y € W
plati:

p(z,y) > p(z,2). (3)

Rovnost ve vyrazu (3) nastava pouze v pfipadé, ze y = z. Tim jsme pro vzdalenost

vektoru od podprostoru ziskali vztah

plz, W) = min{p(z,y)}.

N)

Obr. 3: Vzdalenost vektoru od podprostoru
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VSechny pojmy jsou graficky zndzornény na obrazku 3. Vektor y byl zvolen
libovolné a je jasné patrné, Ze jeho vzdalenost od vektoru z je vétsi, nez tomu je

u kolmého priamétu z. Dalsi podrobnosti k dané problematice 1ze nalézt napt. v

[13]-

2.4.2. Geometricka interpretace

Po definovani zakladnich pojmi souvisejicich s projekci a vzdalenosti vektoru
od podprostoru je mozné tyto znalosti vyuzit pro vysvétleni metody nejmensich
Ctvercti z geometrického hlediska. Jako v pfedchozich kapitolach budeme pracovat
s matici X znamych konstant o n fadcich a p sloupcich, jejiz hodnost je p, pricemz
plati p < n. Prostor vymezeny nezavislou proménnou je vlastné linearni obal p

linedrné nezavislych sloupcovych vektorti matice X, znac¢ime M(X):
M(X)={y e R":y = Xt,t € R}

Princip kolmého primeétu spociva v myslence, Ze soustava linearnich rov-

nic dand matici X a sloupcovym vektorem empirickych hodnot y, o neznamych

(bl, bg, R ,bp), neboli

1 11 ... L1k b1 y
1
1 o1 ... Tok b2 .
. = . )
Yn
1zp ... Tok b,

neni kvili ndhodnym chybam méfeni resitelna. Jinak fec¢eno, pro vektor y € R"
plati y ¢ M(X). Vzhledem k tomuto faktu bude nasim ukolem najit co nej-
presnéjsi priblizné teseni. Musime tedy v rovnici X b = y vektor y nahradit
vektorem, ktery je mu nejblizsi a zaroven nalezi do linearniho obalu M(X). Ta-
kovy vektor podle predchozi kapitoly dostaneme jako ortogonalni primét vektoru
y do prostoru M(X) [13, 22]. To odpovida situaci, kdy misto pivodni soustavy
FeSime ndhradni soustavu linedrnich rovnic Xb = y. Pro nami nalezeny vektor b

a libovolny vektor ¢ € R? plati stejné jako ve vztahu (3) nésledujici nerovnice
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Xb -yl <

<||Xc—-y

Y

l

pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, vyhovuje-li vektor c soustavé linearnich

rovnic Xc = y. Projekce vektoru y do prostoru M(X) je zndzornéna na obrazku
4. Mtzeme tedy fici, ze odhad b pofizeny metodou nejmensich ¢tverctt minima-
lizuje euklidovskou vzdalenost mezi vektorem empirickych hodnot y a prostorem

M(X). [8, 13]

Obr. 4: Kolmy primét vektoru y
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3. Metoda maximalni vérohodnosti

Metoda maximalni vérohodnosti je univerzalni metoda pro konstrukci od-
hadt parametri. Pouzivame ji pro odhad parametri, které urcuji rozdéleni, napr.
stfedni hodnota a rozptyl normalniho rozdéleni, pravdépodobnost nastoupeni
jevu alternativniho rozdéleni apod. Princip metody maximalni vérohodnosti spociva
v tom, zZe za odhad neznamého parametru vezmeme tu jeho hodnotu, ve které
tzv. vérohodnostni funkce nabyvé svého maxima. [22]

V ptipadé linearni regrese se snazime touto metodou odhadnout vektor koefi-
cientil 3 a za predpokladu, Ze pracujeme s linearnim modelem, kde chyby méreni
maji normalni rozdéleni a jsou nezavislé, poskytuje tato metoda stejné vysledky
odhadti jako metoda nejmensich c¢tvercti.

Podivejme se nejprve na tuto metodu z obecného hlediska. Méjme nadhodny
vibér X = (X1,..., X,)T potizeny z rozdéleni, které je charakterizovdno hustotou
f(x,8). Toto rozdéleni zavisi na nezndmém vektoru parametri 6 = (0y,...,6,)T,
pricemz 6 nalezi parametrickému prostoru ©, ktery je podmnozinou p-rozmérného
prostoru redlnych ¢isel RP. Sdruzena hustota ndhodného vektoru X je dana pred-

pisem
flar,za, .. w05 0) = [ [ f(21,0),
=1

protoze slozky ndhodného vybéru jsou nezavislé ndhodné velic¢iny. Funkci f(x; @)

proménné @ pro pevné x se fika vérohodnostni funkce a znacime ji L(0),

Analogicky v pripadé diskrétniho rozdéleni ndhodného vybéru charakterizova-
ného pravdépodobnostmi p(z;;0),i = 1,2, ..., n, definujeme vérohodnostni fukci

jako



Pokud je 0 € © odhadem parametru @ metodou maximalni vérohodnosti, plati

pro néj [1, 2]

~

L(#) > L(6) prokazdé 0 € O.

Nyni vyuzijeme metodu maximalni vérohodnosti také pro odhad parametri

v linedrni regresi. Pfipoménme si uvazovany model
Y =X3+e¢,

kde jsou chyby meéreni nezavislé a normalné rozdélené s konstantnim rozptylem,
tedy € ~ N, (0, %I), neboli g; ~ N(0,0?),i = 1,2,...,n. Funkce hustoty jednot-

livych chyb ma v tomto ptripadé tvar

f(e) = ——erp( ~ 53 ).

o\ 2w

Podobné vyjadiime tvar hustoty vektoru ndhodnych chyb jako sdruzenou hustotu

[T, f(&:). Vérohodnostni funkce se d& zapsat néasledovné

L(B,0%) = ﬁf(f?v:) = mexp( — %:—:Ts).

2
i=1

Jelikoz vime, ze € = y — X3, mtzeme funkci dale upravit

LB, = oy ren( - v - XB) - X)),

on(2m)>2 202

V tomto pifipadé je vhodné misto L(3,0?) pouZit logaritmickou funkci vérohod-

nosti
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InL(B, %) =1n< nercp(— 2%z(y—Xﬂ)T(y—Xﬂ))) =

on(2m)z

— (o (20) ) — —(y — XB)"(y — XB) = 2 In(2r) ~ nln(o)-

—5,3y = XB)"(y - X8).

Tuto funkci s proménnymi 3 a o2 se snaZime maximalizovat, a proto ji budeme
derivovat nejprve podle vektoru 3 a poté dle proménné o2. Tyto vyrazy polozime
rovny nule a feSime vzniklé rovnice. Jiz z tvaru vérohodnostni funkce je ziejmé,
Ze pfi feSeni problému maximalizace funkce se vlastné dostavame k tloze, jak

minimalizovat vyraz
(y —XB)" (y — XB)

stejné, jako tomu bylo u metody nejmensich ¢tverci [9, 11]. Presto si dané deri-

vace pro nazornost rozepisme [24]

omL(B,0%) 1
o3 T 202 (

—2X'y +2XTXB) =0

Oln L(B, o) _n N (y —X8)'(y —XP) —0
Jdo? 02 o3 a

ReSenfm prvni rovnice dojdeme ke stejnému odhadu (ndhodného vektoru) regres-

nich koeficienti

B=(X"X)"'Xx"yY

jako pii pouziti metody nejmensich ¢tvercti. Z druhé rovnice potom vyplyva hod-

nota odhadu ¢? ziskaného metodou maximélni vérohodnosti

2o (Y -XB)'(Y —XP)
n
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Tento odhad rozptylu ndhodnych chyb je zkresleny, narozdil od nestranného od-
hadu ziskaného metodou nejmensich ¢tverci (2). Mezi témito dvéma odhady

existuje oc¢ividny vztah

Zkresleni odhadu & je malé. Jak se n zvétsuje, podil (n — p)/n se blizi jedné.

Odhad ¢ je tedy asymptoticky nestranny, coz mizeme vyjadrit jako

lim E(6?) = o®
n—oo
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4. Robustni pristup v linearni regresi

4.1. Duvody k pouziti robustni regrese

V predchozich kapitolach jsou uvedeny metody vypoctu odhadt regresnich
koeficientli v linearnim modelu, které jsou optimalni v pfipadé, ze chyby méfeni
jsou norméalné rozdéleny. Nicméné v fadé praktickych situaci je predpoklad nor-
mality porusen, ¢imz pouziti metody nejmensich ¢tvercti ¢i metody maximalni
vérohodnosti ztraci na efektivité, jelikoz odhady regresnich koeficienti jsou zkres-
lené a nevystihuji pravou zavislost.

Néahodné chyby mohou pochézet ze zcela jiného rozdéleni, v praktickych situ-
acich se casto setkavame s tim, Zze nahodné chyby podléhaji rozdéleni s tézkymi
chvosty (viz obrézek 5). Takova rozdéleni maji tendenci generovat odlehla pozo-
rovani, ktera mohou silné ovliviiovat metodu nejmensich ¢tverctt v tom smyslu,
Ze jsou schopna zménit smér zavislosti. Nékdy jsou odlehld pozorovani disled-
kem kontaminace souboru (¢ast dat pochdzi ze souboru s jinym rozdélenim ¢&i s
rozdélenim stejnym, lisicim se jen stfedni hodnotou a rozptylem). V nejednom
pripadé je i jediné odlehlé pozorovani schopné zcela znehodnotit kvalitu regres-
nich odhadt ziskanych metodou nejmensich ¢tverci a mize vyvolat nespravnou

predstavu o kvalité odhadnuté regresni funkce. [5]

— Cauchyho
= MNormalni

Obr. 5: Priklad rozdéleni s tézkymi chvosty - Cauchyho rozdéleni
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Jednou cestou, jak se s odlehlymi daty vyrovnat, je jejich vynechani, které
by mélo za dtsledek regresni funkci prochézejici hladce zbytkem dat. To vsak
nemusi byt jednoduché ani vhodné feseni uz jen proto, ze odlehlé hodnoty miize
byt slozité identifikovat. Mnohem vyhodnéjsi postup je pfidéleni mensich vah
podezielym pozorovanim. Vylouceni odlehlych hodnot ze souboru také zmensuje
velikost datového vzorku, ¢imz muze zkreslit predstavu o rozdéleni chyb. Da-
Isim zptsobem, jak odhadnou regresni koeficienty pro data obsahujici odlehla
pozorovani, jsou robustni metody, kterym bude vénovana tato kapitola a znacna
pozornost v prikladové ¢asti.

Nejprve uvedeme zakladni klasifikaci odlehlych pozorovani.

1. Odlehla pozorovnani ve sméru osy y
Téz nazyvana vybocujici pozorovani. Jsou jimi takové vysoké ¢i nizké hod-
noty, které se zasadné lisi od ostatnich hodnot ndhodné proménné Y.

2. Odlehla pozorovnani ve sméru osy x
Jinak feceno extrémni odlehld pozorovani, kterd se vykazuji znac¢né odlis-
nymi hodnotami vysvétlujicich proménnych xq, xs, ..., zy.

3. Odlehla pozorovnani ve sméru osy y a osy X
Toto pozorovani vybocuje ve sméru obou os a ne vzdy musi regresni model

znehodnocovat ¢i néjak ovliviiovat.

Nejlepsi vysvétleni vySe uvedenych pojmii poskytuje obrazek 6, kde bod B je
odlehlé pozorovani ve sméru osy x, bod A predstavuje odlehlé pozorovani ve

sméru osy y a bod C je odlehly ve sméru obou os. [5, 15]
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Obr. 6: Odlehla pozorovani

Problém s odlehlymi pozorovanimi v regresi je znam jiz od konce 19. sto-
leti. Na zakladé teorie robustnich odhadi navrzené Huberem a Hamplem byla
vyvinuta celd fada dalsich metod, které modifikuji klasickou metodu nejmensich
¢tverct tak, aby byla zredukovana jeji citlivost na odlehla pozorovani a soucasné,
aby takové metody poskytovaly dobré odhady regresnich parametrti v pripadech,
kdy jsou splnény teoretické predpoklady pouziti klasickych metod. [7]

4.2. Eficience

Jiz v ivodu této kapitoly bylo zminéno, ze od robustnich odhadt se mimo
jiné vyzaduje, aby poskytovaly dobré vysledky v ptfipadech, kdy data neobsahuji
odlehla pozorovani a rozdéleni chyb je normaélni, tedy pokud by mohla byt pouzita
metoda nejmensich ¢tverci. Jinak receno pozadujeme, aby robustni odhad byl
podobny odhadu metodou nejmensich ¢tverct. Eficience charakterizuje miru této
podobnosti a je definovana jako pomér priméru rezidualnich étverci ziskanych

metodou nejmensich ¢tverci a primeéru rezidualnich ¢tvercti ziskanych pouzitim
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jedné z robustnich procedur. Cim bliZe je tento podil jedné, tim je robustni odhad
eficientnéjsi, obcas se téz pise vydatnéjsi.

Odborné texty se vétsinou odkazuji na asymptotickou eficienci, kterd je rovna
eficienci odhadu za predpokladu, zZe rozsah souboru dat n jde do nekonec¢na. Toto
je vhodna statistika pro porovnavani robustnich odhadd mezi sebou, z praktic-
kého hlediska je ovSsem nevhodna, jelikoz soubory dat maji ¢asto maly rozsah,
coz zpusobuje zna¢nou odchylku pravé eficience od eficience asymptotické. Proto

je v praxi oblibenéjsi tzv. eficience pro koneény vybér.[15]

4.3. Bod selhani

U souborti dat s konecnym poctem pozorovani miuzeme urcit takzvany bod
selhani, coz je nejmensi podil anomalnich dat, ktery jiz mize zptisobit znehod-
noceni odhadt regresnich koeficientti. Z dosavadnich zkusSenosti vyplyva. ze bod
selhani se obvykle pohybuje mezi 1 az 10%. Nejmensi hodnota, které bod se-
lhani muze nabyvat, je 1/n, coz muzeme vysvétlit tak, Ze jen jediné nevhodné
pozorovani mize ovlivnit odhady koeficient natolik, Ze je regresni model nepou-
zitelny. Pravé tuto hodnotu bodu selhani vykazuje metoda nejmensich ¢tverci.
Je to zretelné z obrazku 7, kde jiz jediné Spatné odlehlé pozorovani v bodé A
zpusobilo vlivnou zménu regresni funkce. Pfimka 7 = —0.505 + 3.405x je vysled-
nou regresni funkci ziskanou metodou nejmensich ¢tverctt pfi vynechani bodu
A, ktery by jinak vyslednou primku vychylil zptisobem, ktery prezentuje pfimka
y = 3.016 + 2.363x. V praxi je samoziejmé vyhodné pouzivat takové metody
odhadu parametri, které maji co nejvyssi bod selhani a nejsou tedy tak nachylné
na mensi pocet odlehlych pozorovani. Tato potfeba vedla k vyvinuti odhadi s

vysokym bodem selhéani. [5, 15]
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Obr. 7: Vliv odlehlého pozorovani na smér zavislosti

Bod selhani byl poprvé formulovan Hampelem v roce 1971, ktery tento pojem
definoval ¢isté z asymptotického hlediska. Az Donoho a Huber (1983) pfedsta-
vili zjednodusSenou verzi, ktera pracuje pro konecny vybér. Tuto verzi si strucné
predstavime. [20]

Mé¢jme data dand vektorem y, kterému odpovida matice vysvétlujicich pro-

ménnych X:

1 11 ... L1k y
1
1 o1 ... Lok .
- ) y= : )
, Yn
lz, ... zok

coz muzeme téz zapsat jako vybér Z, ktery vyjadiime zpiisobem

Z= {(‘Tlla v >I1pyy1)v <m217 s ax2pay2)> ) (xn17 B axnpvyn)}'
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Déle uvazujme regresni odhad T, jehoz aplikaci na data obdrzime odhad B vek-

toru regresnich koeficientt 3, tedy
T(Z) = 3.

Nyni vezméme v ttvahu vSechny mozné kontaminované vybéry 7’ Gréené m
pozorovanimi, které v ptiivodnim vybéru Z nahradime odlehlymi hodnotami. Na-
sledné muzeme definovat bias(m; T, Z) jako maximalni vychyleni, které muze byt

danou kontaminaci zptisobeno:

bias(m; T, Z) = sup ||T(Z") — T(Z)||.
Z/

Pokud je toto vychyleni rovno nekonec¢nu, znamena to, ze m odlehlych pozorovani
miize mit znacné nezadouci uc¢inek na odhad T, ktery miizeme vyjadrit jako
,selhani“ odhadu. Nyni lze bod selhdni odhadu T pro koneény vybér Z definovat

vztahem
m

arzy= w7

{m|bias(m;T,Z)=0c0} | T

Jinymi slovy se jedné o nejmensi podil kontaminace, ktera jiz dokaze zptisobit,

ze odhad T nabyva hodnot vyrazné vzdalenych od T(Z). [18]

4.4. Hlavni metody robustni regrese

Bylo by zadouci, aby jedna metoda méla vSechny vyhodné vlastnosti a praco-
vala uspokojivé se vSemi druhy dat, at uz s odlehlymi hodnotami ¢ bez. Takova
metoda vsak nebyla zatim predstavena, protoze kazda situace vyzaduje metodu
jinou. Metoda nejmensich ¢tverct pracuje vyborné, pokud je pouzita na datech
pochézejicich z normalniho rozdéleni, ovsem poskytuje zkreslené vysledky, kdykoli
je tento predpoklad porusen. Stejné tak kazda robustni metoda ma jisté vyhody

a nevyhody, a proto si zde stru¢né predstavime zakladni metody robustni regrese.
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L - odhady

L-odhady regresnich koeficienti navrhli v roce 1978 Koenker a Basset, ktefi
vyuzili regresnich kvantili. Pokud 0 < @ < 1 je konstanta, regresni akvantil je

feSeni minimaliza¢ni tlohy

,@a:mﬁin[ > oasi+ Y (1—04)@}. (4)

{i|6i>0} {i|8i<0}

Tato tloha je ekvivalentni tloze
Bo =min}_ pa(ys = xi. B), (5)
i=1

kde funkce p,(z) je dana predpisem

o x>0
po‘(x):{x(a—l) x <0

Tim se vlastné dostavame k M-odhadu definovanému funkei p,(z), ktery si uve-
deme v nasledujici podkapitole. Vyresenim minimalizac¢ni tlohy ziskdme nadro-
vinu prochézejici p (pocet regresnich parametrti) body, kterd déli vybérovy pro-
stor tak, ze v jedné cCasti lezi na pozorovani a v Casti druhé lezi pozorovani
zbyvajici.

L-odhady zalozené na regresnich kvantilech jsou analogické linearnim kom-
binacim vybérovych kvantili v odhadech polohy. Ve vysledku se nejedna o nic
jiného, nez o odhad metodou nejmensich ¢tverci z téch pozorovani, jez lezi mezi
nadrovinami odpovidajicimi « a (1 — «)-regresnimu kvantilu, ostatni pozorovani
jsou z vypoctu vyloucena. Velikost useknuti dat zavisi na kontaminaci dat, bere
se nejcastdji od 5 do 10 %. L-odhady je vhodné pouZit v pfipade odlehlych hodnot
ve vysvétlované proménné. [3, 5]

Do této t¥idy odhadu fadime téz L;-odhad, téz oznacovany jako LAD (Least
absolute deviations, v prekladu nejmensi absolutni odchylka) odhad ¢ odhad v

Li-normé. Tento odhad byl prvnim krokem v pouzivani robustnich odhadi a s
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myslenkou na jeho pouziti prisel Francis Edgeworth roku 1887. Odhad je pou-
zivan jako alternativa k metodé nejménsich ¢tvercid, pokud se obavame vyskytu
odlehlych pozorovani. Podstatou odhadu v L;-normé je minimalizovat soucet ab-

solutnich hodnot rezidui
ly — X8| = Z! —x;. B)]. (6)

K feSeni minimalizace absolutnich rezidui se dostavame vétsinou v pripadé,
kdy chyby méfeni podléhaji rozdéleni s tézkymi chvosty. Zaméime se konkrétné

na dvojité exponencionalni rozdéleni. Uvazujme jednoduchy linedrni model
yi=Bo+ firi+e;, t=1,...,n,

kde ¢; jsou ndhodné chyby s dvojité exponencionalnim rozdélenim

05
\

— Normalni
— Dwvojité exp.

04

03

02

01

00

Obr. 8: Dvojité exponencionalni rozdéleni

Z obrazku 8 tohoto rozdéleni je ziejmé, ze chvosty hustoty dvojité exponen-

cionalniho rozdéleni se blizi k nule pomaleji, nez je tomu napiiklad u normalniho
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rozdéleni. Od normalniho rozdéleni se také 1isi vétsi Spicatosti, ovsem tato dveé
rozdéleni maji i spolecné vlastnosti - jako symetrii.[5, 20]
Pro odhad parametri gy a [, pouzijeme metodu maximalni vérohodnosti.

Vérohodnostni funkce je tvaru

n

L(e,o) = H%exp(—’j‘) = @exp<_2i; |5z|)

Analogicky pfi znalosti modelu

L(Bo, B, 0) = @ exp (_ D i |Yi —Uﬁo + 511’1‘)
Pfi hleddni maxima této funkce sta¢i minimalizovat Y., |&;|, tedy > " |y; —
Bo + Brxi.

Je zfejmé, ze tato metoda odhadu regresnich koeficientii je pro dané rozdéleni
nahodnych chyb vhodnéjsi, nez by byla metoda nejmensich ¢tverct. U dvojité
exponencionalniho rozdéleni je vétsi pravdépodobnost vyskytu odlehlych pozoro-
vani, ktera by odhady porizené metodou nejmensich ¢tvercii silné znehodnotila.
Staci si predstavit, jak velké by byly odchylky téchto pozorovani od predpokla-
dané optimalni regresni primky, pokud by byly pfi pouziti metody nejmensich
¢tvercti umocnény na druhou. Pokud pracujeme s absolutni hodnotou odchylek,
je logické, ze takto vzniklé hodnoty nebudou mit na zavérecnou sumarizaci tak
drtici vliv, jako tomu je u ,,s¢itani ¢tvercti“. Li-odhad tedy nebude kviili odlehlym
hodnotam natolik zkresleny. [15]

Uloha minimalizace vyrazu (6) se da prepsat za pouziti regresnich kvantilti.
V tomto specidlnim piipadé vyuzijeme hodnotu oo = 1/2 a ziskame tzv. regresni
median B 1. P¥i zapisu regresniho medidnu pomoci funkce p z rovnice (5) dojdeme

ke vztahu

= mﬂinZP%(% —x;. B).
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To lze také vyjadiit pomoci vztahu (4), kde pro jednodussi zapis minimalizovanou

funkci ozna¢ime 7(1/2) a tim se dostavame k regresnimu medidnu

B: = min 7(1/2).

Pomoci B% lze Li-odhad vypocitat takto:

~

B, = min[2 7(1/2).

Tuto rovnost dokdzeme jednoduchou upravou funkce 7(«):

=] ¥ gar ¥ (1-4)a] -

{ile;>0} {i|e;<0}

:B > klty ¥ |€i]]:%;|5i].

{i|6¢>0} {i‘€i<0}

Tim se dostédvame k zavéreénému L;-odhadu ve tvaru
n
B, = IIlﬁlIl E lyi — Bo + Bias).
i=1

Bod selhani Li-odhadu pro koneéné vybéry je 1/n. L regrese je robustni vici
odlehlym pozorovanim ve sméru osy y, ale neposkytuje ochranu proti odlehlym

pozorovanim ve sméru osy x. [5, 14, 25]

M - odhady

Nejpouzivanéjsi metodou robustni regrese jsou M-odhady, predstavené Pete-
rem Huberem v roce 1964. Tato tfida odhadi mutze byt chapana jako zobecnéni
metody maximélni vérohodnosti, odtud pismeno M v nazvu M-odhadi. Stejné
jako L-odhady je i tato tfida odhadi robustni vici odlehlym pozorovanim ve

sméru osy y, nikoli ve sméru osy x.
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Jako i v pfedchozim textu uvazujme klasicky linedrni regresni model. M-odhad

regresnich parametri je definovan jako reseni minimalizujici soucet funkci rezidui,

miny _ p(ei) =min > p(y; = xi. B), (7)
=1 =1

kde p je rozumna funkce, ktera by méla mit nékolik zakladnich vlastnosti:
1. nezaporna funkce, p(x) > 0,
2. funkce prochazejici poc¢atkem, p(0) = 0,
3. symetricka funkce, p(z) > p(—x),

4. monoténni funkce, p(z1) > p(x2) pro |z1] > |za.

(6, 25]

M-odhady regresnich koeficientii nejsou obecné invariantni vici zméné meéritka,
tj. pokud jsou chyby méfeni ndsobeny néjakou konstantou, feseni tlohy (7) se tim
zméni. Abychom tento problém obesli, vytvorime novou verzi odhadu, kterd jiz

bude invariantni:
minip g —mlnz L . : (8)
B pry S

kde s je odhad méfitka. Ten mize byt vypocten napiiklad oblibenym zptiso-
bem za pouziti MAD (median absolute deviation, v pfekladu medidn absolutnich
odchylek)

s = mied lei — mjed(gj)\/o.6745.

Jmenovatel je konstanta 0.6745, kterda z s déla nestranny odhad parametru o,
pokud je n dostatecné velké a chyby jsou normalné rozdéleny. Ziskame ji jako
0.75-kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Pro odhad o je mozné pouzit i
jinych funkci, které budou uvedeny v piikladové ¢asti u vy¢tu moznosti procedur

programu SAS. [5, 15, 18]
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Ulohu minimalizace (8) pfevedeme na feseni soustavy p rovnic tim, Ze soucet
funkei rezidui zderivujeme podle 3;,7 = 0,1,...,k, a vzniklé vyrazy polozime

rovny nule. To zapiSeme jako

n . . T
szjw<%) Z%ﬂﬁ( ﬁ>>207 J=12,..k, (9)
=1

kde ¢ = p’ a z;; je i-td4 hodnota u j-tého regresoru, z;o = 1.

Pro vypocet M-odhadi byla navrzena fada algoritmil, mimo jiné i relativné
jednoduché metoda iteracné vazenych nejmensich ¢tverct, ktera je soucasti vy-
poctu v pocitacovych softwarech. Odhad pofizeny metodou vazenych nejmensich
¢tvercli se v mnohém podoba odhadu porizenému obycejnou metodou nejmensich
¢tvercii a ma tvar

B = (X"WX) 'X"Wy,
kde W je diagonélni matice vah o rozmérech n x n.[15]

Pokud tedy uvazujeme iterac¢ni postup, prvni takto porizeny odhad je

3Y = (XTW,X) ' XTW,Y.

Diagonalni prvky matice Wy, wiq, wap, - . . , Wno, jsou vahy dané vztahem

~(0)
Pl(y: — x} s ~(0)
Wip = (yi —xF B )/s ) (10)
1 proy; = x7 3"

~(0
kde B( : je néjaky pocatecni odhad regresnich koeficientii a s je odhad mefitka.

V dalsim kroku itera¢niho procesu budeme postupovat analogicky, pouze misto

o~

~(1
B( : pouzijeme ,6( ). Vétsinou staci pouze nékolik iteraci k dosazeni konvergence.

Vyse uvedené vahy (10) jsou odvozeny z rovnice (9), kterou lze rozepsat jako

Z%w( ﬁ))
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Ny (BB =xiB) s
_izl zﬂp( s ) S ) 0 (11)

pro j = 0,1,...,k. A rovnici (11) dale pfenasobime konstantou s, ziskdme sou-

stavu k+1 norméalnich rovnic ve tvaru [15]
1 O . ,
- E zywp(Yi—x B8)=0, j=12,...,k
s
i=1

K posouzeni kvality odhadt ¢i pro sestaveni konfiden¢nich intervali je ne-
zbytné znat rozptyl odhadu koeficienti a tedy kovarianc¢ni matici vektoru B
Huber a Ronchetti za timto tcelem nabizi tfi nestranné odhady kovarianénich

matic [11]:

2 [1/(n - p)] Z w(5i)2 T~ —1
K s eer &%

1/(n - p)] S (e
S eE)

(12)

1
K™ )P WX X)W !
o e W TW
kde pro K a W plati
p var(y)
K=14+——7—-,
n (E())?

Wik = Z w/(Ei)xijxik-

V praxi jsou E(¢') a var(y’) neznamé, ale je mozné je odhadnout pomoci vy-

bérového primeéru a rozptylu

BW)=m == /()



Funkce p(z) »(2) w(z) rozsah
Metoda 122 z 1.0 2] < o0
nejmensich
ctverci
Huberova 322 z 1.0 |z] <t
funkce
Hampelova 122 z 1.0 2] <a
funkce
1, )
alz| — ¢ asign(z) a/|z| a<|z|<b
el = §) T, wsign)e—ld) ale—ld)
c—b 6 c—b |z|(c — b)
a(b+c—a) 0 0 |z| > ¢
_ sin(z/a)
Anrewsova a[l — cos(z/a)] sin(z/a) |z| <arm
z/a
funkce
2a 0 0 |z| > am

Tabulka 1: Funkce M-odhadu

Existuje fada oblibenych funkci p, které byvaji pfi pouzivani metody M-
odhadtt v robustni regresi pouzivany. Nékolik z nich je uvedeno v tabulce 1.

Odvozeni jednotlivych charakteristik funkce si mizeme ukéazat napiiklad na me-

1

todé nejmensich ¢tverci, kde uvazujeme funkei rezidui p(z) = 522, jez po zderi-

vovani bude odpovidat ¥ (z) = z. S vyuzitim (10) jiZz neni problémem dopocitat,
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z

ze w(z) = ﬁ = 1. Analogicky bychom mohli odvodit charakteristiky Andrew-

sovy funkce. Pokud uvazujeme p(z) = a[l — cos(z/a)|, derivaci této funkce se

dostdvame k 1(z) = (—a)(—sin(z/a))L =sin(z/a) a w(z) = sin(z/a)

z/a
ODHADY S VYSOKYM BODEM SELHANI

Odhady s vysokym bodem selhani jsou potieba, protoze v fadé situaci je kon-
taminovana znac¢na ¢ast souboru, kterou doposud uvedené metody nemusi zvlad-
nout, aniz by odhad neselhal. Odhady s vysokym bodem selhéni jsou konstruo-
vany tak, aby byly soucasné vydatné v pfipadé, kdy rozdéleni chyb je normalni a
soubor dat neobsahuje odlehla pozorovani, a aby dosahovaly bodu selhani az 50
%. V nésledujicim textu se sezndmime s nékolika nejznaméjsimi odhady spliiuji-

cimi tyto pozadavky. [5, 17]

LMS-odhady (Least median of squares)

Jedna z prvnich metod robustni regrese by se v ¢eském prekladu dala nazvat
metodou nejmensiho medidnu ¢tverci, v anglictiné Least median of squares, coz
dale zkratime na LMS. Tato metoda snizuje vliv odchylek dat od regresni funkce,
¢imz je vhodnou robustni metodou odhadu regresnich koeficient v ptfipadé, ze
soubor obsahuje odlehla pozorovani. LMS odhad koeficientt byl navrhnut Pete-

rem J. Rousseeuwem roku 1984 a ho dostaneme jako feSeni minimalizac¢ni tlohy

min med(y; —x 8)°.

Robustnost této metody je ziejma z informace, ze metoda nejmensich ¢tverci
minimalizuje sumu c¢tverct rezidui, tudiz minimalizuje primér ¢tvercii rezidui.
OvSem prumér je znam svymi Spatnymi vlastnostmi, pokud slouzi jako odhad
polohy za pritomnosti odlehlych pozorovani. Median je v téchto pripadech mno-
hem obliben¢jsi statistikou. Z geometrického pohledu 1ze tuto metodu interpre-
tovat jako nalezeni nejtésnéjsiho pasu, jez pokryva polovinu pozorovani, pricemz
polovinou se rozumi [n/2] + 1. Regresni piimka vypo¢tend metodou LMS pak lezi

presné uprostied tohoto pasu.
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P¥i poétu vysvétlujicich proménnych p je bod selhani roven ([n/2] —p+2)/n.
LMS odhady jsou moznéa robustni, maji vSak Spatné asymptotické vlastnosti,
pomalu konverguji k normalité a nejsou prilis vhodné v piipadé, kdy data splnuji

predpoklady pro pouziti klasické regrese. [5, 15]

LTS-odhady (Least trimmed squares estimator (LTSE))

Odhad metodou nejmensich useknutych ¢tverci, ktery navrhl (stejné jako

LMS-odhady) Rousseeuw roku 1984, ziskdme jako feSeni

h h
min} _(y; —xi B)° = min y <},
=1 =1

kde €7 < &3 < ... < &2 jsou ¢tvercovd rezidua uspoiddand dle velikosti, h je tzv.
»usekavaci® konstanta, kterd musi spliovat § < h < n. Tato hodnota ovliviiuje
bod selhani odhadu metodou LTS, coz je zfejmé z minimalizacni tlohy, jez je
v podstaté tlohou z metody nejmensich ¢tvercli, vyjma toho, Ze minimalizuje
soucet pouze prvnich h ¢tvercti ndhodnych chyb. Z toho vyplyva, ze konstanta h
mimo jiné udava, ze n — h nejvétsich rezidui nebude mit vliv na vysledny odhad.

Hodnota h miize nabyvat riznych hodnot, pro maximalni bod selhani volime
h = [n/2]+ [p/2], volbou h = n se zase dostavame ke klasické metodé nejmensich
¢tverct, bod selhani se tim ovSem snizi na 1/n. Hodnotu h lze téz volit v zavis-
losti na tom, za jakym tcelem metodu LTS provadime. Pokud chceme zachovat
vysoky bod selhani, pracujeme s malymi hodnotami A, na druhou stranu stano-
vime vysokou hodnotu h v pripadé, ze chceme zachovat vydatnost odhadu, kdy
je zachovano vice informaci pii vyuziti vice dat. Vysoké h je vhodné pouzit pti

mensi kontaminaci dat a nizké naopak pfi vétsi kontaminaci.[5, 15, 30]

S-odhady (S-Estimators (SE))

V roce 1984 Rousseeuw a Yohai zobecnili odhady LMS a LTS a navrhli S-

odhad, ktery na rozdil od predchozich metod minimalizuje robustni M-odhad
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smérodatné odchylky rezidui. Ukazuje se, Ze tento odhad ma stejné asymptotické
vlastnosti jako M-odhady, navic ma vyhodné robustni vlastnosti, jelikoz jeho
bod selhani muze dostdhnout 50%. Pro rezidua s normélnim rozdélenim maji
S-odhady nizsi vydatnost nez M-odhady. Pokud ovsem S-odhady porovnavame s
LMS-odhady a LTS-odhady, jejich asymptoticka eficience je vyssi. [5, 15, 20]

S-odhad ziskame jako minimalizaci smérodatné odchylky rezidui
Hgn 8[81(,8), 52(6)? s 7571(/8)]7

pficemz smérodatnéd odchylka s[e1(8),e2(8), .. .,en(B)] je dana jako FeSeni rov-

> aleifs) = (13)

kde k je konstanta zavisejici na zvolené funkci p, obvykle je volena jako k = Eg(p).
Tato funkce by stejné jako funkce M-odhadi méla byt symetrické, neklesajici a

meéla by prochazet pocatkem. Vysledny odhad méritka bude nasledujici

5% = sle1(B),e2(B), - ., €n(B))-
Nézev S-odhadt je odtivodnén jejich odvozenim od statistiky méritka (sméro-
datné odchylky), v angli¢tiné scale statistic. Dle dosavadnich zkuSenosti nejsou
S-odhady uzivany v praxi prili§ hojné, coz je pravdépodobné zpisobeno nedosta-

tefnym poctem programti, jez by umély tento odhad spocitat. [11, 15, 18, 20]

MM-odhady (MM-Estimators (MME))

MM-odhady poprvé navrhl Yohai roku 1987 jako odhady s vysokym bodem
selhani, které zaroven vykazuji dobrou eficienci. MM-odhady jsou definovany po-
moci t¥ifdzového postupu. V prvni fazi vypocteme pocatecni regresni odhad, od
kterého pozadujeme konzistenci a vysoky bod selhani, nikoli vydatnost. Vétsinou

volime S-odhad. Ve druhém kroku je vypocten M-odhad smérodatné odchylky
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chyb na zakladé rezidui vypoctenych z modelu s pocatecnim odhadem, jedna
se vlastné o smérodatnou odchylku 6% definovanou vztahem (13). V posledni
treti fazi jsou iterativni procedurou vypocteny M-odhady regresnich parametrii

s vhodnou neklesajici funkei 1. [5, 15]
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5. Hodnoceni kvality regresniho modelu

Jesté pred demonstraci popsanych metod na prikladech bude vhodné uvést,
co rozumime pod pojmem kvalita regresni funkce a jakymi statistikami mtzeme
tuto kvalitu popsat.

Obecné plati, Ze regresni funkce je tim lepsi, ¢im je zavislost proménnych
silnéjsi a ¢im vice jsou empirické hodnoty vysvétlované proménné soustiedéné
kolem odhadu regresni kiivky. Naopak, vztah je tim slabsi, ¢im vice jsou em-
pirické hodnoty vzdaleny hodnotam vyrovnanym. Mira intenzity zavislosti tzce
souvisi s hodnocenim uc¢innosti odhadnuté regresni funkce a tedy s kvalitou re-
gresniho odhadu. Pro kvalitu regresni funkce pouzivame zejména charakteristiky

jako index determinace, rozptyl odhadnutych koeficientii a analyzu rezidui.

5.1. Rezidualni soudet ¢étvercu

Rezidua jsou zékladni diagnostickym néstrojem pii hodnoceni kvality regresni
funkce. Casto pouzivanou charakteristikou rezidui je rezidualni soucet ¢tvercii

dany vztahem

n

Sp=>_ (Y =Yi)"

i=1

Symbolem Y; ozna¢ujeme i-tou napozorovanou (empirickou) hodnotu a f/z necht je
i-tou vyrovnanou hodnotou. Pro reziduéalni soucet ¢tvercii intuitivné plati, ze ¢im
je mensi, tim je regresni funkce kvalitnéjsi. OvSem tento predpoklad plati pouze
pro nerobustni metody a modely, kde chyby méfeni maji normélni rozdéleni, tj.
pokud soubor dat neobsahuje odlehla pozorovani.

Tato charakteristika je tedy vhodna predevsim v pripadé, kde mezi sebou
porovnavame nékolik regresnich funkci, které se lisi svym tvarem, nikoli vSak
metodou vypoctu, kterou by méla byt metoda nejmensich ¢tvercii. Pokud ovsem
pocitame s konstantnim tvarem regresni funkce, v nasem pripadé ptjde o obecnou
primku, a ménime pouze metody vypoctu, je zfejmé, Ze nejlépe ze vzajemného po-

rovnavani vyjde metoda nejmensich ¢tverci, ktera ma minimalizaci ¢tvercovych
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rezidui primo za tkol. A to i v pfipadé, ze odhady metodou nejmensich ¢tverci
budou naprosto nediivéryhodné a zkreslené. Pro robustni metody by bylo tfeba

provést modifikaci. []

5.2. Index determinace

Dalsi charakteristikou kvality regresni funkce, ktera trpi podobnym nedostat-
kem jako reziduélni soucet ¢tverct, je index determinace (v angli¢tiné R-square).
Na tivod zminme, Ze v regresnim modelu lze konstruovat tii zakladni typy souctu

¢tvercovych odchylek:

1. celkovy soucet ¢tverct - charakterizuje celkovou variabilitu dat

n

So=> (Yi-Y),

i=1
kde Y = 137,
2. teoreticky soucet ¢tverctl - charakterizuje ¢ast variability zavisle proménné
Y, ktera je zachycena regresni funkci
n

ST = Z(ﬁ _?)27

=1
kde Y = 137,

3. rezidudlni soucet ¢tvercii - charakterizuje ¢ast variability zavisle proménné

Y, kterou nelze vysvétlit regresni funkei

n

Sr=>Y_(Y;- Y~

=1

Index determinace, zna¢ime R2, je konstruovany jako pomér teoretického souctu

¢tvercu a celkového souctu ¢tvercu.

St
R*=—.
Sc
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Parametr mtize nabyvat hodnot v intervalu < 0,1 >, navic ho lze vyjadrit v
procentech, pokud hodnotu vynasobime stem. Index determinace vyjadieny v
procentech udava cast rozptylu zavisle proménné Y, kterou je mozné vyjadrit
zvolenou regresni funkci. Je zadouci, aby index nabyval hodnot blizkych k jedné,
¢imz je zarucCena silna zavislost proménnych a také vhodnost zvolené regresni
funkce.

V pripadé pouziti metody nejmensich c¢tvercti k vypoctu odhadi regresnich
koeficientti plati Y = Y a také je mozné definovat vztah mezi jednotlivymi roz-

ptyly S¢ = St + Sg, ktery nam dovoluje index determinace pfepsat ve tvaru

Déle je mozné R? upravit tak, Ze ziskdme adjungovany index determinace
(oznacovany v anglické literatufe adjusted R-square). Ten se hojné pouziva diky
své schopnosti potlacit vliv rostouciho poc¢tu koeficientti regresni funkce, coz ma

u oby¢ejného indexu determinace za nésledek rtist hodnoty R?, ackoliv funkce

vvvvvv

n—1
n—op

R2, =1-(1-R?

adj

Index determinace je ovsem vhodnou charakteristikou pouze v pripadé pouziti
metody nejmensich ¢tverct, tedy za prepokladu, ze nahodné chyby podléhaji nor-
malnimu rozdéleni. Jiz jediné odlehlé pozorovani zptlisobi, Ze index determinace
mé nulovou vypovédni hodnotu o kvalité regresni funkce. [4, 12]

Pro tyto situace byly stejné jako pro pripad regrese navrzeny robustni in-
dexy determinace, které pracuji dobte i za ptritomnosti odlehlych pozorovani v
datech a zaroven vykazuji dobrou eficienci v pfipadé splnéni predpokladd pro
pouziti obyéejného R?. Nevyhodou robustnich indexti determinace je dozajista
jejich vychylenost ve vétsiné pripadi.

Napriklad robustni index determinace pro situace, kdy je k odhadu regresnich

parametri pouzit jeden z M-odhadt, navrhl R.A. Maronna v roce 2006. Jedna
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se o robustni ekvivalent R? dany rovnici

n Yi—x} B
Zi:l )0( S )
R?2=1 .

P B n Yi—n
> ic1 p(lTu)

Symbolem [ se rozumi M-odhad stfedni hodnoty proménné Y, ktery vznikne

feSenim ulohy

. ~ (Yi—u
min = :
p=3()
Déale uvazujme s jako odhad smeérodatné odchylky o. Stejnym zptisobem bude
vypocitan robustni index determinace pro MM-odhady.

V prikladové c¢asti bude vycislen také robustni index determinace pro LMS-

odhad podle vzorce vynalezeného védci Rousseeuwem a Leroyem

R2, —1— med; |Y; — Xz'T- BLMS| ?
mad(Y;) '

Vyrazem v ¢itateli mad(y;), v angli¢tiné nazyvanym median absolute deviation,

zde myslime

med{|Y; — med Yj|}.
i J
Predstavme si také robustni indexy determinace pro S-odhady ¢i metodu LTS.
n — 82 2
Rzob =1 ﬂ
(n— 1)83
pro metodu S-odhadu, kde S, predstavuje S-odhad smérodatné odchylky v celém

modelu, S, je S-odhad v regresnim modelu obsahujicim pouze absolutni ¢len. Pro

metodu LTS bude index determinace vypocitan dle néasledujiciho vzorce

RZ, =1— sirs(X, Y)’
" SLTSQ(LY)
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kde sprs(1,Y) je odhad smérodatné odchylky v modelu obsahujicim pouze abso-

lutni ¢len a sprs(X,Y) je odhad dany vztahem

kde

2n 1
dpn =1/4]1— — ),
" /\/ h Ch,n ¢ (Ch,n>

h+n
n=1/0"1
Ch, / < m )7

pricemz ¢ znaci funkci hustoty a @ distribu¢ni funkci normovaného normalniho

za predpokladu, ze

rozdéleni.[17, 18, 21]

5.3. Akaikeho informacni kritérium, Bayesovské informa-
éni kritérium
Dalsimi statistikami vyvinutymi pro posouzeni kvality modelu jsou informacni
kritéria, ktera byvaji mnohdy vyuzivana pro odhadnuti po¢tu parametri. Nejprve
si priblime informacni kritérium pfedstavené japonskym statistikem Hirotsugem

Akaikem v roce 1971. Kritérium je vyjadieno rovnici
AIC =2k — 21InL,

kde k je pocet parametri a L je maximélni hodnota vérohodnostni funkce. Na-
rozdil od indexu determinace je zde preferovan model, pro ktery toto kritérium
nabyva minima.

Toto kritérium bude v nasledujicich prikladech vypocitano pro M a MM-
odhady pro porovnani jejich presnosti. Samoziejmé bude uvazovan robustni ekvi-

valent, jelikoz metody jsou robustni a neni v nich uvazovano specifické rozdéleni
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nédhodnych chyb, neni tedy mozné maximalizovat vérohodnostni funkci. Robustni

AIC budeme znacit AICR a vyjadiime ho jako

~

AICR = ZZp(%ﬁ) + ap,
i=1

kde s jako vzdy znac¢i odhad smérodatné odchylky, B je M ¢i MM-odhad regresnich
koeficientl a p je dimenze matice X. Penalizaci pro pocet koeficient predstavuje
Eq?

Ey

Piibuznym kritériem AIC je Bayesovské informacni kritérium, navrzené Gi-

parametr « vypocteny jako a = 2

deon E. Schwarzem v roce 1978, které opét muze slouzit k odhadu poc¢tu para-
metrt v modelu. Mira penalizace vznikla pfidanym parametrem je zde vSak jesté

vyssi, nez tomu bylo u AIC. Kritérium znac¢ime BIC a je dano vzorcem
BIC = kln(n) — 2InL.

Pro BIC plati to samé, jako pro Akaikeho kriterium, tedy - budeme ho pouzivat
pro porovnani M a MM-odhad® v jeho upravené robustni verzi, kterd vypada

nasledujicim zptisobem

~

BICR =2 Z p(%ﬂ) + p log(n).
i=1
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6. Aplikace na datech

Posledni kapitola této prace bude vénovana vypoctu regresnich odhadt po-
moci vsech robustnich i nerobustnich metod popsanych v pfedchozich kapitolach.
Vypocty budou provadény na nasimulovanych datech, ktera budou kopirovat ctyti
mozné situce z hlediska obsahu odlehlych pozorovani. Tyto situace budou také
souviset s vlastnostmi jednotlivych metod odhadi, kterézto byly diskutovany
diive v této praci - tim myslime robustnost jako takovou a nasledné téz vydat-
nost ¢i bod selhani.

Budeme uvazovat 10 dat z klasického linedrniho modelu
Y=10+3z+¢e, &~ N(0,2).

Jedn4 se o jednoduchou (ptimkovou) regresi, ktera nas provazela celym predes-
lym textem. Maly vzorek dat je volen zamérné, aby odhalil chovani jednotlivych
metod, pokud jsou pouzity na soubor s malym rozsahem, kde kazdé chybné po-
zorovani ma zasadni vliv na celkovou kontaminaci souboru, a tak i na zkresleni
odhadti regresnich parametr.
Data byla vygenerovana za pouziti kodu
data SASUSER.DATA1;
do x=1 to 10;
y=10 + 3*x + rand(’normal’,0,2);
output;
end;

Nésledné odhady jiz budou zpracovavany v programu SAS, ktery na rozdil
od programu R nabizi vSechny ndmi zminéné metody vypoc¢tu odhad regresnich
koeficienti. Pfed samotnym provedenim vypocti si predstavime, za pomoci kte-
rych procedur budou odhady pofizovany, a uvedeme nékolik zakladnich parame-
tri pouzivanych pro specifikaci nasich pozadavki na proces odhadu koeficientii.
Omezime se vSak pouze na ty parametry, které budou v nasich vypoctech pii-

tomny, jelikoz pfi obsahlych moznostech programu SAS by popis vSech moznosti
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nastaveni byl unavujici a zbytecny, protoze vSechny informace jsou dostupné v
napoveédé programu.

Pro klasickou regresi pomoci metody nejmensich ¢tvercti bude pouzita pro-
cedura REG, u niz vyuZijeme implicitniho nastaveni, které je pro obyc¢ejnou MNC

dostacujici. Jedinymi volitelnymi parametry v této procedutre budou:

DATA
nastaveni datového souboru, ze kterého pochéazi hodnoty.

MODEL
pozaduje specifikaci proménnych typu <zavisla> = <nezavislé> < / volby>.

Procedura ROBUSTREG bude pouzita pro M-odhady, MM-odhady, S-
odhady a LTS odhady. Jeji stézejni parametry jsou nasledujici:
DATA

PLOTS
slouzi k vykresleni pozadovanych grafii. Pfed procedurou obsahujici tento

piikaz musi byt spusténo prostiedi ODS Graphics, po procedure opét vy-
pnuto(ods graphics on; ods graphics off;). Volbu grafi zapisujeme nésle-
dovné plots <(pozadované-grafy)>. K dispozici je cela fada grafickych cha-
rakteristik, napt. ddplot, fitplot, histogram, qqplot,...
METHOD - specifikuje metodu odhadu regresnich koeficientti, ktera bude
pro vypocet pouzita. Moznosti jsou takovéto:

METHOD=M

SCALE

nastavuje smérodatnou odchylku piimo ¢i udava zptsob jejiho odhadu.

Moznosti tohoto parametru jsou nasledujici.

Meéritko Zapis implicitni
nastaveni

konstanta SCALE=hodnota

Hubertv odhad SCALE=HUBER<(D=d)> 2.5
medianovy odhad SCALE=MED

Tukeyho odhad SCALE=TUKEY<(D=d)> 2.5
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Implicitni metoda vypoctu je MED. Jedné se o iterac¢ni algoritmus,

kdy smérodatnou odchylku v m + 1 kroku vypocteme pomoci vztahu

o 5 (m)
5(m+1) _ 1hed lyi —x. 8|
g me { 0.6745 ’

pricemz 0.6745 je 0.75-kvantil normovaného normélniho rozdéleni. U
Huberova a Tukeyho odhadu jsou pouzity prislusné funkce, kde lze

navic stanovit parametr D.

WF
umoznuje volbu vahové funkce. SAS nabizi 10 voleb znazornénych nize,

které lze dale ovliviiovat pomoci konstant A, B ¢i C. Implicitni meto-

dou M-odhadu je Andrewsova funkce.

Véahova funkce Zéapis implicitni

nastaveni
Andrewsova WF=ANDREWS<(C=c)> 1.339
Bisquare WF=BISQUARE<(C=c)> 4.685
Cauchyho WF=CAUCHY<(C=c)> 2.385
Fair WF=FAIR<(C=c)> 1.4
Hampelova WF=HAMPEL<(A=a B=b C=c)> 24,8
Huberova WF=HUBER<(C=c)> 1.345
logisticka WF=LOGISTIC<(C=c)> 1.205
medién WF=MEDIAN<(C=c)> 0.01
Talworthova WF=TALWORTH<(C=c)> 2.795
Welschova WF=WELSCH<(C=c)> 2.985

ASYMPCOV

volba zptisobu pro vypocet kovarian¢ni matice, zadavame
ASYMPCOV=H1|H2|H3. Dostupné vzorce se shoduji se vztahy uvede-

nymi u M-odhadu. Implicitné je nastaven prvni zptsob vypoctu (12).
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METHOD=LTS

H
parametr pro nastaveni ,usekévaci“ konstanty h. Jako vychozi je na-

3n+p+l

=], v dtisledku ¢ehoz se v nasich vypoctech do-

stavena hodnota |

stavame ke konstanté h = 8.

METHOD=LTS
ASYMPCOV

urcuje moznosti pro vypocet kovariancni matice, zadavame
ASYMPCOV=H1|H2|H3|H4. Prvni tfi zptisoby se shoduji s volbami

pro M-odhad, ¢tvrta moznost je odhad kovarianéni matice ve tvaru

2 [1/(n =) 3o ()
CTomzeer -
Tento odhad je implicitni.

CHIF
specifikace funkce p, kterd bude pouzita pfi vypoctu S-odhadu. SAS

nabizi dvé moznosti volby, a to Tukeyho ’'bisquare’ funkci a Yohaiho

funkci. My budeme vyuzivat funkci prvni, ktera je ve tvaru:

pl(z) = 3(92 - 3<§)4+ (%)6 projz| < ¢

1 jinak

Konstanta ¢ kontroluje bod selhani a eficienci S-odhadu. Standardné
je nastavena na hodnotu 2.9366, pro kterou je bod selhani 0.25 s od-
povidajici eficienci 75,9%.

EFF
pomahé kontrolovat eficienci pro S-odhad. Ovliviiuje konstantu ¢ ve

funkci p.
kO

slouzi k urceni konstanty ¢ ve funkci p, a tim i k urceni eficience a
bodu selhani. Tento parametr ma prednost pred nastavenou hodnotou

v parametru EFF.
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METHOD=MM

ASYMPCOV
specifikuje zpiisob vypoctu kovarianéni matice. Moznosti i vychozi na-

staveni jsou stejna jako u S-odhadu.

INITEST

umoznuje nastavit metodu odhadu regresnich koeficienti v prvnim
kroku procesu. Moznosti jsou INITEST=LTS]|S, kde LTS-odhad je vy-
chozi volbou.

CHIF
parametr urcujici funkci, ktera bude pouzita v druhé fazi vypoctu MM-

odhadu. V pripadé, ze INITEST=S, nastavuje téz funkci pouzitou pro
S-odhad v prvni fazi. K dispozici je opét Tukeyho ’bisquare’ funkce
(vychozi volba) a Yohaiho funkce.

kO

slouzi k urceni konstanty ¢ ve funkci p a tim i k urceni eficience a
bodu selhani. Jeji nastaveni plati pro prvni i druhou fazi, pokud je
INITEST=S.

EFF
specifikuje eficienci pro MM-odhad. Implicitni nastaveni eficience je

0.85, coz odpovida nastaveni k1=3.44 pro CHIF=TUKEY a k1=0.868
pro CHIF=YOHALI. Konstanta k1 vystupuje ve funkci druhé faze vy-
poctu, pokud je INITEST=LTS.

INITH
urcuje konstantu h v ptipadé, ze INITEST=LTS.

Dalsi procedurou pouzitou v piikladové casti je IML procedura, v niz se bu-

deme obracet na funkci LAV Call a LMS Call. Funkce LAV Call slouzi k odhadu

regresnich koeficientti za pouziti metody Li-odhadi, zde se ovSem setkdvame se

zkratkou LAV (Least absolute value, v pfekladu nejmensi absolutni hodnota).

Tato funkce je volana piikazem ve tvaru call lav(rc, xr, a, b, x0, opt) a vyzaduje

specifikaci nasledujicich parametru:

rc, Xr
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zajistuji detailni specifikaci optimalizac¢niho procesu a vystupi s nim sou-
visejicich.

a
je matice planu X, ,, pro kterou plati, ze h(X) =p an > p.

b
zde zastupuje vektor y,, ..

x0
je volitelny vektor rozmeéri n x 1, ktery udava pocatecni bod v optimaliza-

¢éni tloze.

opt
je volitelny vektor, kde zadavame, jaké vystupy chceme ve vysledku zob-

razit. V nasich ptikladech vyuzijeme volbu opt={ . 3 0 1 }, ¢imz se mysli
vektor opt=(0,3,0,1). Tim jsme stanovili, ze ve vystupu chceme mit od-
hady metodou nejmensich ¢tvercti, L;-odhady, odhad kovarian¢ni matice

(za pomoci McKean-Schraderova odhadu) a test konvergence.

LMS Call funguje podobné jako LAV Call, jen ma mnohem vice moznosti
nastaveni vektoru opt, tudiz opét uvedeme pouze nase nastaveni tohoto vektoru
a priblizime, co jednotlivé volby znamenaji. Funkci zavolame piikazem call Ims(sc,

coef, wgt, opt, b, a) a pfedem nadefinujeme parametry:

sc, coef, wgt
zajistuji detailni specifikaci optimalizac¢niho procesu a vystupi s nim sou-

visejicich.

a
je matice planu X, ,, pro kterou plati, ze h(X) = p a n > p. Pokud je

ovem opt[1]=0, pfedpokladé se v regresni funkci pfitomnost absolutniho
¢lenu a matice X se zadava jiz bez sloupce jednicek.

b

zde zastupuje vektor y,, .-

opt
je volitelny vektor, kde zadavame, jaké vystupy chceme ve vysledku zob-

razit. V nasich pfikladech vyuzijeme volbu opt=(0,2,0,0,0,0,0,0). Tim jsme

stanovili, zZe ve vystupu chceme mit LMS-odhad, vycet rezidui, historii op-
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timaliza¢niho procesu a dalsi charakteristiky itera¢niho procesu, jako vahy

pro RLS (vazend metoda nejmensich étverct). [21]

6.1. Priklad 1

Prvni soubor dat byl vygenerovan za tucelem, aby v pripadé odhadovani re-
gresnich parametru byla idedlni metoda nejmensich ¢tverct (a metoda maximélni
vérohodnosti, ktera zde bude poskytovat stejné vysledky). Robustni metody tak
budou podrobeny zkoumani jejich vydatnosti. Data jsou uvedena v tabulce 2 a

graficky znazornéna na obrazku 9.

X y X y

1 14.9320 6 27.4376
2 14.6175 7 32.7958
3 18.8207 8 37.7968
4 20.9537 9 37.9031
5 23.2528 10 38.4805

Tabulka 2: Datovy soubor 1
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Obr. 9: Zobrazeni datového souboru 1
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Vypocty budou provadény v programu SAS 9.2, ktery nabizi feseni vsech
robustnich metod, které byly piibliZeny na predchozich strankach. Kod programu
zajistujici vipocet regresnich odhadi je uveden v piiloze 1. Vysledky jsou zapsany
v tabulce 3.

Podle vysledku se jako vhodné (ve smyslu, Ze odhady jsou porovnatelné s
pravymi parametry piimky) jevi vétsina metod. Nejméné se pravym hodnotam
regresnich koeficientii blizi LAD-odhad, LMS-odhad $i LTS-odhad, naopak nej-
lépe se prezentuje pravdépodobné M-odhad s pouzitim Huberovy funkce.

Toliko k posouzeni ptresnosti jednotlivych metod - toto hodnoceni bylo prova-
déno na zakladé znalosti spravné regresni funkce. Nyni je tedy na misté ukazat
si, jak zvolit vhodnou regresni metodu v pripadé neznalosti spravnych hodnot ko-
eficienti. K tomu nam slouzi diagnostika odlehlych pozorovani ¢i charakteristiky
uvedené v predchozi kapitole. Diagnostiku odlehlych pozorovani provadi SAS v

ramci vypoc¢tu M-odhadu a staci k tomu do programu vlozit nékteré piikazy

proc robustreg data=SASUSER.DATA2 method=m
plots=(ddplot);

model Y = X / diagnostics leverage;
run;

Identifikace odlehlych pozorovani v programu SAS je provadéna nésledujicim
zpusobem. Nejprve si priblizme, jak jsou nalezena odlehla pozorovani ve sméru
osy x. Ve vzorcich je takové pozorovnani oznacovano jako leverage a plati pro n€j

LEVERAGE = { 0 proRD(m) S\ a0 RD(z;) znad ro-

1 jinak
bustni vzdalenost. Jedné se o vzdéalenost odvozenou z Mahalanobisovy vzdéle-

nosti MD(z;), ktera je definovana jako
MD(z;) = [(2; — 2)" 71 (2 — 7)]2,

za piedpokladu, ze 7 = 23" | 2; a S = > ( — )" (2 — ) jsou empi-

rické mnohorozmérné charakteristiky polohy (v tomto pfipadé aritmeticky pramér
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a vybérova kovarianéni matice). Robustni vzdélenost potom vznikne nahrazenim
téchto charakteristik polohy za jejich robustni ekvivalenty = a i, které jsou vy-
pocteny pomoci MCD metody (minimum covariance determinant, v prekladu
minimalni determinant kovarianéni matice, viz. [19]). Robustni vzdalenost bude
ve tvaru
RD(z;) = [(z; — )T &7 (2, — 7).

Odlehla pozorovani ve sméru osy y jsou detekovana pomoci rezidui a ve vzorci
bude takové pozorovani oznaceno jako outlier. Odlehlé pozorovani je identifiko-
vano na zakladé vztahu

0 pro|g;| < ko

OUTLIER = { -
jinak

Zde ¢ je odhadem meéritka a implicitni nastaveni hodnoty konstanty &k je £ = 3.

[21]

Pro data z tabulky 2 byla tato analyza provedena a vysledkem je obrazek 10,
ktery vypovida, ze soubor neobsahuje odlehlé hodnoty.

Leverage Diagnostics

2.0+

o Observations 10
Outlisrs 0
Leverage Pts o]

Robust MCD Distance

- [#] o
10 Lev Cutoff 2241
] [#]
05 -
[&] [&]
#] ]
0.0 -
T T T T T T
025 050 075 1.00 125 150

Mahalanobis Distance

+ Qutlier = Leverage -~ Outlier_Leverage

Obr. 10: Diagnostika odlehlych pozorovani
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Informace z této analyzy nas vedou k zavéru, ze u odhadi vychazejicich z
téchto dat nebudeme pozadovat vysoky bod selhani, nybrz vysokou eficienci. Tyto
vlastnosti 1ze ovlivnit u S-odhadu, kde mame moznost nastaveni bud konstanty
¢ C¢i primo pozadované vydatnosti odhadu. Zadame tedy pozadovanou eficienci

rovnu jedné

proc robustreg data=SASUSER.DATA1l method=s (EFF= 1);

model Y = X;
run;

Cimz ziskdme nové odhady parametr a vyrovnand piimka je nyni tvaru 7 =
9.6719 + 3.0652x. Bod selhani se tim snizi na 0.1983, naproti standardnimu
0.25, to by vSak v nasi situaci nemélo byt problémem, jelikoz zadna odlehla
pozorovani nebyla identifikovana.

Vypoctené hodnoty charakteristik usuzujicich na kvalitu odhadu regresni primky
pro piiklad 1 jsou k dispozici v tabulce 3. R? znaéi index determinace (pro me-
todu nejmensich ¢tvercti bude vypod&itan klasicky R2, pro ostatni metody uvedeme
R? , poskytnuty programem SAS) a oznac¢enim SE(f3;) a SE(f;) rozumime odhad
smérodatné odchylky pro odhady parametri 3y a f;. SE je zkratkou z anglického
nazvu standard error, definujiciho smérodatnou odchylku odhadii.

Neékteré z charakteristik program SAS ve vystupu neposkytuje, proto budou v
nasledujici tabulce vynechany. Konkrétné se jedna o odhady smérodatnych odchy-

lek pro odhady parametrii metodou LTS a LMS a o robustni index determinace

pro LAD-odhad.
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Metoda Bo b1 SE (Bo) | SE (B1) R?

MNC 9.7148 | 3.0880 | 1.3200 | 0.2127 | 0.9634
LAD-odhad 7.9645 | 3.3265 | 2.2499 | 0.3626 —
M-odhad (Huber) 9.7591 | 3.0679 | 1.3920 | 0.2243 | 0.9239

M-odhad (Hampel) 9.7148 | 3.0880 | 1.3200 | 0.2127 | 0.7149
M-odhad (Andrews) 9.6884 | 3.0788 | 1.4118 | 0.2275 | 0.8845

LTS-odhad 8.7661 | 3.1333 — — 0.9783
LMS-odhad 9.5230 | 2.8784 — — 0.9893
S-odhad (EFF=1) 9.6719 | 3.0652 | 1.5385 | 0.2518 | 0.9650
S-odhad (EFF=0.76) || 9.6668 | 3.0516 | 1.6718 | 0.2750 | 0.9657
MM-odhad 9.6753 | 3.0691 | 1.5002 | 0.2451 | 0.8028

Tabulka 3: Odhady regresni pfimky pro datovy soubor 1

Podle charakteristik v tabulce 3 neni mozné o né€jakém odhadu prohlasit, ze
je vyrazné nejvhodnéjsi pro dana data. Index determinace je nejvyssi pro LMS-
odhad ¢i S-odhad s implicitné danou eficienci. Musime zde ale pripomenout, Ze
robustni indexy determinace jsou pro rtizné metody pocitany rtizné, a proto se
spise hodi pro porovnavani funkci v ramci pouziti jedné metody a nikoliv pro
porovnavani vice metod mezi sebou. S prihlédnutim k tomuto faktu a skutecnosti,
ze chyby jsou normalné rozdéleny, mtizeme prohlasit, Ze nejlepsi volbou je metoda
nejmensich ¢tverci.

Primky jsou znazornény v ptiloze 2. Jiz z prvniho grafu je ziejmé, ze zadna z
primek se vyrazné neodchyluje od spravného sméru. Primky jsou vykresleny velmi
tésné u sebe a casto se i prekryvaji. Dalsi porovnavani umoznuje zbytek grafi
v priloze, kde se jen potvrzuje, ze odhadnuté primky jsou velmi blizké spravné
zadané piimce.

Pro M a MM-odhady je navic mozné porovnani na zakladé robustniho Akai-

keho a Bayesovského informac¢niho kritéria, coz je znazornéno v tabulce 4.
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AICR | BICR
M-odhad (Huber) 9.2471 | 11.2682
M-odhad (Hampel) 50.1498 | 51.8550
M-odhad (Andrews) 9.0887 | 11.1282
MM-odhad 7.8159 | 10.2342

Tabulka 4: Informacni kritéria pro pt. 1

Podle téchto kritérii vyhodnotime jako nejlepsi MM-odhad, ktery nabyva
nejmensich hodnot pro AICR a BICR charakteristiky.

6.2. Priklad 2

Druhy priklad bude obdobou prikladu prvniho, pouze u jediného pozorovani
zménime hodnotu zavisle proménné tak, abychom vytvorili odlehlé pozorovani
ve smeéru osy y. Vysledné odhady parametri opét vypocitame v programu SAS
9.2 za pomoci stejného kodu, ktery obsahuje priloha 1. Pfepsan bude pouze na-
zev datové mnoziny, kterd poskytuje potfebné vygenerované hodnoty. Dtuvod k
zahrnuti tohoto ptrikladu do prace je nasledujici - priklad by mél odhalit, jak se
chovaji jednotlivé metody za predpokladu malé kontaminace dat ve sméru zavisle

proménné. Data jsou uvedena v tabulce 5 a znézornéna na obrazku 11.

X y X y

1 14.93197 6 27.43756
2 14.6175 7 32.79583
3 18.82073 8 37.79679
4 120.9537 9 37.90308
5 23.25283 10 38.48045

Tabulka 5: Datovy soubor 2
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Obr. 11: Zobrazeni datového souboru 2

Ztetelné odlehlé pozorovani miizeme pozorovat ve ¢tvrtém fadku. Vysledné
odhady jsou uvedeny v tabulce 6. Dle o¢ekavani se pri kontaminaci souboru odhad
metodou nejmensich ¢tverct stava témér nepouzitelnym diky silnému zkresleni.
To se znacn€ napravi, pokud ¢tvrté pozorovani v souboru vynechame - v tabulce 6
tento odhad oznacime MNC (vyn.). Ostatni odhady si jiZz po¢inaji mnohem lépe,
vSechny jsou velmi blizké spravnym hodnotam regresnich parametri a zadny
odhad vylozené nevyc¢niva. Téz je tézké urcit, ktery z odhadi je nejlepsi, protoze
rozdily mezi odhadnutymi parametry jsou opravdu malé.

Obrazek 12 stejné jako v predeslém prikladé znazornuje identifikaci odlehlych
pozorovani provedenou programem SAS. Spravné bylo za odlehlé pozorovani ve

smeéru zavisle proménné oznaceno pozorovani ¢tvrté.
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Obr. 12: Diagnostika odlehlych pozorovani

Na zakladé této informace je mozné zménit konstantu h pro LTS-odhad, pro-
toze mame podezieni, ze 9 pozorovani bude v poradku. Pokud A = 9, potom kéd

bude vypadat nésledujicim zptisobem

proc robustreg data=SASUSER.DATA2 method=1ts (H=9);

model Y = X;
run;

Odhadnuté regresni piimka pomoci metody LTS je nyni tvaru 7 = 9.9699 +
3.0648x, kde smérnice je odhadnuta s podobnou presnosti jako u ptivodni verze
odhadu, priisecik s osou y se ovSem vyrazné zlepSil. Podobné mutzeme zlepsit i
MNC odhad, vynechdme-li odlehlé pozorovani 4 ze souboru dat, viz tabulka, 6.

Pro ptipad, kdy nezname spravné hodnoty parametrii, jsou v tabulce 6 uve-
deny charakteristiky kvality regresni funkce, podle kterych se miizeme rozhod-

nout, které metodé vypoctu odhadt regresnich parametri dame prednost.
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Metoda Bo Bi | SE(By) | SE(B1) | R?

MNC 29.7148 | 1.2699 | 22.312 | 3.5960 | 0.0153
MNC(Vyn.) 9.9699 | 3.0648 | 1.4432 | 0.2254 | 0.9636
LAD-odhad 9.2796 | 3.1804 | 2.4659 | 0.3974 —

M-odhad (Huber) 10.7443 | 2.9944 | 1.7679 | 0.2849 | 0.3369
M-odhad (Hampel) 9.9699 | 3.0648 | 1.4632 | 0.2358 | 0.5946
M-odhad (Andrews) | 9.9652 | 3.0582 | 1.5446 | 0.2489 | 0.7935
LTS-odhad (h=9) 9.9699 | 3.0648 — — 0.9635
LTS-odhad (h=8) 10.1882 | 2.9473 — — 0.9747
LMS-odhad 9.2593 | 3.0455 — — 0.9737
S-odhad 9.9636 | 3.0519 | 1.6058 | 0.2528 | 0.9599
MM-odhad 9.9648 | 3.0567 | 1.5464 | 0.2429 | 0.7372

Tabulka 6: Odhady regresni piimky pro datovy soubor 2

Na zékladé téchto udajia by jako prijatelnd metoda pro vypocet regresnich ko-
eficientti byl pravdépodobné vybran LTS-odhad (h=9) ¢i M-odhad (Hampel) na
zékladé malého rozptylu koeficientti. Rezidualni soucet se zde stava nepodstat-
nym ukazatelem, jelikoz nepozadujeme nejlepsi prolozeni vSemi body, ale spravné
zachyceni zavislosti na zakladé nekontaminovanych dat. Index determinace na-
byva nejvétsich hodnot pro LMS-odhad ¢i LTS-odhad (h=8).

Odhadnuté pfimky jsou znazornény v piiloze 3. Z prvniho grafu lze vy¢ist, ze
kromé metody nejmensich ¢tvercti jsou vSechny odhady velmi presné a navzajem

srovnatelné. Dalsi grafy tuto domnénku jen potvrzuji.

AICR BICR
M-odhad (Huber) 111.0602 | 112.7411
M-odhad (Hampel) 66.5482 | 69.1385
M-odhad (Andrews) 13.4426 | 16.1166
MM-odhad 7.9491 | 11.3205

Tabulka 7: Informacni kritéria pro pr. 2
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Tabulka 7 by nam meéla usnadnit vybér mezi M a MM-odhady. Podle indexu
determinace je nejpresnéjsi M-odhad s pouzitim Andrewsovy funkce néasledovany

MM-odhadem, podle informacnich kritérii se dostavame k opacéné situaci.

6.3. Priklad 3

Na tfetim prikladé podrobime zkouméani bod selhani nami probiranych metod.
Pro tento 1ucel pouzijeme novy soubor dat, ktery bude kontaminovany ¢tyimi
odlehlymi pozorovanimi ve sméru osy y. Tyto Spatné hodnoty budou tedy tvotit
zavaznou kontaminaci, se kterou by si mély poradit predevsim robustni metody s
vysokym bodem selhani. Data jsou uvedena v tabulce 8 a zakreslena na obrazku

13.

X y X y

1 51.93197 6 27.43756
2 —14.6175 7 132.79583
3 18.82073 8 37.79679
4 120.9537 9 37.90308
5 23.25283 10 38.48045

Tabulka 8: Datovy soubor 3
Nejprve se pokusime detekovat odlehléd pozorovani pomoci diagnostiky prove-
dené programem SAS, jako tomu bylo v pfedchozich piikladech. Vysledkem bude

obrazek 14, podle kterého je mozné identifikovat vSechna odlehla pozorovani.
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Obr. 13: Zobrazeni datového souboru 3
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Obr. 14: Diagnostika odlehlych pozorovani
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Odhaleni ¢tyt odlehlych pozorovani néas vede k tomu, abychom u LTS-odhadu
nastavili konstantu h rovnu Sesti, coz zapiseme analogicky jako v pfedchozim pii-
kladé. Bez této aktualizace by konstanta h byla rovna osmi a vypoctené koefici-
enty by byly 4 = 15.4395 + 2.2157x.

Zaroven budeme od S-odhadu pozadovat, aby bod selhani pfesahl 0.4 (4 pozo-
rovani z 10 povazujeme za kontaminovand), ¢ehoz dosdéhneme snizenim eficeince.
Na zakladé nékolika ndhodné zadanych hodnot neni tézké zjistit, ze jiz pro efi-
cienci 0.45 je bod selhani roven 0.4054. Koeficienty urcené pomoci S-odhadu s
témito parametry jsou uvedeny ve vyctu vysledkil vSsech odhadi, pro zajima-
vost si v8ak prozradme, Ze za pouziti implicitniho nastaveni hodnoty eficience by
odhad regresni primky vypadal nasledovné 3y = 26.5210 + 1.8296:.

Podobné Ize ovlivnit bod selhani téz u MM-odhadu, kde jsme doposud vy-
chazeli z implicitného nastaveni, nyni ovsem vytvoirime dalsi dva MM-odhady
upravou odhadu pocatecnich parametri, coz je prvni krok procesu pfi vypoctu

MM-odhadu. Prvni vylepseny odhad zapiSeme pomoci kodu

proc robustreg data=SASUSER.DATA3 method=mm (INITEST=S k0=1.9617
EFF=0.45);

model Y = X;
run;

Parametr INITEST rozhoduje, ktera metoda bude v prvnim kroce pouzita,
v tomto pripadé jsme stanovili S-odhad. Konstanta kO vystupuje v druhé fazi
vypoctu, kde si zvolime pfislusnou funkci, kterd bude vystupovat v - M-odhadu
smérodatné odchylky. V nasem piipadé se jedna o Tukeyho funkci, jejiz tvar byl
uveden jiz v priikladé 1. Konstantou je mozné ovlivnit vyslednou eficienci a bod
selhani, ktery zde pozadujeme vyssi nez 0.4, konstantu kO tedy zvolime rovnu
1.9617. Tteti faze obsahuje opét volbu z dvou funkci a znovu volime Tukeyho,
tentokrat vsak nelze zadat hodnotu konstanty, musime stanovit ndmi pozadova-
nou eficienci 0.45, ktera vyhovuje nasemu cili dosdhnout bodu selhani ptes 0.4.

Druhy upraveny odhad bude vychézet z implicitné nastavené metody LTS-

odhadu a do programu ho zapiseme jako
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proc robustreg data=SASUSER.DATA3 method=mm (INITH=6 k0=1.9617

EFF=0.45) ;
model Y = X;
run;

Kde hodnota pro INITH udava, s jakou konstantou A bude odhad LTS pra-
covat. Konstantu kO udavame stejnou jako v prvnim upraveném MM-odhadu,
stejné to plati pro eficienci v tfetim kroku.

Bez téchto tuprav bychom dostali MM-odhad regresni pfimky ve tvaru iy =
30.3077+1.8818x, coz neni presné to, co bychom od robustni metody s vysokym
bodem selhani c¢ekali, jelikoz parametry nejsou ani zdaleka blizké pravé hodnoté
koeficient1i.

Ocividné jsou vsechny neupravené odhady vyrazné zkreslené v porovnani
se svymi protéjsky, které jsme byli schopni na zakladé informaci z obrazku 14
patii¢né preformulovat. VSechny odhadnuté hodnoty regresnich parametri jsou
zapsany v tabulce 9.

Po tpravé S-odhadu se tato metoda jevi v tomto ptikladé nejrobustnéjsi,
velmi uspokojivy odhad poskytuje také metoda LMS, LTS, LAD ¢ MM-odhad.
Prijatelné by se také daly hodnotit odhady porizené M-odhadem za pouziti An-
drewsovy funkce ¢i odhady metodou nejmensich ¢tverct, ktera predpoklada vyne-
chani kontaminovanych dat v datovém souboru. Zbytek M-odhadt je silné zkres-
leny, nejvice ovlivnéné kontaminaci se potom jevi parametry odhadnuté metodou
nejmensich ¢tverct.

Nejlépe by v této sekci mély ptisobit odhady s vysokym bodem selhani, coz se
potvrdilo. Neptesnost M-odhad® a metody nejmensich ¢tvercti byla ocekavana.

Opét je na misté jako v prechozich prikladech uvést zakladni charakteristiky

pfi porovnavani jednotlivych regresnich funkei (viz tabulka 9).
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Metoda Bo B SE (fy) | SE () R?

MNC 34.7698 | 2.3102 | 32.573 | 5.2497 | 0.0236
MNC(vyn.) 8.9513 | 3.1703 | 2.7349 | 0.3775 | 0.9463
LAD-odhad 9.2796 | 3.1804 | 50.0580 | 8.0676 —

M-odhad (Huber) 29.4744 |1 1.3558 | 21.4137 | 3.4511 | 0.0104
M-odhad (Hampel) 0.1644 | 4.2386 | 9.6512 | 1.5554 | 0.0743
M-odhad (Andrews) 8.9521 | 3.1664 | 2.0460 | 0.3297 | 0.3431
LTS-odhad (h=6) 8.9513 | 3.1703 | — — 1 0.9463
LTS-odhad (h=8) 15.4395 | 2.2157 — — 0.1368
LMS-odhad 10.7289 | 3.0455 — — 0.9243

S-odhad (EFF=0.76) || 26.5210 | 1.8296 | 32.0844 | 5.0512 | 0.0000
S-odhad (EFF=0.45) 9.3988 | 3.0431 | 14.7385 | 2.1952 | 0.0000

MM-odhad 30.3077 | 1.8818 | 33.0654 | 5.2470 | 0.0159
MM-odhad (S) 9.3990 | 3.0431 | 14.7386 | 2.1952 | 0.0373
MM-odhad (LTS) 9.4377 | 3.0381 | 14.7431 | 2.1961 | 0.0373

Tabulka 9: Odhady regresni primky pro datovy soubor 3

Podle téchto vysledkl by se pii neznalosti pravého tvaru primky nejvérohod-
néji jevil LTS odhad za pouziti ,usekavaci“ konstanty h = 6, jehoz smérodatna
odchylka odhadnutych regresnich parametrt je velmi mald a zaroven méa vyso-
kou hodnotu robustniho indexu determinace. Vysoky index determinace mizeme
vidét téz u LMS-odhadu. Velmi dobré SE pro odhady regresnich koeficientti vy-
kazuje téz M-odhad za pouziti Andrewsovy funkce, téZ ma nejvyssi index deter-
minace mezi vS§emi M-odhady.

Grafy odhadnutych pfimek jsou uvedeny v priloze 4. Jiz prvni graf ukazuje, ze
odhady pfimek se mezi sebou lisi vyraznéji, nez tomu bylo u predeslych ptikladi.

Detailné to lze zkoumat na zbyvajicich grafech.
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AICR BICR
M-odhad (Huber) 30.9791 | 31.1627
M-odhad (Hampel) 112.9228 | 113.1939
M-odhad (Andrews) 30.5154 | 34.3974
MM-odhad 7.8214 | 10.6310
MM-odhad (S) 45789 | 8.7651
MM-odhad (LTS) 45780 | 8.7637

Tabulka 10: Informacni kritéria pro pt. 3

Podle informacnich kritérii je z t¥idy M a MM-odhad{ nejpfesnéjsi upraveny
MM-odhad za pouziti LTS-odhadu v prvni fazi, nasledovany druhym upravenym
MM-odhadem.

Na konec této podkapitoly si uvedme, ze i M-odhady, které jsou primarné
odhady s nizkym bodem selhani, mohou byt naprogramovany tak, ze i pii vysoké
kontaminaci podavaji relativné dobré a nezkreslené vysledky. Dosdhnout toho
lze pomoci nastaveni konstant, které vystupuji ve funkcich p. Implicitni hodnoty
konstant zajistuji eficienci 0,95 a jsou uvedeny na zacatku kapitoly, kde byly
predstaveny pouzité procedury a jejich parametry.

Program SAS ve vysledcich u M-odhad® neuvadi, jaka je eficience a bod se-
lhani pouzitého odhadu, tudiz neni mozné konstanty nastavovat podobné, jako je
to mozné u S-odhadt ¢i MM-odhadu, kde stac¢i upravovat hodnotu konstant, do-
kud bod selhani nedosdhne pozadované velikosti. Proto bude proveden experiment
zabyvajici se vlivem zmény konstant na presnost odhadu regresnich koeficientii.
Kazda vahova funkce bude pouzita pro odhad koeficienti ¢tytikrat, pokazdé s
jinym nastavenim konstant.

Zapis do programu provedeme takto:

proc robustreg method=m(wf=andrews) data=SASUSER.DATA3;

model Y = X;

run;

proc robustreg method=m(wf=andrews(c=1)) data=SASUSER.DATA3;
model Y = X;
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run;

proc

run,

proc

run;

proc

run;

proc

run;

proc

run;

proc

run,

proc

run;

proc

run;

proc

run;

proc

run;

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

robustreg
model Y =

method=m(wf=andrews (c=0.7)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=andrews (c=0.4)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=hampel) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=hampel (a=1.5 b=3 c=6)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=hampel (a=1 b=2 c=4)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=hampel (a=0.5 b=1 c=2)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=huber) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=huber(c=1)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=huber(c=0.7)) data=SASUSER.DATA3;
X;

method=m(wf=huber(c=0.4)) data=SASUSER.DATAS3;
X;

Vysledné odhady pro prehlednost zobrazime v tabulce 11.
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Bo B
Andrews (c=1.339) 8.9521 | 3.1664
Andrews (c=1) 8.9544 | 3.1629
Andrews (¢=0.7) 8.9667 | 3.1525
Andrews (c=0.4) 9.1659 | 3.0645
Huber (c=1.345) 29.4744 | 1.3558
Huber (c=1) 23.5676 | 1.7087
Huber (c=0.7) 12.2959 | 2.8359
Huber (¢=0.4) 11.2795 | 2.8929
Hampel (a=2 b=4 ¢=8) 0.1644 | 4.2386
Hampel (a=1.5 b=3 c=6) 8.9513 | 3.1703
Hampel (a=1 b=2 c¢=4) 8.9513 | 3.1703
Hampel (a=0.5 b=1 c¢=2) 9.0633 | 3.1100

Tabulka 11: Vliv konstant vahovych funkeci na odhad regresnich koeficienti

Dle téchto vysledkt lze predpokladat, ze se snizujicimi se konstantami bod
selhani roste, coz usuzujeme podle odhadti koeficientt1, které se postupné priblizuji
spravnym parametrim regresni primky. Tato domnénka vychazi také z tabulky
1, kde je z rozsahu vahovych funkci o¢ividné, zZe jak snizujeme konstanty, odlehla

pozorovani jsou penalizovana a jsou jim piidéleny mensi (az nulové) vahy.

6.4. Priklad 4

Nakonec je tfeba prozkoumat chovani odhadti v pripadé odlehlého pozorovani

ve sméru osy x. Data si mtzeme prohlédnout v tabulce 12 a na obrazku 15.

X y X y

1 14.93197 6 27.43756
2 14.6175 37 32.79583
3 18.82073 8 37.79679
4 20.9537 9 37.90308
) 23.25283 10 38.48045

Tabulka 12: Datovy soubor 4
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Jako vzdy se budeme chtit presvédcit, ze SAS toto odlehlé pozorovani odhali.
Ze tomu tak je, vidime na obrazku 16.

Ponechme tentokrat vypocet odhadt regresnich parametri na programu SAS
a jeho predem danych hodnotach nékterych parametri, protoze robustnost vici
odlehlému pozorovani ve sméru osy x nelze nijak vyrazné ovlivnit napf. vysSsim
bodem selhani, o ktery jsme usilovali v pfedchozim prikladé. Diky tomu se do-
stavame k vyctu vyslednych odhadi.

Naprosto dle ocekavani lze z vyslednych odhadu vy¢ist, ze LAD-odhad, M-
odhady, a metoda nejmensich ¢tvercii jsou jedinym Spatnym pozorovanim velmi
zkresleny a odhady jsou tedy nepouzitelné. Naproti tomu odhady s vysokym bo-
dem selhani se prezentuji dostatecné presnymi hodnotami. Také metoda nejme-
nsich ¢tvercl po vynechani odlehlého pozorovani poskytuje uspokojivé odhady.

Teoretické predpoklady vyslovené v kapitole o robustnich odhadech jsou tedy

potvrzeny.
Metoda Bo Bi | SE(Bo) | SE(B) | R?
MNC 22.9126 | 0.4455 | 3.67210 | 0.28122 | 0.2388
MNC(vyn.) 9.7148 | 3.0575 | 1.3518 | 0.2212 | 0.9649
LAD-odhad 21.7617 | 0.2982 | 6.2453 | 0.4783 —
M-odhad (Huber) 22.9126 | 0.4455 | 3.6721 | 0.2812 | 0.2388

M-odhad (Hampel) 229126 | 0.4455 | 3.6721 | 0.2812 | 0.0337
M-odhad (Andrews) 22.7420 | 0.4415 | 3.9636 | 0.3035 | 0.2330

LTS-odhad (h=8) 10.0166 | 2.9066 | — — | 09761
LMS-odhad 0.5230 | 2.8784 | — — 109893
S-odhad 9.7150 | 3.0272 | 1.4155 | 0.2345 | 0.9323
MM-odhad 0.7113 | 3.0390 | 1.3938 | 0.2300 | 0.7382

Tabulka 13: Odhady regresni pfimky pro datovy soubor 4

Na zakladé vysokych hodnot SE bychom zajisté nevybrali jako vhodnou me-
todu LAD-odhad, stejné by tomu bylo i u M-odhadt a metody nejmensich ¢tvercii,

kde je tento zavér podporen také nizkymi hodnotami indexu determinace. Ostatni
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odhady se jevi znacné vérohodné, predevsim potom MM-odhad, S-odhad ¢i LTS-
odhad.

Odhady pfimek jsou znazornény v priloze 5. Prvni graf poskytuje dostatec-
nou predstavu o tom, jakou zménu zavislosti odlehlé pozorovani ve sméru osy x
zpusobilo u nékterych odhadnutych piimek. Bohuzel se nékteré vychylené primky
opét prekryvaji, tento nedostatek vsak vynahradi nasledujici grafy pro jednotlivé

odhady, kde je jiz zietelné vidét, ktera primka vybocuje ze spravného sméru.

AICR | BICR
M-odhad (Huber) 7.0152 | 9.6160
M-odhad (Hampel) 47.0152 | 49.6160
M-odhad (Andrews) 7.2668 | 9.7492
MM-odhad 7.8783 | 11.3285

Tabulka 14: Informacni kritéria pro pt. 4

Informacni kritéria jako nejlepsi volbu nabizi M-odhad za pouziti Huberovy
funkce, ackoliv diky nasi znalosti pravych hodnot parametri vime, ze odhady

touto metodou porizené jsou prakticky nepouzitelné.
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ZAavér

V préci byl polozen teoreticky zaklad riznych metod odhadii regresnich para-
metri. Zvlastni prostor byl vénovan bézné nejvice pouzivané metodé nejmensich
Ctvercti, kterd byla predstavena téz z geometrického hlediska. Dale zde byly uve-
deny zakladni robustni metody odhadu a jejich elementarni principy.

Jednotlivé metody byly pouzity pii hledani odhadd parametrii regresni primky.
Vysledky byly analyzovany pro rtizné kontaminované malé datové soubory. Kon-
krétné se jednalo o ¢tyri situace, a to datovy soubor bez odlehlych pozorovani,
soubor dat s malou kontaminaci ve sméru osy y, tfeti datovy soubor byl jiz kon-
taminovan o poznani vice, a testoval tak bod selhani rtiznych metod, a ctvrty
priklad podrobil metody zkoumani, nakolik jsou schopny pracovat s malou kon-
taminaci ve sméru osy X.

Vsechny vypocty byly provadény v programu SAS 9.2, ktery mimo jiné po-
skytuje diagnostiku odlehlych pozorovani, jez by nam pii neznalosti poskozeni
datového souboru zna¢né pomohla pii nastavovani parametrti jednotlivych me-
tod ovliviiujicich napf. eficienci a bod selhani. Ve vypocetni ¢asti byly téz uvedeny
charakteristiky hodnotici kvalitu modelu, které by pti neznalosti pravé zavislosti
mély hrat hlavni roli pfi vybéru vhodné metody. Bohuzel robustni indexy de-
terminace fungovaly lépe v ramci jedné metody, ne vSak jako obecny ukazatel
presnosti odhadi, a smérodatné odchylky odhadd byly zna¢né ovlivnény volbou
parametri, takze pri zvysovani bodu selhani tyto ukazatelé obcas nabyvaly zna-
¢né vysokych hodnot, pfestoze odhad koeficientti se naopak zlepsil. Ukazuje se
tedy, ze pro vybér vhodné metody odhadu je zapotifebi hlubsi analyzy jednot-
livych metod, coz by ovSem vyrazné prekrocilo rozsah bakalarské prace. Na za-
kladé nasich znalosti mizeme metodu odhadu volit napt. dle jejiho bodu selhani

¢i obecnych vlastnosti.
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Priloha 1

Zapis programu pro vypocet odhadii parametrti v prikladu 1 v prostiedi SAS

9.2.

/*Least squares*/
proc reg data=SASUSER.DATA1;

model Y = X ;
run;

/*M - estimator (Andrews)x*/
proc robustreg method=m(wf=andrews) data=SASUSER.DATA1;

model Y = X;
run;

/*M - estimator (Hampel)*/
proc robustreg method=m(wf=hampel) data=SASUSER.DATA1;

model Y = X;
run;

/*M - estimator (Huber)x*/
proc robustreg method=m(wf=huber) data=SASUSER.DATA1;

model Y = X;
run;

/*MM - estimatorx/
proc robustreg data=SASUSER.DATA1 method=mm;

model Y = X;
run;

/*S - estimatorx*/
proc robustreg data=SASUSER.DATA1 method=s ;

model Y = X;
run;

/*Least trimmed squares*/
proc robustreg data=SASUSER.DATA1 method=1lts ;

model Y = X;
run;

/*xLeast absolute valuesx*/
proc iml ;
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use SASUSER.DATA1;

read all;

a = x;

m = nrow(a);
a=jm,1,1.) || a;
b =y;

opt={ . 3 01}

call lav(rc,xr,a,b,,opt);

/*Least median of squaresx*/
proc iml ;
use SASUSER.DATA1;
read all;
a = x;
b =1y;
opt = j(8,1,0);
opt[2]= 2;
call lms(sc, coef, wgt, opt, b, a);
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Priloha 2

Prvni graf obsahuje vSechny odhadnuté primky, které se ovsem diky malym
ochylkdm casto prekryvaji. Lepsi predstavu o jednotlivych odhadech regresnich
koeficientt ziskdme z nasledujicich grafi, které porovnavaji vzdy jednu odhadnu-
tou regresni pfimku (vykreslenou barevné) se spravnou piimkou, jejiz parametry

znéme a chceme se jim co nejvice pfiblizit (vykreslena ¢arkované).
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Priloha 3
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Priloha 4
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Priloha 5
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