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Uvod

Cilem prace je vytvorit sbirku ptikladu z teorie Funkcionalni analyzy, nebot:
Ve funkciondlni analyze, prdvé tak jako v ostatnich oblastech matematiky, se nové
myslenky stavaji pro studenty srozumitelnymi pouze tehdy, kdyZ si je osvoji v
praxi. Podobneé se vyloZené popisy konstrukci nebo specidalni pocetni postupy sta-
nou pouitelnymi jen po urcitém poctu zkusmyjch tdpdnd. *

Témér zadna sbirka tloh nemiize ¢tenafi zcela presné fict, co vSechno by
mél znat, nez se do TeSeni uloh pusti. Mizeme snad fici, ze Teseni uvedenych
prikladit vyzaduje znalosti srovnatelné s u¢ebnim textem predmeétu Funkcionalni
analyza 1, ktery je vyucovan v souc¢asné dobé na Univerzité Palackého v Olomouci
pod zkratkou KMA\FA1.

Shirka by pak méla primarné slouzit studentlim predmétia Funkciondlni ana-
ljza 2 (KMA\FA2N) a Nelinedrni funkciondlni analyza(KMA\NLFA), podle ¢e-
hoz je volena troven fesenych prikladi.

V prvni kapitole této prace je ptfipomenuto nékolik fundamentalnich poznatkii,
s kterymi bude dale v textu pracovano. Prvni kapitola obsahuje téz definice,
které maji studenttim uleh¢it praci ptfi samostatném zpracovavani priklada. Defi-
nice jsou zde uvedeny i z divodu nejednotnosti matematického znaceni. Veskrze
jsou zde uvadény definice z knihy Zdpisky z funkciondlni analyzy od Jaroslava
Lukese(viz. [0]).

Protoze je v praci vyuzito poznatkii matematika a fyzika J.W.S. Rayleigho,
je v druhé kapitole kratce popsan jeho zivot a dilo.

V treti a posledni kapitole jsou jiz vypracovany samotné priklady. Pro pie-
hlednost je pred vétsinou prikladii uvadéna véta Ci lema, které se vyuziva pri
feSeni samotného prikladu.

Ackoliv diikazy jsou v matematice velice dilezité, véty a lemata zde uvadime

IPtevzato z knihy Rozpracovand rveseni z vyssi algebry, Academia, Praha, 1987 a upraveno.



bez dikazt s ohledem na standardni rozsah prace a také proto, ze uvadéni diikazt
neni hlavnim cilem prace.

Pii zpracovani tohoto textu bylo vyuzito pfikladi z knihy Functional Ana-
lysis and Infinite-Dimenzional Geometry, (viz. [3]), zvlasté prikladd 3.20 a 3.21.
Dale bylo vyuzito u nékterych dalsich prikladi feseni naznacené na prednaskach,
zvlasté pak priklady 3.9,3.11 a 3.16.

Konce piikladt jsou oznaceny symbolem é.



1 Uvodni kapitola

Uvedme nyni nékolik zakladnich definic a vét, bez jejichz znalosti bychom

nemohli zadit.

Definice 1.1. Uplngm metrickgm prostorem rozumime takovy metrickyj pro-

stor, ve kterém je kaZdd cauchyovska posloupnost konvergentni.

Definice 1.2. Necht X je metricky prostor s metrikou o. Zobrazeni h : X — X

se nazyvd kontrakct, jestlize existuje k € [0,1) tak, Ze plati

o(h(x), h(y)) < ko(z,y)
pro kaZdé x,y € X.

Definice 1.3. Normovanym linearnim prostorem rozumime kazdy vekto-
rovy prostor W nad R nebo C vybaveny navic normou || - ||, coZ je nezdpornd

funkce na R ¢ C splnugjici ndasledujict podminky:
(a) ||z|| > 0, pricemz ||x|| =0, prdavé kdyz x =0,
(0) [[Az]l = |Alllll,
() Iz +yll < llzll + llyll,

pro kazdé x,y € W a A € R nebo C. Nerovnost (c¢) nazgvime trojihelnikova
t. B hovy t 2 me kaZdy ;) linearni
nerovnost. Banachovym prostorem? rozumime kaZdy normovany linedrni

prostor, ktery je uplny.

Poznamka 1.1. Oznaceni L(X,Y) pouZivame pro prostor vSech omezenych li-
nedarnich zobrazeni z X do Y. Je-li X =Y pouZivame pro jednoduchost oznacent

L(X), coZ znaci prostor L(X, X). Prostor X* znaci dudl k X.

2Stefan Banach je pokladan za zakladatele funkcionalni analyzy.



Definice 1.4. Necht X je normovany linedrni prostor. Rekneme, Ze mnoZina
M C X je relativné kompaktni, jestlize z kazZdé posloupnosti proki M lze

vybrat konvergentni podposloupnost v X.

Definice 1.5. Necht M, N jsou normované linedrni prostory. Rekneme, Ze line-
arni zobrazeni z M do N je kompakini, jestliZe zobrazuje omezené mnoziny z

M na mnoZiny relativné kompaktni v N.

Definice 1.6. Mnozina M v metrickém prostoru se nazjvd prekompaktni’®,
jestlize ke kazdému e > 0 existuje v M konecnd e-sit, tedy koneénd mnoZina

Ty, ..., Ty € M s vlastnosti U U(z;,€) D M. *

Definice 1.7. Necht T € L(X,Y), kde X,Y jsou normované linedrni prostory.

Definujme normu
1T == sup{[|Txlly, lzlx <1}

Definice 1.8. Prostorem se skalarnim soucinem rozumime kazdy vektorovy
prostor H nad R ¢i C, v némz pro kazZdé dva prvky x,y je definovdm skaldrni

soucin (x,y) jakozto prvek R ¢ C spliugici nasledujici podminky:

(a) (x,x) >0, pricemZ (z,x) =0, prdvé kdyZ z =0,

(b) (z,y) = (y,x),°
(¢) (Ax,y) = Nz, y), (z, y) = Nz,y), (x+y,2) = (,2) + (y,2),

kde A€ R ¢i C a x,y,z € H. Hilbertuv prostor je kazdy prostor se skaldrnim

soucinem, ktery je uplny.
Definice 1.9. Necht H je prostor se skaldrnim soucinem. Pak

|| = +/(z,x), Vxe€ H.

3Nékdy téZ totalné omezena.
4Symbolem U (z;, €) zna¢ime uzavienou kouli o stfedu z; a poloméru e.
5Symbolem w rozumime komplexné sdruzené ¢islo k &islu w.




Véta 1.1. Necht H je prostor se skaldrnim soucinem. Pak zobrazeni x — | x| je

norma na H, kde ||z|| bereme z pfedchozi definice.
Dukaz: [0], str. 7.

Definice 1.10. Prostor ¢y definujeme jako prostor vsech ciselngjch posloupnosti,

kterée konvergugi k nule.

Definice 1.11. Pro p € (1,00) znacime [P prostor vSech ¢iselngjch posloupnosti
{@, 322, které spliiuji nerovnost Y . | |z,|P < +o00. Na prostoru I’ uvaZujeme
normu

1
= P

IMM:(XNMﬁ :
=1

Prostor I*° je prostor vsech omezengch ciselnych posloupnosti s normou
[#]|oc = sup{|z:],i € N}.

Definice 1.12. Algebrou A nad télesem C rozumime vektorovy prostor, kde je
navic definovdno vnitini nasobent, které je asociativni, distributivni vuci scitani

a spliuje rovnosti
A(ab) = (Aa)b = (Ab)a
pro A € C, a,b € A. Jednotka algebry je takovy jeji prvek e, pro néjz
re=er ==

pro kazdé x € A. Banachova algebra A je navic opatiena normou, v niz A je

Banachiv prostor a nasobeni je svizano s normou podminkou
[lab|| < {la]/l|o]]-

Rekneme, Ze prvek x ndlezici Banachové algebre A je imvertibilni, existuje-li
takové z € A, pro néz plati
Tz =zr =e€.

Prvek z znacime symbolem x~ 1.



Poznamka 1.2. Prostor L(X) vsech linedrnich omezengch operdtori na Bana-
chové prostrou X tvori Banachovu algebru, definujeme-li nasobeni jako sklddani

zobrazend.

Véta 1.2. Necht T € L(Hy, Hs), kde Hy, Hy jsou Hilbertovy prostory. Potom

existuje prave jedno zobrazeni T* : Hy — H, tak, Ze

(Tz,y) = (z, T"y) pro kazdé x € Hy,y € H,.
Pritom T* € L(Hy, Hy) o | T*|| = ||T|-
Dukaz: [0], str. 74, 8.5.

Definice 1.13. Zobrazeni T* z predchozi véty se nazyva hermiteovsky ad-

jungované k zobrazeni T. Zobrazeni T € L(H) se nazve hermiteovské, jestlize

T =T*. Pokud

TT* =TT,
rikame, Ze T je normalnai.
Definice 1.14. Necht X je Banachiuv prostor. Komplexni ¢&islo N\ se nazjvd
vlastni hodnotou operdtoru T € L(X), existuje-li x # 0, pro néz plati Tx = \x.
MnoZinu vech vlastnich hodnot operdtoru T znacime o,(T') a nazgvdme bodo-
vym spektrem operdtoru T. Rekneme, Ze komplexni c¢islo N\ lezi ve spektru

o(T) operatoru T, jestlize bud operator T — X neni prosty nebo obor hodnot

operdtoru (T — M) je rizny od X.

Definice 1.15. Necht X je Banachiv prostor, x € X a > x; je Tada v X.

Rekneme, Ze fada > x; je bezpodminecéné konverguje k x, jestlize

Z ~T1'[(i) =X

pro kaZdou permutaci prirozenych cisel 11.
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2 John William Strutt, treti baron Rayleigh

Popisme nyni kratce zivot jedné uznavané osobnosti historie:

2.1 Studium

John William Strutt, narozeny v roce 1842, byl synem druhého barona Ra-
yleigh z Terlingu, Withamu, v kraji Essexe. Jako dité mél John William Strutt
chatrné zdravi. V mladi musel studia nékolikrat prerusit, nebot mu zdravi nedo-
volovalo ti¢astnit se vyuky. Pozdéji navstévoval internatni skolu ve Warnerové a v
té dobé se u ného zacalo objevovat matematické nadani, ovsem nic nenaznacovalo
tomu, ze by toto nadani bylo az tak vyznamné, jak se pozdéji ukazalo.

Od roku 1861 studoval Rayleigh na univerzité v Cambridge, kde ziskal v roce
1865 cenu za nejlepsiho studenta v oboru matematiky:.

Béhem studii se seznamil s Edwardem Routhem, ktery byl vynikajicim ma-
tematikem. Rayleigh se od né€ho ucdil, ze matematika je necim vic nez jen jakousi
nudnou védou. Routh ucil Rayleigha, jak volit co nejvhodnéjsim metody pro fe-
Seni nejruznéjsich matematickych problémi.V této dobé se uz zacalo ukazovat,
ze Rayleigh byl odpravdu neuveétitelné nadanym zakem.

Bylo zvykem, ze mladi britsti muzové se vydavali po studiich na cestu po
Evropé. Rayleigh se vydal téz na cestu, avsak prekvapivé se vydal do Spojenych
stati.

Po navratu z Ameriky si koupil vybaveni k védeckym experimentim. Ackoliv
udélal mnoho vyznamnych objevii nelze tento fakt pricitat jeho drahému vyba-
veni; naopak, Rayleigh ziskal vyznamné vysledky pravé s levnym vybavenim.

V dobé studii na Cambridge se seznamil s divkou, kterou si vzal za manzelku.
Brzy po svatbé vsak dostal revmatické horecky, které malem ukoncily jeho ve-
déckou ¢innost. Nastesti nemoc pfestal a byla mu doporucena cesta do Egypta.
Vydal se na ni. Béhem cesty se plavil i po Nilu.

Bylo zajimavé, ze pravé po navratu z této cesty zacal Rayleigh zpracovavat

hlavni ¢ast své prace o teorii zvuku.
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2.2  Univerzita v Cambridge

V roce 1879 nastoupil Rayleigh na univerzitu v Cambridge, kde az do roku
1884 byl druhym profesorem experimentalni fyziky.

V roce 1884 se Rayleigh vzdal mista na univerzité a pokracoval ve vyzkumu
doma. Miloval védecky vyzkum, ale nemél piili§ v lasce nadro¢nou administrativu,
coz prispélo k jeho rozhodnuti opustit univerzitu, ackoliv na druhé strané stali
jeho kolegové, kteti se snazili ho premluvit, aby neodchéazel. Premluvit Rayleigho
se jim nepodafilo, protoze on presné védél, co od zivota chtél; chtél delat veédu a
jenom vedu, nic jiného.

Jednou z vyhod privilegovaného Rayleighova postaveni byl bezesporu fakt, ze
si nepotfeboval svoji akademickou pozici vydélavat na zivobyti.

Samotou po odchodu z Cambridge v zadném ptipadé netrpél. Navstévoval

Londyn, kde ucil a také navstévoval mnoho védéckych spole¢nosti.

2.3 Dilo a zivotni uspéchy

Vétsina historiktl a prirodovédcti ocenuje jeho védeckou ditkladnost a presnost,
ktera mu vynesla celou fadu ocenéni.

Rayleigh se stal ¢lenem Kralovské spolecnosti v roce 1873. Dostal kralovské
vyznamenani od spolecnosti v roce 1882 a stal se tajemnikem spole¢nosti v roce
1885 a dostal Copleyho medaili v roce 1899. Rayleigh byl prezidentem Londjnské
matematické spolecnosti v letech 1876 az 1878 a byla mu udélena De Morganova
medaile v roce 1890.

Kompletni seznam Rayleigho praci ¢ita na 446 védeckych praci, které pokry-
vaji az neuvéfitelné Siroké spektum témat v aplikované matematice a fyzice. Z
matematickych dél se zminime o pracich zabyvajicich se Besselovymi funkcemi,
vztahem Besselovych funkci a Laplaceovych funkci a Legendreovymi funkcemi.

Jeho préace z roku 1871 o teorii rozptylu podava vysvétleni, proc¢ je obloha
modra.

Nejvyznameéjsi objev ucinil ve fyzice. Objev argonu mu v roce 1904 vynesl

Nobelovu cenu za fyziku. Protoze plyn odmital chemicky reagovat, byl nazvan

12



argonem od Tfeckého slova pro neaktivni.

Rayleigh byl skromny a velkorysy muz. Daroval vytézek Nobelovy ceny uni-
verzité v Cambridge.

Zemftel v roce 1919.

Na zdi kaple svatého Ondieje ve Westminsterském opatstvi byla v roce 1921
na jeho pocest odhalena mramorova deska s timto napisem: An Unerring Leader

in the Natural Knowledge ©

6 Neomylny viidce v rozvoji pFirodniho poznani.
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3 Resené priklady

3.1 Uzavrenost mnozin

Zacnéme zkoumanim uzavienosti mnozin. V topologickém prostoru je mno-
Zina uzaviena, je-li jeji doplnék mnozinou otevienou. Ekvivalentni podminka po-
tom fika, Ze mnozina je uzaviend v topologickém prostoru pravé tehdy, kdyz se
rovna svému uzavéru. Platnost této podminky je ziejma. Zuzime-li nase ivahy na
metrické prostory, je ekvivalentni podminka pro uzavienost mnoziny takova: mno-
zina M je uzaviend v metrickém prostoru prave tehdy, kdyz kazda konvergentni
posloupnost prvki mnoziny M mé limitu lezici zase v mnoziné M. Dikaz [7],

str.77.
Piiklad 3.1. Dokazme, Ze mnozina M = {f € C'[0,1], f (0) = 0} je uzavrenym
podprostorem prostoru C'[0,1]. UvaZujme normu
|z = yll = supreo,lz (£) — y (1) |
pro kazdé x,y € C'[0,1].

Reseni: Dokazat, ze mnozina M je podprostorem prostoru C [0, 1] je zfejmé,
nebot Vo, 8 € R,V f, g € M plati (af + Bg) (0) = af (0) + Bg (0) = 0.
Zabyvejme se nyni uzavienosti. Pro kazdou konvergentni posloupnost funkci

z mnoziny M musime dokazat, ze konverguje k prvku z mnoziny M, t;j.
V{f.}oo, C M : f, — f plati, ze f € M.

Zvolme libovolné € > 0, pak vzhledem k tomu, ze f, — f, existuje ng € N tak,

ze pro kazdé n > ng plati

/2 (0) = FO) | < suprepon| fn (8) = F () | = I = fI <&

Protoze f, € M, pak f,(0) = 0 a pak |f (0)| < e. Vzhledem k libovolné volbé&
e > 0 dostavame f (0) = 0, a proto f € M. Celkové tedy M je uzavieny podpo-
stor prostoru M. &

14



Stejny myslenkovy postup pouzijeme i u dalsiho ptikladu.
Piiklad 3.2. UkaZme, Ze prostor M = {{x,},—, €1,> > jx, =0} je uza-
vieny v L.

Reseni: Uvazujme posloupnost posloupnosti {{z¥}>° }%° € M takovou, Ze

{mfz}zozl - {xn}zozl

pro k — +o00. Dokazme, Ze pak {x,} -, € M. Pro libovolné € > 0 existuje ko € N
tak, ze pro kazdé k > ky plati

o o o
an = Z(mn—xﬁ) < Z\xn — 2k <¢,
n=1 n=1 n=1
o0 o oo

—an = —Z(zn—xﬁ) < Z|xﬁ—xn| <e,
n=1 n=1 n=1

pak —e <Y >z, <e.
Vzhledem k libovolné volbé € > 0, dostavame » °  x, = 0. Tedy {z,} -, € M

a tim je dokdzana uzavienost mnoziny M v prostoru /. &

Priklad 3.3. Necht X je Banachiv prostor, Y je normovany linedrni prostor a

necht T € L(X,Y). Jestlize existuje § > 0 tak, Ze
1T(z)| = 6|l
pro kazdé x € X, pak T(X) je uzaviend mnoZina v'Y . DokaZte.
Reseni: Necht {2,}%°, € T(X) a necht lim,—2, = 2. Najdéme x,, € X tak,
ze Tx, = z,. Pak

1 1
lon = 2ill < S T2n = Taxll = Sllan — 2l

tudiz z cauchyovskosti posloupnosti {z,}°°; plyne, Ze posloupnost {z,}°°; je
také cauchyovska, a diky uplnosti prostori pak plati, ze lim,—x, = x. Z jedno-

znacnosti existence limity dostavame Tz = z, a proto z € T'(X), ¢imz dostavame

15



uzavienost mnoziny T(X) vY. &

Ptedchozi piiklad zobectiuje lema uvedené v literatufe [0], str.50, 5.2.

16



3.2 Spojity a linearni operator

V dalsim budeme zjistovat, zda operator, pfipadné funkciondl, je linearni a
Spojity.
Priklad 3.4. Zjistéte, zda operdtor Lf(t) := f(t®) je linedrni a spojity na pro-
storu C'[0, 1], kde uvazujeme normu || f|| = sup{|f(t)|;t € [0,1]}. Pokud je, urcete
jeho normu.

Reseni: Zjistovat linearitu je trivialni. Plati totiz, Ze

L(af(t) +bf(t)) = aLf(t) + bLf(t), t € [0,1]

a to pro Va,b € R a pro kazdé f,g € C[0,1]. Déale plati

L(f + 9)(t) = (f + 9)(°) = f(t*) + g(") = Lf(t) + Lg(1),

a to v8echno pro Vf,g € C'[0,1].
Zabyvejme se spojitosti.

Plati

IL]l = sup{|Lf(@)], f € B,t € [0,1]}

— sup{|f(t*)]. f € B,t € [0,1]}
< 1LVteC|0,1].

Tedy operator je spojity. Spoctéme jeho normu. Pokud f = 1, pak Lf = 1, potom
ILf]| =1 aproto ||L]| = 1. &

Naskyta se otazka, zdalipak pro jinou volbu normy bude operator L také spo-
jity. Pro jinou volbu normy bychom museli spojitost znovu vysetfit. Jednodussi
pripad vsak nastane v konec¢né dimenzionalnich prostorech, kde jsou vsechny
normy ekvivalentni([6], str. 2, 1.7), a proto spojitost operatoru v téchto prosto-

rech nezévisi na volbé normy.

Piiklad 3.5. Urcete, zda ndsledugici funkciondl F : {x,}," — > ", % je na

prostoru ¢y linedrni a spojity. Pokud je, urcete jeho normu.

17



Reseni: Ukazme namisto linearity a spojitosti zadaného funkcionalu F, tyto
vlastnosti u obecnéji zadaného funkcionalu 7', kde T' ma tvar Tz = ) ° | @,
kde posloupnost {a,,}22, € (co)* = I} (Viz. [3], str. 44. ) a posloupnost {z,,}>2, €
Cop.

Linearita funkcionalu T je ziejméa. Spojitost plyne z odhadu

00 00
Tz =1 ozl < 2D lam| = [l]]|a].
n=1 n=1

Navic ||T]| < lo]-
Polozime-li z = (signas,...,signoy,0,0,...), je ur¢ité = € ¢ a ||z < 1 a
Tx = |og| + ... |agl, proto ||T|| = ||af|. Vzhledem k tomu, Ze funkcional F' je

zvlastnim pripadem obecnéji zadaného funkcionalu 7', je i F' linearni a spojity a

navic plati || F|| = [|e[|. Pro nés je {on,}22, = {-5}72,, potom
= 1
joll =3

Secist tuto sumu muzeme napiiklad pomoci Fourierovy fady. Vyjde > -, # =

%2, viz. napfiklad [1], str. 696. &

Obecnéjsi véty nalezneme v [7], str.187 az 195, kde dokonce charakterizujeme
spojité linearni funkcionaly na prostorech [P, kde 1 < p < 0o, nebo na prostoru
C'la,b] . Jde o to pochopit, Ze v danych prostorech hleddme reprezentaci spojitych
linearnich funkcionali, kde dana reprezentace obvykle obsahuje nekonec¢nou rfadu

nebo integral.
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3.3 Pevné body

V dalsim prikladé vyuzijeme Banachovu vétu, kterda plati v uplnych met-
rickych prostorech. Podobnou vétou v Banachovych prostorech je Schauderova
véta([0], str. 183, 23.13). Nevyhodou Banachovy véty je pfedpoklad, Ze zobrazeni
f musi byt kontrakci. Splnéni tohoto predpokladu byva ¢asto problémem. Teorie

pevnych bodi je popsana napfiklad v literatufe [4] .

Véta 3.1. (Banachova véta o kontrakci) Je-li X uplng metricky prostor a zobra-

zeni f: X — X kontrakce, potom existuje prdvé jeden pevny bod zobrazeni f.
Dukaz: [0], str. 179, 23.3.

Priklad 3.6. Necht B je uzavrend jednotkovd koule Banachova prostoru X a
zobrazeni f : B — X je kontrakce s konstantou k, kde k € (0,1). Jestlize f(OB) C

B, pak ma zobrazeni f pevny bod.

Reseni: VyuZijeme nejznaméjsi vétu o pevném bodé, Banachovu vétu o kon-
trakci(Véta 3.1). Pfedpoklady Banachovy véty nase zobrazeni f nespliuje. Uva-

Zujme tedy pomocné zobrazeni

() = “H D,

kde = € B. Jestlize bod = je pevnym bodem zobrazeni h, pak je urcité pevnym
bodem zobrazeni f.

Ovéfme nyni predpoklady Banachovy véty pro funkci h. Zjistéme, zda je B tplny
metricky prostor. Jednotkova koule B je dle pfedpokladi uzaviena, tudiz kazda
konvergentni posloupnost prvkt z B ma limitu lezici zase v B. Ukazme, zZe zob-

razeni h je kontrakci. Plati totiz

I(e) — hiy)) = | 2D 2B,

1
< 5z =yl +Ellz = yl)

1 1
= 5(1 + k)| — y||,Vz,y € B, kde 5(1 + k) € (0,1).
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Ukazme nyni, ze h : B — B. Protoze dle predpokladi f(0B) C B, pak ur¢ité pro
y € 0B plati, ze || f(y)|| < 1. Nejprve zjistime, zda h(0) € B, to je ekvivalentni
podmince, ze ||h(0)|| < 1. Tedy

imo) = 1259
= 2150 = 1) + )]
< S 1IF©O) ~ F)I + £
< SIFO ~ FW)l +
< SHlyl+
< 1,

proto plati h(0) € B.
Nyni dokazme, ze h(x) € B pro x € B, x # 0, to je zase ekvivalentni podmince,
ze ||h(x)|| < 1. Plati

1 T
Ih@)]| = = (@) = F(-=) + F(—=)] + 5 ||95||
2 [Edl [Edl
1

<1+ bl — 22l + Sl

< =+ —kllz — —||lx
2 2 [IE]
1 1 1

< 4= _ hl

< 2+ gHlllell = 1]+ Sle]
1 1 1

= — —_ 1_ _
4 k(1 el + 5ol
1 1 1

< 4L 2(1— il

< 2+ 50 llzl) + gz

=1, kdex e B

a kde jsme vyuzili toho, ze ﬁ € B. Proto lze vyuzit Banachovu vétu o kontrakei

pro zobrazeni h. Tim je dikaz hotov. &

20



Piiklad 3.7. Necht (P, o) je dplng metricky prostor. Zobrazeni f : P — P

nazveme expandujicim, existuje-li takova konstanta § > 1, Ze

o(f(x), fly) > Po(z,y), Yz,y € P.

Necht f je expandujici zobrazeni na P a f(P) = P. Ukazte, Ze f md pravé jeden
pevny bod.

Reseni: Pouzijeme zase Banachovu vétu o pevném bodé. Protoze zobrazeni f
nesplnuje predpoklady této véty, zjistéme, zda tyto predpoklady spliuje inverzni
zobrazeni f~!. Nejprve dokazme, ze f~! existuje, tedy dokazme, Ze zobrazeni f

je bijektivni. Injekce plyne z expanze, tedy z nerovnosti

o(f(x), f(y)) = Be(x,y) > 0, pro Vz # y,
které implikuji f(x) # f(y). Surjekce plyne z toho, ze f : P — P. Ukazeme

postupné, Ze zobrazeni f~! je kontrakeci. Plati

o(f(x), f(y)) = Bo(z,y).
Misto # uvazujme nyni f~*(z) a misto y uvazujme f~(y)
o(f(f7H (@), F(FH(wW))) = Bolf~H(x), fH(y)).
Jelikoz plati, ze f=1(f(z)) = f(f~(z)) a f7H(f(x)) = f(f(2))(f je bijektivni),
miizeme psat
o(f 71 (f (@), [T (f(W))) = Bolf (@), f7H (),

%Q(x,y) > o(f ' (x), f(y)), proVz,y € P,

kde % < 1, protoze 8 > 1. Je-li bod  pevnym bodem zobrazeni f~!, pak je uréité

pevnym bodem zobrazeni f, nebot plati

() = x,
F(H (@) = f(2),
z = f(z)

Tim je dokédzana existence pevného bodu. &
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3.4 Rovnobéznikové pravidlo, normy

Priklad 3.8. Necht X je normovany linedrni prostor. Dokazte, Ze pro kaZdé x,y

plati:
=l = llylll < [l =yl
Reseni: Rozepsanim se zbavme absolutni hodnoty:
=l =yl < =]l = llyll < [l = yl].
Predchozi nerovnosti odvodime nasledovné:

[zl = llz =y +yll < llz =yl + [lyll, tedy [lz]| = llyll < ll= = yll,

Iyl = lly — 2 + 2l < llz =yl + ll2ll, tedy — [l —yll < |[=]| — [ly[l.d

Véta 3.2. V prostoru se skalarnim soucinem X plati tzv. rovnobéznikovée pravi-

dlo, tj. rovnost

lz +yll* + llz = ylI* = 2|z ]* + [ly[I*)
pro kazdé x,y € X.
Dikaz: Ziejmy. Vypoctem.

Priklad 3.9. Ukazme, Ze plati-li v redlném normovaném linedrnim prostoru X

pro normu rovnobéznikové pravidlo, pak je vztahem

1
(.y) = 7z +yl* = ll= = wll®), (1)
kde xz,y € X, urcen skaldrni soucin.

Reseni: Dokazme postupné, Ze jsou splnény viechny vlastnosti skalarniho
souc¢inu. Protoze jsme v realném normovaném linearnim prostoru X, plati, ze
(z,9) = (y,x) = (y,2) pro kazdé z,y € X, a samoziejmé X = \, kde A € R.
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1. Dokazme, ze (z,x) > 0 pro kazdé = € X. To, ze (x,z) = 0 pravé tehdy,
kdyz x = 0, je zfejmé. NapiSme tedy

1 1
(,2) = 7l +2l* = llz = 2[*) = ZlI22[* = [l=[* = 0.

2. Nyni ukazme, Ze (z,y) = (y, z) pro kazdé =,y € X. Vzhledem k tomu, Ze
o =yl = (=) (y = 2)|I* = | = Lly — «]* = lly — =],
je splnéna druha podminka skalarniho soucinu.

3. Dokazme nyni, ze plati (z + y,z) = (z,2) + (y,2) pro kazdé z,y,z € X.

Vyuzitim rovnobéznikového pravidla postupné dostavame:

Iz +y + 2l* + |z =y + 201" = 2|z + 2[I* + [ly[I*),

lz = 2[1* + [lyll),

Iz +y = 2[* + [lz —y — 2[|* = 2
lz+y+ 21" + lly — 2 + 2l = 2(lly + 2[* + |=]1*),

Iz +y — 21 + lly — 2 — 2I* = 2(ly — 21> + [|=]]*).

Sectenim prvni a tfeti rovnosti a od nich odec¢tenim druhé a ¢tvrté rovnosti

dostaneme:

le+y+21P+lz—y+21" = llz+y—2" =l = —y—2I" +
Hz+y+alP+ly—z+2ll — ety -z - y —2— 2" =

= 2(lz + 27 + yl* = llz = 2" = lyI* + ly + 21" + 2 = lly — 2[I* = [l=]1*),
a odectenim dostaneme

lz+y+ 2l =z +y =2l = llo+2|” = o = 2[* + [ly + 2[|* = [ly — 2|,
coz ale neni nic jiného nez

Ar+y,2) =4(x,2)+4(y, 2),
(x+y,2) = (z,2) + (y, 2).

Podafrilo se nam tedy dokazat tieti podminku skaldrniho soucinu.
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4. Naposledy dokazme (A\z,y) = \(x,y) pro kazdé z,y € X a A € R:

i. Pro A = 0 dostavame:
1 2 2
(02, y) = (0,y) = 2 (10 +y[I" = {10 = y)II*) = 0 = 0(z. y).
ii. Pro \ € Z dostavame:

(l’,y) + (_$7y) = ($ —x,y) = (an) = 07

proto (—z,y) = —(z,y).

ili. Pro A € N dostavame:

(/\xhy): ($+I++@,y) - (x,y)—i——i—(x,y):/\(x,y),

A—krat

(—)\x,y) = (\—x—x: —@,y> = —(x,y) - (a:,y) = _)‘(x>y)'
r—krat

iv. Pro A € Q, A =, kde m,n € Z dostavame:
n(Az,y) = (nAz,y) = (maz,y) = m(z,y),

(Az,y) = = (2,y) = Ma.y).

v. Pro X\ € R plati, %e existuje posloupnost {\,}1> C Q takov4, Ze plati

An — A pro n — 400. Potom dostavame:

(/\x,y) = (Zimn—>+oo)\nx>y) = limn—>+oo)‘n<xay) = A(xvy)u

kde jsme vyuzili toho, ze skalarni soucin je spojitou funkci v obou

slozkach. &
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3.5 Priklady v Hilbertovych prostorech
Véta 3.3. (Rayleighova véta) Je-li T € L(X) hermiteovsky, je

1T = sup{|(Tz, z)|, [[«]| < 1}.
Dukaz: [0], str. 75, 8.9.

Piiklad 3.10. Necht T € L(H) je hermiteovsky operdtor, kde H je Hilbertiv
prostor, pak | T?|| = ||T||*. Dokazte.

Reseni: Je-li operator T' hermiteovsky, pak je i operator 72 hermiteovsky.

Jsou splnény predpoklady Rayleighovy véty(Véta 3.3 ), lze tedy psat:
IT))* = sup{(Tz, Tx), =[] < 1} = sup{(T*x,x), ||=[| < 1} = |77

Tim je tvrzeni dokdzano. &
Plati, ze kazdy hermiteovsky operator je normaéalni. Zobecnéme proto nyni

posledni ptiklad na normalni operatory.

Piiklad 3.11. Necht T € L(H) je normdlni operdtor, kde H je Hilbertiv prostor,
pak || T?|| = ||T||*>. Dokazte.

Reseni: Rovnost dokazme dvéma nerovnostmi:

1. Prvni dokazme nerovnost ||[T?|| < ||T||*>. Vzhledem k tomu, ze L(X) je

Banachova algebra(Pozn.1.2 ), miZeme psat
172 < ITINTI = (17|

Tim je nerovnost dokazana.
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2. Nerovnost ||T?|| > ||T||* plati, nebot

ITI* = sup{(T=,Tx), =] < 1}

sup{(T* Tz, ), o] < 1}

IN

sup{[|TT |||, ||=|| < 1}
[T

sup{~/(T*Tz, T*Tz),||z| <1}
= sup{/(Tz, TT*Tz), x| <1}
= sup{\/(Tx, T*TTz),||z| <1}
= sup{/ (T Tz, TTx), ||z|] < 1}

= |77, proto pak

1T < (172,

kde jsme vyuzili Cauchy-Schwartzovu nerovnost, tj. |(T,7*)| < ||T|||| 7|
pro kazdé T, T* € L(H), a toho, Ze T je norméalni operator. Vice Véta 1.2.d

Piiklad 3.12. Necht {z,}>2, je posloupnost prvki Hilbertova prostoru. Jestlize

T, — T a jestlize ||x,| — ||z| pro n — oo, pak x, — x.
ResSeni: Protoze v Hilbertovych prostorech plati ||z| = /(x, z), 1ze dale psat

|zn — 2||* = (2, — 2,2, — )
= (Tn,Tpn) — (Tn, ) — (2, 2,) + (7, 7)

= |lznll® = (20, 2) = (20, ) + [|2]|*
a pro n — oo dostavame
[z — 2|* = ||lz* = (z,2) — (z,2) + |[z]|* = 0,

kde jsme vyuzili toho, ze v Hilbertové prostoru X plati podle Riezovy véty([6],
str. 19, 2.9.) pro kazdou {z,}32, C X: x, — x pravé tehdy, kdyz (x,,y) — (z,v)
pro Vy € X.&
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Dokazme v nasledujicim prikladé uvedenou nerovnost:

Priklad 3.13. Necht M je podprostor redlného Hilbertova prostoru H a x € H.
Ukazte, Ze x je kolmeé na H prdvé tehdy, kdyZ plati

]l < [l =m]| (2)

pro kaZdé m € M.

ReSeni: 7 = 7 Nechf z je kolmé na M, tj. (x,m) = 0 pro kazdé m € M. Poté

Jo—ml2 = (& —m, 2 —m) = (z,2) + (m,m) — 2(x,m) = |l2]|* + [m||? a nakonec

lz = ml* = [l=]|* + [l
lz = ml* > [l=[I%,
[ = ml| = =]

” <7 Dokazme druhou implikaci. Necht plati ||z| < ||lx — m|| pro Vm € M

pevné. Poté

2(z,m) < (m,m).
i. Pro A > 0 plati, ze pro m € M plati Am € M a ze

2(z, Am) < (Am, Am),
2\ (z,m)

IN

2(m7 m)7

A
2(z,m) < X(m,m)

IN

a pro A — 07 mame (z,m) <0 .
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ii. Pro A < 0 plati, ze pro m € M plati \m € M a ze

2(x, Am) < (Am, Am),
2\(x,m) < A*(m,m),
2(x,m) > A(m,m)

a pro A — 0~ mame (z,m) >0 .

Nerovnosti (z,m) < 0a (x,m) > 0 davaji kolmost prvki x a m. Dohromady

tedy dostavame, Ze x je kolmé na M. &
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3.6 Spektrum, norma a kompaktnost operatoru
Nez prejdeme k prikladiim, uvedme vétu:
Véta 3.4. Necht X.,Y jsou normované linedrni prostory. Pak
Ly(X,)Y)CC L(X,Y),

kde L;(X,Y) znaci mnoZinu vsech konecné dimenziondlnich operdtori z X do'Y

a L(X,Y) znaci mnoZinu vsech kompaktnich operdtori z X do'Y .
Dukaz: [0], str. 30, 2.47.

Véta 3.5. Kazdy nenulovy prvek spektra kompaktniho operdtoru T € L(X) je

jeho vlastnim cislem, tj.
o(T) Cc {0} Uao,(T).
Duikaz: [0], str. 56, 5.29.
Piiklad 3.14. Uvazujme operdtor T € L(C'[0,1]), ktery je dan predpisem
T = 2 f(2).

Urcete normu ||T||, bodové spektrum o,(T), spektrum o(T) a zjistéte, zda T je

kompaktni operdtor.
Reseni:
1. Uréeme normu

|71l = sup{ITFI I1£]l < 1} = sup{maz {|2*f(2)],= € [0, 1]}, If]| < 1} = 1.

2. Dale urceme bodové spektrum o,(7). Pokud by existovalo A € 0,(T"), pak
bychom mohli najit f # 0 tak, ze

(T =AD)f =0,
Tf(z) — Af(z) =0, Vzel0,1],
2’ f(z) — Af(x) =0, Vxel0,1],
(22 = N)f(x) =0, Vxe€l0,1].



Protoze f(xzo) # 0 pro n&jaké x¢ € [0, 1] a protoze z? — X # 0 alesponl pro
n&jaké = € [0, 1], dostavdme spor s tim, ze (z*> — \)f(z) = 0 pro kazdé

z € [0, 1]. Proto neexistuje A € 0,(T), a tudiz o,(T") = 0.

3. Ur¢eme spektrum o(7T'). Ukazme, Ze operator T — Al neni surjektivni.
Ukazme to sporem.
Protoze ||T|| = 1, pak pro A € o(T) plati |\| < ||T'|| = 1. Necht T"— X[ je
tedy surjektivni operator, tj. pro kazdé g € C([0,1]) existuje f € C([0,1])

tak, ze

Pro A € [0,1] existuje z € [0,1] tak, Ze rovnost #2 — A = 0 implikuje
g(z) = 0. Coz je vsak spor.
Proto o(T') = [0, 1].

4. Ukazme, ze operator T neni kompaktni. Pokud by operator 7' byl kom-
paktni, muselo by platit podle véty 3.5, ze

o(T) Cc {0} Uo,(T), tedy
[0,1] c {0} U0,

Coz oc¢ividné neni splnéno. Proto operator T' neni kompaktni.ée
Piiklad 3.15. Uvazujme operdtor T € L(C'[0,1]), ktery je dan predpisem
Tf(x) = 2"f(0).

Urcete normu ||T||, bodové spektrum o,(T"), spektrum o(T') a zjistéte, zda T je

kompaktni operdtor.
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ResSeni:
1. Urceme normu

|71l = sup{|ITf1l, If]| < 1} = sup{maz {|2*f(0)],x € [0, 1]}, [IfI| <1} =1.

2. Déle ur¢eme bodové spektrum o,(7") prvné pro A # 0: pro A € o,(T)
existuje f # 0 tak, zZe

(T'=ANf =0,
22f(0) — A\f(z) =0, Vae]l0,1],
f(z) = w, Vo € [0, 1]

a pro = 0 dostavame f(0) = 0, pak dostavame, ze f(x) = 0.
Nyni pro A =0 : pro A € 0,(T) existuje f # 0 tak, Ze

Tf =0,
22 f(0) = 0.
Proto existuje f takové, ze A € 0,(T). Tedy {0} C 0,(T).

3. Uceme spektrum o(7"). Ukazme, Ze operator T'— \I neni surjektivni, tj. pro
kazdé g € C([0,1]) existuje f € C([0,1]) tak, ze

Tf(x) — Af(x)

22f(0) — Af(z) = g(x), Yz €[0,1].

g(x), Yz €|0,1],

Pro A # 0 méme tvar funkce f(z) = M. Tedy funkci f nalezneme.
Pro A = 0 dostavame 22 f(0) = g(z) a neexistuje pro kazdou funkci g funkce

f, tedy operator neni surjektivni pro A = 0. Tedy o(T") = {0}.

4. Vyuzitim véty 3.4 ukazeme, ze operator T je kompaktni. Chceme tedy uka-
zat, ze T' je konecné dimenzionalni operator, protoze pak je T' urcité kom-

paktni. Vzhledem k tomu, ze
Tf(x) =2*f(0) = ax®, kde a € R.

Jedinym bazovym prvkem je zde 22, potom ale je T koneéné dimenzionalni.de
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3.7 Invertibilni prvky

Hlavni myslenkou nasledujici podkapitoly je otevienost mnoziny vsech inver-

tibilnich prvk.

Véta 3.6. MnoZina vSech invertibilnich prvkid s operaci ndsobeni tvori grupu s

jednotkou e.

Dukaz: [0], str. 61, 6.7.

Véta 3.7. MnoZina vsech invertibilnich prvki je otevrend.
Dukaz: [0], str. 61, 6.10.

Piiklad 3.16. Necht C [z] je algebra vSech polynomi s komplexnimi koeficienty.
Definujeme-li

Il = sup{lp(2)], 2| <1},

je || - || morma na C'[z]. S ni tvori C [z] normovany linedrni prostor, ktery nent

uplny. UkaZte, Ze mnoZina vSech invertibilnich prvki C [z] neni oteviend.

Reseni: Sporem. Uvazujme 2 = 1 a najdéme k tomuto prvku posloupnost
{z,}>, takovou, ze x,, — = pro n — +oc.
o0

Uvazujme posloupnost {z,}52, = {(1+ 2)}

n=1"

Rozepiseme-li {x,; '}, = {a,2"}>°,, kde a,, € C, pro Vn € N, madme

z
(1 + E> (akzk + ak_lzk_l + ...+ ao) =1,

_ Qg Ap—1 Qo
1 k+1
akzk+ak_1zk + ... Fag+ —2T 4+ b 2= 1,
n n n
k+1
z Qp_ ap—
k k—1 k—1 k—2
ak +z (ak+ >—|—z (ak,l%— >+...—|—a0:1.
n n n
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Porovnanim koeficienti u z* ziskdme soustavu

ap =0,
Ag—1
ap + = 0,
n
Qo
a; +— = 07
n
Qg = 17
z které ziskame a; = 0, ..., a1 = 0 a z rovnosti a; + %¢ = 0 pak dostavame,

ze % = 0, coz nelze, proto tato soustava nema reseni. Tudiz nenajdeme inverzni
prvek k xy.
Ukazme jeste, ze x, — 1 pro n — +o00. Tedy

lim [l — 1) = tim || (1+2) =1
n—o0 n

n—-+o0o

1
= lim — <1
Jim = sup|z], 2] < 1}

1
= lim -
n—+oo N,

= 0.

Nalezli jsme posloupnost, ktera konverguje k 1, ale ktera neni posloupnosti in-
vertibilnich prvki, coz ale musi byt, jestlize konverguje k invertibilnimu prvku
a jestlize mnozina v8ech invertibilnich prvku je oteviena(Véta 3.7). Dostavame

spor. Proto mnozina vSech invertibilnich prvka C [z] neni oteviend. &

Piiklad 3.17. Necht {z,}5°, je posloupnost proki komutativni Banachovy alge-

bry A a necht lim,,_. o x, = x. Neni-li x invertibilni, pak

lim ||z = +oo. (3)

n——+oo

Dokazte.
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Reseni: Dokazme, Ze jestlize
lim || # +oo, (4)
n——+o0o

pak z je invertibilni.
Necht je tedy splnéno (4), pak existuje K > 0 a {z,,}72; C {z.}32, tak, ze

||| < K. Rozepisme a oznacme aj, = (e 4+ x,! (x — xy,))

T = Ty, (e+x;kl (x — :pnk)) ,

T = Tp, Ak,
~1,.-1 _
ra, x, =€,

pak x je invertibilni, pokud je {ax}32; invertibilni.

Vime, ze mnozina vSech invertibilnich prvki je oteviena(Véta 3.7), proto plati,
ze konverguje-li posloupnost {a;}?2; k prvku e, jsou od jistého indexu prvky
posloupnosti {a}72; také invertibilni.

Dokazme, ze a;, — e pro k — +00:

la — el = || (e + 25, (@ — 2,)) —ell

< g Mz — 2, I,

Dostavame ||ay — e|| — 0 pro k — 4o00. Tedy {ax}72; je invertibilni a potom

i z je invertibilni. Tim je dokazéano, Ze neni-li prvek x invertibilni, pak plati (3).d

34



3.8 Princip stejnomérné omezenosti

Nyni uvedme jednu za zakladnich vét funkcionélni analyzy:

Véta 3.8. (Princip stejnomérné omezenosti) Necht X je Banachiv prostor, E

normovany linedrni prostor a G C L(X, E). Nasledujici vjroky jsou ekvivalentni:
(1) sup{|[T|,T € G} < +o0,
(i1) sup{||Tz||,T € G} < 400 pro kaZde x € X.

Dukaz: [0], str. 41, 4.2.

Poznamka 3.1. Prostor coy nent dplng. Staci uvaZovat posloupnost {x,}°, =

{1, %, cee %, 0,0...}. Ta je cauchyovskd, ale urcité neni konvergentni, nebot po-

1

sloupnost {z,}7> ) = {1,5,..

., =,...} nelezi v prostoru cop.

Priklad 3.18. Vektorovy prostor coy se sestavd ze vech posloupnosti, které jsou
od jistého indexu rovny nule. UvaZujeme-li na coy suprémovou normu, je cog pod-
prostorem cqo. ProtoZe vsak coy meni uzavrieny v cg, neni prostor coy uplny. Na
prikladu funkciondl definovaného na coy ukazte, Ze princip stejnomeérné omeze-

nosti(Véta 3.8) neplati v neiplnijch prostorech:
T, - {oj}pey — noy, kden € N.

Reseni: Ukazme, Ze neplati princip stejnomérné omezenosti pro posloupnost
funkcionala {7,,}7° ;. Ukazme, ze T,, € L(coo, R) pro kazdé n € N. Linearita plyne
trivialné. Spojitost plyne z odhadu

[T ()| = [lnan|l = nlan| < nsup{|z;],j € N} = n|{xz;}].
Dale plati

sup{[|Tnll,n € N} = sup{sup{n|{z;}, [{z;}| < 1}, n € N}
= sup{n,n € N}

= +00.
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Spoctéme dale

sup{[|To({z;})ll, n € N} = sup{|T.({z,})[,n € N}

= sup{|nz,|,n € N} < +o0.

Posledni nerovnost je splnéna vzhledem k tomu, ze {x;} C coo. Je vidét, Ze neni

splnéno tvrzeni principu stejnomérné omezenosti. &

36



3.9 Prekompaktni mnoZina

Priklad 3.19. Mnozina M je prekompaktni prdvé tehdy, kdyz z kazZdé jeji po-

sloupnosti mizZeme vybrat cauchyovskou posloupnost. DokaZte.

ReSeni: 7 = ” Necht M je prekompaktni mnozina, tj. Ve > 0 3{z, 2, ..., 7, } D
M takova, ze U, B(x;,€) D M, kde B(xz;, €) je koule se stfedem z; a polomérem e.

Uvazujme libovolnou posloupnost {z,}> ;.

Existuje nekonecné mnoho kouli s polomérem 1 v M takovych, Ze jejich
sjednoceni pokryva M.
Existuje podposloupnost posloupnosti {z;}°; obsazena v nékteré z téchto kouli;

ozna¢me ji {X11, X2, ...}
1
Uvazujme kouli o poloméru 3 a prislusna podposloupnost posloupnosti

{XH, X12, } bude {X21, XQQ, }
Dalsi posloupnosti { X1, Xyo, ...}, k = 1,2, ..., jsou obsazeny v koulich o

1
polomérech T

Posloupnost { X711, Xa2, X33, ...} je pak cauchyovské a plati, ze
{Xll,XQQ,ng, } - {J]n}%o:l. Viz. [ ], str.85.

7

< 7 Sporem. Predpokladejme, ze M neni prekompaktni mnozina, tedy
existuje € > 0 takové, ze nemiizeme najit kone¢nou mnozinu prvkta z M takovou,

ze e-koule se stfedem z konvexni mnoziny pokryji M.

Zvolme libovolné y; € M, pak M neni podmnozinou B(yi, €).
Dale zvolme yo € M \ B(y1,€), pak M neni podmnozinou U, B(y;, €).
Analogicky zvolme y3 € M \ U2, B(y;, €), pak M neni podmnozinou
U B(yi, €).-

Pro posloupnost {y,}>° plati, Ze ||yn — ym|| > € pro ¥Ym # n.

Proto ale nelze z posloupnosti {y,}22; vybrat cauchyovskou podposloupnost. &
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3.10 Rady

Priklad 3.20. Necht M C X je uzaviend mnoZina v X, kde X je Banachiv
prostor. Dokazte, Ze pro kazdé x € X\{0} existuje {xx}32, € M tak, Zex =) xy

a Ze plati ndsledujici nerovnost

3
k]| < §||93||, Vk € N.
Reseni: Uvazujme z; € M tak, ze ||z — x1| < @ Obdobné postupujme

déle, tedy x; € M uvazujeme tak, aby ||z — (z1 + ... + xp_1) — x| < HzikH Déle

plati, ze x = >~ | x}, nebot

k
|z — ZLH -0
i=1

pro k — +oo. Navic

k]l = |l <w—§$n) - (m—nzk;l“n) |

[zl =l
— 2k:—1 2k

3|z

2k 7

kde jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost.de

Néasledujici priklad udava ekvivalentni podminku pro to, aby rfada bezpodmi-
necné konvergovala. Poznamenejme, ze bezpodmineéna konvergence fady obecné
neimplikuje absolutni konvergenci fady; napt. »_ %ei v prostoru /2, kde e; jsou

prvky majici na i-tém misté jednicku. Viz. [3], str.27.
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Piiklad 3.21. Necht X je Banachiv prostor, x € X a ) x; je fada v X. UkaZte,

Ze nasledugici podminky jsou ekvivalentni:

(i) pro ¥e > 0 ezistuje konecnd mnozZina F C N takovd, Ze

lz = ) wil <,

i€Fo
kde F* je konecnd mnoZina a F* C N sphiujici F* D F,
(ii) Tada > x; je bezpodminecné konvergentni k x.

Reseni: 7 = 7 Nechf plati (i). Pro Ve > 0 dostavame koneénou mnozinu F

takovou, ze

1> zi—a] <e,

ieFs

kde F'* je koneéna mnozina v N takova, ze F* O F. Vzhledem ke kone¢nosti
mnoziny F' existuje pro néjaké ny € N mnozina {II(1),I1(2),...,II(ng)} D F.

Potom

n
lz = el <e
i=1

pro n > ng, n € N a vzhledem k libovolnosti ¢ > 0 plati, ze * = >z pro
kazdou permutaci prirozenych c¢isel II.

”? < ” Uvazujme posloupnost {n;}; > takovou, ze plati:

ng 1
1> wi—all <5
=1

a dale uvazujme posloupnost koneénych mnozin My, takovou, ze nyy1 > max(My) >

min(My) > ny. Poté lze psét

ng
1Y e+ wi—al > e
i=1 M,
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Vskutku, nebot (i) neplati pro mnozinu F = {1,2,...,n;}. Dale nalezneme

mnozinu F* a mnozinu M, = FA\_F. Budeme-li uvazovat permutaci II takovou,

v

ze
H({1,2, oy N + |Mk|}) = {1,2, } U Mk,

nebude fada ) zr(;) bezpodmineéné konvergentni. &
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3.11 Ostatni priklady

Piiklad 3.22. UvaZuyme posloupnost prvki {z,}>>, = (1,1,...,1,0,0...) pro-
storu 1°, kde 1 je aZ do n-tého mista. UkaZte, Ze posloupnost {x,}°, nemiZe

konvergovat v norme prostoru [*°.

ReSeni: Budeme chtit ukazat, ze posloupnost {x, }°° ; neni cauchyovska, poté
bude platit, ze {z,}5°, neni konvergentni.

Uvazujme metriku

Q(Ivy) = Sup{|xn - yn|an € N}

Pro libovolna m,n € N, kde m # n, plati, ze

Q(xm J7m) =1,
tedy posloupnost {z,}>2; neni cauchyovska. &

Piiklad 3.23. Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a necht T € L(X,Y).

Jestlize x,, — x, pak Tx, — Tx. DokaZte.

Reseni: To je ziejmé z definice slabé konvegrence, tj. x, — z, jestlize plati
Dz, — Dx pro VD € X*. Budeme-li uvazovat p € Y* = L(Y,R), tak vzhledem
k tomu, ze T € L(X,Y), plati, ze T € X* = L(X,R). Tedy p(Tx,) = ¢(Tz).
Vzhledem k libovolné volbé ¢ € Y* je Tz, — Tx. &

Dokazovali jsme v poslednim ptikladu, ze libovolny spojity linearni operator
prevadi slabé konvergentni posloupnost opét na slabé konvergentni posloupnost.
Budeme-li chtit, abychom prevadéli slabé konvergentni posloupnost na silné kon-

vergentni posloupnost, musel by byt operator L kompaktni. Viz. [0], str. 44, 4.11.
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ZAavér

Skrytou nevyhodou kazdé sbirky prikladu je jeji necelistvost. Ackoliv jsme se
snazili tomuto jevu vyhnout, nevyhli jsme se mu.

Pfinosem prace je bezesporu sepsani a vyfeseni uvedenych piikladi, at uz byly
feSeny mnou, feSeny na cvicenich ¢i prelozeny z anglického jazyka a dofesSeny.

Na trhu je nedostatek ceské literatury pojednavajici o funkcionalni analyze,
zv1asté pokud se bavime o sbirkach tloh. Pfisudme tuto skutec¢nost faktu, ze funk-
cionalni analyza, jako podobor matematické analyzy, je ponékud novéa disciplina;
jako samostatny obor byla chapana az od poloviny dvacatého stoleti.

Doufam, zZe se mi touto praci podafilo rozsitit odbornou literaturu o dalsi dilo,

které bude srozumitelné ceskym studentiim.
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