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Uvod

Téma Fibonacciho posloupnost jsem si zvolila, protoze se jedna o velmi zajimavou
problematiku, kterd je do ucebnich osnov zahrnuta jen velmi okrajové. NejCastéji je
spojovana s ulohou o kralicich, kterou si pfedstavime v prvni kapitole. StéZejni pojmy mé
bakalarské prace, Fibonacciho ¢isla a zlaty fez, fascinovaly matematiky, architekty a jiné

umeélce jiz od staroveku.

Hlavnim cilem mé bakalafské prace je shromazdit poznatky o Fibonacciho
posloupnosti, dokazat nékteré jeji vlastnosti a ukazat nejen souvislosti s jinymi
matematickymi pojmy ale i to, kde se Fibonacciho ¢isla vyskytuji kolem nés. V praci bude

proto mj. zaméfena pozornost i na blizsi spojitost Fibonacciho ¢isel a rostlin.

Text prace je rozdélen do tii kapitol. Prvni kapitola se vénuje definovani
samotného pojmu Fibonacciho posloupnost, jeho vlastnostem a vyskytu v ptirod¢.

V zavéru prvni kapitoly se zam&fime na Spojitost Fibonacciho ¢isel a ¢isla 7.

Druha kapitola pojednava o souvislostech Fibonacciho posloupnosti se zlatym

fezem a o geometrickém vyznamu zlatého cisla.

V posledni kapitole jsou ve tiech podkapitolach studovany utvary souvisejici
s Fibonacciho posloupnosti - zlaty trojuhelnik, zlaty obdélnik a zlata spirala. Zlatou spiralu
si predstavime i v oblastech botaniky a zoologie, kde si na jednotlivych ptikladech spiraly

ukazeme a dozvime se néco o fylotaxi rostlin.

Prace je ilustrovana obrazky vytvofenymi v programu AutoCAD a vlastnimi

fotografiemi.



1 Fibonacciho posloupnost

wewvr

matematikt stfedov€éké Evropy, po némz je posloupnost pojmenovana. Leonardo
Fibonacci, také nazyvany Leonardo Pisansky, se narodil okolo roku 1170 v rodiné Bonacci
Vv Pise. Uméni pocti se naudil v alzirském mésté Béjaii. Zde mu bylo poskytnuto vzdélani
a byl zasvécen do indo-arabského ¢islicového systému a techniky jeho poditani.
V dospélosti ¢asto obchodné cestoval do Egypta, Syrie, Recka, Francie a Konstantinopole,
kde studoval aritmetické systémy. Je autorem mnoha knih, napt. Knihy pocti (Liber
Abaci), Geometrie v praxi (Practica Geometriae), Kvétenstvi (Flos) nebo Knihy étverct
nad ¢isly (Liber Quadratorum). Jeho poznatky zachycené v knihach hraly vyznamnou roli

naptiklad v nahrazeni nepraktického fimského ¢islicového systému.

Pii tvorbé této kapitoly byly vyuzity zejména zdroje [2], [3], [6], [8], [12] a [13].

1.1 Definice Fibonacciho posloupnosti

Nejprve si predstavme zndmou ulohu o kralicich, vedouci na posloupnost, ktera

byla pozd¢ji nazvana Fibonacciho posloupnosti. Tato tlloha vznikla ve 12. stoleti.

Uvazujme nové€ narozeny par kralikd, uzavieny ze vSech stran plotem. Chceme

veédét, kolik pard kraliki budeme mit po uplynuti jednoho roku. Pfitom mame tyto

predpoklady:

. kazdému dospélému péru se kazdy mésic narodi jeden par (tj. samecek a samicka)

. kralici dospé&ji po uplynuti jednoho mésice a od druhého mésice jsou také
produktivni

. kralici v prub¢hu roku neumiraji

Pro jednoduchost feknéme, ze plivodni par kralikii se narodil 1. ledna. Kralici
dosp€ji po mésici, tim padem prvniho inora mame stale jen jeden par. Po dvou mésicich

od narozeni jsou produktivni a narodi se nova smiSend dvojice (samecek, samicka).


http://cs.wikipedia.org/w/index.php?title=B%C3%A9ja%C3%AFa&action=edit&redlink=1

Celkové mame dva pary. Pokud bychom postupovali timto zpusobem, tak na zacatku

dubna budeme mit pary tii a prvniho kvétna pari pét.

Pocet parti | Leden | Unor | Biezen | Duben | Kvéten | Cerven | Cervenec | Srpen

Dospéli 0 1 1 2 3 5 8 13
Potomci 1 0 1 1 2 3 5 8
Celkem 1 1 2 3 5 8 13 21

Tab. 1.1: Rust kralici populace.

Tento problém muzeme vyjadtit také matematicky. Oznacime-li F, pocet pard na
konci n-tého mésice je ziejmé, Ze plati:

Fi=F=1F;=2F,=3,F;=5, F,=8, F, =13, F; = 21.

Pokud bychom takto postupovali, zjistili bychom, ze pocet F;, paru kraliki po
roce je 144. Podivame-li se na posloupnost obecnéji, vSimneme si, Ze pocet para kralikt na
konci n-tého mésice je roven poctu paru kralikti na konci mésice (n-1) zvétSeného o pocet
pari, které v n-tém mésici pfibyly. Jelikoz v n-tém mésici ptibylo tolik part, kolik parii
kralikt bylo v mésici (n-2), pro posloupnost krali¢ich para plati:

By =Foz + Fpog.
Rast kralic¢ich pard, lze zachytit i pomoci nasledujiciho schéma, kde d" znaci

neproduktivni par a Q produktivni par.

Obr.1.1: Kralici pary zndzornéné pomoci schématu.
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Definice 1.1 Fibonacciho posloupnost je nekonecnd posloupnost piirozenych Ccisel,
definovanych jako soucet dvou ptedchozich ¢isel, pricemz prvni dva Cleny jsou rovny

jedné.

Fibonacciho posloupnost Ize tedy zadat rekurentné nasledujicim vztahem

1 pro n =1
E,=41 pro n= 2
Fo,+ F4 jinak.

Priklad 1.1 Dle rekurentniho vzorce je prvnich 10 ¢lent Fibonacciho posloupnosti rovno

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89.

Pokud bychom chtéli vyjadfit Fibonacciho posloupnost vzorcem pro n-ty clen

(explicitn¢), miizeme postupovat napiiklad nasledovneé:

Lze dokazat, ze pro posloupnost {a,} uréenou prvnimi dvéma ¢leny a;a, a

rekurentnim vzorcem
Ansn + kiapiq + kya, =0, kde kq,k, €ER, k, #0,
plati pro n-ty ¢len
an = cyx] "+ cxg
kde x; x; jsou riizné koteny rovnice

X2+k1x+k2=0

a cq,Cc, jsou konstanty, které jsou jednoznaéné urCeny pocatecnimi podminkami
posloupnosti {a,}.

Abychom dané tvrzeni dokazali, ukdzeme nejprve, Ze Clen
1

a, = c,x 1+ cx”

vyhovuje rekurentnimu vzorci dané posloupnosti a to tak, ze do levé strany tohoto

rekurentniho vzorce dosadime a poté dostaneme:
(crx]™ + cxf ™) + kg (g X + c203) + kp (e ™ + 237

= (e x4 e + e (kyxy + k) + cx3 T (kyxy + k). (1)
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Pro kofeny x;,x, rovnice x%+ k;x + k, = 0, plati
kix; + k, = —x?%
kix, + k, = —x3.
Po dosazeni do (1) ziskame nasledujici:
(crx ™ + a3 ™) + o x P (=af) + 37 (—x3) = 0,

Nyni se piesvéd¢ime, Ze konstanty c;,c, jsou jednozna¢né urCeny pocateénimi

podminkami a4, a,. To pfimo vyplyva z toho, ze soustava rovnic
a;=c+c,
A, = C1X1 + C2X,

s nezndmymi cq, ¢,, za pfedpokladu x; # x,, mé jediné feseni.

Na zdklad¢ vztahu mezi rekurentnim vzorcem a vzorcem pro n-ty clen
posloupnosti, ktery jsme vySe dokazali, lze snadno odvodit vzorec pro n-ty clen

Fibonacciho posloupnosti.
Fibonacciho posloupnost je definovana podminkami

Fi=F,=1 Fu—Fy1— B, =0.

Protoze rovnice x? + kyx + k, = 0 pro k;, k, = —1 ma dva rlizné kofeny
X = 1+V5 X = 1-V5
1= 2 ! 2 — 2 )

pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti plati, ze

n-—1 n—1

a2 e ()

Ze soustavy rovnic o dvou neznamych vyjadiime c; (resp. c;) a dopocitame

hodnotu c, (resp. c;) nasledujicim zptisobem:
F,=1 l=c +cy => ¢ =1-c¢

1+v/5 1-/5
2 2

F,=1 1=¢




145 1-+5
1=(1—cz)< > >+cz< > >=>

2=1+\/§_C2_C2\/§+C2_C2\/§
1—+/5=-2V5¢,

V51

V5—1 +5+1
cy = = )
27 s

2v/5 2v/5

=> C1=1_

Pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti tedy plati

o (1+v5)" — (@1 -+5)"
n — Zn\/g .

Poznamka 1.1 Prestoze se ve vzorci pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti vyskytuji

odmocniny, jsou v§echny ¢leny této posloupnosti pfirozena ¢isla.

Secleny Fibonacciho posloupnosti se setkavame velmi casto, aniz si to
uvédomujeme. Napf. u mnoha rostlin se mizeme setkat s tim, Ze pocet jejich okvétnich

listkl1 je roven nékterému z Fibonacciho ¢isel.

e 1 okvétni listek: calla, anturie,...

e 2 okvétni listky: euforbia,...

e 3 okvétni listky: kosatec, trillium,...

e 5 okvétnich listkti: pomnénka, azalka, orli¢ek, kakost, blatouch, ibisek, mochna,...
e 8 okvétnich listkl: celandine, krasenka, krevnice kanadska, ...

e 13 okvétnich listkli: tfapatka,...

e 21 okvétnich listku: cekanka, astra,...

e 34 okvétnich listku: jitrocel,...

e 55, 89 okvétnich listkt: ¢eled’ Hvézdicovitych



Obr.1.2: Calla.

Velké mnozstvi kvétin ma 5 okvétnich platkli pravidelné rozmisténych okolo stfedu, jak

1ze vidét na téchto obrazcich.

Obr.1.3: Azalka. Obr.1.4: Ibisek.

Obr.1.5: Barvinek. Obr.1.6: Kakost lucni.
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Na nasledujici fotografii mizeme vidét piiklad kvétinu s 8 okvétnimi listky, kterou
je naptiklad krasenka. Kopretiny maji podle mnoha zdrojii 34 okvétnich platki, coz je
ovSem pon¢kud sporné. Na obrazcich nize si ukazeme dva druhy kopretin s rozdilnym
poctem korunnich plat, avSak také odpovidajicim c¢leniim Fibonacciho posloupnosti.
Kopretina polni na obrazku ma obvykle 13 okvétnich listkii a kopretina zluta, ktera patii

mezi zahradni kvétiny, ma vétSinou listki 21.

Do kvétin, jejichz pocet korunnich platkit odpovida Fibonacciho ¢islim, se Casto
fadi 1 sedmikrasky. Avsak po provedeni ,,experimentu, tomuto tvrzeni odpovidala pouze

jedna sedmikraska z padesati zkoumanych.

Obr.1.8: Kopretina polni. Obr.1.9: Kopretina zluta.
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Na poslednim snimku je zachycena jifina , ktera ma nejcastéji 55 nebo 89 okvétnich listkt

a ktera patii do ¢eledi Hvézdicovitych, kam fadime napiiklad i pampelisky a astry.

Obr.1.10: Jifina.

I v zoologii lze najit ptiklad Fibonacciho posloupnosti. Fibonacciho ¢isla naptiklad
uzce souvisi S rodokmenem vcely medonosné.

Ve veeli kolonii existuje zvlastni samice, které fikdme kralovna. Podobné jako u
dalsiho hmyzu se véeli sameckové (trubci) vyvijeji z neoplodnénych vaji¢ek délnic, a proto
nemaji rodi¢e sam¢iho pohlavi. Maji pouze matku, ale zadného otce. Trubci ale oplodiu;ji
vajicka vceli kradlovny, z nichZ se rodi v¢ely (bud’ délnice, nebo kralovny). Vceli samicka

ma tedy oba rodi¢e. Podivejme se nyni na rodokmen samce v¢ely medonosné - trubce.

. M4 jednoho rodice (matku).

o Ma dva prarodice (rodice matky).

o Ma tfi praprarodice (dva rodice babic¢ky a matku dédecka).

Poéty ¢lent v jednotlivych generacich rodokmenu jsou 1, 1, 2, 3, 5, ..., tedy opét

¢leny Fibonacciho posloupnosti. Rodokmen vcéely medonosné si muizeme néazorne

piedstavit (viz Obr.1.1).
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1.2 Vlastnosti Fibonacciho posloupnosti

V této podkapitole si odvodime nékteré zakladni vlastnosti

posloupnosti a také se budeme zabyvat délitelnosti Fibonacciho ¢isel.

Véta 1.1 Pro soucet prvnich n Fibonacciho Cisel plati
n
ZF,: =F1+F2+F3+F4++Fn =Fn+2_1.
i=1
Diikaz Tvrzeni dokazeme tak, ze do rovnosti F;,, = F;,; + F; dosadime
t=1234,..n
F3 :F2+F1 => F1 :F3_F2,
F4=F3+F2 => FZ =F4_F3,

F5:F4+F3 => F3:F5_F4,

F6=F5+F4 => F4=F6_F5,

Fpo1 =Foyr — B,
Fy = Foyz = Foya

Poté seCteme pravé i levé strany a ziskame

Fi = Fpyp —F; = Fpyp — 1

n
i=1
Véta 1.2 Pro soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel s lichymi indexy plati
n
Z FZi—l = Fl + F3 + F5 + F7 + -+ FZn—l = F2n-

=1

13
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Dikaz Soucet dostaneme tak, Ze krovnosti F, = F; pfiCteme vSechny rovnosti

th = FZt—Z + FZt—l => th—l = FZt - FZt-Z’ dO nlchi dosadime t = 2,3,4‘, .

F, = F,,

F3 =F, —F,
Fy = Fg — F,
F; = Fg — F,

Fon—1 = Fon — Fon—».
Po secteni vSech n rovnosti ziskdme pozadovany soucet.

Véta 1.3 Pro soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel se sudymi indexy plati

n
ZFZi:F2+F4+F6+F8+.”+F2n:FZTL+1_1'
i=1

Diikaz Soucet ziskame z pfedchozich dvou tvrzeni a to tak, Ze od prvniho souctu

(modifikovaného pro prvnich 2n Fibonacciho ¢isel) odecteme soucet druhy:

n 2n n
Z Fy = Z F; — Z Faiq
i=1 i=1 i=1

= (Foni2 — 1) — Fap
= (Fopni2 — F2n) — 1
=Fme— 1.
Véta 1.4 Pro vSechna pfirozend ¢isla n > 2 plati
Fo1Fpe1 — Fn2 = (—D"
Diikaz Tvrzeni dokaZeme pomoci matematické indukce:

o Pro n = 2 tvrzeni plati, jelikoZ po dosazeni ziskdme

14



F,F;—F2=2-12 = (—1)2.

Ptedpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1, tj. Ze plati
FaoaFy = Fioy = (D" => Fiy = Fapby — (CD"1 =>
F2_i = FpyFy + (=)™

Nyni dokaZzeme platnost tvrzeni pro n a to tak, Ze k obéma stranam piedchozi rovnosti

pricteme F,_; F, a ipravami dostaneme
Fﬁ—l + Fy by = Fya By + F 0B + (_1)n—2
Fn—l(Fn—l + Fn) = Fn(Fn—l + Fn—z) + (_1)n—2
Fo1Fu1 = Fnz + (_1)n—2
Fp1Fngq — Fn2 = (_1)71—2

FooiFpy1 — B} = (D™

Timto jsme dokézali platnost véty.

Véta 1.5 Pro vSechna piirozena Cisla n plati
)

Fny1Fnyy — FoFpys = (_1)n+2_

Diikaz Upravou levé strany rovnice obdrzime

Fpy1Fnyo — FuFnys = FapFugo — Fn(Fn+1 + Fn+2) =
Fn+1(Fn+2 - Fn) —FFpyn = Fr%+1 — By Fpgs.

Podle toho, co uz vime z Véty 1.4, je rozdil roven —(—1)"*1 = (=1)"*2, &imz je véta

dokazana.

Poznamka 1.2 Z rovnosti (2) lze vypoditat, ze
[Fn+1Fn+2 + (_1)n+3]

[Fn+1Fn+2 - (_1)n+2] _
(Fn+2 - Fn+1)

Polozime-li n = 2t — 1, pak

F _ FyiForyr +1
22T By — Fop
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Tohoto vztahu vyuzijeme v nasledujici podkapitole pro odvozeni vztahu mezi Cleny

Fibonacciho posloupnosti a ¢islem .
Véta 1.6 Necht m,n € N. Potom plati, zZe:

1) Cislo m je délitelné &islem n pravé tehdy, kdyz je F,, délitelné F,.
2) Kazda dvé sousedni Fibonacciho ¢isla jsou nesoudélna.
3) (Fn, Ey) = Fonpy » kde (m, n) znaéi nejvétsi spolecny délitel cisel m, n.

Dukaz Ize nalézt napf. v [8].

Poznamka 1.3 Z Véty 1.6 plyne, ze se mizeme zabyvat délitelnosti Fibonacciho cisel

pomoci jejich indext, napf.:

o Fibonacciho ¢islo je sudé prave tehdy, kdyz je index délitelny tfemi.

o Fibonacciho ¢islo je d€litelné tfemi prave tehdy, kdyz je index dé€litelny ¢tyfmi.
o Fibonacciho ¢islo je dé€litelné ¢tyfmi prave tehdy, kdyz je index délitelny Sesti.
o Fibonacciho ¢islo je d€litelné péti prave tehdy, kdyz je index délitelny péti.

o Fibonacciho €islo je d€litelné sedmi prave tehdy, kdyZ je index délitelny osmi.

1.3 Fibonacciho posloupnost a ¢islo =

Nyni si vysvétlime souvislost mezi Fibonacciho posloupnosti a ¢islem n. Ke kazdé
funkci, ktera je na urcitém intervalu prosta, existuje na tomto intervalu funkce inverzni.
Funkce cotgx je prosta na intervalu (0,7), na tomto intervalu Kk ni tedy existuje funkce
inverzni a znaCi se arccotgx. Jeji definicni obor je Dy = (—0,) a obor

hodnot Hy = (0, m).
Protoze

arccotg(—x) = m — arccotg x

Xy
+m, < -
y m, Ppro x y

arccotg x + arccotg y = arccotg
(viz napft. [1], [11]), plati pro vSechna x, > x; , ze

16



X% + 1
arccotg x; — arccotg x, = arccotg (—)
X2 — X1
Necht' t € N. Polozime-li x; = F,;, x, = Fy;,1, je splnéna podminka x, > x; a plati

FZtF2t+1+1)

arccotg F,; — arccotg F,;,1 = arccotg (F -
2t+1— 2t

Pravé strana je rovna arccotg F,;,, (viz Pozndmka 1.2), a tudiz

arccotg F,¢,, = arccotg F,; — arccotg Fy41.

Dosadime-li za t = 1,2, ..., n, vznikne (n) rovnosti:
t=1 arccotgF, = arccotg F, — arccotg F;

t =2 arccotg Fg = arccotg F, — arccotg Fs

t=n arccotg Fy,+, = arccotg F,, — arccotg Fy,,,1.
Seéteme-li dané rovnosti, ziskame

arccotgF,,,., = arccotgF, — (arccotgF; + arccotgFs + -+ + arccotgF,, 1)

/A

= 17 arccotgF,eyq,

t=1
5 T
protoze arccotgF, = T

Pokud bychom spocitali limitu levé i pravé strany, dostaneme

T
lim arccotg Fyp 4, = —— lim arccotgFyiyq -
n—>oo 4 n—->oo

t=1

Protoze

lim arccotg Fypip =0

n—-oo

17



n oo

lim arccotgF,i 1 = Z arccotgFyiyq ,

n—-o0o
t=1 t=1

ziskame, Ze

[oe]

T
z arccotgF,: .1 = arccotgF; + arccotgFs + arccotgF, + --- = g
t=1

neboli

= arccotg2 + arccotg5 + arccotgl3 + arccotg34 + -

X s v . v v s w7 o I ;o
Cislo " lze tedy vypocitat jako soucet nekonecné Ciselné fady, v niz je t-ty ¢len roven

arccotg Cisla, které je 2t + 1 —vym ¢lenem Fibonacciho posloupnosti.
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2 Zlaty ez

O zlatém fezu, o némz se mluvi jako o zlatém nebo bozském poméru, praméru,
proporci ¢i Cisle, se zminuji jiz stafi Egyptané pred péti tisici lety pfi stavbé pyramid. Mezi
fenomény patii Cheopsova pyramida v Gize. Prvni, kdo zlaty fez popsal, byl Eukleides,
ktery sepsal dilo ,,Zaklady*, kde uvadi konstrukci zlatého tezu. Zlaty ez dale vyuzivali
napiiklad sochat Feidias pii stavbé Parthenonu na Akropoli ¢i Leonardo da Vinci pfi svych
malbach. Zlaty fez je vSude kolem nas. MuZeme se s nim setkat v pfirodé, uméni,
architektute, fotografii, plastické chirurgii, dokonce i pomér velikosti ¢asti lidského téla se

mu ¢asto blizi.

Zakladni literaturou pro tuto kapitolu byly predevsim zdroje [3], [5], [9] a [10].

2.1 Zlaté Cislo a Fibonacciho posloupnost

Frni1

. }, kde F, je pro kazdé n € N n-ty ¢len Fibonacciho

M¢éjme posloupnost {

posloupnosti, tedy posloupnost tvoienou podily dvou po sobé jdoucich ¢isel Fibonacciho

posloupnosti.

n Foi1 /B

1 1/1 =1,000000000
2 2/1 =2,000000000
3 3/2 =1,500000000
4 5/3 = 1,666666667
5 8/5 =1,600000000
6 13/8 = 1,625000000
7 21/13 = 1,615384615
8 34/21 = 1,619047619
9 55/34 = 1,617647059
10 89/55 =1,618181818

Fnt1

Tab.2.1:Prvnich deset clenii posloupnosti
n
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Tuto posloupnost miizeme znazornit i graficky, viz Obr.2.1.

1,8

1,6

1,4

1,2

0,8

r r v 14 14 . v o - F
Obr.2.1: Grafické zndzornéni prvnich deseti ¢lenii posloupnosti —+*

n
Cim vé&tsi je n, tim vice se hodnoty blizi ke zlatému ¢&islu, které je limitou
posloupnosti {%} Pro vypocet této limity vyuzijeme poznatky z prvni kapitoly, kde byl
n

odvozen vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

(1 n \/§>n+1 ~ <1 _ \/§>n+1

2 2
F
lim —2 = lim n\/g — =
n—oo Fn n—oo 1+ \/g B 1— \/g
2 2
V5
(1+v5\" . —5\""! (1+v5\"
lim > —  lim > li 5 -0
n—->o00 n—-o0o n—->o0o
B 1445\ . (1-v5)" 145\
lim —  lim lim -0
n—-oo 2 n—-»oo 2 n—oo 2
1+v5\" 145\ [(1++5
2 2 2
= lim = lim - =
e (1 +£) e (1 +@>
2 2



1++V5
= 2\/_ = 1,618033989

Pii pocitani jsme vyuzili pravidel pro pocitani s limitami a toho, ze

_ (1 - \/§>n
lim =0.

n—-oo 2

Vysledkem limity posloupnosti {2} je hodnota “fi 1,618033989, kterou

nazyvame zlatym rezem. Toto iracionalni ¢islo se obvykle znaci feckym pismenem .

2.2 Geometricky vyznam zlatého fezu

Rozdélime-li libovolnou tGse¢ku na dvé nestejné dlouhé ¢asti tak, ze pomér délky
celé usecky k délce vétsi Casti je stejny, jako pomér délky vetsi ¢asti usecky k délce Casti
mensi, je tato tisecka tzv. rozdélena zlatym fezem. Nyni si ukdzeme, Ze i timto postupem
dojdeme k tomu, Ze je hodnota zlatého fezu (tj. pomér délky celé usecky k délce vétsi
¢asti) rovna 1+T\/§

Necht’ mame tise¢ku AB a na ni nalezneme bod C tak, Ze pti oznaceni |AB| = a,

|AC| = x, |CB| = a —x, kde a — x < x, plati:

X

a
= . (3)

X a—x

Obr.2.2: Rozdeleni usecky zlatym rezem.

21



Hodnotu zlatého cisla uréime tak, ze vztah (3) upravime a pifevedeme na

kvadratickou rovnici
x®+ax—a®*=0.

Jestlize hledame délku vétsi ¢asti tsecky, coz znamena kladny kofen rovnice, pak

Rk S & o 5
x=—p—a, tedy a=——x.
Z toho vyplyva, ze
a 1++5
—_ = :(p
b 2

Jak jiz bylo zminéno vyse, zlaté ¢islo Ize zavést nejen jako pomér délek dvou casti tsecek,

ale i jako limitu

. Fnyq
lim

n—-oo Fn ’
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3 Aplikace Fibonacciho posloupnosti v geometrii

Tieti kapitola je vénovana geometrickym utvarGm, které tzce souvisi
s Fibonacciho posloupnosti. Konkrétné zlatému trojuhelniku, zlatému obdélniku a zlaté

spirale.

Tato kapitola byla sepsana za pomoci literatur [5], [6], [13] a [14].

3.1 Zlaty trojuhelnik
Zlaty trojuhelnik je libovolny rovnoramenny trojuhelnik, v némz je pomér délky
ramene a zékladny roven .

Tedy plati

jac|

=,
|AB|

kde |AC| je velikost ramene a |AB| je velikost zakladny.

Tento trojuhelnik ma proti zékladné thel o velikosti 36° a pti zdkladnach thly velké 72°.

C
A
/\
[\
i
/ \
’/' .I‘.
/ \
/ 36°\
f——
f"‘ \“.
/ \
/ \
‘\
/ \
:"‘ \z
."{ \
‘/ \.
/
/ \
/ \
‘/'
\"‘ \
/ \
' \x
!j \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \\
/" e 3 ‘;‘v
TR S
\ / \
/ \
/ o
/ 72° [ 2R
‘ .
A B

Obr.3.1: Zlaty trojuhelnik.
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Vepiseme-li do zlatého trojuhelniku ABC (se zakladnou AB) rovnoramenny
trojihelnik DAB sramenem AB a zakladnou AD, bude tento novy trojuhelnik opét
zlatym trojuhelnikem. Uhel u vrcholu A je pro oba trojuhelniky stejny a méti 72°. Jelikoz
DAB je rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou AD , musi byt thel u vrcholu D shodny

s tthlem u vrcholu A . Tento uhel mé&fi opét 72°.

Z matematiky vime, ze soucet vnitinich thli v trojihelniku musi byt 180°, proto na
tieti vnitini thel zbyva 36°. Trojihelnik DAB ma tedy vnitini uhly velikosti 72°, 72°, 36°,

Z toho je ziejmé, ze se jedna opét o zlaty trojuhelnik.

Uvedeny postup muzeme opakovat a vepisovat stale mensi a mensi zlaté

trojuhelniky ADB, DEA, EFD ...

Obr.3.2: Vepsané trojuhelniky.
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3.2 Zlaty obdélnik

Obdélnik, jehoz delsi strana mé velikost a a kratsi strana mé velikost b, nazveme

zlatym, jestlize plati

a-@
b_ .

Zkonstruovat zlaty obdélnik 1ze napiiklad nasledujicim zptisobem:

Nejprve sestrojime ¢tverec ABCD. Na useCce AB nalezneme bod S, ktery je jejim
sttedem. OpiSeme kruznici k se stiedem vbodé S a polomérem r = |SC|. Prasecik

poloptimky AB je hledany bod X.

D

Obr.3.3: Konstrukce.

Obdélnik o stranaich AX a AD je poté zlatym trojihelnikem, coz lze ovéfit

naptiklad takto:

Oznacime-li a := |AB| = |BC|, pak z Pythagorovy véty plyne, Ze

a tudiz

IsC| = |sX| =ja2+(

25

a

2

2

) -

|

5a?

4

a
=25



a a a
|AX] = |AS| +1SX] = 5+ 5V5 =—(1+5)

a
lax] _z(1+Y5) 1445 _
|AB| a 2

coz jsme chtéli dokazat.
Zlaty obdélnik ma nasledujici zajimavou vlastnost:

Oddélime-li od zlatého obdélniku ABCD (a x b) ¢tverec AEFD (b x b), bude
zbyly obdénik BCFE (b x (a — b)) opét zlaty.

Obr.3.4: Oddélent ctverce od zlatého obdélniku.

Navic plati, Ze jediny obdélnik, ze kterého vznikne po oddé€leni ¢tverce obdélnik,

ktery by byl ,,zmensenou kopii“ piivodniho obdélniku, je obdélnik zlaty.

Diikaz Ma-li ptvodni obdélnik rozméry a,b, ma obdélnik po oddéleni Cctverce

rozmery (b X (a— b)). Aby mély oba obdélniky stejné poméry stran, musi tedy platit:
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neboli
a’> —ab = b>.

Po vydéleni b? tedy ziskdme rovnici

kterd ma jediny kladny kofen % = .

Poznamka 3.1 V odd¢lovani ¢tverct 1ze pokraCovat stejnym zptsobem. Ziskame tak stale

nové mensi zlaté obdélniky EBHG, GEJI, IGLK ...

Obr.3.5: Postupné oddélovani ctvercil.

Poznamka 3.2 Se zlatym fezem se mizeme setkat i u mnohothelnikd, napt. tthlopticky
v pravidelném pétitthelniku se protinaji v poméru zlatého tfezu. Také pomér thlopticky a
strany pravidelného pétiuhelniku je zlaty. Uhlopiicky v pravidelném desetitihelniku jej

rozdéluji na deset zlatych trojuhelniki.
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3.3 Zlata spirala

Spirala, které¢ se tika zlatd, je specidlnim pfipadem logaritmické spiraly. Je urCena

rovnici v polarnich soufadnicich

kde a, b jsou kladné realné konstanty.

Poznamka 3.3 Polarni soutfadnice udavaji polohu bodu A pomoci jeho vzdalenosti r od
pocatku soustavy soufadnic P a uhlu 0, ktery svira poloptimka PA s kladnym smérem

osy x.

Tuto spirdlu mizeme prolozit vrcholy do sebe vepsanych zlatych trojuhelnik.
Pélem spiraly je pruseCik usecek AX,DY, kde X je stfed strany BC a Y je stfed
strany AB.

Obr.3.6. Zlata spirdla v trojuhelniku.
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Zlatou spiralu lze vykreslit i do zlatého obdélniku, ktery jsme ziskali vepisovanim
stale mensich zlatych obdélnikli do sebe. Spirala, jez sméfuje do svého pdlu, bude

prochazet po fad¢ vrcholy A, F,H,J,L,... P61 P je prusecik usecek BD, CE.

D F C

Obr.3.7: Zlata spirdla v obdélniku.

Zlata spirala se Casto vyskytuje v piirodé, jak je patrné na nasledujicich obrazcich.

Obr.3.8: Ulity.
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Obr.3.10: Spiraly v terci trapatky.

Tyto spirdly jsou zfetelné vidét i na SiSkach jehliCnatych stromt, napiiklad na
borovici. Mizeme pfitom pozorovat spiraly ve sméru a proti sméru hodinovych rucicek.
U borovicovych §iSek obvykle napocitame 8 pravotocivych spiral a 13 levotocivych spiral.

Obvyklé pocty spirdl nam tedy odpovidaji Fibonacciho ¢islim.
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Obr.3.11: Spirdly u Sisky borovice.

Fibonacciho ¢isla mizeme nalézt v uspofadani semen v ter¢i nékterych rostlin.
Ptikladem takové rostliny je slunecnice. Slunec¢nice na fotografii nize ma 55 pravotoc¢ivych
spiral a 89 spiral levotocivych. Dalsi slune¢nice mé 34 spiral po sméru hodinovych rucicek
a 55 spiral proti sméru hodinovych ruci¢ek. V obou ptipadech pocty spiral odpovidaji

¢lentim Fibonacciho posloupnosti.

-

Obr.3.12: Seminka slunecnice tvorici spiraly.
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Obr.3.13: Spirdly u slunecnice.

Fibonacciho ¢isla mizeme nalézt i v uspofadani listd na stonku, kterym se zabyva
obor nazvany fylotaxe. Riist listkli na stonku lze ve vétSin€ piipadii popsat pomoci zlomku
ve tvaru

F n

Fiz

)

kdy v citateli i jmenovateli se vyskytuji ¢leny Fibonacciho posloupnosti. Pokud
mista, kde vyristaji listy ze stonku, prolozime spiralou, pak ¢itatel vySe uvedeného zlomku
udava pocet otadcek spirdly mezi dvéma listy, které rostou nad sebou. Jmenovatel udava
pocet listki, které se nalézaji na useku spirdly mezi dvéma nad sebou umisténymi listy.

Vétsina rostlin (pfes 90%) ma popsané usporadani listi odpovidajici Fibonacciho
¢islim. Ukazuje se, ze toto uspofadani je vyhodné v tom, ze horni listy nezakryvaji ty
vyrustajici pod nimi a ze vSechny listy maji dostate¢ny pfisun slune¢niho svétla. Pokud

bychom zkoumali podrobnéji postaveni listl u nékterych béznych stromd, zjistili bychom,

v v F .
7e pomér —— je roven:
Fnyz
1 v ’
o 3 U ostruZiny, buku, lisky,...
2 . v v vov v v
o s u jablong, merunky, dubu, tfesné, Svestky,...

u hrusné¢, vrby, topolu, ...

©|w
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Podivame-li se na stonky vétSiny rostlin shora, zjistime, Zze nové listy vyriastaji
pootocené o jisty uhel od listu pfedchoziho. Tento uhel (tzv. divergencni) je takovy, aby
horni listy co nejméné stinily listim pod nimi. Pozorovanim znaéného poctu druhil rostlin
védcei dosli k zavéru, ze se jednd nejcastéji 0 thel o velikosti 137,5°. Tento uhel je Casto
nazyvan uhlem zlatym, protoze plati:

60° 360°

3 4 [o] o
137,5° = Y neboli 137,5° = 360° — >

Obr.3.14: Postaveni listii u slunecnice.
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Obr.3.15: Pohled shora a usporadani listii.
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Zavér

V predlozené bakaladiské praci mize Ctenaf nalézt zdkladni pojmy, vlastnosti a
vztahy tykajici se Fibonacciho posloupnosti, ale také souvislost Fibonacciho posloupnosti

se zlatym fezem a jinymi matematickymi utvary.

Kromé matematickych vlastnosti a souvislosti S jinymi matematickymi pojmy, je
bliz§i pozornost v praci vénovana také vyskytu Fibonacciho ¢isel a zlatého fezu v pfirodé.
Pomoci vlastnich ,,experimentii* jsem se snazila nalézt v pfirod¢ rostliny, jejichz pocet
okvétnich listki odpovida nékterému z Fibonacciho Ccisel. Pozorovala jsem, kde se
v piirod¢ vyskytuji zlaté spirdly a také jaka je souvislost mezi zlatym fezem a postavenim
listd na stonku. Rovnéz jsem provéfovala, zda rostliny, které¢ se dle literatury fadi mezi
rostliny s poc¢tem okvétnich listkd rovnym nékterému z Fibonacciho ¢isel, tomu opravdu
odpovidaji. Dosla jsem piitom K zavéru, ze (alesponn v pfirodnich podminkach v mém
okoli) je v rozporu s literaturou pocet okvétnich listkli sedmikrasek, které jsou povazovany
za klasicky ptiklad rostliny s po¢tem okvétnich listkit rovnym nékterému z Fibonacciho
¢isel. Pti konkrétnich pozorovanich totiz tomuto tvrzeni odpovidala pouze jedna

sedmikraska z padesati zkoumanych.

Svou bakalatskou praci jsem doplnila ilustrujicimi obrazky vytvofenymi

v programu AutoCAD a vlastnimi fotografiemi.

Pti vytvareni této prace jsem si vyzkousSela praci S cizojazyénymi odbornymi texty
a naucila se vice o Fibonacciho posloupnosti. Také jsem se pfi psani své bakalatské prace
presvédcila, ze vyskyt Fibonacciho ¢isel je 1 v béZném Zivoté opravdu Casty a setkdvame se

s nimi témé&f denné.
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