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Uvod

Kvadraturni formule je jednou z metod numerické integrace. V praxi se na

numerickou integraci obracime v piipadé, ze mame integral

kde w(zx)je vdhova funkce a f(x) integrovand funkce, pro niz je slozité nebo do-
konce neni mozné vypocitat presnou hodnotu ptislusného integrélu.

V této praci se zamérime na konkrétni typ kvadraturnich formuli a to na Gaus-
sovy, které pro dany pocet uzlu dosahuji nejvyssi stupné presnosti mezi meto-
dami numerické integrace. Se znalostmi ortogonalnich polynomu takovéto fo-
mule lze snadno sestrojit. Nejprve se budeme zabyvat pojmem ortogonalita a
poté se konkrétné podivame na 4 typy téchto polynomu, z nichz Legendrovy a
Cebysevovy polynomy jsou ortogonélni na koneénych intervalech a Laguerrovy
a Hermitovy polynomy jsou ortogondlni na nekonecnych intervalech. Kazdy z
téchto polynomu bude doplnén o kéd v MATLABU, s jehoz pomoci bude mozné
rychle vypocitat polynom jakéhokoliv fadu a zaroven zjistit i jeho kotreny.

Po seznameni s ortogonalnimi polynomy si projdeme téma interpolace, tedy
prolozeni hodnot funkce jednodussi funkci ¢i kombinace funkci. Konkrétné se
zameérime na polynomidlni interpolaci, kdy slozitou funkci budeme nahrazovat
polynomem. Ukazeme si konstrukei fundamentalnich polynomu, jenz budou velmi
dulezité pii urcovani koeficientu pro kvadraturni formuli. A tvar interpola¢niho
polynomu, kterym budeme nahrazovat integrovanou funkci. Interpolaé¢ni polynom
bude doplnén o kéd MATLABU, ktery ze zadanych uzli vypocita interpolacni

polynom.



V posledni kapitole se zamérime konkrétné na Gaussovy kvadraturni formule.
Rekneme si jakym zptsobem vybrat koeficienty a uzly, aby se jednalo o Gaus-
sovy kvadratury a nasledné se podivame na urceni chyby, v ptripadé, ze umime
vypocitat presnou hodnotu integralu, budeme fesit skutec¢nou chybu, pokud nejsme
schopni vypocitat presnou hodnotu integralu, budeme hledat odhad této chyby.
Nakonec si projdeme ctyti typy Gaussovych kvadratur, které se od sebe budou
lisit pouzitymi ortogonalnimi polynomy. U kazdé z formuli si ukazeme obecny
tvar, specialni vzhled vzorce pro odhad chyby a specidlné odvozenych vzorcu pro
vypocet koeficientii za pomoci ortogonédlnich polynomu. Gauss-Legendrovy for-
mule budou doplnény o slozeny tvar formule a ten nasledné porovname s jinou
metodou numerické integrace, konkrétné se slozenym Simpsonovym pravidlem.
Kazdy uvedeny typ Gaussovych kvadratur bude doplnén o piiklady, na kterych
bude vidét postup vypoctu a uréovani chyb. Kazdé formule bude doplnéna kédem
v MATLABU, ktery vypocita podle zadanych vstupu hodnotu kvadraturni for-

mule pro integrovanou funkeci.



Kapitola 1

Kvadraturni formule

Kvadraturni formule je jednim ze zpusobu, jak priblizné spocitat hodnotu

urcitého integralu

kde integracni interval je koneény a,b € R nebo nekoneény interval [a, —o0),
(—00,00). Kvadraturni formule se pouzivaji tehdy, kdyz méme piilis slozity in-
tegral, ktery je velmi tézké pripadné nemozné samostatné vypocitat. Princip apro-
ximace integralu kvadraturni formuli je odvozen z definice Riemannova integralu

a z jeho geometrického vyznamu. Aproximaci je proto prirozené hledat ve tvaru
i=0

body z; lezi v intervalu [a,b], i = 0,1,...,n a redlna ¢isla A;, i = 0,1,...,n,
nezavisi na funkci f.

Tento soucet nazveme kvadraturni formuli, jak udavé nésledujici definice.
Definice 1.1. Vyraz

Qf) = ZA@-f@si) (1.1)

=0
nazyvame kvadraturni formuli, ¢isla A;, i = 0,1,...,n, koeficienty kvadraturni
formule a navzdjem riuzné body x;, i = 0,1,...,n, uzly kvadraturni formule.



Volba uzlu a koeficientu ovliviiuje presnost a vypocetni naro¢nost kvadraturni
formule. V piipadé ekvidistantni sité uzlu mluvime o Newton-Cotesovych kvad-
raturnich formulich, Lobattova kvadraturni formule je pro pripad, kdy méame
predepsané nékteré uzly, pokud je pozadavek na stejné koeficienty mluvime o
Cebysevove kvadraturni formuli a pokud je pozadavek pouze na nejvyssi presnost
mluvime o Gaussovych kvadraturnich formulich. Pfesnost kvadraturnich formuli
se udava pomoci nejvyssiho stupné polynomu, ktery kvadraturni formule aproxi-

muje presneé.

Definice 1.2. Rozdil
b n
R(P) = [ w@)f@) do = 3" Aif(a) (12)
a =0

budeme nazyvat skutecnou chybou kvadraturni formule.
Definice 1.3. Rekneme, Ze kvadraturni formule (1.1) ma stupen presnosti N,
jestlize

R(z7)=0,7=0,1,...,N, R(zVT1) #0

Kvadraturni formule mohou byt odvozeny z integrace interpolacniho poly-

nomu.
Veéta 1.1. [1, str. 230] Kvadraturni formule ziskand integraci interpolacniho po-
lynomu uréeného body (x;, f(x;)), i =0,...,n, md stupen presnosti alespon n.

Dalsi véta ukazuje, ze spravnym umisténim uzlu muzeme dosdahnout jesté
vysSi presnosti
Véta 1.2. [I, str. 229] Kvadraturni formule uZivajici n + 1 uzli md stupen
presnosti nejvyse 2n + 1.

Nejvyssiho stupné presnosti muzeme dosdahnou pouzitim kofenu specialnich
polynomu, jako uzly kvadraturni formule. V dalsim textu budeme symbolem [] i
oznac¢ovat mnozinu vSech polynomu stupné j a symbolem ﬁj mnozinu vsech
normovanych polynomu stupné 7, tj. polynomu s koeficientem rovno jedné u
nejvyssi mocniny.
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Véta 1.3. [1, str. 233] Necht p,, p. € ﬁn, n = 0,1,... tvori ortogondlni
systém na intervalu [a, b] vzhledem k vdhové funkciw. Pak tato formule md stupen
presnosti 2n + 1 prdve tehdy, kdyz uzly této kvadraturni formule jsou koreny po-

lynomu p,41 € ﬁnH

Poznamka 1. Véta 1.3 je zformulovdna pro normované polynomy. Ouvsem je
zirejmé, Ze volba koeficienti u nejuyssi mocniny neovlivni koteny polynomu, proto

turzend zustdvd v platnosti © pro nenormované ortogondlni polynomy.

11



Kapitola 2

Ortogonalni polynomy

Pro dosazeni maximaélni presnosti u kvadraturnich formuli je treba vyuzit
jako uzly koteny ortogonalnich polynomiu. Pro Gaussovy kvadratury se nejcastéji
pouzivaji Legendrovy, Cebysevovy, Laguerrovy a Hermitovy polynomy, na které
se v této kapitole zamérime. Kazdy z polynomu je ortogonalni na urcitém inter-

valu s danou vahovou funkei.

Definice 2.1. Necht w je funkce integrovatelnd a nezdpornd na intervalu [a,b] a

w(x) > 0 skoro vsude na [a,b]. Takovou funkci budeme nazyvat vahovou funkci

(vahou,).

Samotna ortogonalita je definovand za pomoci skaldarniho sou¢inu dvou funkei,

ktery je tvaru
b
(f,9) = / w(z)f(z)g(zr) de.
Pak o vsech funkcich, pro které existuje konecny integral

b
/ w(x) f(z) dz < +oo

a plati pro né
(f,9) =0,

fikdme, ze jsou ortogonalni na intervalu [a, b] s vahovou funkef w.

12



Ortogonalni polynomy maji stejné vlastnosti jako jakykoliv jiny polynom z
IT ;» ale narozdil od ostatnich polynomu je lze sestrojit specialnim postupem a
to Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim procesem. Jde o algoritmus, ktery lze
aplikovat na prostor polynomu se skalarnim sou¢inem. Vhodné zvolenou vahovou
funkci a mezemi intervalu a,b dostaneme libovolnou sadu ortogonalnich poly-
nomit. Napifklad pokud porovnéme tvar Legendrovych polynomi 2.1 a Cebysevo-
vych polynomu 2.2, muzeme vyvodit, ze jejich ruznou podobu ma na svédomi
pouze vahova funkce, jelikoz jsou vytvoreny na stejnych intervalech. V této ka-
pitole se zamérime na Ctyfi typy ortogondalnich polynomt, z nich dva, Legen-
drovy 2.1 a Cebysevovy 2.2, jsou ortogonélni na koneéném intervalu a dva, La-

guerrovy 2.3 a Hermitovy 2.4, jsou definovany na nekoneéném intervalu.

2.1. Legenderovy polynomy

Legendrovy polynomy lze definovat rekurentnim vztahem

Py (z) = 252 P,(x) — 25 Py (2), n=1,23,...

By=1 b =uz,
které jsou ortogonélni na intervalu [—1, 1] s vahou
w(x) = 1.

Pro skaldrni sou¢in Legendrovych polynomu plati [!, str.220]

/1 P,(z) Py (z)dz = {0 pronsm

1 I+l pron =m

V néasledujicim vypisu je uvedeno prvnich pét Legendrovych polynomiu a v tabulce

jsou uvedeny koreny jednotlivych polynomau.

13



R=1

Pl =X

P2 = 31'2 — %

Py=52% -3z

P4:3§$4—%x2+§

Py=%8g% — 834 Dy
X P1 P2 P3 P4 P5
xo 0 0,57745 0 -0,8611 0
1 -0,5774 -0,7746  0,8611 -0,9062
2 0,7746 -0,3400 -0,53%5
T3 0,3400  0,9062
Ty 0,5385

Prubéh polynomu je vykreslen na obrazku 2.1.

Pro vypocet korenu jsem pouzil MATLAB, konkrétné funkci roots, ktera vypocita

vSechny kofeny polynomu, jenz je reprezentovan vektorem koeficienti:
napf. pro polynom 3z* — 2% + 2z — 9, bude vektor tvaru [3 0 -1 2 -9].

Pro vypocet polynomu vyssich fadi v MATLABU jsem vytvoril funkei

KLP - Koteny a Legendrovy Polynomy.

Vstupem je konstanta m, kterda udava pocet korenu, pripadné stupén polynomu.
Vystupem je sloupcovy vektor x kofenu m-tého polynomu a ¢tvercova matice
LP, radky matice jsou Legendrovy polynomy vyjadiené vektorem koeficientu.

Prvnimu tfadku odpovida polynom Fj a poslednimu fadku polynom F,,.

function [x,LP]=KLP(m)

%Vstup

Jm - polet koTrenl, které potfebujeme vypolitat,
Jneboli stupeii polynomu

WVystupy

%x - sloupcovy vektor kofenu m-tého polynomu

WLP - Ttvercova matice o velikosti m+1, Fadky matice jsou legendrovy

14



Jpolynomy, vyjadfené vektorem koeficientu
LP=zeros(m+1,m+1) ;

Jhtvorba matice do jejiz radku se budou ukladat koeficienty polynomi
LP(1,m+1)=1; %polynom nultého stupné

LP(2,m)=1; %polynom prvniho stupné&

i=1;

while i<=m-1 %cyklus pro vypolet polynomi vyssich rada
r=[(2xi+1)/(i+1) 0];

pl=conv(r,LP(i+1,:));

pl(1)=[1;

pO=1i/(i+1)*LP(i,:);

LP(i+2,:)= pl - pO;

i=i+1;

end

x=roots(LP(m+1,:)); %vypolet kofenu posledniho polynomu

end

Piiklad 2.1. Za pomoci nadefinované funkce KLP vypocitame vsechny Legen-

drovy polynomy az do Sestého stupné a koreny polynomu Sestého stupneé.
Funkci zavolame piikazem:
[x,LP]=KLP(6)

Vystupem je vektor kofenu polynomu 6-tého stupné

-0.9325
-0.6612
0.9325
0.6612
-0.2386
0.2386
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a matice jejiz fadky odpovidaji koeficientum jednotlivych polynomu.

LP =

o O O O o

0
231/16

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 3/2 0

0 0 5/2 0 -3/2

0 35/8 0 -15/4 0
63/8 0 -35/4 0 15/8

0 -315/16 0 105/16 0

Posledni fadek odpovida polynomu 6-tého stupné, ktery je tvaru

Py 230 815 4 105, 5

67 160 T T 16

J 3 3 3 3
monononon
W k=0

08 06 -04 02 0 02 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 2.1: Legendrovy polynomy
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2.2. Cebysevovy polynomy

Cebysevovy polynomy lze definovat rekurentnim vztahem
Toi1(z) = 22T, () — Thoi (), n=123,...,
To=1 Ty =x,

a jsou ortogondlni na intervalu [-1,1] s vahou

1
V1—22

w(z) =

Pro skalérni soucin Cebysevovych polynomii plati [1, str.221]

———dr = mpron=m=0

/1 T (2) T (2) 0 pron #m
—1 \/1—ZL'2

s —
5 pron=m

V néasledujicim vypisu je uvedeno prvnich pét Cebysevovych polynomi a v tabulce

jsou uvedeny koreny jednotlivych polynomu.

Ty =1
Th==x
T, =222 —1
Ty = 423 — 32

Ty =8z* — 822+ 1
Ts = 162° — 2023 + 5z

X T1 T2 T3 T4 T5
o 0 0,7071 0 -0,9239 0
i -0,7071 -0,8660  0,9239 -0,9511
T 0,8660 -0,3827 -0,5878
T3 0,3827  0,9511
7, 0,5878

Kotreny v tabulce jsou zaookrouhleny na ¢tyii desetinna mista, pfesné hodnoty

je mozné dosahnout klasickym zpusobem pti vypoctu kofent polynomu nebo v

17



pifpadé Cebysevovych polynomt je mozné vyuzit specidlntho vzorce [3, str. 315]

<2i—1) .
T; = Cos T, 1=1,...,n.
2n

Prubéh polynomu je vykreslen na obrazku 2.2.

Pro vypoéet polynomu a jejich korenu v MATLABU jsem vytvoril funkei

KCP - Koreny a Cebysevovy Polynomy.

Vstupem je konstanta m, kterd udava pocet korenu (stupen polynomu). Vystupem
je sloucovy vektor x kofentt m-tého polynomu a ¢tvercova matice CP, tadky ma-

tice jsou Cebysevovy polynomy vyjadrené vektorem koeficienti.

function [x,CP]=KCP(m)

hVstup

Jm - polet koTenl které potfebujeme vypolitat,

Jneboli stupefi polynomu

hVystupy

%»x - sloupcovy vektor kofenu m-tého polynomu

HLP - Ttvercova matice o velikosti m+1, radky matice jsou CebySevovy
Jpolynomy vyjaddfené vektorem koeficientu

CP=zeros(m+1,m+1) ;

Jhtvorba matice do jejiz radku se budou ukladat koeficienty polynomi
hvyjadfené vektorem

CP(1,m+1)=1; Ypolynom nultého stupné&

CP(2,m)=1; %polynom druhého stupné&

i=1;

while (i<=m-1) %cyklus pro vypolet polynomi vysSich Fadu

r=[2 0];

pO=conv(r,CP(i+1,:));

po(1)=[71;

CP(i+2,:)=p0 - CP(i,:);

i=i+1;

18



end
x=roots(CP(m+1,:)); %vypolet kofenu posledniho polynomu

end

Pi#iklad 2.2. Za pomoci nadefinované funkce KCP vypocitdme vsechny Cebysevouvy

polynomy az do sestého stupné a koreny polynomu sestého stupné.
Funkci zavolame prikazem:
[x,CP]1=KCP(4)

Vystupem je vektor kofentu polynomu 6-tého stupné

-0.9659
-0.7071
0.9659
0.7071
-0.2588
0.2588

a matice jejiz fadky odpovidaji koeficientum jednotlivych polynomi.

CP =
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 2 0 -1
0 0 0 4 0 -3 0
0 0 8 0 -8 0 1
0 16 0 -20 0 5 0
32 0 -48 0 18 0 -1

Posledni fadek odpovida polynomu 6-tého stupné, ktery je tvaru

Ts = 322% — 48z + 1822 — 1.

19



J 3 3 3 3
Honomonon
b by = O

Obrézek 2.2: Cebysevovy polynomy

2.3. Laguerrovy polynomy

Laguerrovy polynomy lze definovat rekurentnim vztahem

Lpyi(z,0) = %Ln(:c,a) — i Lya(za), a>—1, n=1,2,3,...

L():l, L1:—1’+1+Oé,
které jsou ortogonalni na intervalu [0, —oco) s vahou

w(x) = x%”
Ve vypoctech ortogonality a koeficientu se objevuje funkce gamma I'(z), kterd je

definovand vztahem

[(x) = / et da t>0.
0

20



Pro skaldrni soucin Laguerrovych polynomu plati [1, str. 221]

o0 0
/ e Ly(x, ) Ly (z, a)dz = { [(atn+l) pro n 7 m
0 o

pron =m

V nasledujicim vypisu je uvedeno prvnich pét Laguerrovych polynomu a v

tabulce jsou uvedeny kotfeny jednotlivych polynomu pro o = 0.

Lyo=1

Li=—-x+1
L2:%x2—2$+1
Ly=—ga® + 22% = 30+ 1

Ly= 50" — 22 + 30% — 4w + 1

Ly = —5552° + Zat — 22% + 522 — 5z + 1
X L1 LQ L3 L4 L5
o 13,4142 9,3951 -0,9239 12,6408
T 0,50858 4,5366 0,9239  7,0858
T 0,4158 1,7458 3,59648
T3 0,3225 14134
Ty 0,2636

Prubéh polynomu je vykreslen v obrazku 2.3.

Pro a =1 je uveden stejny pocet polynomu a v tabulce jejich koreny.

Ly=1

Li=—x2+2

Ly =122 -3z +3
ng—%x3+2x2—6x+4

Ly = g0t — 223 4+ 522 — 102 +5

Ls = — 152" 4+ j2* — 32% +102% — 152 + 6

21



x I L, Ls Ly Ls
ro 2 4,7321 7,7588 10,9539 14,2601

7 1,2679 3,3054 57312  8,3991
P 0,358 2,57168  4,6108
T3 0,7433  2,1130
74 0,6170

Pribéh polynomu na intervalu [0,6] je vykreslen na obrazku 2.4 a na intervalu
[6,12] na obrazku 2.5, interval je rozdéleny z duvodu prehlednosti, abychom mohli

pozorovat koteny téchto polynomu.

Pro vypocet polynomu a jejich korenu v MATLABU jsem vytvotil funkci
KLaP - Koreny a Laguerrovy Polynomy.

Vstupem jsou konstanta m, kterda udava pocet korenu, piipadné stupen poly-
nomi, a konstanta a, coz je hodnota . Vystupem je sloupcovy vektor x kotrenu
m-tého polynomu a ¢tvercova matice LaP, fadky matice jsou Laguerrovy poly-

nomy vajadiené vektorem koeficientu.

function [x,LaP]=KLaP(m,a)

hVstupy

Jm - polet kofreni, které potfebujeme vypoZitat,

Jneboli stupeii polynomu

%a - hodnota konstanty alfa

hVystupy

»x - sloupcovy vektor kofenu m-tého polynomu

hLaP - ttvercova matice o velikosti m+1l, Fadky matice jsou Laguerrovy
hpolynomy vyjaddfené vektorem koeficientu

LaP=zeros(m+1,m+1);

Jhtvorba matice do jejiz radku se budou ukladat koeficienty polynomi
LaP(1,m+1)=1; %polynom nultého stupné&

LaP(2,m)=-1;

LaP(2,m+1)=1+a; %polynom prvniho stupné&

i=1;
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while (i<=m-1) Ycyklus pro vypolet polynomi vyssich Fadua
pl=[-1 1+2%(i)+al;

pl=conv(pl,LaP(i+1,:));

pl(1)=[];

p0=((i+a))*LaP(i,:);

LaP(i+2,:)= (pl - p0)/(i+1);

i=i+1;

end

x=roots(LaP(m+1,:)); %vypoZet kofeni posledniho polynomu

end

Priiklad 2.3. Za pomoci nadefinované funkce KLaP vypocitame vsechny La-
guerrovy polynomy, az do Sestého stupne a koreny polynomu Sestého stupné pro

a=1.
Funkci zavolame ptikazem:
[x,LaP]=KLaP5(6,1)

Vystupem je vektor korenu polynomu 6-tého stupné

17.6460
1.2346
6.9188
3.8766
1.7963
0.5277

a matice jejiz fadky odpovidaji koeficientum jednotlivych polynomu.
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LaP =
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 1/2 -3
0 0 0 -1/6 2 -6
0 0 1/24 -5/6 5 -10
0 -1/120 1/4 -5/2 10 -15
1/720 -7/120 7/8 -35/6 35/2 -21

Posledni fadek odpovida polynomu 6-tého stupné, ktery je tvaru

1 7 7 35 35
Le=—a®— —a° + -2t — =23+ =2 20z + 7.
57 720 120 8 6 2
15
n=0
n=1
I'I=2 |
mor n=3 ,'I
n=4 I.'
5 -
M ———— N ]
\\ ;I.
N
B .\\\'\ - .".:II
\\\ - "'
\\ B
N /
_1 D i i i i i i i B i ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obrazek 2.3: Laguerrovy polynomy, pro a = 0
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Obréazek 2.4: Laguerrovy polynomy na intervalu [0, 6], pro a = 1

40 ¢ P
n=0
n=1

30 f | n=2

- n=3
T n=4
20t T
10 i /
T i
0Fr
A
_ A
) n
//-
A0} A
20 . . . . . .
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Obrazek 2.5: Laguerrovy polynomy na intervalu [6, 12], pro a = 1
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Poznamka 2. V nékteré literature napr. [2] se pod ndzvem Laguerrovy polynomy
rozumi ortogondlni polynomy na intervalu [0,00) s vahou w(x) = e~ **, které se
shodugi s polynomy definovanymi vyse pouze pro jednu konkrétni volbu parame-

tru o.

2.4. Hermitovy polynomy

Hermitovy polynomy lze definovat rekurentnim vztahem
Hy1(z) =22H,(x) — 2nH, (), n=123,...
Hy=1, H =2

které jsou ortogonalni na intervalu (—oo, 00) s vahou

—x

w(r)=e

Pro skaldrni sou¢in Hermitovych polynomu plati [1, str.222]

e /o pron #m
/ e Hy(z)Hp(x)dx = { Pl /7 prom = m (2.1)

—0o0

V nésledujicim vypisu je uvedeno prvnich pét Hermitovych polynomiu a v tabulce

jsou uvedeny koreny jednotlivych polynomu.

Hy=1

H, =2x

Hy =42? -2
Hy =823 — 12x

H; = 16x* — 4822 + 12
Hs = 3225 — 1602® + 120x

x H H, Hy H, Hs
o 0 0,7071 0 -1,6507 0
7 20,7071 1,2247 1,6507 -2,0202
7o 11,2247 -0,5246  2,0202
T3 0,5246 -0,9586
74 0,9586
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Prubéh polynomu je vykreslen na obrazku 2.6.

Pro vypocet polynomu a jejich korenu v MATLABU jsem vytvotil funkci

KHP - Koreny a Hermitovy Polynomy.

Vstupem je konstanta m, ktera udava pocet kotenu, pripadné stupen polynomu.
Vystupem je sloupcovy vektor x kofenu m-tého polynomu a Ctvercovda matice

HP, radky matice jsou Hermitovy polynomy vyjadrené vektorem koeficientu.

function [x,HP]=KHP(m)

Jm - polet kofenu, které potfebujeme vypolitat,

Jneboli stupeil polynomu

hVystupy

%»x - sloupcovy vektor kofenu m-tého polynomu

JHP - Ttvercova matice o velikosti m+1l, Fadky matice jsou Hermitovy
Jpolynomy vyjaddfené vektorem koeficientu

HP=zeros (m+1,m+1) ;

Jhtvorba matice do jejiz radku se budou ukladat koeficienty polynomi
HP(1,m+1)=1; %polynom nultého stupné&

HP(2,m)=2; Ypolynom prvniho stupné&

i=1;

while i<=m-1 %cyklus pro vypolet polynomid vyssich rada

r=[2 0];

pl=conv(r,HP(i+1,:));

pl(1)=[1;

pO=2*i*HP(i,:);

p =pl - p0;
HP(i+2, :)=p;
i=i+1;

end

x=roots(HP(m+1,:)); %vypolet kofenu posledniho polynomu

end
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Priiklad 2.4. Za pomoci nadefinované funkce KHP vypocitame vsechny Hermi-

tovy polynomy, az do Sestého stupné a koreny polynomu Sestého stupné.

Funkci zavolame piikazem:

[x,HP]=KHP4(6)

Vystupem je vektor kofenu polynomu 6-tého stupné

-2.3506
2.3506
-1.3358
1.3358
-0.4361
0.4361

a matice jejiz fadky odpovidaji koeficientum jednotlivych polynomu.

HP =
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 32
64 0

0
0
0
0

16
0
-480

S 0w O o O

-160

0 0 1
0 2 0
4 0 -2
0o -12 0
-48 0 12
0 120 0
720 0 -120

Posledni tadek odpovida polynomu 6-tého stupné, ktery je tvaru

Hg = 6425 — 480z + 72022 — 120
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Obrazek 2.6: Hermitovy polynomy
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Kapitola 3

Polynomialni interpolace

V této kapitole se budeme vénovat polynomidalni interpolaci, protoze zakladni
myslenkou numerické integrace je nahradit integrand f interpola¢nim polyno-
mem. Tvar kvadraturni formule, zpusob vypoctu koeficientu a vzorec pro odhad

chyby je pfimo odvozen z integrace interpolacniho polynomu.

Ulohou polynomialni interpolace rozumime:

Na mnoziné n + 1 navzajem ruznych bodu (uzli) z; najit polynom P,
P, =apz" + a1zt + -+ a,,

stupné nejvyse n takovy, aby se funkéni hodnoty tohoto polynomu a aproximo-

vané funkce navzajem rovnaly, t;j.

Ucelem interpolace je priblizné urcit hodnoty funkce v neznamych bodech a najit

odhad mezi ptibliznou a presnou hodnotou.

Konstrukce interpolaéniho polynomu
Pro zkonsturovani interpola¢niho polynomu je tieba nejdiive sestrojit tzv. fun-

damentalni polynomy /;, ¢ = 0,1,...,n s témito vlastnostmi:
1. I; je polynom stupné n

2. lj:(Sjk,j,k::l,...,n,
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kde 4,1, je Kronecovo delta

S — 0 proj #k
k= NV 1proj=k

Jelikoz [;(x) musi byt polynom, vyplyva z toho, ze obsahuje ¢initele
(x —xo)(x—21) ... (x —xj1) (@ — xjp1) ... (T — xp)
a protoze lj(a;) = 1, mizeme psat

(x—z0)...(r —xj1)(® —2jp1) ... (v — xp)

ble) = (z; — o) - (2 — wj1)(wj — xj1) - (2 — T)

Interpola¢ni polynom P, muzeme pak psat ve tvaru

Fu(x) = lo(2) f (xo) + h(@) f(21) + -+ + ln() f2n) = D020 i) f (23),

interpola¢ni polynom v tomto tvaru se nazyva Lagrangeuv interpolacni polynom.
Jelikoz jde o linedrni kombinaci polynomu stupné n, je i tento interpolaéni po-
lynom stupné n. Existence interpolacniho polynomu vyplyva z jeho konstrukce,

tvrzeni nasledujici véty uvadi navic i jednoznacnost tohoto polynomu.

Véta 3.1. [1, str.159] Pro n + 1 dangch dvojic ¢isel

(ZL’“f(ZZ'z))Z:O,l,,n, ml%xk p’f’OZ;ék'

existuje prave jeden polynom P, € [, takovy, Ze

Pro vypocet fundamentélnich polynomu l;(z) v MATLABU jsem vytvoril
funkci interpolace.
Vstupem je sloupcovy vektor uzlu interpolace x a interpolovana funkce f, jelikoz je
tento kod naprogramovan pro pouziti u Gaussovych kvadratur je vstupem piimo
funkce a ne funkéni hodnoty. Vystupem je vektor LIP koeficientu Lagrangeova

interpola¢niho polynomu
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function [LIP]=interpolace(x,f)

hVstup

%x - sloupcovy vektor uzla interpolace

hVystup

WLFP - vektor koeficient@ Lagrangeova interpolaZniho polynomu
m=length (x) ;

i=1;

=1

jmenovatel=1;

citatel=1;

MAT=zeros(m,m) ;

Jhtvorba matice jejiz tradky budou polynomy vyjadfené vektorem
while (i<=m)

while (j<=m)

hcyklusy pro vypolet fundamentdlniho polynomu pro kazdy uzel
if (i7=j)

citatel=conv(citatel, [1,-x(j,1)]1);

jmenovatel=jmenovatel * (x(i,1)-x(j,1));

end

j=i+1;

end

MAT(i,:)=(f(x(i,1))*citatel)/jmenovatel;

i=i+1;

j=1;

jmenovatel=1;

citatel=1;

end

LIP=sum(MAT) ;

end

32



Chyba Lagrangeovy interpolace
Jelikoz interpolacni polynom odpovidd hodnotdm funkce f pouze v danych uz-
lech, zajima nas, jak moc se interpolac¢ni polynom lis{ od funkce f v ostatnich

bodech. Proto je tieba se zabyvat chybou interpolace E(z) = f(z) — P,(x).

Véta 3.2. [1, str.167] Necht f € C"*Y [a,b] a necht uzly x; € [a,b], i =
0,1,...,n, & # x pro i # k. Necht ddle P, € 1], je interpolacni polynom
splriugici podminky(3.1). Pak ke kaZdému bodu T € |a,b] existuje bod & € (a,b)
tak, Ze plati

B@) = 1(@) = ) = S0, wnata) = [ - o)

Odhad chyby hledame ve tvaru

— Mn+1
B@ < (il @)

kde M je |f™H V@) < M,,1),Vz € [a,b]. Tento odhad zavisi na vlastnostech

interpolované funkce a na volbé uzlu x;.

Souvislost mezi Interpolaci a Kvadraturni formuli

V pripadé, ze zname Lagrangeuv interpolacni polynom P, pro funkci ve znamych
bodech a vime jak vypadé chyba interpolace ¥ muzeme jednoduSe najit souvis-
lost mezi interpolaci a kvadraturni formuli. Integrovana funkce se da vyjadrit jako
soucet interpolacniho polynomu a chyby interpolace.

o) = Pule) + B0) = L@ @) + (O, €<l

Pokud rovnici vynésobime vahovou funkei w(x), zintegrujeme v mezich a,b a

vytkneme konstanty pted integral dostaneme

b n b
/ w(z)f(x) dx:Z fla:) / w(z)l;(z) dz+

a
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1

+(n+1)!

Kvadraturni formule je tedy tvaru

kde koeficienty A; ziskame ze vztahu

b
A, :/ w(x)l;i(x) de.
Pro chybu kvadraturni formule plati

1

R(f):(nT

34
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Kapitola 4

Gaussovy kvadratury

Kvadraturni formule, jejichz uzly a koeficienty jsou vybrany tak, aby bylo
dosazeno maximalniho stupné pfesnosti, se nazyvaji Gaussovy kvadraturni for-
mule. Tato kapitola je zaméfena konkrétné na ¢tyfi rozdilné typy Gaussovych
kvadratur, které se lisi pouzitymi ortogonalnimi polynomy.

Jak bylo uvedeno vyse ve Vété 1.3, Gaussovy kvadratury vyuzivaji kofenu orto-
gonalnich polynomu jako uzly, koeficienty jsou vypocitané integraci interpola¢niho

polynomu, diky tomu tyto formule dosahuji presnosti 2n + 1.

Tvar chyby Gaussovy kvadraturni formule je uveden v nasledujici véte.

Véta 4.1. [1, str. 236] Necht f € C®**2[a,b]. Chybu Gaussovy kvadraturni

formule lze vyjadrit ve tvaru

R(f) = bew(:c)wiﬂ(x) dz, n€ (a,b),

2n+2)! Ja
kde wypi1(z) = (x — xg) ... (x — x,).

Jelikoz neni mozné urcit bod 7, je vhodné absolutni hodnotu chybu ohranicit
zhora. V tom pifpadé nahradime éitatel f"+2)(n) horni mezi funkce My, o, pro

kterou plati | f2"+2)(n)| < My,,o. Vztah pro odhad chyby bude tvaru

RO < s [l (a) de (1.1
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4.1. Gauss-Legendrovy kvadraturni formule

V ptipadé konstantni vahové funkce na konetném intervalu se pro numericky

vypocet pouziva Gauss-Legendrovych kvadraturnich formuli. Formule je tvaru
1 n
[t =3 () + RO
-1 i=0

kde z; je i-ty koten Legendrova ortogonalniho polynomu n-tého stupné.
V piipadé Gauss-Legendrovy formule je mozné pouzit pro vypocet chyby specialni

vzorec. |2, str.391]

2203 ((n + 1))*
(2n 4+ 3)[(2n +2)!]

R(f) = )

Linearni transformace
V piipadé, ze mame jiny koneény interval nez [—1,1] je tfeba pied pouzitim
Gaussovy kvadratury transformovat tento interval do pozadované podoby.

Postup transfomace

b b—a (Y [(b—a a+b
/af(t)dt: 5 /1f< 5Tt )dx.

Koeficienty této formule je mozné spocitat integraci interpolaéniho polynomu (3.2),

tento zpusob je vhodny pro rucni vypocet.

Piiklad 4.1. UZitim Gauss-Legendrovy kvadraturni formule pro m=3, aproxi-

3
/ e“sin x dx
1

Jelikoz m=3 je tteba tii uzlu. Pro vypocet téchto uzlu musime nejdiiv vypocitat

mugte integrdl

Legendruv polynom tfetiho stupné, ten je roven



a nasledné, spocitame koreny polynomu tietiho stupné.

3 3
.Z’(]:O, Ilz\/;7 IQZ—\/;

Déle je treba spocitat koeficienty kvadraturni formule,

o D) oy

TSm0 (i) e Ve

1
/1 / 5, 5 5 5 5 5
Ay = . —T =|l—=<—\/<|-|—=<—1\=<|=2
L 6 87 ] 18 48 18 48 9

Jelikoz, formule nefunguje na integrdl s mezemi a = 1,0 = 3, musime pouzit

b—a a+b
t():( 9 To + 9 ):$0+2:2

transformaci.
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b— b
t1:< 2ax1+a;r ):x1+2:2,7746

b— b
t2:< 2ax2+“; ):x2—|—2:1,2254

Nésledné je jesté tteba celou formuli vynéasobit hodnotou b_T“ =1.

Ptiblizna hodnota integralu pro m = 3 je tedy rovna
3
/ e“sin x dx ~ Aof(to) + Arf(t1) + Aaf(t2) = 10,9484,
1

Nasledné je tfeba urcit chybu, u tohoto integralu muzeme vypocitat jak odhad
chyby tak i skutecnou chybu. Pro vypocet skutecné chyby je nutné vypocitat

integral dvakrat pomoci metody per partes:

3 . . 3 . . . o
/ Tsin g o |z SEZCOS T gsin 3—cos3 5m 1—rcos1 = 10,9502
1 2 0 2 2

Skutecnou chybu urc¢ime jednoduchym rozdilem podle vztahu (1.2) a odhad chyby

provedeme pomoci (4.1).

Skutecnd chyba: R(f) = 1,7677-1073
Odhad chyby: R(f) = 1,0100 - 1072

Na obrézku 4.1 muzeme vidét prubéh funkce f(z) a prubéh interpolaéniho

polynomu pro zy =0, z; = \/g, Ty = _\/é.
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fix} .
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B
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Obrazek 4.1: prubéh funkce f a interpolacniho polynomu z Piikladu 4.1

Dalsi moznosti vypoétu koeficientu je pomoci specidlné odvozeného vzorce [I,
str.237]:

A = CEREGATE i=0,1,...,n, (4.2)

kde P, je Legendruv ortogonalni polynom n-tého stupneé.

Priklad 4.2. Pomoci vzorce vypocitejte koeficienty pro tribodovou Gauss-Legendrovu

formuli

2(1 — l’o)2
Ay = — 0, 8889
(m)2(2af — 210)?
A= 2mm) e
CORC  T
2 _ 2
PP i) S




Pro vypocet koeficienti v MATLABU jsem vytvoril funkci
KGL - Koeficienty Gauss-Legendrovy formule.
Vstupem je konstanta m, kterd udava pocet korenu, pripadné supen polynomu.

Vystupem je sloupcovy vektor A koeficientu kvadraturni formule.

function A=KGL(m)

hVstup

Jm - polet koeficientu(pfipadn& polet kofenu polynomu)
hVystup

»A - sloupcovy vektor koeficientd kvadraturni formule
[x,LP]=KLP(m) ;

Jnaprogramovand funkce pro vypocet kofenu

ha polynomu potfebnjch k vjypoltu

i=1;

A=zeros(m,1);

while i<=m

%hcyklus pro vypolZet jednotlivjch koeficientu

AL, 1)=2x(1-(x(i,1))"2)/((m~2) *((polyval (LP(m, :) ,x(i,1)))"2));
i=i+1;

end

Pro vypocet hodnoty kvadraturni formule jsem vytvocil funkci
GLKF - Gauss-Legendrova Kvadraturni Formule.
Vstupem jsou konstanta m, kterd udava pocet korenu, piipadné stupen poly-

nomu, funkce f, integrovand funkce, a/b, dolni/horni mez integrélu.

function int=GLKF(m,f,a,b)

hVstupy

Jm - polet kofrenl, neboli stupeii polynomu
%f - integrovand funkce

%ha/b - dolni/horni mez integrdlu
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hVystup

%int - hodnota kvadraturni formule
if a<b && a"=-Inf && b~=Inf
[x, 1=KLP(m);

A=KGL (m) ;

if a™=-1 || b™=1
x=(x*(b-a)/2)+((a+tb)/2);
t=(b-a)/2;

else

t=1;

end

x=f (x);

int=sum(A.*x)*t;

else

string("Spatné zadané meze")

end

Gauss-Legendrovy formule maji velmi dulezitou vlastnost, tak jak uvadi [1, str.

249] a [2, str. 412], s rostoucim poctem uzlu konverguje posloupnost Gauss-

Legendrovych formuli k pfesné hodnoté integralu.

Tuto vlastnost si muzeme ovérit napriklad u piikladu 4.1, v nasledujici tabulce

je hodnota inegralu vypoc¢teného numericky pomoci nadefinované funkce GLKF

a chyba vypocitand pomoci vztahu (1.2) prom =1,...,7.
m Hodnota integrdlu Skute¢nd Chyba
1 13,4377 2,4875
p 11,1415 1,9132.10"
3 10,9484 1,7677-1073
4 10,9501 3,0221-107°
5 10,9502 8,6610-10~8
6 10,9502 6,5156-10~10
7 10,9502 9,1838-10713
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Priiklad 4.3. UZitim Gauss-Legendrovy kvadraturni formule pro m=4, aproxi-

mugjte integradl

/0 ' arctg(v/r) dx

Jelikoz m=4, je tteba ¢tyt uzliu. Pro vypocet téchto uzlu musime nejdiiv odvodit

Legendruv polynom ¢tvrtého stupné, ten je roven

35 . 15, 3
P:_4__2 e
1= T Ty

a nasledné, spocitame koreny polynomu tietiho stupneé.
xg = —0,8611, z; =0,8611, x5 = —0,3400, x3 = 0, 3400

Déle je tfeba spocitat koeficienty kvadraturni formule, které spocitame pouzitim

jiz odvozeného vzorce

2(1 — l’())Q
Ay = — 0, 3479
(m)? (385330 - E5150 + %)2
2(]. — 5131)2
A = —0,3479
(m)2(Rat — 2at + 2)?
2(]. — l’2>2
Ay = — 0,6521
(m)2(Ras — a5 + 2)?
2(1 — 2
Ay = (1= ) —0,6521

(m)*(Pas — Paf+3)°

Jelikoz, formule nefunguje na integral s mezemi a = 0,0 = 4, musime pouzit

transformaci.

t():(b_a 4+ 2 b): 042 =0 2778

b— b
t ( ¢, a;):2x1+2—37222

ta

b— Tb
< @ ot ) 225 + 2 = 1, 3200



b— b
t3:< 2%3+a; ):2x3+2:2,6800

Daéle je jesté treba celou formuli vynasobit hodnotou b_T“ = 2.
Ptiblizné hodnota integralu pro m = 4 je tedy rovna

/ arctg(VE) de ~ 2AAof (to) + Arf(1) + Aaf(ts) + Asf(ts)) = 3,5584
0

Nasledneé je tfeba urc¢it chybu, u tohoto integralu muzeme vypocitat pouze skutecnou
chybu, jelikoz derivace této funkce neni spojitd nemuzeme vzorec (4.1) pouzit na
odhad chyby. Pro urceni skutecné je tfeba vypocitat integral pomoci substituce

a metody per partes.

/0 arctg(v/z) dz = [arctg(v/x)(z + 1) — \/ﬂé =5 arctg(2) — 2 = 3,5357

Skute¢nou chybu uré¢ime jednoduchym rozdilem podle vztahu (1.2). V nésledujici
tabulce je uvedena hodnota integralu spocitaného numericky a skutecna chyba

prom=1,...,5

m Hodnota integralu  Skutecnd Chyba
1 3,8213 2,8552-107!
2 3,6029 6,7149-1072
3 3,5584 2,2704-1072
4 3,5458 1,0007-10~2
5 3,5410 5,2771-1073

V obrazku 4.2 muzeme vidét prubéh funkece f(z) a prubéh interpolaéniho poly-
nomu pro ro = —0,8611, x; = 0,8611, zo = —0,3400, z3 = 0, 3400.
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Obrazek 4.2: prubéh funkce f a interpolacniho polynomu z Ptikladu 4.3

4.1.1. Slozené Gauss-Legendrovy formule

Myslenkou slozenych formuli je rozdélit interval na mensi ¢asti a na kazdou z
nich pouzit metodu kvadraturnich formuli. Diky tomu ziskdme pii stejném poctu

uzli mnohem presnéjsi hodnoty.

Puvodni interval rozdélime na M podintervalu, které oznac¢ime napt. I, k =
1,...,M, I, = (ax_1,ax), kde ax_1 a a; jsou krajni body jednotlivych podin-

je délka podintervalu a plati ay = a, a, = a + k%2, k =

tervalu, d = a

b—a
M
0,.‘.,]\47 aM:b.

Na obrazku 4.3 muzeme vidét rozdéleni integrac¢niho intervalu na M stejné velkych

podintervalu.
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ap=a ... ay Qi1 apy =b

Obrazek 4.3: Rozdéleni integracniho intervalu

Hodnota integralu se pak rovna souctu jednotlivych integralu pres podinter-

Valy Ik

/abf(x) dx:/azlf(x) dx+/:2f(x) dx+---+/aM f(z) d

apn—1

Na kazdy z téchto integrali budeme aplikovat Gauss-Legendrovu formuli, pficemz

pouzijeme transformaci 4.1.

Slozena Gauss-Legendrova formule bude pak mit tvar

—_

n

Q= Z ZAif(iCik)

k=0 i=0

kde x;;, je i-ty uzel v k-tém intervalu.

Pro vypocet hodnoty kvadraturni formule jsem vytvoril funkci

SGLKF - Slozena Gauss-Legendrova Kvadraturni Formule.

Vstupem jsou konstanta m, kterd udava pocet uzli(kofenu) pro jednotlivé casti
intervalu, funkce f, integrovand funkce, a/b, dolni/horni mez celého integralu a

konstanta M, ktera udava na kolik podintervalu se ma interval rozdélit.

function int=SGLKF(m,f,a,b,M)

hVstupy

Jm - poZet uzlu (kofend) pro jednotlivé Zasti intervalu
»f - integrovana funkce

%»a/b - dolni a horni mez integrdlu

%M - na kolik dilu se m& interval rozd&lit
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hVystup

%int - hodnota celkové kvadraturni formule
int=0;

d=(b-a)/M; %urceni kroku
c=a+td;

j=1;

A=KGL (m) ;

while j<=M

hcyklus pro jednotlivé Casti intervalu
[x,~]=KLP(m) ;

if a”=-1 || c¢™=1
%linedrni transformace
x=(x*(c-a)/2)+((a+tc)/2);
t=(c-a)/2;

else

t=1;

end

g=sum(f (x) .*A);
int=int+g*t;

j=i+1;

a=a+d;

c=c+d;

end

end

Priiklad 4.4. Pro priklad 4.1 pouZijeme sloZenou Gauss-Legendrovu kvadraturni
formuli. Interval rozdélime na 4 c¢asti a na kaZdém podintervalu vypocitdme in-

tegrdal pomoci tribodové Gaussovy kvadratury.

Integral bude tedy tvaru

3 3 2 3
xT . 2 xT - xT - 2 X -
e’sinx dx = e’sin x dxr+ e’sin x dx+ esin x dz+
1 1 3 2

2
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Jednotlivé kvadraturni formule pro kazdy integral budeme oznacovat @)1, QQ2, @3, Q4.
Jelikoz pro kazdy z integralu pouzijeme tii uzly a tii koeficienty, budou pro
vSechny stejné.

o =0, ;1 =0,7746, x5 = —0,7746

Ted je tieba pro jednotlivé ¢asti pouzit linedrni transformaci a vypoécitat hodnotu

kvadraturni formule

3 _1 341
2 2

to = 5 To + = 1,25000
21 341

tl = 9 T+ == 1,44365
i1 $+1

ty = 5 To + =1,05635

3
Q_i_l(A to .; t1 . to - -
1= 0€0sin tg + Aretsin ty + Agesin ty) = 1,6674

2

Pro @, Q3, Q4 je postup vypoctu stejny.

Q2 = 2,8202, Q3 = 3,6285, Q4 = 2,8341
Celkova hodnota kvadraturni formule je rovna

Q=01+ Qs+ Q3 + Qs = 10,9502

V nésledujici tabulce muzeme porovnat hodnoty jednoduché kvadraturni for-
mule a slozené tiitbodové kvadraturni formule, kde m je pocet uzlu jednoduché
formule a M je pocet podintervalu slozené tiibodové formule. Obé formule jsou

doplnény o skutecnou chybu.

m M GL formule sloz. GL formule Skut. ch. GLF Skut. ch. SGLF

3 1 10,9484 10,9484 1,7677 -1073 1,7677 -1073
6 2 10,9502 10,9501 6,5156 -10~10 3,8181 107
9 3 10,9502 10,9502 1,0481 -1013 3,5062 -107°
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Srovnani se slozenym Simpsonovym pravidlem

Simpsonovo pravidlo patii mezi Newton-Cotesovy formule s ekvidistantnimi uzly.
V téchto uzlech je funkce f prolozena parabolou, je proto mnohem jednodussi na
rucni vypocet, nez slozena Gaussova kvadratura.

Slozené Simpsonovo pravidlo je tvaru

b
| 1@ ar=3
_ -a)

Konstanta M je pocet subintervalu, z ni pak vychézi hodnota kroku A ST

F@+2Y o) +4Y fay ) + 70| (43

Priklad 4.5. Porovnejme sloZené Simpsonovo pravidlo a sloZenou Gaussovu kva-

draturu na priklade 4.1 pro M = 2, tedy pro dva podintervaly.

Hodnota slozené Gaussovy kvadratury, pro dva podintervaly, je () = 10,9501
s chybou R(f) = 3,8181-107°.

Pro Simpsonovo pravidlo je nutné nejdiive najit hodnotu kroku a nésledné vsechny

uzly. Jelikoz hodnota kroku je h = (3;—1) = % = %, muzeme najit jednotlivé uzly

formule
, b=3.

a=1, 1==, 1o =2, 13 =

3
2

—~ D] ot

Integrovand funkce je f(z) = e*sin z, podle vzorce (4.3) muzeme sestavit formuli

3
/ e*sin xdx =
1

V nasledujici tabulce muzeme porovnat hodnoty slozeného Simpsonova pra-

2

=

1 5
elsin 1+ 2e%sin 2+ 4 (eésm 3 + egsm —) +

+e®sin 3] = 10,9342

vidla, slozené Gauss-Legenrovy tiitbodové formule a skuteénou chybu pro obé

metody.
M Simpson Gauss Skutecna chyba Simpson Skutecna chyba Gauss
1 10,6657 10,9484 2,8443-1071 1,7677-1073
2 10,9342 10,9501 1,6019-102 3,8181-107°
3 10,9471 10,9502 3,0778-1073 3,5062-10~¢
4 10,9492 10,9502 9,6379-10~* 6,3333-10~7
5 10,9498 10,9502 3,9283-10* 1,6714-1077
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4.2. Gauss-Cebysevovy kvadraturni formule

Pro numericky vypocet integralu s vahovou funkei w(z) = \/1;_7 na intervalu

[—1,1] se jednd o Gauss-Cebysevovy kvadraturn{ formule. Tyto formule vyuzivaji

k vypoctiam Cebysevovy ortogonalni polynomy. Formule je tvaru

b))
[ A =3 e+ R

kde z; je i-ty kofen Cebysevova ortogondlniho polynomu n-tého stupneé.
V piipadé Gauss-Cebysevovy formule je mozné pouzit pii odhadu chyby specidlni

vzorec |2, str.398].

27
(2n 4+ 2)

R(f) = sos (), fe <1 (4.4)

U této formule jsou vSechny koeficienty A; stejné, zavisi pouze na hodnoté n.

Vypocet je mozny pomoci vzorce [2, str.398]

Pro vypocet hodnoty kvadraturni formule jsem vytvoril funkeci
GCKF - Gauss-Cebysevova Kvadraturni Formule.
Vstupem je konstanta m, ktera udava pocet kofentu, ptipadné stupen polynomu,

a integrovana funkce f.

function int=GCKF (m,f)

hVstupy

Jm - poZet kofend nebo-1li stupeil polynomu
»f - integrovand funkce

hVystup

%int - hodnota kvadraturni formule
[x,~]=KCP(m) ;

int=sum(f (x))*(pi/(m));
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Piiklad 4.6. Uzitim Gauss-Cebysevovy kvadraturni formule pro m = 3, aprowi-
mugjte integral

! CoOS T

——dz
1V 1-— .CEQ

Véhova funkce je rovna w(z) = ﬁ a z toho vyplyva f(z) = cos z. Jelikoz m =

3 je tieba tif uzli (kofentl) vypoctenych z Cebysevova ortogonalniho polynomu

tretitho stupneé:
Tsy(z) = 42 — 3z

a kofeny jsou rovny
rg =0, 1 = \/737
Nasledné je nutné vypocitat koeficienty kvadraturni formule. U této formule jsou
vsechny koeficienty stejné a vypocet pres vzorec je velmi jednoduchy.
T
A = — = —
m 3
Ted je mozné sestavit kvadraturni formuli

! COST

e ® A (o) + fla) + f(a)) = 2, 4041

Nasledné je tieba urcit chybu, u tohoto integralu muzeme chybu pouze odhad-
nou pomoci vzorce(4.4), jelikoz neni mozné najit primitivni funkci. V nésledujici
tabulce je uvedena hodnota integralu spocitaného numericky a odhad chyby pro

m=1,...,5.

m Hodnota integralu Odhad chyby
1 3,1416 7,8540-1071
2 2,3884 1,6362-102
3 2,4041 1,3635-10~4
4 2,4039 6,0872-1077
5 2,4039 1,6909-107°
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4.3. Gauss-Laguerrovy kvadraturni formule

V piipadé nekonecného intervalu [0,00) je mozné pouzit Gauss-Laguerrovy
kvadraturni formule. Tyto formule vyuzivaji k vypoc¢tum Laguerrovy ortogonalni

T

polynomy s vahou w(z) = %%, a > —1. Formule je tvaru

Amfwﬂﬂmdx=§jAJm»+Ru>

kde z; je i-ty koten Laguerrova ortogonalniho polynomu n-tého stupné.
V pripadé Gauss-Laguerrovy formule pro @ = 0 je mozné pouzit pii odhadu

chyby speciélni vzorec. [2, str.392]:

((n+ 1)!)?

mf(2”+2)(7), 0<vy<oo. (4.5)

R(f) =
Koeficienty této formule je mozné spocitat integraci interpola¢niho polynomu(3.2)
nebo pomoci specialné odvozeného vzorce [7]
I'(n+a+2)z;

Ai: 7.:()’17"'7 )
(n+ D)l(n + 2)°[Le p (@) !

kde L, je Laguerruv ortogondlni polynom stupné n + 2 pro danou hodnotu a.

Pro vypocet koeficientui v MATLABU jsem vytvoril funkci

KGLa - Koeficienty Gauss-Laguerrovy formule

Vstupem je konstanta m, kterd udava pocet kofenu, ptipadné stupen polynomu,
a konstanta a, coz je hodnota konstanty «. Vystupem je sloupcovy vektor A

koeficientii Kvadraturni formule.

function A=KGLa(m,a)
hVstupy
Jm - polet koeficientu pfipadn& polet kofenu
%a - hodnota konstanty alfa
WVgstup
o1



%A - sloupcovy vektor koeficientd kvadraturni formule

i=1;

[7,LaP]=KLaP(m+1,a);

x=roots(LaP(m+1,:));

A=zeros(m,1);

f=factorial(m);

while i<=m

g=(gamma (m+a+1)
A(i,1)=gxx(i,1))/(f*(m+1) 2% (polyval (LaP(m+2,:),x(i,1)))"2);
i=i+1;

end

Pro vypocet hodnoty kvadraturni formule jsem vytvofil funkci
GLaKF - Gauss-Laguerrova Kvadraturni Formule.
Vstupem je konstanta m, kterd udava pocet kofenu, ptipadné stupen polynomu,

konstanta a, hodnota konstanty «, a integrovana funkce f.

function int=GLaKF(m,a,f)

hVstupy

Jm - poZet koTrenl nebo-1li stupeii poylnomu
%»a - hodnota konstanty alfa

%f - integrovand funkce

hVystup

%int - hodnota kvadraturni formule

if a>-1

[x,”]1=KLaP(m,a);

A=KGLa(m,a) ;

int=sum(f (x) .*A);

else

string("Parametr alfa musi byt v&tsi nez -1")

end
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Priklad 4.7. Uzitim Gauss-Laguerrovy kvadraturni formule pro m=3, aproxi-

o0
/ e sin x dx
0

Hned na zacatku je tfeba vzit na védomi vahovou funkci, kterda je zde rovna

mugjte integradl

w(z) = e~ z toho vyplyva, ze f(x) = sin x a a = 0. Jelikoz m = 3, je tedy tieba
ti{ uzlu(korent). Pro vypocet uzlia musime nejdiiv odvodit Legendruv polynom

tretiho stupné pro a =0

1 3
L3:—6x3~|—§:p2—3$~|—1

a nasledné spocitame koreny polynomu tietiho stupné.
xo = 6,2899, 1 = 2,2943, x5 = 0,4158

Déle je tieba spocitat koeficienty kvadraturni formule pomoci odvozeného vzorce,

pro vzorec je tfeba spocitat Laguerruv polynom ¢tvrtého stupné.

1
L4:—6x3+g$2—3x+1
F(4>.T0
Ay = =0,0104
" BI(4)2[La(mo))2
F(4>ZE1
A = =0,2785
PB4 La(z)2
T'(4
Ay = ([ )22 ~=0,7111

Priblizna hodnota integrélu pro m = 3 je tedy rovna
/ e "sin x dz ~ Ao f(xo) + Arf(x1) + Aaf(z2) = 0,4960
0

Nasledné je treba urcit chybu, u tohoto integralu muzeme vypocitat jak odhad
chyby tak i skute¢nou chybu. Pro vypocet skutecné chyby je nutné znat presnou

hodnotu integralu. Dvojitym pouzitim metody per partes dostaneme

) t
< _ _,Sin x4+ cos x

e ’sinxdr=1lim|—-€¢"——| =

0 t—o0 2 0

1
2
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Skute¢nou chybu uréime jednoduchym rozdilem podle vztahu(1.2). V nasledujici
tabulce je uvedena hodnota integralu spocitaného numericky, skuteéna chyba a

odhad chyby prom =1,...,5

m Hodnota integralu Skutecnd chyba Odhad chyby
1 0,8415 3,4147-107¢ 5,0000 -10~*
2 0,4325 6,7541-102 1,6667 -10~!
3 0,4960 3,9702-1073 5,0000 -10~2
4 0,5049 4,8793-103 1,4286 -10~2
5 0,4989 1,0967-1073 3,9683 1073

4.4. Gauss-Hermitovy kvadraturni formule

w7 x v e ’ ’ — 2 v s .
V piipadé, ze je vdhova funkce rovna w(z) = e~*" na nekonetném intervalu

(—00,00) jde o Gauss-Hermitovy kvadraturni formule. Formule je tvaru

o0 2 n
| e i@ =3 A+ R(P)
—oo i=0

kde z; je i-ty koten Hermitova ortogonalniho polynomu n-tého stupné.

V piipadé Gauss-Hermitovy fomule je mozné pouzit pii odhadu chyby specidlni
vzorec. [2, str.395].

RU) = g g

Koeficienty této formule je mozné spocitat integraci interpolacniho polynomu(3.2)

nebo pomoci specidlné odvozeného vzorce.

2P+ W
4= T, P

Kde H, 2 je Hermituv ortogonalni polynom stupné n + 2.

Pro vypocet koeficienti v MATLABU jsem vytvoril funkei

KGH - Koeficienty Gauss-Hermitovy formule.

Vstupem je konstanta m, kterd udava pocet kofenu, ptipadné stupen polynomu.

Vystupem je sloupcovy vektor A koeficientu kvadraturni formule.
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function A=KGH(m)

hVstup

Jm - polet kofrenl, pripadn& stupeii polynomu

hVystup

%A - sloupcovy vektor koeficientd kvadraturni formule
[~,HP]=KHP (m+1) ;

x=roots(HP(m+1,:));

i=1;

A=zeros(m,1);

f=factorial(m);

while i<=m

AL, 1)=(f*sqrt(pi)* (2" (m+1)))/((polyval (HP (m+2,:) ,x(i,1)))"2);
i=i+1;

end

Pro vypocet kvadraturni formule jsem vytvortil funkci
GHKF - Gauss-Hermitova Kvadraturni Formule. Vstupem je konstanta m,

ktera udava pocet kotenti, piipadné stupen polynomu, a integrovana funkce f.

function int=GHKF (m,f)

hVstupy

Jm - poZet kofrenl, pripadn& stupeii polynomu
%f - integrovand funkce

WVystupy

%int - hodnota kvadraturni formule
[x,~]1=KHP(m) ;

A=KGH(m) ;

int=sum(f (x) .*A);

Priklad 4.8. Uzitim Gauss-Hermitovy kvadraturni formule pro m=4, aproxi-
mugte integradl

& 2
/ e vz sin z? dx.

o0
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Hned na zacatku je tfeba vzit na védomi vahovou funkci, kterd je zde rovna
w(zr) = e™* 7 toho vyplyva, ze f(z) = z sin z*. Jelikoz m = 4, je tieba
¢tyt uzlu(korenu). Pro vypocet uzli musime nejdiiv spocitat Hermittuv polynom
¢tvrtého stupné

H, = 162" — 482% + 12,
a nasledné spocitame koreny tohoto polynomu.
xg = —1,6507, x; = 1,6507, xy = —0,5246, x3 = 0,5246

Déle je tteba spocitat koeficienty kvadraturni formule pomoci odvozeného vzorce,

pro vzorec je tieba spocitat Hermituv polynom patého stupné.
Hj = 322° — 1602° + 120z

2541\ /7

Ay = EeN 0,0813
A = % —0,0813
Ay = [13153(!—95\52 =0, 8049

5 = [i]?(!—x\g_ﬁ? = 0,8049

Ptiblizna hodnota integralu pro m = 4 je tedy rovna

/ e~z sin 2 do &~ Aof(x0) + ALf (1) + Ao f(x2) + Asf(z3) = —0,1148

—00

Nasledné je tfeba urcit chybu, u tohoto integralu muzeme vypocitat jak odhad
chyby, tak i skute¢nou chybu. Pro vypocet skuteéné chyby je nutné vypocitat

integral pomoci substituce a metody per partes.

oo P e
/ exzxsinq,gdx:[ 64 ] =0

—0o0
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Tento integral je nutné spocitat jako nevlastni, tedy pomoci limit. Jelikoz hod-
nota integralu je rovna 0, chyba této formule je pfimo rovna absolutni hodnoté

kvadraturni formule.

Priklad 4.9. UZzZitim Gauss-Hermitovy kvadraturni formule pro m=5, aproxi-

> 2
/ e T cos x dx
— 0

172

mugte integradl

Véhové funkce je zde rovna w(z) = e™* z toho vyplyva, ze f(x) = cos x.

Jelikoz m = 5, je tieba péti uzlu(kofenu). Pro vypocet uzla musime nejdiive

spocitat Hermituv polynom patého stupné
Hs = 322° — 1602° + 120z
a nasledné spocitame koreny tohoto polynomu.
x9 =0, v1 = —2,0202, x5 = 2,0202, z3 = —0,9586, x4 = 0,9586

Déle je tteba spocitat koeficienty kvadraturni formule pomoci odvozeného vzorce,

pro vzorec je tieba spocitat Hermituv polynom Sestého stupné.
Hg = 642° — 4802" + 7202 — 120

205\/7

0= 5 = 0,9453
[He(z0)]
2651 /7
= —\/_2 =0, 0200
[He(z1)]
2651\ /7
5 = —\FQ = 0,0200
[He(z2)]
265
Az = _\/%2 =0, 3936
[He(z3)]
265
i = _\/%2 =0, 3936
[He(24)]
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Priblizna hodnota integrélu pro m = 5 je tedy rovna

o0

Néasledné je tieba urcit chybu, jelikoz neni mozné vypocitat presnou hodnotu
integralu muzeme chybu pouze odhadnout. Pro odhad chyby pouzijeme vzo-
rec (4.6). V nésledujici tabulce je uvedena hodnota integralu spoc¢itaného nu-

mericky a odhad chyby prom =1,...,5

Hodnota integralu

/OO ez sin 2® dw ~ Aof (10)+ A1 f (21)+ Ao f (w2)+As f (x3)+ Asf(24) = 1,3804

Odhad chyby

m

1 1,7725
2 1,3475
3 1,3820
4 1,3803
5 1,3804

o8

4,4311-107¢
3,6023-10~2
1,8463-1073
6,5940-10~°
1,8317-1076



Zaver

Cilem prace bylo nastudovat Gaussovy kvadraturni formule a sestavit kody v
MATLABU. Gaussovy kvadraturni formule dosahuji nejvyssiho stupné presnosti,
dosahuji tedy ptfi daném poctu uzlu presnéjsich vysledku nez naptr. Newton-
Cotesovy formule.

Narozdil od Newton-Cotesovych formuli, se kterymi jsem se setkal v zékladnim
kurzu numerickych metod, s Gaussovymi formulemi jsem se seznamil teprve diky
této praci.

Pro pochopeni Gaussovych kvadratur bylo tieba projit si obecnou kvadraturni
formuli a tvar ortogondlnich polynomu, bez nichz by nebylo mozné dosdhnout
té nejvyssi presnosti. Tuto skutecnou jsem ovéril pii porovnani jednoduché i
slozené Gauss-Legendrovy formule a slozeného Simpsonova pravidla, kdy Gauss-
Legendrova formule pocitala s mnohem mensi chybou.

Pro vypocet ortogonélnich polynomu, jejich uzlu, koeficientu kvadraturni for-
mule a celkové hodnoty kvadraturni formule jsem vytvotil kédy v MATLABU,
které jsou k dispozici na ptilozeném CD.

Jak je ukazano na piikladech, dava nam Gaussova kvadratura univerzalnéjsi
pristup k vypoctum diky vahovym funkcim, do kterych muzeme zaclenit napiiklad
singularitu. A zaroven nam, diky konvergenci k presné hodnoté, dava pro vétsinu

funkei spolehlivy zpusob uréeni co nejpresnéjsi hodnoty.
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