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Abstrakt

Tato bakalarska praca sa zaobera vyhodnocovanim vplyvu kombinécie prostého naméhania
pre pruty s roznymi typmi prie¢nych prierezov z hl'adiska medzného stavu pruznosti. V prvej
Casti prace su zhrnuté teoretické poznatky o prostom a kombinovanom namahani, medznom
stave pruznosti a metode konecnych prvkov. Nasledne je pre pruty réznych prieCnych prierezov
vyhodnotena bezpecnost’ k medznému stavu pruznosti analytickym vypoétom a numerickym
vypoctom pomocou metdody konecnych prvkov.

Klucové slova
Kombinované naméhanie, prat, prie¢ny prierez, medzny stav pruznosti, metoda konecnych
prvkov.

Abstract

This bachelor thesis deals with the evaluation of the influence of the combined loading
for beams with different types of cross-sections in terms of the limit state of elasticity. The first
part of the thesis summarizes the theoretical knowledge about simple and combined loading,
the limit state of elasticity and the finite element method. Then, the safety of the limit state of
elasticity is evaluated for the beams of different cross-sections by analytical calculations and
numerical calculations using the finite element method.
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Combined loading, beam, cross section, limit state of elasticity, finite element method.
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1 Uvod

V technickej praxi sa pravidelne stretavame s konsStrukciami a sucastami, ktoré maju tvar pratu
a su zatazované kombinaciou prostého namahania. Nielen rozmery a material, ale aj tvar
priecneho prierezu pratu ovplyviuja vo velkej miere mechanické vlastnosti celej stcasti,
apreto je vpraxi dolezité zvolit vhodny tvar prieéneho prierezu, aby boli dosiahnuté
pozadované vlastnosti konstrukcie. Pre urCenie schopnosti vySetrovaného telesa plnit’ potrebné
funkcie v danych zatazovych stavoch slizi vyjadrenie medznych stavov. Jednym z nich je
medzny stav pruznosti, pri ktorého prekroceni dochadza k vzniku plastickych deformacii.

Bakalarska praca sa venuje vplyvu kombinacii prostého namahania, konkrétne
kombinacii prostého ohybu a prostého krutenia, na medzny stav pruznosti pre praty s roznymi
typmi priecnych prierezov. Takisto je pre jednotlivé praty analyzované chovanie nebezpeénych
miest v prierezoch. Hlavnym cielom tejto prace je zhodnotenie pouzitelnosti jednotlivych
typov prieénych prierezov prutov s ohl'adom na typ zat'azenia.



2 Teoreticka cast’

Pruznost’ a pevnost’ (PP) je zakladnou sti¢astou mechaniky telies. Jej hlavnym cielom je
analyzovat’ vplyv zat'azenia telesa na jeho napéitost’ a deformaciu, vzh'adom na riziko vzniku
medznych stavov. Podl'a stavu uvol'neného prvku sa pruznost’ a pevnost’ deli na dva typy. Kde
nie je deformacia podstatna, je prvok uvolneny v nedeformovanom stave - PP 1. radu.
V pripade, Ze deformacia je podstatna, je nutné prvok uvolnit' v deformovanom stave —
PP II. radu [1].

Tato praca sa zaobera kombinaciou prostého namahania, ¢o je pripad PP I. radu. Ide
0 pripad pruznosti a pevnosti zaoberajlicej sa jednorozmernym problémom, kde prvok je
najcastejSie uvolneny jednonasobne, pricom sa pouziva pratové teleso. Z hl'adiska vysetrovania
deformdcie a napitosti je prutové teleso najjednoduch$im vypoctovym modelom redlneho
telesa. Musi spiiiat’ isté geometrické a deformaéné predpoklady a predpoklady napitosti, ktoré
sthrnne nazyvame prutové predpoklady [2].

2.1 Pratové predpoklady

1) Geometrické predpoklady

Prat je uréeny strednicou v, a v kazdom bode strednice priecnym prierezom y. Strednica vy je
spojnicou t'azisk jednotlivych prie¢nych prierezov y (0br. 1). Spojnica je spojita a hladka krivka
koneénej dizky. DiZka strednice | je minimalne rovnako velka ako najvi¢si rozmer hmax
prie¢neho prierezu, va¢sinou 1 >> hmax [1, 2].

bA

h(s)
Y(s) —

Obr. 1: Strednica a priecny prierez. Prekreslené z [2]
2) Vizbové a zatazujice predpoklady

Vizby obmedzuju posuv a natocenie strednice. ZataZenie posobi iba na strednicu. Uvazujeme
viizby bodové (kibova podpora pevna, posuvna) a votknutie [2].

3) Deformacné predpoklady

Strednica y zostava po zat'azeni spojitou a hladkou krivkou. Zaroven prierezy zostavaji rovinné
a kolmé k deformovanej strednici, iba sa vzajomne [1, 2]:

- oddaluju (tah)

- priblizuju (tlak)

- natacaju okolo osi leziacej v priecnom priereze a deformuju (ohyb)
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- natacaju okolo osi kolmej k prie¢nemu prierezu a nedeformuju (kratenie)
- posuvaju kolmo k strednici (Smyk)

4) Predpoklady napétosti

V bode prutu je napétost’ definovana normalovym a Smykovym napitim v prieCnom priereze
vedenom tymto bodom a zarovei vietky ostatné zlozky tenzoru napitial su nulové. Tito
napatost’ sa nazyva prutova napatost’ [1].

2.2 Jednoduché namahanie

V pripade, ze v kazdom bode strednice pratu posobi iba jedna zlozka vnutornych vyslednych
aginkov (VVU), prat spina pratové predpoklady, deformaciu a napitost mozno rieit
samostatne a pre rieSenie statickej rovnovahy prvku je deformacia nepodstatna, jednd sa
0 jednoduché namahanie [1, 3].

2.2.1 Tah, tlak

Prostym tahom (tlakom) nazyvame namahanie priameho prizmatického? pratu v pripade, Ze
plati [3]:
- priecne prierezy sa odd’al’'uji/priblizuju a nasledne deformuja
platia pratové predpoklady
jedinou nenulovou zlozkou VVU je normalova sila N

pre rieSenie statickej rovnovahy sa prvok uvolfiuje v povodnom nedeformovanom
stave

Pri tahovom (tlakovom) zatazeni pratu sa limitne blizke prie¢ne prierezy yi, 2
elementarneho prvku Q1, vzdialené o dx, oddialia (priblizia) o deformacny posuv du. Pri¢om du
je rovnaky pre vsetky body . Pravé uhly a, B zostani nezmenené (obr. 2). Z tychto deformacii
nasledne vyplyvaju tieto deformacné charakteristiky [1]:

Dizkové pretvorenie £ v smere strednice priitu:

du (1)
Ex = a
- KedZe posuv du je rovnaky pre vSetky body v, plati:
du
&y, z) = F konst. ()
- Nulové uhlové pretvorenie:
Vxy = Vxz = 0 (3)

Dlzkové pretvorenia V prie€nom priereze:

£, = & = —UEy (4)

! Veligina ur¢ena 9 zlozkami napitia, z ktorych Sest’ je nezavislych (normélové a Smykové), je dany maticou sy-
metrickou okolo hlavnej diagonaly [14]
2 Prut, ktory mé v kazdom bode strednice rovnaky prierez a hlavné centralne osi majii rovnaky smer [1]
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Obr. 2: Prit namdhany tahom [1]

,,Pri prostom t'ahu (tlaku) st normalové napétia o v priecnom priereze y rozlozené rov-
nomerne a Smykové napitia t su nulové [3].“ Napétost’ v bode telesa je jednoosova, priCom
podla znamienka o rozliSujeme napétost’ tahovu (o > 0) a tlakova (o < 0). Tato napétost’ je
uréena napatim [1, 3]:

N
=— ()
775
~  Pre koneény prvok dizky strednice y sa vel’kost’ energie napétosti rovna:
N® )
Y ), 2ES
—  Posuv kazdého bodu prie¢neho prierezu koneéného prvku s dizkou strednice y je dany
vztahom:
Ndx
“= f ES ¥
Y
2.2.2 Ohyb

Prostym ohybom nazyvame namahanie priameho prizmatického pratu v pripade, ze plati [3]:

- prie¢ne prierezy sa vzajomne natacaju okolo osi leziacej v priecnom priereze a nasledne
deformuju

- platia pratové predpoklady

~ nenulové zlozky VVU si iba ohybové momenty

- pre rieSenie statickej rovnovahy sa prvok uvol'fiuje v nedeformovanom stave

Pri prostom ohybe st nenulové zlozky VVU dve: M,,, M_OZ> Tento typ ohybu sa nazyva

vSeobecny (priestorovy). Pre zjednodusSenie su vSetky vztahy odvodené pre tzv. zakladny ohyb,
pri ktorom je jedna zlozka nulova (M—Oj,) * 0, M—o; = 0) [1].

Pre geometrické vztahy plati, Ze z pratu sa uvol'ni jednonasobne elementarny prvok 1
a Z neho nasledne trojnasobne elementarny prvok Qs. Prvok Qi je deformovany tak, Ze limitne
blizke prie¢ne prierezy y1, y2 sa nato¢ia okolo priamky leZiacej v priecnom priereze, pricom
povodna dizka dx prvku Qs sa zmeni o deformaény posuv du (obr. 3) [1]. Prierezy pratu zosta-
vaju kolmé k deformovane;j strednici. Ked’ze priecne prierezy zostavaju aj po natoceni rovinné
a pri zvolenom zakladnom ohybe (Mo=Moy) sa natacaju okolo priamky, ktora je rovnobezna
S osou y, st posuvy du nezéavislé na siradnici y. Preto pre opis posuvu du je postacujica rovnica
priamky a nasledné zlozky tenzoru pretvorenia [1]:

12



du(z) = ay + b,z (8)

- Dlzkové pretvorenie v smere strednice prutu:

6 =D b ©

- Uhlové pretvorenia:
Yey =Vaz =0 (10)

- Prie¢ne pretvorenia:
£y = &, = —lUEy (11)

,Pri prostom ohybe st dlzkové pretvorenia rozloZené v priecnom priereze linedrne
a uhlové pretvorenia su nulové [1].

Obr. 3: Prut namahany ohybom [1]

Napitost’ v bode telesa je jednoosova a V pripade, ak plati, ze priecny prierez lezi v hlav-

nom centralnom stradnicovom systéme a M,, = 0 je urena napatim [1, 2]:

o= Moy _ MoyZ (12)
Wo Iy
-V pripade, Ze m # 0 a zaroven M,,, = 0, plati:
o= Moz, (13)
Iz
- KedZe obe napétia maji smer osi x, mozno ich algebraicky scitat’:
o= Moy z— Moz y (14)
Iy Jz

~  Pre koneé¢ny prvok dizky strednice y sa velkost’ energie napétosti rovna suétu energii
napdtosti od zloziek : M,, a M,,, ako zékladnych ohybov:

M3y f M3,
W = dx + dx 15
fy 2E], , 2E], (19)

Pri namahani ohybom dochadza k ohybaniu strednice priameho prizmatického prutu,
ktory vytvara ohybovu Ciaru. Posuvy bodov priecneho prierezu je mozné urcit’ v pripade, Ze st
zname deformacné charakteristiky, priehyby a uhly natocenia, v jednotlivych bodoch strednice.
Pre vyjadrenie tychto deformacii sa pouzivaji dva pristupy riesenia [1]:
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- Diferencialny pristup

Predpokladame zéakladny ohyb okolo osi y a posuv strednice v smere 0si z sa oznacuje W.
Vicsina strojnych stcasti musi byt dostatocne tuha, a teda vplyvom ohybu ich deformacie
musia byt malé (w'(x) « 1). Nasledne diferencialna rovnica prichybovej ¢iary ma nasledujtci
tvar, pricom znamienko zalezi od zavedenej znamienkovej konvencie a orientéacie os [1, 3]:

M

no_ 0y
E]y

Diferencialna rovnica prichybovej ¢iary sa rieSi naslednou integraciou, kde prva
integracia w'(X) sa rovna nato¢eniu strednice 0 uhol ¢ a druha integracia w'’(X) je rovna posuvu
strednice v smere osi z. Integra¢né konstanty st uréené na zaklade okrajovych podmienok
pre cely prut a podmienok spojitosti posuvov a natoceni na hraniciach danych tsekov [2].

w (16)

- Castiglianova veta (integralny pristup)

Vel'mi u¢inny pristup k analyze posuvov a uhlov natocenia je Castiglianova veta, ktora hovori,
ze posuv Ui pdsobiska I'ubovolnej sily po jej nositel’ke je rovny parcialnej derivacii celkovej
energie napétosti podl'a tejto sily. Obdobne natoCenie bodu @i Sa rovna derivacii celkovej
energie napitosti podla silovej dvojice, ktord vtomto bode pdsobi. Vztahy pre tieto
deformacné charakteristiky pre zakladny ohyb maju tvar [4]:

U = ow :f %BM_O}, (17)
‘Z%F ), EJ, oF

_OW _ [ Mgy M, )
YoM T, B, oM,

2.2.3 Krutenie

Prostym kratenim nazyvame namahanie priameho prizmatického pratu v pripade, ze plati [3]:
- priecne prierezy sa vzajomne natacaji okolo strednice pratu bez deformacie
- Su splnené prutové predpoklady
~ jedinou nenulovou zlozkou VVU je kritiaci moment Vk
- pre rieSenie statickej rovnovahy sa prvok uvolfiuje v nedeformovanom stave
- priecny prierez je kruhovy alebo medzikruhovy

Pri namahani prostym kratenim z hl'adiska deformécie elementarnych prvkov Q1 a Qs
mozno tvrdit, Ze vzdialenost’ dx limitne blizkych prie¢nych prierezov y1, y2 zostdva nezme-
nena, ¢o znamena ze dizkové pretvorenie €x je nulové (obr. 4). Ked’7e sa rozmerovo nemenia
ani priene prierezy, tak su tiezZ nulové pretvorenia v radidlnom (&) a obvodovom smere (&,).
Kvoli zachovaniu rovinnosti prie¢nych prierezov st nulové aj uhlové pretvorenia y,, a Vv do-
sledku rotacne symetrického charakteru deformécie st nulové tiez uhlové pretvorenia y,,, [3].

Jedinou nenulovou zlozkou pretvoreni je uhlové pretvorenie yy,, ktoré vznikne
v dosledku toho, Ze celd prvku Qs leZiace v rezoch yi1 a y2 sa vzajomne natocia o urcity
elementarny uhol dg [3]:

Yxo = PY (19)
Kde, p je polomer vSeobecného valcového rezu a ¥ je pomerny uhol skritenia:
do
9 =— 20
I (20)
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Obr. 4: Prut namahany kritenim [1]

»Pri prostom krateni vznikaju v priecnom priereze $Smykové napitia, ktoré st po

priereze rozlozené linearne, s nulovou hodnotou na strednici pratu. Normalové napitia su
nulové [1].

Vztah pre vypocet Smykového napitia ma tvar:

My My
T=—Fr=—9p 21
W, 7, (21)
Pre koneé¢ny prvok dizky strednice y sa velkost energie napitosti rovna:
MZ
W=f ng=f zak dx (22)
14 14 Jp

Uhol natocenia priecneho prierezu v bode A vyjadreny pomocou Castiglianove;j vety:

oW M, OM,
Py = j
y

_IW [ M oMy 23
oM, G]paMAdx 23)

2.3 Medzné stavy

Stav, kedy sa prave meni nejaka charakteristicka schopnost’ telesa plnit’ pozadovanu funkciu
alebo teleso Uplne straca tato schopnost’ sa nazyva medzny stav. Na vznik medzného stavu
posobi mnoho faktorov, ktoré sa delia na [1, 5]:

vonkajsie faktory: mechanické zat'aZenie, teplota, prostredie, energetické pole, chybna
manipulacia

vnutorné faktory: nevhodna vol'ba materidlu, nevhodna konstrukcia, vada materialu, ne-
dodrzanie technologie

Hlavné delenie medznych stavov [5]:

medzny stav deformacie

Mmedzny stav pruznosti

medzny stav stability(vzpernej stability, tvarove;j stability, stability trhlin)
medzné stavy suvisiace s poruSovanim telesa

2.3.1 Medzny stav pruznosti

Téato praca sa zaobera hlavne medznym stavom pruznosti (MSP), ktory je definovany tak, ze
pri jeho prekroc¢eni dochadza v bode telesa k vzniku zistiteI'nych plastickych deformacii [5].

Pre najjednoduchsi popis medzného stavu pruznosti pri v§eobecnej napatosti je nutné [3]:
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- Mmonotodnne rastlice zat'aZovanie
~ izotropny® material z hl'adiska MSP
- MSP opisany jedinou materialovou charakteristikou- vypoctovou medzou sklzu ok

Pre uréovanie MSP je taktiez dolezité sformulovanie tzv. podmienky plasticity, ¢o je
jeho matematické vyjadrenie a je potrebné poznat’ medznu hodnotu- medzu sklzu ok.
- Podmienku plasticity pre jednoosovu napétost’ je mozné vyjadrit’ v tvare [1]:

F(o) = ok (24)
- Podmienka plasticity pre trojosovu napétost’ je dana funkciou tenzoru napétia:
F(T,) = F(ax, gy, O'Z,Txy,Tyz,sz) = oy (25)

Grafické znézornenie podmienok plasticity je mozné pomocou Haighovho
priestoru (obr. 5), kde suradnicovymi osami su hlavné napitia. Podmienka plasticity je
znazornena plochou, ktord sa nazyva plocha plasticity. Zatazovanie je zndzornené krivkou
(zatazovacou drahou) a jej priese¢nik s plochou plasticity predstavuje medzny stav pruznosti
v Haighovom priestore [3].

G")

medzny stav

zat'azovacia
draha

plocha
plasticity

Obr. 5: Podmienka plasticity v Haighovom priestore. Prekreslené z [2]

Medzny stav pruznosti je ur¢eny velkost'ou Smykového napitia |‘L'p K| V istom reze pk
a podmienka plasticity ma tvar [1]:
F(Jtpu) = My (20
Kde, Mk je materialova charakteristika.

Najjednoduchsou formou funkcie F (vyjadrujica podmienku plasticity) je funkcia
linearna, pricom podmienka plasticity ma tvar [1]:

F(lTpkl) |TPK| Tmk (27)

Kde, tvk je materialova konStanta.

Podla volby rezu pk sa daju ziskat’ rdézne podmienky plasticity. Medzi zékladné
a najpouzivanejsie patria Trescova a Misesova.

3 Material, ktorého mechanicko-fyzikalne vlastnosti st rovnaké v kazdom smere [3]
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2.3.2 Podmienka plasticity max t

Podmienka plasticity maximalnych Smykovych napéti, znama tiez pod nazvom Trescova
podmienka, predpoklada, Ze rezom pk je rez, v ktorom posobi maximalne Smykové napatie Tmax
a je vyjadrena vztahom [3]:
Tmax = TMK (28)
,Podl'a podmienky plasticity max t, medzny stav pruznosti pri monoténnom zat'azovani
materidlu v zékladnom Struktirnom stave z nezat'azeného stavu nastane, ked’ maximalne Smy-
kové napitie dosiahne medzna hodnoty tmk, ktora je materialovou charakteristikou [3].
Vseobecna podmienka plasticity (pre hlavné napitia 61 > 62 > 63), ktora plati pre aku-
kol'vek napétost’ ma tvar:
Ox = 01 — 03 (29)

Aby bolo mozné ur¢it’ podmienku plasticity max © zo vSeobecného vztahu je nutné
poznat’ vSetky tri hlavné napétia. AvSak pre konkrétne typy napitosti je mozne zjednodusit’ tiito
podmienku plasticity, pripadne vzt'ah pre redukované napatie [1]:

- Jednoosova napitost’.

a) tahova
o= oy (30)
b) tlakova
lo| = ok (31)
- Smykova napitost’
Ok
Tx = ) (32)

Kde, 7 je medza sklzu v $myku.

- Prutova napétost’
Oreq =\ 0% + 4172 (33)

,Redukované napdtie ored je fiktivna hodnota jednoosového t'ahového napiétia, priradena
danej viacosove] napdtosti, ktora ma rovnakl prosti bezpeCnost voci vySetrovanému
medznému stavu ako tato viacosova napatost’ [1].

Graficky sa da podmienka plasticity max t znazornit’ v Haighovom priestore ako povrch
pravidelného Sestbokého hranola (obr. 6a). Krivkou plasticity je v oktaedrickej rovine pravi-

delny Sest'uholnik (obr. 6b). V Mohrovej rovine je to priamka vo vzdialenosti %" a maximalne

Mohrove kruznice sa pri dosiahnuti medzného stavu tejto priamky dotykajt (obr. 6¢). Ak kruz-
nice tato priamku pretinaju, je material v pruzne plastickom stave a Vv pripade, Ze sa priamky
nedotykaju, material je v elastickom stave [3].
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Obr. 6: Grafické zndzornenie podmienky plasticity max t. Prekreslené z [3]

2.3.3 Podmienka plasticity HMH

Podmienka plasticity HMH, pomenovana podl’a pracovnikov Hancky-Hebur-Mises, ktori ju
nezavisle formulovali, predpokladd, ze rezom pk je oktaedrickd rovina a je vyjadrend vzta-
hom [3]:
170l = Tok (34)

,,Podl'a podmienky plasticity HMH, medzny stav pruznosti pri monoténnom zat'azovani
materidlu v zakladnom S$truktirnom stave z nezat'azeného stavu nastane, ked oktaedrické
napétie dosiahne medznej hodnoty Tk, ktora je materialovou charakteristikou [3].*

Podmienka plasticity HMH pre vSeobecnu napdtost’ ur€ent hlavnymi napétiami 61, o2,
o3 ma tvar [1]:

Ox = \/%[(01 —03)% + (03 — 03)2 + (01 — 03)?] (35)

Pre zvlastne typy napétosti je podmienka HMH vyjadrena vzt'ahmi:

- Jednoosova napitost’:

a) tahova
b) tlakova
lo| = ok (37)
- Smykova napitost’:
o 38
Tg = —
K \/§ ( )

- Prutova napitost’:
Oreq =\ 0% + 312 (39)

V Haighovom priestore je graficky zndzornena podmienka plasticity HMH ako povrch
valcovej plochy (obr. 7a). V oktaedrickej rovine je to kruznica opisana pravidelnému
Sestuholniku vyjadrujucemu podmienku plasticity max t (obr. 7b). Aby bolo mozne znazornit’
podmienku HMH v Mohrovej rovine je nutné zaviest' Lodeho parameter ps, pomocou ktorého
je vyjadrena velkost’ stredného napitia 2. Najvacsi rozdiel medzi podmienkami max ta HMH
V Mohrovej rovine je pre us=0. V pripade pus=1 st obe podmienky zhodné (obr.7c) [1, 2].
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Obr. 7: Grafické zndzornenie podmienka plasticity HMH. Prekreslené z [3]
2.3.4 Sucinitel’ bezpecnosti

Pre vyjadrenie schopnosti telesa plnit’ pozadovanu funkciu sa pouziva pojem spolahlivost
ststavy. Spolahlivost’ je nutné posudit’ z hl'adiska toho ako sa moézu zmenit veli¢iny
ovplyviiujiice medzny stav sustavy. Pri prevadzke danej stistavy nemozno pripustit’ stavy blizke
medznym stavom, musi existovat’ uréita rezerva - bezpe¢nost. K urceniu bezpecnosti je nutné
poznat’ veli¢inu ktora popisuje vznik medzného stavu, ako napriklad deformaény parameter,
redukované napitie, zat'azovaciu silu a podobne. Pre tito veli¢inu je koeficient bezpecnosti
vyjadreny vzt'ahom [1]:
Ay

= (40)

Kde, am je medzna hodnota a op vyjadruje prevadzkova hodnotu prislusnej veli¢iny.

Pre medzny stav pruznosti je bezpecnost’:
Ok Ok
ki = = (41)

Omax Ored

2.4 Kombinované namahanie

Kombinované naméhanie vznikd v pripade, Ze na teleso pdsobi kombinacia jednoduchych
namahani. Pri 'ubovolne; kombinacii jednotlivych druhov namahani mdéze ddjst’ k tymto
pripadom napétosti [6]:

- jednoosova napitost, kedy jediné normalové napétie o je dané algebraickym suctom
jednotlivych napéti ¢ (napr. kombinacia Mo a N)

- rovinna napétost’ s napitiami o a T (napr. kombinacia Mo a T, Mo a M)

- rovinna napétost’ dana suc¢tom Smykovych napéti T (napr. kombinacia Mk a T)

Zakladnymi kombinaciami jednoduchého namahania su [3]:

- kombinacia tahu (N) a ohybového momentu (Mo)

- kombinacia ohybového momentu a kratiaceho momentu (M)
- kombindcia t'ahu a kritiaceho momentu

- kombindacia ohybového momentu a Smyku (T)
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2.4.1 Kombinacia N a Mo

Obr. 8: Napiitie a nebezpecné miesta v priecnom priereze kombindcie N a Mo

Napitie v bode prie¢neho prierezu:

0=0yp+ 0Oy =—"2— y+

M M N
oy 0z o ( 4 2)
Iy Iz S
Redukované napitie:

Ored = Oex (43)

Nebezpecné miesta priecneho prierezu sa nachadzaji na vrchnom a spodnom okraji
prierezu (body A a B na obr. 8). Nebezpecnejsie je to miesto, kde stiéet normalovych
napiti je vicsi, zcoho zaroven vyplyva menSia bezpecnost' k medznému stavu
pruznosti.

2.4.2 Kombinacia Mo a Mk

Obr. 9: Napdtie a nebezpecné miesta v priecnom priereze kombindcie M, a Mg

Napitie v bode prie¢neho prierezu:
M oy M oz

OpMo = Z
Iy Jz

y (44)
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My
Tk = ﬁp (45)

- Redukované napétie (max 1):

, (46)
Oreq = |05, + 4T2,

- Extrémne miesta od kratiaceho momentu Mk st po celom obvode prie¢neho prierezu
a od ohybového momentu st na dvoch protil'ahlych miestach prierezu (body A aB
na obr. 9). Nebezpe¢né body st teda dva a to tam kde je extrémna hodnota napéti c.

2.4.3 Kombinacia N a Mk

P S SR A

41 A A

Obr. 10: Napdtie a nebezpecné miesta v priecnom priereze kombindcie N a My

- Napitie v bode prie¢neho prierezu:

N
My
Tk = ﬁp (48)

- Redukované napétie (max 1):

Oreq = ’o*,\z, + 412, (49)

- Normalové napitie on je rozloZené po priereze konStantne a napidtie tmk od kratiaceho
momentu je rozloZené linedrne po celom vonkajSom obvode prie€neho prierezu.
Nebezpecné miesta st teda po celom vonkajSom obvode prierezu (obr. 10).
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244 Kombinacia Moa T

Obr. 11: Napdtie a nebezpecné miesta v priecnom priereze kombinacie Mya T

- Napitie v bode priecneho prierezu:

uo =22 =5y (50)
Tr = % (51)
- Redukované napitie:
Ored, = Oex, (52)
Oredg = Oexpg (53)
Ored, = 2Tex (54)

- Normalové napitia omo od ohybového momentu su po prieCnom priereze rozlozené
linedrne a Smykové napdtia od posuvajicej sily maji pre kruhovy prierez elipticky
priebeh a pre obdiznikovy prierez parabolicky. Extrémne napitia T st v miestach kde ¢
je nulové a opacne. Moznymi nebezpecnymi miestami priecneho prierezu su miesta,
kde napiitie ¢ je maximalne a cel neutrdlna os*, kde je maximélne napitie T (obr. 11).

2.5 Metoda konecnych prvkov

Metoda konecnych prvkov (MKP) je vSeobecna numerickd metoda, pomocou ktorej je mozné
riesit’ a simulovat’ problémy mechaniky telies ako napriklad napdtovo deformacna analyza
pri roznych druhoch zatazovania alebo kmitanie ststav. MKP ries$i aj problémy v inych
odvetviach inzinierstva modelovanim pradenia kvapalin, vedenia tepla, analyzou
elektromagnetického pol'a a podobne [1, 7].

Zakladnym principom MKP je diskretizacia (rozdelenie) spojitého rieSeného telesa
do mensich elementov (prvkov) kone¢ného poctu bez zbytku, ktoré tvoria geometricky model.
Zékladnym prvkom v rovine je Stvoruholnik, v priestore je to Sest’sten. AvSak niekedy je nutné
pouzit' zjednodusené tvary prvkov (trojuholnik, Stvorsten). Rozdelenie telesa na prvky je

4 Vyskytuje sa pri namahani ohybom, je to geometrické miesto bodov prie¢neho prierezu s nulovym dizkovym
pretvorenim a tym aj nulovym napatim od ohybu, prechadza taZiskom prieéneho prierezu [3]
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dolezité kvoli jednoduchSiemu matematickému popisu. Rohy tychto prvkov, pripadne d’alSie
vyznamné body (najcastejSie stredy hran) st uzlovymi bodmi, ktoré vytvaraju siet’, ktorej
hustota je kI'i¢ova pre presnost’ vysledkov, ale aj naro¢nost’ vypoctu [1, 8].

Pre napitova analyzu vySetrovaného telesa v obecnej priestorovej statickej ulohe
pozname celkom 15 nezndmych funkcii zavislych na premennych X, y, z:

- tri posuvy u,v,w
- Sest’ pretVOreni Exr €y €2y Yy Vyzr Vax
- Sest napéiti O0x) 0,02, Txy, Tyz, Tzx

Nezname funkcie st navzajom viazané systémom rovnic (rovnovahy, konstitutivne a geomet-
rické), ktoré musia byt’ splnené vo vnutri rieSenej oblasti. Musia byt tiez doplnené o okrajové
podmienky (geometrické alebo silové) [9].

2.5.1 Rovnice rovnovahy

Vyjadruji podmienky rovnovahy pre elementarny vnatorny prvok, na ktory posobia aj vonkaj-
sie objemové sily oy, 0y, 0, [N.m™]. Reprezentuju vzajomnu vizbu medzi zlozkami napiti, ktora
musi vzdy platit’ [9].
do, Ot ot
X + Xy + XZ

—0 55
ax "oy oz % (%)
0tyy 0doy, 07Ty,

i + 3y + Fp +0,=0 (56)
0 ot d
e T T 0,20 (57)

0x dy 0z

2.5.2 Geometrické rovnice

Geometrické rovnice su vztahy, ktoré vytvaraji vizbu medzi zlozZkami posuvov a pretvoreni.
Uvedené rovnice neobsahujt nelinearne ¢leny, ked’ze problémy v tejto praci st rieSené v oblasti
linedrnej pruznosti a pevnosti. Podmienkou platnosti tychto rovnic je malé pretvorenie (102 a
menej) [10].

Jdu
=2 (58)
d
g, = (59)
Yy ay
aw
g, = o (60)
B ou N ov 61
_ av N ow 62)
vz =5, dy
ow Jdu
4 63
Yax = 5% T 02 63)
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2.5.3 KonsStitutivne vztahy

Vyjadruju vztah medzi napitostou a deforméciou. Su vyjadrené pre linedrne pruzny
Hookovsky material, ktorého vlastnosti s uréené dvoma nezavislymi konstantami: modulom
pruznosti v tahu E a Poissonovym ¢islom p [9].

6 = 2 [0 — 4(oy + )] (64)
g = %[ay — u(oy + 0,)] (65)
6, == lo, — (o, +0,)] (66)
hy = 5y (67)
Ve = 27y (69)
Vox = % T (69)

Na rozdiel od modulu pruznosti v tahu a Poissonovej konsStanty je modul pruznosti

v Smyku G nezavislou materiadlovou veli¢inou:

- E
21+ p) (70)

2.5.4 OKkrajové podmienky

Okrajové podmienky o ktoré musi byt spomenuty systém rovnic doplneny maja dva druhy:
geometrické asilové. V rieSenom mieste asmere je mozné predpisat iba jeden druh
podmienky. Geometrické okrajové podmienky vyjadruji zadanie posuvov na urcitej Casti
povrchu rieSeného telesa I'y (0br. 12). Tieto posuvy su zname napriklad z posuvov okolitych
telies alebo z uloZenia vysetrovaného telesa. Zvicsa st oznacované u, U, w a plati [9]:
iu=u,v="v, w=w, (71)
Castym pripadom je pripad homogénnych geometrickych podmienok kde plati, Ze
vsetky posuvy st nulové [9]:
T=0=w=0 (72)

A

p

.

Obr. 12: Zatazené riesené teleso. Prekreslené z [9]

24



Druhym typom okrajovych podmienok st podmienky silové, ktoré vyjadruju rovnovahu
medzi vonkaj$imi a vnutornymi silami elementarneho prvku, ktory lezi na hranici vysetrovane;j
casti I'p (obr. 12). Ak je na I'y zadané vonkajsie plosné zatazenie p* = [py, py, p,] a zaroven
jednotkovy vektor normély k povrchu ma zloZKy a,, ay, a,, vyplyva z toho Ze [9]:

Ip: Dx = OxQyx + Tyy @y + Typ0, (73)
Dy = TxyQx + 0,0y + 7,0, (74)
Dz = Txz0x + Ty, Qy + 0,a, (75)

V pripade, Ze tloha je rieSena pomocou deformacnej varianty MKP, tak v miestach
povrchu, kde nie je definovana ziadna okrajova podmienka je automaticky zadana homogénna
silova podmienka. Z toho vyplyva, ze pri presnom rieSeni je normalové aj Smykové napétie
V tomto mieste povrchu nulové [9].

2.5.5 Variaény princip MKP

V mechanike variaéné metddy vychadzaji z variacnych principov. Pre variaéni metodu MKP
je zékladom Lagrangeov varia¢ny princip, ktory je definovany ako: ,,Zo vSetkych funkecii
posuvov, ktoré zachovavaju spojitost’ telesa a spiiiajii geometrické okrajové podmienky, sa
realizuju iba tie, ktoré davaju celkovej potencialnej energii IT stacionarnu hodnotu [9].%
Vd’aka prirodnému principu, ktory hovori, Ze z moznych dejov prebehne v skuto¢nosti
iba ten, ku ktorého uskutocneniu je potrebné miniméalne mnozstvo energie plati, ze dana staci-
onarna hodnota je jednoznacna a zaroven predstavuje minimum potencialnej energie IT [1, 9]:
NI=W-P"P (76)

- Kde W je energia napétosti telesa Q:
1
W = —f oledV (77)
2Jq
- P je potencial vonkajsieho zat'azenia:

P =f uTodV+f updS (78)
Q r

p

- Vztah pre celkovu potencialnu energiu je mozné zapisat’ ako:
1
N=-UTKU—U"F (79)

Kde:
K — globalna matica tuhosti
U — globalna stipcova matica neznamych parametrov
F — globalna stipcova matica zat'aZenia
Langrangeov variacny princip hovori, Ze I1 ma nadobudat’ stacionarne hodnoty, z ¢oho vyplyva
podmienka:
an
v~ °
Parcidlnym derivovanim podla uq,u,, us, u, sa ziska ststava Styroch linedrnych
algebraickych rovnic:

(80)

KU=F (81)
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Pretoze matica tuhosti K je singularna®, sustava nema jednozna¢né riesenie. Preto je
nutné predpisat’ dostatocny pocet okrajovych podmienok, aby doslo k jednoznaénému urceniu
priestorovej polohy telesa [9].

5 Determinant matice je nulovy
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3 Vypoctova cast’

V nasledujtcej Casti tejto prace su analyzované vplyvy jednotlivych kombindcii prostého
namahania na pruty réznych prie¢nych prierezov vzhl'adom na medzny stav pruznosti. Na uvod
bol realizovany analyticky vypocet pratu s trividlnym prieénym prierezom vzhladom
na vypocet redukovaného napitia a bezpe¢nosti kK medznému stavu pruznosti. Nasledne boli
vSetky ostatné analyzy napéti a bezpecnosti k MSP v prie¢nych prierezoch prutov vykonané
pomocou metody konecnych prvkov vo vypoctovom programe Ansys Workbench 2021 R1.
Zakladnym prvkom tejto prace pre analyzu bezpeénosti k MSP je pomer kratiaceho
momentu vo¢i ohybovému R = Mg /M, ajeho obmeny. Materidlom vSetkych prutov bola
uvazovand konstrukéna ocel’ S235 s jej charakteristickymi mechanickymi vlastnostami:

- Minimalna medza sklzu pre menovité hrabky materialu [11]:

16 — 40 mm... ox = 225 MPa
40 — 100 mm... ok = 215 MPa

- Pevnost’ v tahu pre menovité hrubky materialu [11]:

3 —100 mm... Rm = 360 — 510 MPa
3.1 Analyticky vypocet

Analyticky vypocet je nutné vykonat zhladiska verifikdcie vypoctovych modelov
vyuzivanych v numerickom rieSeni. Pre toto overenie bol zvoleny prit s kruhovym prienym
prierezom s priemerom 0,02 m a diZkou 1 m, aby boli dodrZané pritové predpoklady (kap. 1.1).
Tento prat je na jednom konci pevne votknuty a na druhej strane je postupne zatazovany
ohybom, kratenim a na zaver kombinaciou tychto zatazovacich stavov.

3.1.1 Prut s kruhovym prierezom zat’aZeny ohybom

L & M,
y b, ’ < A
]Z -
1
d = 20 mm —> B GMO
1 =1000mm Mo @
M,= 100 Nm

6, = 225 MPa
Obr. 13: Prut zatazeny prostym ohybom

Ohybovy moment, ktorym je prut zatazovany je konstantny po celej dizke ako je zjavné
z obr. 13, z &oho vyplyva, Ze nebezpeéné miesto pozdiz strednice je v celej jej dizke. Pretoze
priebeh ohybového napétia v priecnom priereze je linearny, nebezpené miesta v priereze si
body A a B. V tychto bodoch pdsobi najvécsie normalové napdtie o, v bode A tlakové a v bode
B tahové (obr. 13). Smykové napitie je v celom priereze nulové.

Moy My d_ My 100 3o mp
Mo =W T wd* 2T wmd® w0028 oehre
64 32 32
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O_TZIZH — /0—1\2/10 + 3712 = ou, = 127,32 MPa
O_;r;gxr — W = oy, = 127,32 MPa

ok Ox 225
JHMH _ [maxt _ = = =1,767
k k gHMH = Gmaxt = 17732

3.1.2 Prit s kruhovym prierezom zat’aZeny Kriitenim

A7

!

|
d = 20 mm
1 =1000mm
M, @
M,= 100 Nm
6, = 225 MPa

Obr. 14: Prit zatazeny prostym kriitenim

Pri zat'azovani konstantnym kratenim, je podobne ako pri ohybe, nebezpednym miestom pozdiz
strednice cela dizka pratu. Nebezpeénym miestom v prie¢nom priereze je cely vonkajsi obvod,
na ktorom je maximalne Smykové napétie T (obr. 14). Normalové napétie je nulové.

_My_ M, d_ M, 100
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3.1.3 Prut s kruhovym prierezom zat’azeny kombinaciou prostého namahania
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>
¢ M,
y X <« A
Y MZ
Z —
1 /
d = 20 mm > B Oy, Ty,
1 =1000mm M, @
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M,= 100 Nm
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Obr. 15: Prit zatazeny kombindciou prostého namdhania

Pri zatazovani kombindciou prostého namahania st nebezpeCnymi miestami v prieCnom
priereze body A a B (obr. 15 a kap. 2.4.2). Uvedeny vzorovy vypocet je vykonany s pomerom
ohybovych momentov R = 1. Vysledky pre d’alSie pomery R st uvedené v tabul’ke 3.

Moy _Myd_ My 100
Mo =y, Twd* 2T mdd T moo028 e
64 32 32
MMy d_ My 100
Mk = T wdt 2T wdd T w0028 oot
32 16 16

ol = /0@0 + 372 = /127,322 + 3- 63,662 = 168,43 MPa

Orodt = O'IZV,O + 4713 = \/127,322 + 463,662 = 180,06 MPa

3.1.4 Verifikacia

Pre overenie pouzitého vypocétového modelu je nutné porovnat’ vysledky ziskané analytickou
metodou s vysledkami ziskanymi metédou koneénym prvkov v programe Ansys Workbench
2021 R1. Kedze sa daju predpokladat’ mierne rozdiely vo vysledkoch ziskanych tymito dvomi
metodami, uréime ich odchylku pomocou vztahu:

O.MIéP
re
1= anyika | - 100

red

s = (82)

Pre nazornejSie demonstrovanie odchylok s porovnané redukované napétia namiesto
porovnania bezpecnosti, pri ktorych dochadza k skresleniu vysledkov v dosledku zaokrtihl'ova-
nia. Zaroven su v porovnani vyjadrené vysledky pre podmienku HMH, ked’Ze je v praxi vyuzi-
vana CastejSie a obe podmienky st pocitané identickymi vypoctovymi modelmi, ¢ize sa daju
predpokladat’ obdobné odchylky. Analytické riesenie je porovnavané s numerickym rieSenim
dosiahnutym prostrednictvom prvkov BEAM 189 a SOLID 186.
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Tab. 1: Porovnanie redukovanych napdti pre prosty ohyb

. MKP Odchylka MKP Odchylka
Moment1 | Analyticky | geap BEAM SOLID SOLID
[Nm] [MPa] [MPa] [%] [MPa] [%]
100 127,32 127,59 0,212 127,42 0,079
Tab. 2: Porovnanie redukovanych napditi pre prosté kriitenie
. MKP Odchylka MKP Odchylka
pmEnte | ACEREIES | ponn BEAM SOLID SOLID
[Nm] [MPa] [MPa] [%] [MPa] [%]
100 110,26 110,49 0,208 110,41 0,136
Tab. 3: Porovnanie redukovanych napdti pre kombinované namdhanie
mgr?]r:rftrov Analvick MKP Odchylka MKP Odchylka
v YUCkY | geam BEAM SOLID SOLID
[-] [MPa] [MPa] [%] [MPa] [%]
0,1 127,8 128,06 0,203 127,89 0,07
0,5 138,75 139,04 0,209 138,82 0,05
1 168,43 168,78 0,208 168,5 0,042
1,3 191,73 192,12 0,203 191,81 0,042
1,5 208,73 209,16 0,206 208,82 0,043

Najskor su porovnavané vysledky redukovanych napiti pre zataz kruhového prierezu
prostym ohybom (tab. 1), nasledne pre zataz prostym kriatenim (tab. 2). Na zaver st analyzo-
vané vysledky kombinacie prostého namahania resp. pomerov ohybovych momentov (tab. 3).

Z vypocitanych dat mozno tvrdit’, Ze odchylky pre prvok SOLID boli menSie pre vSetky
zatazové stavy nez u prvku BEAM. Sucasne, z vysSie uvedenych tabuliek vyplyva, ze celkova
odchylka medzi analytickym vypoctom a numerickym vypoc¢tom pomocou MKP v software
ANSYS Workbench je v intervale od 0,042 % do 0,212 %. Na zaklade tychto zisteni mozno
tvrdit’, Ze pouzity vypoctovy model bol verifikovany ako spravny.

3.2 Numericky vypocet

V tejto Casti prace su numerickym vypoctom prostrednictvom metddy konecénych prvkov
analyzované pruty réznych prieCnych prierezov, priCom vSetky pruty st na jednom konci pevne
votknuté ana druhom konci su zatazované kombinaciou prostého namahania, konkrétne
ohybovym momentom okolo osi y a kritiacim momentom.

Kombinacia namahani je charakterizovana pomerom kratiaceho momentu k ohybo-
vému momentu okolo 0si y vo zvolenom stradnicovom systéme zobrazenom na obr. 16. Pri-
c¢om velkost’ ohybového momentu zostdva konStantnd a zvySuje sa hodnota kratiaceho mo-
mentu. Praty boli zat'azované kombinaciou prostého krutenia a prostého ohybu, ¢o ma za na-
sledok, ze normalové aj Smykové napitia s vo vsetkych variantoch prtov s réznymi prierezmi
konstantné po celej dizke strednice. To znamena, e nebezpeéné miesto pozdiz strednice sa
nachadza, rovnako ako v analytickom vypocéte (kap. 2.1), v celej jej dizke.

Pre kazdy priecny prierez prutu boli zhodnotené priebehy bezpecnosti podl'a podmienok
plasticity HMH amax t vzhladom ku kombinacidm namahani. Takisto boli zhodnotené
rozdiely bezpecnosti podla jednotlivych podmienok plasticity, ale aj rychlost zmeny
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bezpecnosti v zavislosti na charaktere namahania. Dalej bolo analyzované spravanie
a umiestnenie nebezpe¢ného miesta v prieénom priereze s najvac¢sim redukovanym napatim
resp. najnizSou bezpecnost'ou.

3.2.1 Vypoctovy model

Vypocty v programe Ansys Workbench boli vykonané na zostave HP ZBook s procesorom
Intel 17 s poctom jadier 4 o frekvencii 2,7 GHz, s pamdtou RAM 16GB a grafickou kartou
Nvidia Quadro K2100M.

UloZenia a zat'azenia pratov boli definované pomocou okrajovych podmienok, ktoré st
zobrazené na priklade pratu so Stvorcovym prierezom (obr. 16). Votknutie jedného konca pratu
bolo definované pomocou funkcie fixed support, ktora zamedzila deformacii bodov na tomto
konci pratu. Na druhom konci pratu bol zadany moment pomocou jednotlivych zloziek v osiach
xay.

Siet’ kone¢nych prvkov vypoctovych modelov jednotlivych prutov bola tvorena hlavne
kvadratickymi priestorovymi prvkami SOLID 186. Velkost’ prvkov v priecnom priereze bola
priblizne 1 mm. V axidlnom smere pratov bola velkost' prvkov priemerne 30 mm
pre urychlenie vypoétu a docielenie mensieho poctu prvkov. Avsak v strednej Casti pratu bola
siet’ zjemnena V axidlnom smere na dizku 1 mm (obr. 17). Toto zjemnenie bolo vykonané
zdovodu, ze vysledky boli ziskavané zo strednej casti pratu, aby bolo zamedzené
nepresnostiam spdsobenym okrajovymi podmienkami na jednotlivych koncoch pritov.

[ Morment: 127,13 Memm
B Fixed Support

%
0,00 150,00 300,00 {rmrr)
] ]
75,00 225,00

Obr. 16: Okrajové podmienky pre priit so §tvorcovym prierezom

20,00 60,00

Obr. 17: Zobrazenie siete v okoli strednej casti priitu so Stvorcovym prierezom
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3.2.2 Porovnanie pratov s kruhovym a eliptickym prie¢nym prierezom

Kruhovy a elipticky prie¢ny prierez su geometricky pribuzné tvary, preto je mozné v istych
aspektoch predpokladat’ porovnatelné vysledky. Pre komparaciu bol zvoleny prut s kruhovym
prierezom s priemerom 0,02 m aprat s eliptickym prierezom s dizkou hlavnej osi 0,04 m
a vedlajsej osi 0,02 m. Oba pruty s dizkou 1 m. Analyza bola vykonana na intervale pomeru
R =<0,1; 1,5>.

Najskor bolo nutné spocitat maximalne redukované napétie, z ¢oho bola nasledne
vyjadrena bezpeénost k MSP. Dalej boli vysledky vynesené do grafu zavislosti bezpeénosti
k MSP podl'a podmienok plasticity HMH a max t na kombinacii namahani (obr. 18). Stucasne
boli znazornené rozlozenia redukovanych napéti v priecnych prierezoch spolo¢ne s ich
extrémnymi hodnotami v charakteristickych hodnotach R (obr. 19 — 22).
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Obr. 18: Priebeh bezpecnosti pritov s kruhovym a eliptickym prierezom vzhladom na pomer R

Z priebehu bezpecnosti (obr. 18) vyplyva, Ze pre prut S kruhovym prierezom, bezpec-
nost’ pre obe podmienky plasticity plynulo klesa s rastiicim pomerom R resp. so zvySujlicim sa
redukovanym napitim. Je to sposobené skutocnost’'ou, Ze nebezpecné miesto v kruhovom priec-
nom priereze sa nemeni so zvysujiicim sa pomerom R a redukované napiétie plynulo rastie. Pre
I'ubovolni kombinaciu nenulového ohybového momentu s kratiacim momentom sa kritické
miesto s maximalnym redukovanym napétim resp. minimalnou bezpeénost'ou k MSP nachadza
na vrchnom a spodnom vlakne kruhového prierezu (obr. 19, obr. 21).

Pre prut s eliptickym prierezom plati, Ze pri zvySovani kritiaceho momentu dochadza
k skokovej zmene nebezpecného miesta v prieénom priereze z vrchného a spodného vldkna
hlavnej polosi na konce vedlajsej polosi (obr. 20, obr. 22). Tato skokova zmena je zjavna aj
v grafickej zavislosti priebehu bezpecnosti (obr. 18). Pricom, pokial’ ned6jde k zmene miesta
S maximalnym redukovanym napétim, priebeh bezpecnosti pre elipticky prierez je takmer
identicky ako pre kruhovy. Takisto je zrejmé, Ze k tejto zmene dochadza pre jednotlivé
podmienky plasticity vinych pomeroch R. Konkrétne pre podmienku HMH k zmene
nebezpecného miesta dochadza pri pomere R = 0,67 a pre podmienku max t pri hodnote
R =0,58. Po dosiahnuti tychto pomerov kratiaceho momentu k ohybovému sa meni tvar
priebehu bezpecnosti, ¢o ma za nasledok, ze bezpecnost’ zacina rychlejsie klesat’ so zvySujicim

24

sa pomerom R. V pripade, zeby bol prut d’alej zat'azovany s vi¢sim pomerom R ako 1,5,
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priebeh bezpecnosti by zacal klesat’ miernejSie a limitne by sa blizil k hodnote bezpec¢nosti 0.
Keby bol prit s eliptickym prierezom zat'azovany ohybovym momentom v osi z, nedochadzalo
by k zmene nebezpecného miesta, pretoze by sa vo vSetkych pripadoch nachadzalo na krajnych
vlaknach kratsej polosi elipsy.

0,000 5,000 10,000 (rrrr) 0,000 15,000 30,000 {rrn)
]

e T
Obr. 19: Rozlozenie redukovaného napdtia Obr. 20: Rozlozenie redukovaného napdtia
v kruhovom priereze pri R = 0,1 v eliptickom priereze priR = 0,1

0,000 5,000 10,000 (i) 0,000 15,000 30,000 (mirn)
]

I . | T
2,300 7,300 7.300 22,500
Obr. 21: Rozlozenie redukovaného napidtia Obr.22: Rozlozenie redukovaného napdtia v
v kruhovom priereze priR = 1,5 eliptickom priereze priR =1,5

Pretoze pre vypocet bezpecnosti boli vyuzité dve podmienky plasticity (max T a HMH),
bola vykonana analyza rozdielu tychto podmienok v zavislosti na pomere R (obr. 23).
Konkrétne boli hodnoty bezpecnosti k MSP podl'a podmienky max t od¢itané od bezpecnosti
pre podmienku HMH. Takisto ako u priebehu bezpecnosti, aj rozdiel podmienok plasticity je
identicky pre oba typy prierezov po hodnotu pomeru R = 0,58. Od tohto bodu so zvySujucim sa
pomerom R, pre prut s kruhovym prie¢nym prierezom rozdiel podmienok d’alej plynulo a
mierne rastie. Avsak pre elipticky prierez sa za¢ina rozdiel podmienok rapidne zvéacSovat’ az
do bodu s hodnotou R = 0,67. Tento rapidny rast rozdielu podmienok u eliptického prierezu je
sposobeny prave rozdielnym miestom zlomu jednotlivych podmienok a prave preto sa deje
v rozmedzi bodov, v ktorych dochadza k skokovej zmene nebezpecného miesta pre jednotlivé
podmienky plasticity. Nasledne sa so zvySujucim krGtiacim momentom resp. pomerom R
jednotlivé podmienky platné pre elipticky prierez priblizuja, a teda ich rozdiel sa postupne
zmensuje.
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Obr. 23: Zndzornenie rozdielov podmienok plasticity priitov s kruhovym a eliptickym prierezom

Pre overenie platnosti geometrickych rovnic MKP (kap. 1.5.2) bol vykonany vypocet
maximalneho redukovaného pretvorenia. NajvicSie pretvorenie zo vSetkych pomerov R
pre kruhovy prierez ma hodnotu 2,59-10"* a pre elipticky prierez je to 4,14-10*. Tieto hodnoty
jednoznaéne spinaji podmienku platnosti geometrickych rovnic, t.j. pretvorenie ma byt radovo
mensie ako 1072,

3.2.3 Porovnanie pritov so $tvorcovym a obdiZnikovym prieénym prierezom

Stvorcovy a obdiznikovy prie¢ny prierez st rovnako ako kruhovy a elipticky, geometricky
podobné. Pre porovnanie bol zvoleny prit so §tvorcovym prierezom s dizkou strany 0,02 m
a prat s obd{znikovym prierezom s diZkou krat$ej strany 0,02 m a dlhsej 0,04 m. Oba pruty
s dizkou 1 m. Analyza bola vykonan4 na intervale pomeru R = <0,1; 1,5>. Aj v tomto pripade
bola pre porovnanie jednotlivych prierezov vynesena zavislost’ koeficientu bezpecnosti k MSP
pre podmienku HMH aj max 1 na kombinacii namahani R (obr. 24). Takisto, na obr. 25 az 28
su znédzornené umiestenia nebezpecnych miest v prie¢nych prierezoch.

4.5 T T T T T T T
— Stvorec HMH
al == Stvo’rec maxt ||
~ — Obdlznik HMH
AN ---- Obdiznik max t

351 ~

Koeficient bezpecnosti k MSP [-]
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Kombinacia namahani [-]
Obr. 24: Priebeh bezpecnosti priitov so Stvorcovym a obdlznikovym prierezom vzhladom na pomer R
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Pre prat so Stvorcovym prierezom plati podobne ako pre kruhovy prierez, Ze miesto
s maximalnym redukovanym napétim sa skokovo nemeni, ¢oho dokazom je plynuly pokles
bezpefnosti so zvySujucou sa hodnotou kombinacie namahani (obr.24). V pripade, ze
Stvorcovy prierez je zatazovany iba ohybom, nebezpeénym miestom su vrchna a spodnd hrana
prierezu. Akonéhle za¢ne na prut pdsobit’ kritiaci moment, nebezpecné miesto sa zredukuje iba
na stredy horizontalnych hran prierezu (Cerveny stitok na obr. 25), aj ked’ pri nizkych hodnotach
pomeru R je rozdiel v redukovanych napitiach na horizontalnych hranach minimalny.
So zvySujicim sa pomerom R, sa rozdiel vhodnotach redukovanych napdti medzi
nebezpecnym miestom a bodmi vjeho okoli na horizontalnych hranach zviacsuje, ale
umiestnenie kritického miesta sa uz nemeni (obr. 27). V pripade, ze by bol prit zatazovany
Cistym kratenim, nebezpe¢nymi miestami by boli stredy vSetkych hran Stvorcového prierezu.

U pratu s obdiznikovym prierezom orientovanym tak, Ze dlhsia strana je rovnobezna
sosou z, dochadza k skokovej zmene kritického miesta zo stredov horizontalnych hran
(obr. 26) do stredov vertikalnych hran (obr. 28). Tuto zmenu je mozné vy¢itat’ zo zlomu Vv prie-
behoch bezpeénosti (obr. 24). Avsak tato zmena priebehov bezpeénosti nie je u obdiznikového
prierezu taka zrejma ako tomu bolo u pratu s eliptickym prierezom, ¢o je spdsobené skutocnos-
tou, Ze bezpeénost v oblasti pred zlomom, s rasticim pomerom R u obdiznikového prierezu
klesala rychlejsie ako u eliptického. Takisto je mozné vidiet, ze k zZlomom dochadza pre kazda
podmienku plasticity v inom bode. Konkrétne v bode R = 0,7 (HMH) aR = 0,61 (max t). Za-
roven v priebehoch bezpeénosti je mozné pozorovat’ odlisnost’ od priebehov pre kruhovy a elip-
ticky prierez. Zatial’ ¢o pre pruty s kruhovym a eliptickym prierezom plati, Ze do bodu zlomu
priebehov pre elipticky prierez su priebehy a rychlost’ poklesu bezpecnosti takmer zhodné, pre
$tvorcovy a obdiznikovy prierez su priebehy ihned’ od zagiatku zataZzovania rozdielne.

0,000 10,000 20,000 {rmrm}) 0,000 15,000 30,000 (mm)
]

5.000 15.000 7.500 22,500
Obr. 25: Rozlozenie redukovaného napdtia Obr. 26: Rozlozenie redukovaného napditia

Vv Stvorcovom priereze pri R = 0,1 v obdlznikovom priereze pri R = 0,1
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Obr. 27: RozlozZenie redukovaného napdtia Obr. 28: RozlozZenie redukovaného napditia
V Stvorcovom priereze pri R = 1,5 V obdlzZnikovom priereze pri R = 1,5
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Zavislost rozdielu podmienok na kombinacii namahani je zobrazena na obr. 29. Rozdiel
podmienok plasticity bol ziskany od¢itanim hodnét bezpecnosti podl'a max t od bezpecnosti
pre podmienku HMH. Pre rozdiel podmienok pruatu so Stvorcovym prierezom plati, Ze spociatku
plynulo rastie, avSak v oblasti okolo pomeru R = 0,9 dochadza takmer k ustaleniu rozdielu
podmienok a d’alej tento rozdiel vel'mi mierne klesa.

Pre prit s obdiznikovym prierezom plati, Ze rozdiel podmienok sa plynulo zviésuje
po hodnotu pomeru R = 0,61, ¢o je bod zlomu priebehu bezpecnosti pre podmienku max .
Od tohto bodu dochadza k prudkému zvécSeniu rychlosti rastu rozdielu podmienok. Tento
rychly rast prebieha az do bodu R = 0,7, ¢o je bod zlomu priebehu bezpecnosti pre podmienku
HMH. Dalej so zvi¢ujucim sa pomerom R sa bezpeénosti jednotlivych podmienok priblizuji
(obr. 24), a teda ich rozdiel klesa (obr. 29).

Rovnako ako pre elipticky prierez, tak aj pre obdiZnikovy plati, kebyZe ohybovy
moment posobil v osi z, nedochadzalo by k skokovej zmene nebezpecného miesta, ale po cely
Cas by sa kritické miesto nachadzalo v strede dlhSich stran prierezu, a teda by nedochadzalo

k zZlomom v priebehu bezpeénosti, ani k nahlym zmenam velkosti rozdielu podmienok.
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Obr. 29: Zndzornenie rozdielov podmienok plasticity priitov so Stvorcovym a obd[znikovym prierezom
3.2.4 Pruts prieénym prierezom tvaru |

V technickej praxi st ¢asto vyuzivané nosniky s | profilom a preto bol vykonany rozbor tohto
realne vyuzivaného profilu. Pre analyzu bol zvoleny prut s prierezom typu HEB podl'a normy
DIN 1025-2 s normalizovanymi rozmermi v mm (obr. 30) [12]. Pre analyzu bola zvolena dizka
pratu 10 m. Analyza bola v tomto pripade vykonana na intervale pomeru R = <0,01; 1,5>.

V pripade, Ze je I profil zataZeny ¢istym ohybom, miestom s najvys$sim redukovanym
napdtim st vrchnd aspodnd hrana prie¢neho prierezu — modré Usecky (obr. 31). Avsak
postupnym zatazovanim pratu aj krutenim dochadza uz pri vel'mi malej hodnote pomeru R
k redukcii nebezpec¢ného miesta s najmensou bezpe¢nost'ou k MSP na stred vrchnej a spodnej
hrany prierezu — body A a B (obr. 31). Zaroveii podobne ako u §tvorcového a obdiznikového
prierezu je rozdiel hodnét redukovanych napiti na horizontdlnych hrandch minimalny.
Naslednym zvySovanim pomeru R sa tento rozdiel napiti zvacSuje a zaroven sa d’alSimi
nebezpecnymi miestami postupne zacinaji stavat jednotlivé radiusy v stojke | profilu.
Akonahle plati, ze pomer R = 0,05 (max t) a R = 0,0575 (HMH), dochadza k osamostatneniu
nebezpecného miesta iba do radiusov — ¢ervené krivky (obr. 31).
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Obr. 30: Normalizované rozmery HEB profilu Obr. 31: Nebezpecné miesta v priecnom priereze

Zmena nebezpeéného miesta nie je tak zretena v grafickom zobrazeni zavislosti
koeficientu bezpecnosti na kombinacii naméhani (obr. 32) ako tomu bolo napriklad u pratu
s eliptickym prierezom. AvSak tato zmenu je mozné vidiet' v zavislosti rozdielu bezpecnosti
podrla jednotlivych podmienok plasticity (obr. 33). V tomto pripade je zrejmé, Ze po hodnotu
R = 0,05, kde sa nebezpe¢né miesta nachadzaji este na vrchnej a spodnej hrane prierezu, rozdiel
podmienok plasticity rastie. V tomto bode ddjde k osamostatneniu nebezpe¢ného miesta
Vv radiuse podl'a max t a az do hodnoty R = 0,0575, ¢o je miesto osamostatnenia pre HMH,
rozdiel bezpecnosti k MSP rastie eSte rychlejSie. Od tohto bodu sa nasledne bezpecnosti podla
jednotlivych podmienok priblizuju.
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Obr. 32: Priebeh bezpecnosti pritu s priecnym prierezom tvaru I vzhladom na pomer R

Co je viak mozné vy¢itat’ z priebehu bezpecnosti (obr. 32), je fakt, Ze uz pri minimal-
nom zat'aZeni pratu kratiacim momentom, a teda zva¢sujucom sa pomere R, dochadza k rapid-
nemu poklesu bezpec¢nosti k MSP. Napriklad pre podmienku HMH od pomeru R = 0,01 do po-
meru R = 0,2, dochadza k poklesu bezpeénosti z hodnoty 47,08 na hodnotu 9,27. Co je pokles
bezpecnosti 0 37,81 pri zvyseni pomeru R iba o 0,19. Bezpecnost’ prudko klesa az po hodnotu
priblizne 5 a nasledne je priebeh bezpecnosti miernejsi, limitne sa bliziaci k 0. Z tychto zisteni
mozno usudit, ze prity s priecnym prierezom tvaru I, konkrétne v tomto pripade s HEB profi-
lom, st veI'mi citlivé na kratenie. Je to samozrejme sposobené aj faktom, ze radiusy su koncen-
tratory napétia a da sa v nich ocakavat’ prudky narast napiti, co sa v tomto pripade potvrdilo.
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Obr. 33: Zndzornenie rozdielu podmienok plasticity priitu s priecnym prierezom tvaru |

Takisto bol vykonany vypocet maximalnych redukovanych pretvoreni, ktorych hodnota
bola radovo 1073, ¢o spifia podmienku malych pretvoreni pre platnost’ geometrickych rovnic
MKP (kap. 1.5.2).

3.2.5 Pruats prieénym prierezom tvaru L

Casto vyuzivanym profilom v praxi je takisto L profil. Pre vypo&et bol zvoleny prit s prierezom
tvaru rovnoramenného L podl’a normy EN 10056 s normalizovanymi rozmermi vV mm (obr. 34)
a dizkou 2 m [13]. Analyza bola vykonana na intervale pomeru R = <0,01; 1,5>.

Vzhl'adom na pritomnost’ radiusu sa dal predpokladat’ obdobny priebeh bezpecnosti
ako u pratu s HEB profilom. AvSak v pripade prutu s L profilom nedochadza k prudkému
poklesu bezpecnosti okamzite po zvySeni pomeru R, resp. pri nizkom zat'azeni od krutiaceho
momentu (obr. 36) ako tomu bolo u HEB profilu. Pre prat s L profilom plati, ze po hodnoty
R=0,182 (HMH) aR = 0,147 (max t) sa nebezpeéné miesto nachadza na vrchnej Casti
priecneho prierezu, konkrétne vo vrchnom radiuse — modra cast’ (obr. 35) a zaroven v tomto
intervale bezpecnost’ klesa mierne (obr. 36). Avsak ihned’ po prekroceni spominanych hodnot
R dochadza k skokovej zmene miesta s minimalnou bezpeénostou v priereze do radiusu —
cervena cCast’ (obr. 35), kde nebezpecné miesto zotrvava pri akomkol'vek zvySeni krutiaceho
momentu. Stcasne pri tejto skokovej zmene, podobne ako uHEB profilu, dochadza
k prudkému poklesu bezpeénosti k MSP, ¢o je ovplyvnené skuto¢nostou, ze radius je
koncentrator napatia.
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Obr. 34: Normalizované rozmery L profilu Obr. 35: Nebezpecné miesta v priecnom priereze
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Obr. 36. Priebeh bezpecnosti pritu S priecnym prierezom tvaru L vzhladom na pomer R

Ostré zmeny priebehov bezpe¢nosti a zmeny nebezpecného miesta v priereze su zjavné
aj zo zavislosti rozdielu bezpe¢nosti podl'a jednotlivych podmienok na pomere R (obr. 37). Kde
po R = 0,147, ¢o je miesto, v ktorom dochadza k prudkej zmene priebehu bezpecnosti podla
podmienky max t (obr. 36), rozdiel podmienok plynulo rastie. AvSak od tohto bodu rozdiel
podmienok prudko narastd az do bodu R = 0,182, ¢o je bod ostrého zlomu priebehu bezpecnosti
podl'a podmienky HMH (obr. 36). Od tohto bodu sa rozdiel podmienok postupne zmensuje.
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Obr. 37: Znazornenie rozdielov podmienok plasticity prutu s priecnym prierezom tvaru L
Na zéklade predoslych zisteni, mozno tvrdit, ze pruty s prienym prierezom tvaru
rovnoramenného L su podobne ako pruty s HEB profilom citlivé na zataz od kratiaceho

momentu. Avsak L profil je o nieCo odolnejsi, a k prudkému poklesu bezpecnosti dochadza
pri vy$som pomere R ako u HEB profilu.
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3.2.6 Prut s prieCnym prierezom tvaru dutej elipsy

Pre demonstraciu pratu s dutym prieénym prierezom bola vykonana analyza pratu s profilom
dutej elipsy, ktorého dizka je 2 m a rozmery prieéneho prierezu v mm st zobrazené na obr. 38.
Vypocet prebiehal na intervale R = <0,1;1,5>.

Postupnym zat'azovanim prutu bolo zistené, ze u profilu tvaru dutej elipsy podobne ako
u profilu tvaru plnej elipsy, pri nizkych hodnotach pomeru R, a teda kombinacii namahani, kedy
eSte prevladaju ucinky od ohybového momentu, sa nebezpecné miesta V priecnom priereze
nachadzaji na vrchnom aspodnom vlakne — body Aa B (obr. 39). V tychto bodoch sa
nebezpecné miesto nachadza az po hodnotu R = 0,564 (max 1), resp. R = 0,654 (HMH), kedy
dochadza k zlomu priebehov bezpecnosti k MSP. Do tohto momentu bol narast redukovaného
napétia, a teda aj pokles bezpecnosti mierny (obr. 40).

V okamihu zlomu jednotlivych priebehov bezpecnosti nedochadza k skokovej zmene
nebezpecného miesta, ako tomu bolo pri ostatnych skiimanych prierezoch, ale v danych
pomeroch sa nebezpetné miesta prierezu zac¢inaji postupne postvat’ po vonkajsich vlaknach
v smere Sipok (obr. 39). Zaroveni vtomto okamihu, spolu s postvajucimi sa kritickymi
miestami, sa zaéina rychlejSie zvySovat’ redukované napitie, a teda dochadza k prudsiemu
poklesu bezpec¢nosti (obr. 40). Naslednym zvySovanim pomeru R sa nebezpecné miesta
postupne presunu az do bodov C a D (obr. 39).
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Obr. 40: Priebeh bezpecnosti priitu s priecnym prierezom tvaru dutej elipsy vzhladom na pomer R
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Zavislost’ rozdielu bezpecnosti podla jednotlivych podmienok (obr. 41) potvrdzuje
predoslé vysledky, odkial’ je zrejmé, Ze rozdiel sa postupne zvySuje v oblasti do pomeru
R = 0,564, kedy sa zacinaju presuvat’ nebezpecné miesta a zaroven dochadza k zlomu priebehu
bezpecnosti pre podmienku max 1. Od tohto okamihu az do miesta R = 0,654, kedy dochadza
k podobnym javom pre podmienku HMH, rozdiel podmienok prudko a takmer linearne rastie.
V d’alSom priebehu rozdiel rastie, ale rychlost’ zmeny je mensia. V bode pre R = 0,79 dosiahne
rozdiel podmienok maximum aod tohto okamihu sa rozdiel postupne zmenSuje, o je
sposobené limitnym priblizovanim sa bezpecnosti podla oboch podmienok k hodnote
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Obr. 41: Zndzornenie rozdielu podmienok plasticity pritu s priecnym prierezom tvaru dutej elipsy

Takisto bola pre pruat s prierezom dutej elipsy skontrolovana platnost’ geometrickych
rovnic. Maximalne redukované pretvorenie dosahovalo v tomto pripade hodnoty radovo 107,
&o takisto spiiia podmienku malych pretvoreni (107?).
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4 Zaver

Na uvod prace, v druhej kapitole boli vysvetlené dolezité teoretické pojmy ohladom
kombinovaného namahania, medzného stavu pruznosti, podmienok plasticity a metody
kone¢nych prvkov, ktoré boli neskor vo vypoctovej Casti vyuzivané.

Nasledne vo vypoctovej Casti boli na uvod porovnané vysledky analytického a nume-
rického vypoctu pre prut s kruhovym prierezom, pre overenie spravnosti pouzivané¢ho vypoc-
tového modelu. Ked’ze odchylky medzi analytickym a numerickym vypoctom sa pohybovali
Vv intervale od 0,042 % do 0,212 %, bolo mozné pouzity vypoctovy model v programe Ansys
Workbench povazovat’ za vyhovujuci pre vypocty d’alSich pratov s réznymi prierezmi.

V analyze jednotlivych pratov s rozdielnymi tvarmi prieénych prierezov bola najskor
vykonana komparacia pritu s kruhovym prierezom vocéi prutu s eliptickym prierezom. Bolo
zistené, ze pre kruhovy prierez, u ktorého nedochiadza k zmene nebezpecného miesta
S0 zvySujucim sa pomerom R, redukované napitie plynulo rastie, co ma za nasledok, ze
bezpecnost’ k MSP u tohto pratu plynulo klesa. AvsSak pre elipticky prierez, pri ktorom sa
nebezpeéné miesto v istom okamihu skokovo meni, dochadza k zjavnej zmene rastu
redukovaného napitia, a teda aj ostrému zlomu v priebehu bezpecnosti.

Predoslé zistenia boli potvrdené v porovnani pratu so Stvorcovym prierezom a prutu
s obdiznikovym prierezom, kde bolo mozne pozorovat’ analogické vystupy v podobe plynulého
poklesu bezpecnosti u Stvorcového prierezu, pri ktorom nedochadzalo k skokovej zmene ne-
bezpeéného miesta. Naopak u obdiznikového prierezu podobne ako u eliptického, pri nahle;
zmene nebezpecného miesta, doslo k zmene priebehu bezpecnosti a jej rychlejSiemu poklesu.

Treti vySetrovany prierez mal tvar pismena I, konkrétne typu HEB. V tomto pripade
takisto doslo k skokovej zmene, avsak do radiusu, ktory je koncentratorom napétia, a zaroven
k tejto zmene doslo pri ovel'a niz§om pomere R ako u obdiznikového alebo eliptického prierezu.
Bezpetnost k MSP pre tento prierez zat'azovany kombinaciou ohybu a krutenia ihned
od zaciatku klesala rychlo.

Pre prut s prierezom tvaru rovnoramenného L tiez dochadzalo k skokovej zmene nebez-
pecného miesta do radiusu, avsak nie ihned’ po zvySeni kratiaceho momentu ako u HEB profilu,
ale aj napriek tomu k zmene doslo ovela skor ako napriklad u eliptického prierezu. Akonahle
vSak k zmene doslo, bezpecnost’ k MSP zacala prudko klesat’ so zvySujiicim sa pomerom R.

Na zéver bol analyzovany netradi¢ny, v praxi takmer nevyuZivany priecny prierez tvaru
dutej elipsy, ktory vykazoval zaujimavé vysledky, kedy nedochadzalo k skokovej zmene
nebezpecného miesta v priecnom priereze, ale K jeho postupnému prestivaniu sa po vonkajSom
vlakne prierezu. AvsSak priebeh bezpecnosti k MSP ovplyvnil okamih, kedy sa nebezpetné
miesto odputalo od pdvodnej pozicie a zacalo sa prestvat’.

Zrozboru vsetkych sktimanych typov priecnych prierezov vyplyva, ze hodnota
a priebeh bezpecnosti k MSP pre prutové teleso je Uzko spéta s chovanim a umiestnenim
nebezpecného miesta v priecnom priereze. Z prutov analyzovanych v tejto praci je zrejmé, ze
pokial’ sa v prie¢nom priereze nachadza radius, a teda koncentrator napitia, je tento prat vel'mi
citlivy vzhl'adom k MSP na vplyv kratenia. Takisto bolo zistené, ze pokial’ nedochadza k zmene
polohy nebezpe¢ného miesta v priereze, tak redukované napatie plynulo a pozvolna rastie, ¢o
ma za nasledok, ze bezpecnost’ k MSP neklesa prudko a nedochadza k prudkym zmenam v jej
priebehu. Avsak v pripade, ze k skokovej zmene nebezpe¢ného miesta dojde, a zaroven pri tejto
zmene dochadza k vyraznej zmene rastu redukovaného napétia, dochadza aj k zmene priebehu
bezpecnosti k MSP a jej rychlejSiemu poklesu. Zo skimanych profilov pritov mozno
za najkritickejsi voci MSP povazovat profil tvaru I typu HEB.
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