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Uvod

Cilem této bakalarské prace je predstavit ctenafi systém pocitacové algebry
Maxima a ukézat jeho vyhody pfi feseni prikladii z linearni algebry. Program
Maxima byl vybran predevsim diky tomu, Ze je zcela zdarma a miize jej vyuzivat
kdokoliv. Motivaci pti vybéru tohoto tématu byl autortiv vztah k matematickym
programim, zejména programu Matlab. Pro studium dalsich kapitol je predpo-
kladano, Ze ¢tenaf ma osvojenou teorii ze skripta [3]. P¥iklady budou pfevazné
Cerpany ze skript [3] a [4].

V prvni kapitole je popsana historie programu Maxima a popis grafického
uzivatelského rozhrani.

Druha kapitola je vénovana tomu, aby se ¢tenaf naucil zakladni praci s progra-
mem, protoze pro plné pochopeni nasledujicich kapitol je nutna zakladni znalost
prace s programem Maxima.

Ve treti kapitole se ¢tenar dozvi, jak pracovat a nasledné provadét maticové
operace v programu Maxima.

Ve ¢tvrté kapitole je ¢tenaf seznamen s vektorovymi prostory a praci s nimi
v programu Maxima.

Pat4 kapitola je zaméfena na ¢tvercové matice. Ctenai se seznadmi se zaklad-
nimi operacemi a nasledné jejich interpretaci v programu Maxima.

V Sesté Casti je Ctendl seznamen se soustavami linedrnich rovnic a jejich fese-
nim v programu Maxima.

Maxima.

Prace byla zpracovana pomoci typografického systému HTEX.



1 Systém pocitacové algebry Maxima

V této kapitole bude ctenari predstaven program Maxima a popsana jeho
historie. Déale bude popsano grafické uzivatelské rozhrani programu a jeho c¢asti

a nasledné bude ¢tenar seznamen se zakladnim ovladanim programu.

1.1 Historie a popis programu Maxima

Systém pocitacové algebry Maxima je multiplatformni software napsany v pro-
gramovacim jazyce Common Lisp a je distribuovany pod licenci GPL (General
public license), coz je jeho vyhodou, protoze jej muze vyuzivat kdokoliv, kdo ma
pocitac. A to zcela zdarma. Za pomoci Maximy muzeme provadét symbolické a
numerické vypocty na pocitaci. Naptiklad se jedna o feseni rovnic a soustav rov-
nic, integrovani, derivovani, maticové operace, vykreslovani grafii danych funkci
a mnoho dalsiho. Pracuje nad riiznymi ¢iselnymi télesy, tzn. mizeme pocitat nad
matematické vypocty v prijatelném case.

Program Maxima se vyuziva zejména pro matematickou analyzu a tudiz jsou
maticové operace znac¢né omezeny. Algoritmy pro maticové operace jsou lépe
implementovany napiiklad v programech Matlab, Pylab ¢i Octave. Posledni dva
jmenované maji licenci GPL a miizete si je zdarma stdhnout. Pro linearni algebru
vSak moznosti programu Maxima bohaté vystacuji.

Dnes je na trhu dostupnych mnoho systému pocitacové algebry. Mezi komerc-

nimi je tfeba zminit programy Maple, Mathematica a Matlab. Na druhou stranu

veve

SINGULAR a pravé Maxima.

Program Maxima je nasledovnikem projektu s nazvem Macsyma. Jde o sys-
tém pocitacové algebry vyvijen v MIT (Massachusetts Institute of Technology).
Zdrojové kédy byli roku 1982 predany tustavu Department of Energy a dané verze
byla pojmenovana jako DOE Macsyma. Nadale byl program vyvijen a udrzovan
profesorem Williamenem F. Schelterem z Univerzity v Texasu az do jeho smrti

v roce 2001. Od Department of Energy se profesorovi Schelterovi podarilo ziskat
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povoleni pro zvefejnéni zdrojovych kédi programu DOE Macsyma na Source-
Forge pod novym nazvem Maxima. Diky tomu je zajistén dalsi vyvoj a udrzba
systému komunitou lidi se zdjmem o aktualizaci a rozvoj tohoto programu. Sys-
tém od pocatku prosel mnoha aktualizacemi a nyni je momentéalné k dispozici
ve verzi Maxima 5.31.2 (leden 2014) pro opera¢ni systém Windows, kterd vysla
8. 10. 2013.

Vsechny informace potfebné pro instalaci a pfipadné stazeni soubori pro in-
stalaci systému jsou k dispozici na oficidlnich internetovych strankach projektu

http://maxima.sourceforge.net/.

1.2 Popis grafického prostiedi

Nyni se pokusime popsat grafické uzivatelské prostiedi wxMaxima a ukazat
jeho zakladni funkce. Prostfedi wxMaxima je grafické uzivatelské rozhrani pro-
gramu Maxima.

Jakmile zapneme program, vidime prostfedi, kde se v horni ¢asti nachézi menu
a pod nim tlac¢itka pro rychly pristup k urcitym, castéji uzivanym, ptikaztim New
document, Otevrit dokument, Tisk dokumentu, atd.

Polozka Soubor v menu skryva ptrikazy pro praci s danym souborem, takze zde
nalezneme tlac¢itka pro novy dokument, otevieni dokumentu, ulozeni, exportovani
a ukonceni aplikace.

Nasleduje polozka Editovat, ktera obsahuje tlacitka pro editaci zadaného textu.
Napftiklad krok vpied (redo), krok vzad, vyhledavani textu, zmensSeni ¢i zvétSeni
textu, atd. Nejdilezitéjsi je tlacitko pro Nastaveni. Implicitné je vyhodnoceni
nastavené pro kombinaci klaves Shift+Enter. Je vhodnéjsi v nastaveni povolit
polozku ,Enter vyhodnocuje vyraz“, kterda ndm umozni psat vyrazy a dale je
pomoci klavesy Enter pfimo vyhodnotit. Pokud si zménime vyhodnoceni pouze
na klavesu Enter, mizeme pak pomoci kombinace Shift+Enter prejit na dalsi
fadek a zadat vice prikazi soucasné. Pouzitim klavesy Enter se vSechny vyrazy
vyhodnoti.

Jinak k vyhodnocovani slouzi dalsi polozka menu Cell. Zde se nachazi moz-
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nosti vyhodnocovani zadanych prikazu.

Polozka Mazima obsahuje moznosti nastaveni programu. Mtzeme zde restar-
tovat program, vy¢istit pamét od nami definovanych proménnych, ukazat definice
funkeci ¢i zrusit funkcee.

Dalsi polozky menu Rovnice, Algebra, Analyza, Zjednodusit, Grafy a Nume-
rické vypocty obsahuji polozky, které nebudeme v nasi praci potiebovat.

Posledni ¢ast menu, kterou jsme zatim nerozebrali, je Ndpovéda. Zde narazime
na polozku Napovéda, ktera vyvola prehlednou napovédu k programu a mizeme
v ni hledat funkce ¢i vyrazy. Napovéda je off-line a obsahuje piiklady k danym
funkcim i grafické ukazky. Jedina nevyhoda pro uzivatele je, Ze ndpovéda je v an-
glickém jazyce. Napovédu je taktéz mozno vyvolat stiskem klavesy F1.

Dalsi formy napovédy jsou piikazy describe(), example() a apropos().
Funkce describe(p¥ikaz) popise jakou funkci vykonava piikaz, ktery jsme za-
dali. Funkce example (pfikaz) vrati priklady k zadanému piikazu. Funkce
apropos (hodnota) vypise vSechny funkce obsahujici ndmi zadanou hodnotu ve

svém nazvu.

1.3 Zakladni pravidla pro zadavani prikazu

Je nutné popsat postup zadavani prikazti do programu Maxima a vysvétlit
néktera zakladni pravidla. Vstupy maji oznaceni (%ix), kde x je ¢islo vstupu,
které se zvysuje s poctem zadanych piikazt. Kazdy vstup po vyhodnoceni preda
uzivateli vystup. Vystupy jsou znaceny (%ox), kde x je opét poradové ¢islo. Takze
napiiklad vstupu (%i1) odpovida vystup (%o1). Cislo na vstupu je stejné jako
na vystupu. Tim jsou jednoznacné pritazeny vystupni hodnoty k zadavanym pii-
kaziim.

Na jiz zadané vstupy ¢i jejich vystupy mizeme odkazovat. Pro odkazani na
posledni vystup staci pouzit pouze %. Pro starsi prikazy je potieba psat danou
identifikaci, tzn. vzdy psat %ix nebo %ox, kde x je ndmi pozadovany vyraz.

Pro lepsi pochopeni se lze podivat na nasledujici ukazku.
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(%i1)  3+3;
(%0l) 6

(hi2)  %x6;
(%02) 36

(%i3)  %ol1x10;

(%03) 60
Na vstupu (%i2) bylo odkazano na vystup (%o1) pomoci symbolu %, protoze

se jednalo o posledni vystup co program provedl.
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2 Zakladni prvky pro ovladani

V nésledujicich podkapitolach budou popsany urcité funkce a principy pro

zdkladni praci s programem Maxima.

2.1 Zakladni operace

Pro zékladni binarni operace jako s¢itani, odec¢itani, nasobeni a déleni pouziva
Maxima symboly +, —, % a /. Mocniny se zapisuji pomoci *~ nebo pomoci ** a pro
druhou odmocninu je zde funkce sqrt(vyraz), kde vyraz znamena c¢islo, které
chceme odmocnit. Pokud chceme pouzit jinou nez druhou odmocninu musime
pouzit exponencialni zapis.

Unarni operace faktorial a minus, ve smyslu opac¢ného prvku, zapisujeme sym-
boly ! (faktorial) a — (opacény prvek).

Chceme-li potlacit zobrazeni vysledku, napiSeme za vyraz znak $. Je potieba

si uvédomit prioritu prikazi, tzn. davat pozor na spravné psani zavorek.
(hi1)  sqrt(9);
(%o01) 3

(%hi2) 27°(1/3);

(%02) 3
(i3)  3°2;
(%03) 9
(%id)  3xx2;
(%o04) 9

(%15) 3+2$ 2+4$ 5+6;

(%07) 11
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(%i8) x~3/4;

5(73

4
(%19) x7(3/4);

(%08)

(%09) x1
Vstup (%15) prvni dva vyrazy nezobrazi, protoze zobrazeni je potlaceno sym-

bolem $.

2.2 Prirazeni a prikaz kill

Symboltim a fetézctim miizeme prifazovat hodnoty pro zrychleni prace. Ptira-
zujeme pomoci dvojtecky, ne pomoci rovna se jako je zvykem v jinych programech

¢1 programovacich jazycich. Pfifazeni mizeme odstranit pomoci kill(vjraz).
(hil) a:9;

(%01) 9

(hi2) 3*a;

(%02) 27

(%13)  kill(a);

(%03) done

(hi4) 3xa;

(%04) 3a

2.3 Znamé konstanty

V nésledujici tabulce ukazeme, jak zapsat konstanty v programu Maxima.
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konstanta | zapis
Eulerovo ¢islo e he
Imaginarni jednotka ¢ | %1
Ludolfovo ¢islo 7 | %pi
Reéalné nekonecno co | inf
Realné zaporné nekonec¢no —oo | minf
Logicka pravda | true
Logicka nepravda | false

Tab. 1: Prehled konstant v programu Maxima

2.4 Komplexni ¢éisla

Program Maxima pracuje i nad télesem komplexnich ¢isel. Dale bude cte-
nar seznamen se zapisem a zakladni praci nad timto télesem. Komplexni ¢isla

zadavame v algebraickém tvaru.
(%1i1)  k1:3+2%%i;

(%01) 2i+3

(%i2) k2:4-1%%i;

(%02) 4—1i

Nyni nasleduji operace sc¢itani, odecitani, nasobeni a déleni.
(%i3) k1+k2;
(%03) i+ 7
(%i4) k1-k2;
(%04) 3i—1
(%i5) k1xk2;
(%05) (4—1) (2i+3)

(%i6) k1/k2;
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29+ 3
4—1

Jak si muzeme vSimnout, operace nasobeni a déleni vrati soucin, respektive

(%06)

podil, bez jakychkoliv tprav. Pokud chceme, aby vysledek byl opét v zaklad-
nim algebraickém tvaru, musime pouzit pfikaz rectform(vyraz), kde za vyraz

dosadime to, co chceme upravit.
(%1i7) rectform(kilx*k2);
(%07) bi+ 14

(%18) rectform(kl/k2);

11: 10
(%08) F + 1—7

2.5 Zjednodusovani vyrazu

Dalsi zajimavosti je funkce na zjednodusovani vyrazi. Pro pouziti této funkce

slouzi prikaz ratsimp(vyraz), kde za vyraz dosadime to, co chceme zjednodusit.
(%i1)  ((x-1)"(3/2)-(1+x)*sqrt(x-1))/sqrt(x-1)/sqrt (1+x);
(r—1)7 —Va—1(x+1)

vr—1vz+1

(%12) ratsimp(%);

(%o01)

2
vVo+1

Déle zminujeme funkci radcan(vjraz), kterd zjednodusuje vyrazy obsahujici

(%02) —

logaritmy, exponenty a odmocniny.
(%13)  (log(x+x~2)-log(x))~a/log(1l+x)~(a/2)$

(%i4) radcan(%);

(%o04) log(z+1)2

16



3 Matice

Kazda podkapitola obsahuje potfebnou cast teorie, zbyla teorie muze byt
nalezena v [3] nebo [7].
Vsechny funkce programu Maxima, které pracuji s maticemi ¢i linedrni alge-

brou, nalezneme v napovédé v sekci Matrices and Linear Algebra.

3.1 Zapis matic a zakladni aritmetika

Definice 3.1.1. Necht 7 = (T,+,-) je ¢iselné téleso, m,n € N, a;; € T,

1 = 1,...,m,5=1,...,n. Potom schéma
a1 a12 ... Qip aijp1 a12 ... Qip
91 A22 ... Q9pn 921 A22 ... Qaopn
A= ] L ) , popi. A= . ]
Am1 Am2 - - - Amn Am1 Am2 - - - Amn

se nazyva matice typu m X n nad T.

Je-li a;; prvek matice, pak ¢islo ¢ nazveme fadkovy index a ¢islo j sloupcovy
index tohoto prvku.

Je-li ¥ = min {m, n}, pak fekneme, Ze prvky aii, ass, ..., a,. tvori hlavni dia-

gondlu a prvky ai,,2pn—1, .- ., Grp_(r—1) tvoii vedlejsi diagondlu matice A.

Poznamka: Matici A typu m X n muzeme také zapisovat ve zkraceném tvaru
A= lai ]| = s = (@85 mocn = (@),

Poznamka: Mnozinu v8ech matic typu m x n nad 7 budeme znacit M,,x, (T).

Mnozinu vech ¢tvercovych matice stupné n nad 7 budeme znacit M, (T).

My nejcastéji budeme pracovat nad ¢iselnym télesem realnych nebo komplex-

nich cisel.

Definice 3.1.2. Necht A = Haij” ,B = ||b”H € Myxn (T). Potom souctem matic
A a B rozumime matici A + B = ||CU|| € Mxn (T) takovou, Ze ¢;; = a;; + bij

prokazdé i =1,....m,3=1,...,n.
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Matice v programu Maxima se zapisuji pomoci funkce

matrix([fadek 1], [fadek 2], ..., [Fadek m]). TakZe nasledujici matice
1
1 0 —14 10 3 —9
A=|321 0 p=1074 -3

1

3

bychom v programu Maxima pfepsali nasledujicimi prikazy.
(%i1) A:matrix([1,0,-1,4],[3,-2,1,0],[1/2,sqrt(3),0,2]1)$;
(%i2) B:matrix([1,0,1/3,-2],[0,7,4,-3], [sqrt(2),2,-3/2,61)%;

Soucdet nebo rozdil miZzeme demonstrovat nasledné.

(%13)  A+B;
2 0 —g 2
(%03) 3 5 5 -3
1 3
V245 V3422 8
(%i4) A-B;
0 =6
3
(%04) 3 -9 -3 3

Definice 3.1.3. Necht ¢ € T, A = ||a;j|| € Myxn (T) . Potom (levim) soucinem

skaldru ¢ a matice A rozumime cA = ||ca2-jH € Mpsn (T).

Poznéamka: Podobné je mozno definovat pravy soucin matice A a skalaru c vzta-

hem Ac = Haichmn. Ovsem vzdy plati ca;; = a;;c, proto Ac = cA.

(%i5) 10%A;
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10 0 —1040
(%05) 30 —20 10 O

5103 0 20
Definice 3.1.4. Nechf A = ||a;;|| € Myxn (T), B = ||bjr|| € Muxp (T). Potom
soucinem matic A a B (v tomto pofadi) rozumime matici A- B = AB = HcmH €

M, (T) takovou, ze

n

Cik = E aij - bjk,
j=1

prokazdé i=1,....m, k=1,...,p.

Predvedeme si to na nasledujicim ptikladé.

10 —14 L9
A ?—210 B— \95158
5 V302 10 3
(%i6) A.B;
41 — /5 16
(%o6) | VB+3 4
41 s 21

2
Pro nasobeni matic v programu Maxima pozivame symbol tecky. Symbolem hvéz-

dicky vyuzivame pro nasobeni matice skalarem.

3.2 Nulova matice

Definice 3.2.1. Matice N,,xn = HnZ]H se nazyva nulovd matice typu m X n,
plati-li n;; =0 prokazdé i =1,...,m, j=1,...,n.
V programu Maxima existuje pro tvorbu nulové matice funkce zeromatrix

(m,n).

(%il) zeromatrix(3,2);

00
(%o01) 00
00
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3.3 Matice transponovana

Definice 3.3.1. Je-li A = Ha,»j” matice typu m xn, potom matici transponovanou
k matici A nazyvame matici AT = Haﬁ'H typu n x m, kterd vznikne z matice A

vzajemnou zameénou radkl a sloupcii.

V programu Maxima vyuzivame pro transponovani matice funkci transpose

(M), kde M je matice.

(%i1) transpose(A);

1 3 3

0 —2+3
(o) 1 23 1

4 0 2

3.4 Trojuhelnikovy tvar matice

Definice 3.4.1. Je-li A € M, (T), pak vedoucim prvkem nenulového fadku

@/ matice A rozumime prvni nenulovy prvek v al.

Definice 3.4.2. Rekneme, Ze matice A je redukovand, je-li vedouci prvek kazdého
nenulového fadku v A roven 1 a jestlize v kazdém sloupci matice A, ktery obsahuje

vedouci prvek nékterého fadku, jsou vSechny zbyvajici prvky rovny 0.
Definice 3.4.3. Redukovanou matici, ktera splinuje
a) vSechny nulové fadky jsou umistény az za vSemi nenulovymi fadky;

b) jsou-li al, a_;, 1 < j, nenulové radky, které maji své vedouci prvky ve sloup-

cich k’i, k?j, pak k; < kj
nazyvame redukovand trojuhelnikova matice.

V programu Maxima pouzivame pro Upravu na redukovany trojuhelnikovy

tvar funkci triangularize (M), kde M je matice.
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(%11) triangularize(A);

10 1 4
(%o1) |0 —2 4 —12
00 —8v/3-28-33

Pro tpravu na trojuhelnikovy tvar muzeme taktéz vyuzit funkci echelon(M),
ktera matici upravi na trojuhelnikovy tvar a navic kazdy nenulovy vedouci prvek

upravi do jednotkového tvaru.

(%12) echelon(A);
10 —1 4

(%02) 01-2 36
00 1 4-354;144

3.5 Praktické priklady

Priklad 3.1. Urcete souciny nasledujicich matic:

0 —6 0
3 —6-1

2 -9 1

315134 -1 07 70 4
a)A_<510—172—14—37)’3_ 12 1 32|
1 0 22

0 3 -1

~18 0 0

9 0= (50)0=(50):

. _ 5+i 6—d4i
C(1+i 3—4i 3\ (2t 0%
C)E_(7—6i15+3i8@')’F_ 12121023;.2

21



(%i3)

(%03)

b) (hid)
(%i5)
(%05)

) i6)

(%i8)

(%08)

A:matrix([3,1,5,1,34,-1,0,7]1,[5,10,-1,7,2,-14,-3,71)%$
B:matrix([0,-6,0],[3,-6,-11,[2,-9,1]1,[7,0,4]1,[12,1,32],
[1,0,22],[0,3,-1],[-18,0,0]1)$

A.B;

301 —35 1074
-39 —88 —224

C:matrix([a,1],[0,a]l)$ D:matrix([b,9],[8,c]l)$

C.D;
ab+8c+9a
8a ac ’

E:matrix([1+%1,3-%i*4,3], [7-%1*6,15+)i*3,%1*8])$
F:matrix([5+%1,6-%i*4], [12-%i*10,3+(%1i)"3],[12, %ix9])$

ratsimp(E.F);

36 — 727 147415
261 —41¢ =707 -6/~

V poslednim pripadé jsme museli pouzit funkci ratsimp(), protoze Maxima

jinak vrati neroznasobené zavorky s komplexnimi ¢isly.

Piiklad 3.2. Urcete, pro které hodnoty parametru p € R jsou néasledujici matice

ekvivalentni:

Resent.

(%h19)

2 4 p -7 10 0 0
—p-3yp 2 |~[06 00
1 -1 6 -2 00-270

A:matrix([2,4,p,-7], [-p,-3,sqrt(p),2],[1,-1,6,-2]1)$
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(%110) transpose(triangularize(transpose(triangularize(A))));

10 0 0
(%010) {06 0 0
0018 —90p 0

Zadané matice budou ekvivalentni praveé tehdy, kdyz p = %
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4 Vektorové prostory

Ctenéfi bude pfipomenuta teorie vektorovych prostorti. Dalsi teorii mfize na-

leznout ve skriptu [3].

4.1 Dimenze vektorového prostoru

Definice 4.1.1. Jsou-li A a B neprazdné mnoziny, potom levou vnéjsi operaci
nad mnozinami A a B (v tomto pofadi) rozumime kazdé zobrazeni

o:Ax B— B.

Definice 4.1.2. Necht (V, +) je komutativni grupa (jeji prvky budeme oznacovat
napr. 7,7, nulovy prvek 7), T ciselné téleso, o : T'x V. — V leva vnéjsi
operace nad T a V. Potom systém V = (V,+, T, o) nazveme vektorovy prostor

nad télesem 7T, plati-li

1.YeeT, U, VeV, co(d+TV)=cod +co,
2.Ve,deT, U eV; (c+dod =cod +do,
3.Ve,deT, 4 eV; (cd)od =co(do),

4 NULEV; 1oW = .

Definice 4.1.3. Rekneme, 7e vektorovy prostor W = (W, ®, T, ) je podprosto-
rem vektorového prostoru V = (V,+, T, ), plati-li

a) WCV,
b) VU,V eEW, UV =1+,

c) VeeT, W eW; cod =cu.

Definice 4.1.4. Je-li V vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7 a jsou-li
v, u_>2, UL eV, pak Tfekneme, ze vektor o je linearni kombinaci vektori

u_{, @, e ,u_>k, existuji-li ¢isla cq, ..., ¢, € T takova, ze plati

k
7 =3 e
=1
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Definice 4.1.5.

k
a) Linearni kombinaci 30w, vektort ui,...,u; nazveme trividlni nulovou
i=1
kombinaci vektort U{, - ,u_Z.

k
b) Kazdou linearni kombinaci 3 ¢;u!, kterd je rovna nulovému vektoru o

i=1
a v niz alespon jeden z koeficientti ¢y, . . . , ¢; je nenulovy, nazveme netrividlni
nulovd kombinace vektortu 171, e ,Wk.
. — — — . il T
Definice 4.1.6. Vektory ui, u3,...,u; z vektorového prostoru V se nazyvaji li-

nedrné zavislée, existuje-li alespon jedna jejich netrivialni nulova kombinace.

V opacném pripadé se vektory u_>1, u_%, . ,17;2 nazyvaji linedrné nezavisle.

Definice 4.1.7. Je-li M podmnozina vektorového prostoru V, pak linedrnim oba-
lem mnoziny M ve V rozumime prunik vSech podprostort prostoru V obsahujici

mnozinu M. (Linearni obal mnoziny M znac¢ime [M].)

Definice 4.1.8. Necht V je vektorovy prostor nad ¢iselnym télesem 7. Plati-li
pro podmnozinu M # () prostoru V, ze [M] = V, pak M se nazyvd mnoZina

generatori prostoru V.

Definice 4.1.9. Rekneme, Ze vektorovy prostor V je konecné dimenze, jestlize

existuje alespon jedna jeho kone¢na mnozina generatort.

Definice 4.1.10. Bazi vektorového prostoru V konecné dimenze rozumime libo-

volnou linedrné nezavislou mnozinu {271, e ,u_n>} jeho generator.

Poznamka: Kazdé dvé baze maji stejny pocet prvki. (disledek Steinitzovy véty,
viz [3])

Definice 4.1.11.

a) Je-li V # {7} vektorovy prostor konecné dimenze, pak pocet prvki jeho

libovolné baze nazyvame dimenze prostoru V' a znac¢ime dim V.
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b) Je-li V = {0}, pak dimV = 0.
Vé&ta 4.1.1. Nechf [{u],...,u,}] = V. Potom plati dimV < n.

Dimenzi prostoru zjistime tak, Ze vektory i, u3,...,u, napiSeme do radki
matice a zjistime jejich linearni nezavislost. Vyuzijeme funkce triangularize (M).

Maéame-li podprostor W = [{U{, us, u_>3}] vektorového prostoru R*, kde
up = (6,3,4,1),u5 = (8,5,7,2), uj = (28,16,22,6).
Vektory zapisujeme do matice
6
8
28

3 41
A= 5 7 2
6226

—_

a nasledné ji upravujeme na trojuhelnikovy tvar a tim zjistime linedrni nezavislost

radk.
(%1i1) matrix([6,3,4,1]1,[8,5,7,2],[28,16,22,6]);

6 3 41
(%ol) |8 5 72
28 16 22 6

(%12) triangularize(A);

6341
(%02) | 06104
0000

Jak vidime, jeden fadek je nulovy, takze dimenze podprostoru W je 2, protoze

jsou jen 2 linearni nezavislé radky. Tyto fadky tvori bazi prostoru W.

4.2 Dimenze souc¢tu a priniku podprostorua

Véta 4.2.1. Necht W; a Ws, jsou podprostory vektorového prostoru V. Potom
plati
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MiiZzeme demonstrovat na pifkladé. Mame podprostory Wy = [{uf, u3, u3}]

a Wy = [{v_1>, v, v_3>}] vektorového prostoru R* generované vektory
U—>1 = (17 _57 17 1) 7275 - (17 _37 la _1> )QT?)) - (1a37 17 _7)

a vektory

o =(1,3,0,2),03 = (5,3,3,2), 03 = (3,1,2,0).

Dimenzi prostor W, a W, umime urcit diky predchozi podkapitole. Dimenzi
souc¢tu dim (W) + W) uréime tak, ze vSechny vektory ddme do jedné matice.
MizZeme to provést, protoze soucet podprostort je roven linearnimu obalu sjed-
noceni podprostort. Tj. dim (W + Ws) mizeme zjistit jako dimenzi vektorového

prostoru generovaného radky matice

1-511
1-31-1
13 1-7

3
3
1

wW Ot =
N W O
SN DN

Dimenzi priuniku jiz zjistime z vyse uvedeného vzorce.

(%i1) A:matrix([1,-5,1,11,[1,-3,1,-11,[1,3,1,-71,[1,3,0,2],
[5,3,3!2] b [3’172,O])$

(%12) triangularize(A);

13 0 2
0-6 1 -3
00 —6 54
(%02) 19 0 o _24
00 0 0
00 0 0

Takze vidime, Ze dim (W7 + W3) = 4. A zbyva ndm jen urcit dimenzi priniku,

tj. dim (W7 N W), kterd po lehkém dosazeni do vzorce, je rovna 1.
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4.3 Hodnost matice

Definice 4.3.1. Rddkovym podprostorem uréenym matici A budeme rozumét

podprostor v 7" generovany radky matice A.

Definice 4.3.2. Hodnosti matice A,,x, € 7 rozumime dimenzi fadkového pod-

prostoru v 7" ur¢eného matici A.

Hodnost matice A znacime h(A) a mtzeme ji zjistit pomoci piikazu rank (M).
Mizeme vyuzit taktéz ipravu na trojuhelnikovy tvar. Predvedeme na nasleduji-

cim prikladu.

(%i1) A:matrix([1,-5,1,1],[1,-3,1,-1],[1,3,1,-71)$
B:matrix([1,3,0,2],[5,3,3,2],[3,1,2,01)%

(%13) rank(A);
(%03) 2
(%i4) rank(B);
(%o04) 3

(%15) triangularize(A);
triangularize(B);

1-51 1
(%05) |0 2 0—2
0000
1 3 02
(%06) | 0—123 -8
0008

Jak si miZzeme vsimnout, hodnost prvni matice je 2 a hodnost druhé matice
je 3, 1 kdyz obé jsou téhoz typu. Po tpravé na trojihelnikovy tvar je to jiz

jednoznacné videét.
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4.4 Schmidtova ortogonaliza¢ni metoda

Definice 4.4.1. Fukleidovsky vektorovy prostor je kazdy vektorovy prostor £

nad télesem R uvazovany spolu se zobrazenim g : E x E — R, pro které plati
1L.VU, 7 e€F; g(W,7)=g(7, ),
2. VU, U, W EE; g(W+7,W)=g(U, ) +g(V, ),
3.VeeR, U,V eB; g(cd, V) =cg (U, ),
ANVO AU eE; g(d,d)>0.

Zobrazeni g budeme nazyvat skalarni souc¢in. Eukleidovsky prostor £ se skaldrnim

soufinem ¢ oznac¢ime (€, g).

Definice 4.4.2. Je-li n € N, pak v aritmetickém vektorovém prostoru R" mi-
7eme zavést skaldrni soucin g tak, e pro libovolné vektory @ = (ug,ug,y .. Uy,

U = (v1,00,...,0,) € R™ polozime

g(d,7) = Z U;V;.

Poznamka: Skalarni souéin vektortt i a o budeme déle znacit (7, 7) .

Definice 4.4.3. Je-li £ eukleidovsky vektorovy prostor, U eE , pak délkou 0

1] = (¥, ).

Definice 4.4.4. Uhlem mezi vektory @ # 0,V # 0 eukleidovského vektoro-

budeme rozumét ¢islo

vého prostoru £ nazveme ¢islo

= arccos (¢, v) .
1211 1711

Plati tedy, ze
(¢, 7)
cos p = , kde 0 > ¢ > 7.
121170

Jestlize W = 0 nebo ¥ = 7, pak klademe cosp = 0.
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Definice 4.4.5. Vektory U a ¥ nazveme ortogondlni (neboli kolmé) (znac¢ime

v L 7), plati-li, ze thel ¢ mezi vektory U a je roven 7.

Poznamka: Dva nenulové vektory jsou ortogonalni pravé tehdy, kdyz jejich ska-

larni soucin je roven nule.

Definice 4.4.6. Jsou-li Ui, @, . ,u_>m vektory eukleidovského vektorového pro-
storu £, pak Fekneme, Ze jsou (vzdjemné) ortogondlni, plati-li w oL Uj pro kazdé

i#j,0,5€{1,2,...,m}.

Véta 4.4.1. Jestlize mnozina nenulovych vzajemné ortogonalnich vektort {u_>1,

U3, ... ,u_>n} generuje prostor &£, pak je bazi prostoru &.
Definice 4.4.7.

a) Je-libaze M = {uf,..., u,} eukleidovského vektorového prostoru V slozena

z navzajem ortogonalnich vektord, pak M se nazyva ortogondlni bdze.

b) Baze M = {ui,...,u,} se naz§vé ortonormdlni, je-li ortogonalni a plati-li
pro kazdé i =1,...,n, ze ||UZ>H =1

Véta 4.4.1 (Schmidtova ortogonaliza¢ni metoda) Je-li eukleidovsky vekto-

rovy prostor £ konecné dimenze, pak z kazdé konecné posloupnosti O ST

(m > 1) linedrné nezavislych vektort prostoru £ je mozno vytvofit ortogonalni

posloupnost nenulovych vektori 171, u_%, e ,u_>m, kde
i_
— = —
u; = v —Zdikuk, 1=1,2,...,m,
k=1

pro kterou plati

{ul, @, ..., um}] = {01, 05,...,0m}].
(u;, u)
Poznédmka: d;; = ‘.
T (uk, ur)
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V programu Maxima slouzi pro Schmidtovu ortogonalizacni metodu funkce
gramschmidt (M), kde M je matice jejiz fadky tvoti vektory, které chceme ortogo-
nalizovat. Nejdiive musime ale nacist knihovnu eigen, ktera tuto funkci obsahuje.
To udélame pomoci funkce load (eigen). Pak jiz mizeme funkci gramschmidt ()
pouzit. Pokud chceme nasledné vytvorit vektory ortonormélni, pouzijeme funkci
uvect (x), kde x je vektor.

Funkce si ukdZeme na nasledujicim ptikladé. Mame bazi prostoru W = [{u_>1,

w5, w5}, ktery je podprostorem R%. Vektory jsou

u = (—1,4,2,3),u = (0,2,3,5), 44 = (1,3,7,—11) .

Mame zjistit ortogonalni bazi podprostoru W. Vytvofime matici, kde na fadcich

budou postupné vektory Ui, ub, uh. A nasledné nani pouzijeme funkci gramschmidt ().

(%11) load (eigen);

(%0l1) C:/PROGRA2/MAXIMA1.2/share/maxima/5.31.2/share/matriz/

etgen.mac
(%1i2) A:matrix([-1,4,2,3],[0,2,3,5]1,[1,3,7,-111)%$
(%14) ratsimp(gramschmidt(A));

2 2816 21 807 81 2001 1773
307 15715710°7°2997299" 299 " 299

- (L 29 28 16 21\ (807 8L 2001 _ 1773\ i rydrn:
Plati, ze mnozina {(~1,4,2,3), (55, — 5. 12 15) » (355 205+ 200 » — 906 ) } Je némi

(%04) [[-1,4,2,3],]

hledana ortogonalni baze.
Funkci ratsimp() jsme vyuzili zamérné, abychom nedostali vysledek v sou-

¢inovém tvaru, ale jiz roznasobeny.

4.5 Praktické priklady

Priklad 4.1. Urdete hodnost matice

1+21—i2+3i 2
a) A= | 340 —2i 54i2-2i|,
5i 3—i1+84+2i
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2 134 6

3 —21-3-2
7 07 5 10
b) B = -4 5 110 10
5 —14 1 4
8 -35-2 2
Resend.
a)

(%19)  A:matrix([1+%i*2,1-%i,2+)i*3,2], [3+%i,-%i*2,5+)i,2-%i*2],
[%1%5,3-%1,1+%i*8,4+%i*2])$

(%110) rank(A);
(%010) 1

b)

(%i11) B:matrix([2,1,3,4,6]1,[3,-2,1,-3,-21,[7,0,7,5,10],
[-4,5,1,10,10],[5,-1,4,1,4],[8,-3,5,-2,2])$

(%i12) rank(B);
(%012) 2
Priklad 4.2. Urcete hodnost matice
3 9 A
A=|-1-20
3 0 A
v zavislosti na parametru A.
Resend.
(%113) A:matrix([3,9,%lambdal, [-1,-2,0],[3,0,%lambdal)$

(%114) triangularize(A);

~1-2 0
(%o14) | 0 =3 —A
0 0 -9\
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Nyni rozvedeme diskusi, pro jaké hodnoty parametru A se snizi hodnost ma-
tice. VSimneme si, ze pouze pro hodnotu A = 0 se mize hodnost celé matice snizit

na 2.

Piiklad 4.3. Najdéte nékterou ortogonalni a bazi podprostoru R* generovaného
vektory (2,1,8,6),(—1,3,-8,0),(1,11,—8,12) a nasledné z ni udélejte ortonor-

malni bazi.

Reseni. Jako prvni musime urcit lineadrni zavislost vektorti abychom zjistili, kolik

vektort bude tvorit bazi.

(%115) triangularize(matrix([2,1,8,6],[-1,3,-8,0],[1,11,-8,12]));

~13 -80
(%o15) | 0 =7 8 —6
000 0

Vektory jsou linearné zavislé, takze je potfeba vybrat pouze 2 z nich a ty
budou tvofit bazi. My vybereme napiiklad (2,1,8,6) a (—1,3,—8,0). Néasledné

provedeme Schmidtovu ortogonaliza¢ni metodu.
(%116) ratsimp(gramschmidt(matrix([2,1,8,6],[-1,3,-8,0]1)));

1 18 16 18]]
5 5" 575
(%1i17) uvect([2,1,8,6]);

(%016) [[2,1,8,6],]

2 1 8 6
\/105’\/105’\/105’\/105]

(%i18) uvect([1/5,18/5,-16/5,18/5]);

(%017) |

18 16 18

1
ol8) | AT VB Vst VB VST V5 v/ist

]

Plati, Ze mnozina {(2, 1,8,6), (%, %, —%, 15—8)} je nami hledané ortogonalni
6

4 > 2 1 8 1 18 _ 16 18
bdze a mnoZina {(m V105 V105 m) ) <\/5\/1@T1«/5\/ﬁ 5 VIST ﬁ«ﬁ)}

je k ni baze ortonormalni.
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Opét jsme vyuzili funkce ratsimp (), aby nam vratila jiz upravené tvary misto

soudinu.
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5 Ctvercové matice a determinanty

V nésledujicich podkapitolach je predpokladana znalost teorie ze skripta [3].

Ctenafi bude jen struéné zopakovana teorie daného tématu.

Definice 5.0.1. Matici A = ||aij H typu n xn nazveme ctvercova matice stupné n.

5.1 Diagonalni a skalarni matice

Definice 5.1.1. Ctvercovou matici nazveme diagondlni, pokud vsechny jeji prvky,

které nelezi na hlavni diagondle, jsou rovny 0.

Definice 5.1.2. Diagonalni matice se nazyva skaldrni, jestlize vsechny jeji prvky

lezici na hlavni diagonale jsou si rovny.

V programu Maxima miizeme diagonalni matici vytvorit pfikazem diagmatrix

(n,x), kde n je rozmér matice a x prvky na diagonale.

(%1i1) diagmatrix(3,9);

900
(%o01) (090
009

5.2 Jednotkova matice

Definice 5.2.1. Skalarni matice, jejiz vSechny prvky na hlavni diagonale jsou

rovny 1, se nazyva jednotkovd matice stupné n. Oznacime ji F,,.
Pro tuto matici se pouziva piikaz ident (n).
(%i1) dident(3);

100
(%o1) |010
001
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5.3 Determinant

Definice 5.3.1. Je-li A = {ay,as,...,a,}, kde n > 1, koneénd mnozina, potom
potadim mnoZiny A nazveme libovolnou posloupnost © = (ag,, k,, - - - , Gk, ) prvka

z A takovou, Ze kazdy prvek z mnoziny A se v 7 vyskytuje pravé jednou.

Definice 5.3.2. Zdkladnim potadim mnoZiny A= {1,2, ... ,n} rozumime pofadi

T=(1,2,...,n).

Definice 5.3.3. Permutaci na mnoziné A rozumime kazdé bijektivni zobrazeni

mnoziny A na mnozinu A. MiZeme ji zapsat schématem

P= (PZ.(lil) Pi(Qz'g) N Pi&n)) '

Poznamka: Permutaci na mnoziné A lze tedy zapsat pomoci dvou poradi 7y, 7o

p- (g).

Definice 5.3.4. Je-li m = (ky, ks, ..., k,) poradi, pak fekneme, Ze prvky k; a k;

mnoziny A nésledovné

tvoii v potadi m inverzi, plati-li « < j a k; > k;. Pocet inverzi pofadi 7 oznacime
[].

Definice 5.3.5. Znaménkem poradi 7w rozumime ¢islo sgn m = (—1)[”].

Definice 5.3.6. Znameénkem permutace

P — ?:1 ig . ’ln _ 1
]{31 1{72 . k’n T2
rozumime ¢islo sgn P, které se rovna +1 plati-li sgn m; = sgn 7o, a rovna se —1,

plati-li sgn m = —sgn ms.

Definice 5.3.7. Necht

a1 12 ... A1p

G21 @G22 ... Q2p
A=

Ap1 Ap2 ... Qnp
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je ¢tvercova matice stupné n nad ¢iselnym télesem T .

Determinantem matice A pak rozumime c¢islo det A z télesa T takové, Ze

detA:ngnszlk1 CAoky e Qpk,
3

kde s¢itame pres vSechny permutace

P_12...n_ 1 2 ... n
S \k1 ko .. k) \P(1)P(2)... P(n)
mnoziny {1,2,...,n}. Kazdy ze soucini
a1k1~a2k2-...~ankn

nazyvame Clen determinantu det A.

V programu Maxima pro ziskani determinantu slouzi funkce determinant (M),
kde M je ¢tvercova matice.

Vypoctéme determinant

3559 71 52
42 70 77 54
43 68 72 52
29 49 65 50

(%i1) determinant(matrix([35,59,71,52],[42,70,77,54],
[43,68,72,52],[29,49,65,50]1));

(%01) 10

Determinant ma hodnotu 10.
5.4 Minor a algebraicky doplnék
Definice 5.4.1.

a) Necht A = Haij H je matice typu m x n. Potom kazdou matici, ktera vznikne
z matice A vynechanim nékterych radka a nékterych sloupcti, nazyvame

diléi matict matice A.
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b) Je-li diléi matice matice A Ctvercova, potom jeji determinant nazyvéme

subdeterminantem matice A.
Definice 5.4.2.

a) Je-li A = ||a;;|| € M, (T), potom subdeterminant diléi matice A;; stupné
n — 1 vzniklé vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce A nazyvame minor

matice A prislusny k prvku a,; a znacime jej M,;.
b) Algebraickym dopliikem prvku a;; rozumime prvek A;; = (=1)"* M,;.

Program Maxima obsahuje funkci minor (M, 1, j), kde M je ¢tvercova matice,
i je Tadek a j je sloupec. AvsSak program Maxima pouze eliminuje dany radek
a sloupec z matice. Dostaneme opét matici, nikoliv determinant. Je nutné tedy
pouzit kombinaci determinant (minor (M,i,j)).

Urceme algebraické dopliiky A;3 a Ay matice

3 -2 6
A=19 3 -7
10 -1 5

(%i1) A:matrix([3,-2,6],[9,3,-71,[10,-1,51)%
(%i2) minor(A,1,3);

(%002) (190 —3 1)

(%13) minor(A,2,2);

o (39

Mame tedy M3 = '190 _31

36
10 5

a Moy = ‘ ' Nyni sta¢i dopocitat determinanty
a priklad je témér vytesen.

(%i4) determinant(minor(A,1,3));

(%04) —39
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(%15) determinant(minor(A,2,2));

(%05) —45
Nyni mtizeme pFistoupit k vipoétu algebraickych doplitkti. A3 = (—1)'* (=39) =
—39 a Ay, = (—1)*"? (—45) = —45.

5.5 Matice adjungovana

Definice 5.5.1. Necht A = HalkH € M, (T). Ozna¢me adjA = HA’“H7 kterou

nazveme matice adjungovand k matici A.

Poznamka: Matice adjA je tedy transponovana matice k matici sestavené z alge-

braickych doplnki prvka matice A, tedy

Ay A AL\

Aoy s .. Ao,
adJA: :21 :22 ) :2

Ag A A

Program Maxima vyuziva pro vypocet matice adjungované funkci adjoint (M),
kde M je ¢tvercova matice. Mtizeme si uvést priklad pro lepsi nazornost.

Vypoc¢téme matici adjungovanou k matici

1 32
A=1 3 04
—-170

Snadno se presvédcéime, ze diky predchozi podkapitole plati nasledujici:

A =-28 App=-4 Aj3=21
Ap =14 Ayp=2 Ay =-10
Az =12 Azp =2 Az =-9

T

—28 —4 21 —28 14 12
adjA=1 14 2 -10] =| -4 2 2
12 2 -9 21 —10 -9
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Stejny vysledek dostaneme pouzitim funkce adjoint ().

(%i1) adjoint(matrix([1,3,2],[3,0,4]1,[-1,7,0]1));

—28 14 12
(%o01) [ —4 2 2
21 —10 —9

5.6 Matice inverzni

Definice 5.6.1. Necht A € M, (7). Pak matici A~' € M, (T) nazveme matici
inverzni k matici A, jestlize AA™ = E = A71A.

Poznamka: Inverzni matice k matici A existuje pravé tehdy, kdyz determinant

matice A je ruzny od nuly.

Pro vypocet matice inverzni mizeme vyuzit dvou variant. Prvni moznost je,
ze pouzijeme funkci programu Maxima invert (M), kde M je ¢tvercova matice.

Dale miizeme vyuzit matice adjungované pro vypocet inverzni matice. Plati vztah
1
~ det A

MutZzeme demonstrovat na matici

-1

adjA.

6 -3 2
A= |7 —4
1-9 6

Pouzijeme-li vypocet pomoci matice adjungované, musime pouzit nasledujici pii-

kaz.
(%i1) A:matrix([6,-3,2],[7,0,-4],[1,-9,6]1)%

(%12) (1/determinant(A)).adjoint(A);

3 1

((7 ) %_?Z 01 _%_g
002 2 1 1
12012 ? 1(%2

68 4 ~ 68
Nebo mtzeme vyuzit pfimo piikaz pro vypocet inverzni matice.
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(%13) invert(A);

1
(%03) 102 _E 102
1

5.7 Charakteristicky polynom a jeho koreny

Definice 5.7.1. Necht A = ||a;;|| € M, (T). Pak matice A — AE € M, (T), kde

A je parametr, se nazyva charakteristickd matice k matici A.

Poznamka: Matice A — AE je tedy ve tvaru

a1 — A a12 e A1p
a921 a9 — AL QAon
an1 A2p e Qpy — A

proto jeji determinant je polynomem v proménné \, ktery ma stupen n.

Definice 5.7.2. Polynom det (A — A\E) se nazyva charakteristicky polynom ma-

tice A a jeho kofeny se nazyvaji charakteristické kofeny matice A.

Pro vypocet charakteristického polynomu miizeme vyuzit funkci charpoly
(M,x), kde M je ¢tvercova matice a x je proménna, ktera bude pouzita v poly-

nomu. Nalezneme charakteristicky polynom pro matici
9 3 4
A=11-62
721
Muzeme vyzit polynomu det (A — AE).
(%i1) A:matrix([9,3,4],[1,-6,2],[7,2,1])8
(%12) ratsimp(determinant (A-%lambda*ident(3)));

(%02)  — N+ 41 +86\+ 125

Nebo vyuzijeme piimo funkci charpoly ().
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(%13) ratsimp(charpoly(A,%lambda)) ;

(%03)  — X +47% +86\+ 125
V obou pifipadech musime vyuzit funkce ratsimp(), protoze jinak by nam byl
vysledek predan ve formé soucinu.

Koreny charakteristického polynomu tvoii tzv. vlastni ¢isla matice, které pro-

bereme v dalsi podkapitole.

5.8 Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

Definice 5.8.1. Necht A je matice z M, (7). Plati-li pro skalar A € Ta nenulovy

aritmeticky vektor i € T"
UA =)\,

fekneme, ze \ je vlastni c¢islo matice A a U vlastni vektor matice A prislusny

vlastnimu ¢&islu \.

Vlastni ¢isla mizeme vypocitat jako kofeny charakteristického polynomu po-
moci funkce solve(charpoly(M,x)). Funkce solve(polynom) vypocita koreny
zadaného polynomu. Nebo mizeme pouzit funkci eivals (M), kde M je ¢tvercova
matice. Tato funkce vrati seznam ve tvaru [[vlastni &isla], [ndsobnost]].
Pokud ma jedno vlastni ¢islo vétsi nasobnost, zjistime to v druhém seznamu.

Vlastni vektory zjistime pomoci funkce eivects(M). Funkce nam vrati se-
znam ve tvaru [[[vlastni &isla], [ndsobnost]], [vlastni vektoryl]. Po-
kud se vlastni vektory urcuji v zavislosti na parametru, tak program Maxima
doplni ¢islo za parametr a vrati jednu moznost.

Ukazeme na nésledujicim prikladé. Urcete vlastni ¢isla a k nim prislusné

vlastni vektory matice

21 0
A=1(01-1
02 4

Chceme-li zjistit pouze vlastni ¢isla, tak vyuzijeme funkci eivals().

42



(%i1)  A:matrix([2,1,0],[0,1,-1],[0,2,41)8$
(%12) eivals(A);
(%002) [[3,2], [1,2]]
Vlastni ¢isla tedy jsou A\ = 3, Ay 3 = 2, pficemz ¢islo 2 je dvojnasobnym kofe-

nem charakteristického polynomu. Chceme-li zjistit i vlastni vektory, tak postaci

funkce eivects().
(%i3) eivects(A);
(%03) [[[3, 2], [1, 2], [[[1, 1, —2]], [[1, 0, 0]]]]
Vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢islu A; je vektor (1,1, —2) a vlastni vektor
ptislusny vlastnimu ¢&islu Ay 3 je vektor (1,0,0).

Vsimneme si, Zze doopravdy prvni seznam obsahuje vlastni ¢isla stejné jako

jsme vypocitali predchozim ptikazem.

5.9 Praktické priklady

Priklad 5.1. Urcete determinant nasledujici matice

S I e
11—z 1 1 1—y
zr 0 -1 1=«

1 -1 z0

b) B = 1 0 xz—-101
0 —z -1 z1
—r 1 -1 O=x
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Resend.

a)

(%1i1)  A:matrix([1+x,1,1,1+y],[1,1-x,y,1],[1,x,1+y,1],
[1_X,1,1,1_Y])$

(%12) ratsimp(determinant(A));

(%02) (42 —2) "+ (2—42%) y+22° -2z

Determinantem je polynom (4z — 2) y* + (2 —42?%) y +22% — 2.

b)

(%1i3) B:matrix([x,0,-1,1,x],[1,x,-1,x,0],[1,0,x-1,0,1],
[O,_X’_l,X,l] 3 [-X’l’_lﬁo’x])$

(%i4) ratsimp(determinant(B));
(%04) 42° —4a* +42° 422+ -1
Determinantem je polynom 4 2% — 42* + 423 — 422 + 2 — 1.
Priklad 5.2. Pomoci matice adjungované vypoctéte inverzni matici k matici
1 2 0
C=|-2-114
-3 0 -1
Resent.
(%15) C:ma‘triX( [1,2,O] ) [_2:_1/2,4] ) [_3301_1] )$

(%16)  (1/determinant(C))*adjoint(C);

|»—\
S
—
(=]

235 255 855
ER

ot
ot
ot
ot
ot
ot

Priklad 5.3. Vypoctéte inverzni matici k matici D = <11—:_22i 11__2;)
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Resent.
(%1i7) D:matrix([1+%i,1-%i*2], [1+%i*2,1-%i]1)$

(%i8) invert(D);

1_ 24
3. 3
_i_ 1
3 3

Priklad 5.4. Vypoctéte kofeny charakteristického polynomu matice

1
31
T3

[\
Hw|@A

(%08) <

el

31 -1
F=1010
21 0
Resend.
(%19) F:matrix([3,1,-11,[0,1,0],[2,1,0]1)$
(%110) charpoly(F,%lambda);
(%010) 2 (1 —=X) — (1 —=X) (3—=A) A

(%i11) solve(%);

(%o11) A =1,A=2]

Koreny charakteristického polynomu matice jsou \; =1 a Ay = 2.

Priklad 5.5. Vypoctéte vlastni vektory a vlastni ¢isla matice

222
G=1210
101

Resent.

(%112) A:matrix([2,2,2],[2,1,0],[1,0,1])$
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(%113) eivects(A);

2 1 1
(%013) [[[4a -1, 1]7 [17 1, 1“7 H[lv ga g“v [[17 -1, _5]]7 [[0’ 1, _1}]]]
Vlastni ¢isla jsou A\; = 4, Ay = —1, A\3 = 1. Vlastni vektor prislusny vlastnimu
¢islu Ay je vektor (1, %, %), vlastnimu ¢islu A\ je vektor (1, -1, —%) a vlastnimu

¢islu A3 je vektor (0,1, —1).

46



6 Soustavy linearnich rovnic

Opét je predpokladand znalost teorie ze skripta [3].

Program Maxima vyuziva dvou funkci pfi feSeni soustav rovnic. Chceme-li

vyTesit soustavu algebraickych rovnic, vyuzivame funkci algsys([rovnice 1,

rovnice_2,...,rovnice n], [proménné]). Mame-li soustavu algebraickjch rov-

nic stupné 1 (tj. linedrni rovnice), vyuzijeme funkce linsolve([rovnice 1,

rovnice_2,...,rovnicen], [proménné]).

Nechceme-li pfemyslet jakého typu je soustava, kterou chceme vypocitat, staci

vyuzit zobecnéné funkce solve([rovnice_1,rovnice_2,...,rovnicen],

[prom&nné]). Funkce solve() sama rozhodne o typu soustavy a nasledné pou-

zije funkci algsys () nebo funkci 1insolve() v zavislosti na vyhodnoceni typu

zadané soustavy. Funkci algsys () mtzeme pouzit i na linedrni rovnice.

Vypocet si mizeme predvést na nasledujicim prikladé. Vypoctéte

3r1 — X3 — 3r3 = 4,
501 + 6xa — 2z3 = 7,
3$1 - 5$2 + 11$3 = —13.

(%1i1) solve([3*x1-x2-3%x3=4, b5*x1+6*xx2-2%x3=7,
3*xx1-5*x2+11%x3=-13], [x1,x2,x3]);

73 167 387
1 1 = 2 = — 3 — — -
(ol) [l = {7502 = 355, 358

Mnozinou feseni dané soustavy rovnice je jednoprvkova mnozina P = { (

387
—58) -
6.1 Resitelnost soustav linearnich rovnic

Definice 6.1.1. Necht

n n

E Q13T - v vy E Qi L

i=1 i=1
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jsou linearni polynomy nad 7T, by, bs, ..., b, € T. Pak tloha urcité vsechny uspo-

fadané n-tice (&1,...,&,) € T", pro které plati

n

Z a;& = by

i=1
E amigi = bm
i=1
se nazyva soustava m linedrnich rovnice o n mezndmych nad 7T .
Pokud plati b; = 0 pro kazdé + = 1, ..., m, pak se soustava nazyva homogennt,

v opa¢ném pripadé se nazyva nehomogenni.

Definice 6.1.2. Mame-li obecnou soustavu

anry + apry + ...+ apr, = by,
a1271 + 9222 + e =+ Aon Ly = bg,
AmiT1 + QmaTs + ... +  QGunZn = bn.

pak matict soustavy, resp. rozsirenou matici soustavy, rozumime:

a1 a12 ... Qip ay; ai2 ... Aip bl

Q21 G22 ... d2p — A1 G2 ... gy | bo
A= ] o ] , resp. (A, bT) =

Aml Qo - - - G Al Qmo - - - Gn | O,

Poznamka: Oznac¢ime-li
%
7T = : abl =

pak soustavu mizeme maticové zapsat ve tvaru
%
AZT =T

Resenim této soustavy pak bude kazdy vektor weTn, pro ktery plati AUT = b T
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Véta 6.1.1 (Frobeniova véta) Nehomogenni soustava linearnich rovnic AZT =

— —
b 7T je fesitelna tehdy a jen tehdy, plati-li A (A) = h((A, b T)).

Rozsitenou matici v programu Maxima zapisujeme bez délici ¢ary. Tyto zna-
losti aplikujeme na nasledujici priklad.

Zjistéte, zda je soustava TeSitelna.

1 + 2x3 + 3z, = 11,
a) 5$1 + 61’2 + 7$3 + 2&34 = —2,
41‘1 + SZEQ + 91’3 + 31‘4 = 4.
dr; — 219 — x4y = b,
b) 3r1 + bry + 613 + 214 = 1,
T - 71‘2 - 6[E3 - 3.174 = 2

a)

(%i1) rank(matrix([1,0,2,3],[5,6,7,2],[4,8,9,3]1));
(%01) 3
(%i2) rank(matrix([1,0,2,3,11],[5,6,7,2,-2],[4,8,9,3,4]));

(%02) 3

Tedy h(A) = 3 a h(A, 57) = 3.

b) (%i3) rank(matrix([4,-2,0,-1],[3,5,6,2],[1,-7,-6,-31));
(%03) 2
(%i4) rank(matrix([1,0,2,3,5],[5,6,7,2,11,[4,8,9,3,2]1));
(%04) 3

Tedy h(A) =2 a h(A, 57) = 3.

Vsimneme si, ze v prvnim pripadé rovnost hodnosti matic plati, proto je soustava
fesitelna. Ve druhém ptipadé vSak rovnost hodnosti matic jiz neplati, takze druha

soustava je neresitelna.
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6.2 Cramerovo pravidlo

%
Véta 6.2.1 (Cramerovo pravidlo) Necht AZ7 = b T je soustava n linearnich
rovnic o n neznamych (n > 1) nad 7 takovd, ze det A # 0. Potom pro kazdé

7 =1,...,n plati
detAj
QZJ' = s
det A

_>
kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b 7.

Vypocitejte proménnou x; ze soustavy

rT — 25(,’2 + 6]73 = —4,
3131 + Ty + 91E3 = 4,
6£L'2 + T3 = 2

(%i1) determinant(matrix([-4,-2,6],[4,1,9],[2,6,11))/
determinant (matrix([1,-2,6],[3,1,9]1,[0,6,1]1));

316
%o0l) —
(ol) 5
Vysledkem je x; = %6. Takto snadno mtzeme vypocitat kteroukoliv nezndmou.

6.3 Homogenni soustavy linearnich rovnic

Véta 6.3.1. Je-li A7T = o7 homogenni soustava linearnich rovnic o n ne-
znamych nad T takova, ze h(A) = h. Pak mnozina feSeni této soustavy (tzv.
obecné feseni soustavy) tvori podprostor v aritmetickém vektorovém prostoru

T™. Dimenze tohoto podprostoru je n — h.

Definice 6.3.1. Fundamentdalnim systémem reSeni homogenni soustavy linear-

nich rovnic rozumime libovolnou bézi prostoru feseni této soustavy.

Urcete obecné feseni soustavy

Ty + 3.7?2 + 5.’173 — 2%4 = 0,
3r; — bwy +  2u3 = 0,
—91'1 + ) — 191’3 + 61’4 = 0.
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a nasledné najdéte fundamentalni systém feseni soustavy.

(%1i1) solve([x1+3*x2+5*x3-2*x4=0, 3*x1-5%x2+2*x3=0,
-O*x1+x2-19*x3+6*x4=0] , [x1,x2,x3,x4]) ;

solve: dependent equations eliminated: (3)
10 %r1 — 31 %r2 5 6 %rl — 13 %r2
= T =
14 ’ 14
Program Maxima nam napsal, ze vylouci rovnici ¢islo 3, takze hodnost matice

(%01) [[z1 3 = %r2, 24 = %rl]]

soustavy je 2. TTeti rovnice je linedrni kombinaci dvou pfedchozich rovnic. Proto

obecné TeSeni je zavislé na 2 parametrech. Obecné feseni mtizeme tedy zapsat

ve tvaru P = {(10”1’431 2 6’"1;137"2 , T2, 7’1) }, kde 71,72 € R jsou parametry.

Fundamentalni systém feseni zjistime dosazenim za oba parametry. Jako prvni
dosadime za parametr r; jednicku a za parametr ro nulu. Takto vytvorime jeden
vektor. Druhy vektor vytvoiime opa¢nym dosazenim, tj. 11 = 0 a 7 = 1. Po
dosazeni dostaneme vektory ui = (%, %, 0, 1) auy = (—3—71, —%, 1, O). Nami urcené
vektory T , w5 tvoi{ fundamentalni systém feseni zadané soustavy.

6.4 Praktické priklady

Piiklad 6.1. Reste soustavu rovnic.

51 + 3xs + Trs + 4dxry = -1,
2007, — 319 + x3 — x4y = =3,
—2I1 + 7LE2 + 25(73 + 8%4 = 17,
ry + 41’2 - 31‘3 = 12,
6.131 + 51’2 + 3[L‘3 — 6ZL‘4 = 2.

Resend.

(%1i1) solve([bxx143*x2+7*x3+4*x4=—1, 2*x1-3*x2+x3-%x4=-3,
—2xx1+7*x2+2%x3+8*x4=17, x1+4*x2-3%x3=12,
6*x1+5*x2+3*x3-6*xx4=-2] , [x1,x2,x3,x4]);

(%o01) ]

7 vysledku vyplyva, ze zadana soustava rovnic nema feseni.
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Priklad 6.2. Reste soustavu rovnic.

21’1 + 3!172 — 4373 + 5%4 = T+ i,
—-r1 -+ To — 3[L’3 + 41’4 = 06— 7:,
31‘1 — 4ZE2 + 31’3 — T4 = 7.

Resend.

(%h1i2) solve([2xx1+3*x2-4*x3+5%x4=7+%1, —-x1+x2-3*x3+4*xx4=6-%1,
3*kx1-4*x2+3*%x3-x4=Y%1], [x1,x2,x3,x4]) ;

—12%r1+21i4+21 16%rl1+7i—33 68%rl +11i—1
40 ’ 20 ’ 40

Obecnym fesenim zadané soustavy je mnozina P = {(xl =

09, %r1]]

—127r14214421
40 ’

(%002) ]

g2 = W6mF7i=33 4g _ 68r+11i109

50 0 ,rd = 7'1)} , kde 1 € R je parametr.

Priklad 6.3. Rozhodnéte o Fesitelnosti nasledujici soustavy rovnic.

(2+ 20z, + (1—i)xzs + @B+dzs + (4-=30)zy =  3—2i,
(1—2i)x; + (7T—5i)zy + (4+3i)xs + (1—d)zy = 1+ 2,
(114 7))z +  (1346i)ze + (2—i)zs + (=3+2i)xy = -8+ 3i,
(=1-100)xy + (19—-130)xzy, + (64 Ti)zs + (=5+3i)ry = 44.
Resent.

(%13) rank(matrix([2+2%%i,1-%i,3+%i,4-3%%i], [1-2%%i,7-5*%i,4+3*%i,
1-%i1, [11+7%*i,13+6%%1i,2-%i,-3+2%%1], [-1-10%%1i,19-13%%1i,6+7*%1,
-5+3%%i]));

(%03) 3

(%i4) rank(matrix([2+2%%i,1-%i,3+%1,4-3%%1i,3-2*%%1i],
[1-2%%i,7-5%%i,4+3%%i,1-%i, 1+2x%i],
[11+7*1,13+6%%1,2-%1i,-3+2%%1,-8+3*%1i],
[-1-10%%i,19-13%%i,6+7*%i,-5+3*%1i,4%%il));

(%04) 4

7 vysledku je evidentni, Ze hodnost matice soustavy a hodnost rozsitené ma-

tice soustavy se nerovnaji, takze soustava neni fesitelna.
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Priklad 6.4. Z nasledujici soustavy vypoctéte neznamé z,, r3 pomoci Cramerova

pravidla.
1420z, + B—i)z2 + (B+9%)zs + (1+2i)zy = 5,
(=3i)xy + (2+5i)rs + (1—2i)xs + (4—i)zy = 2,
5b+2)ry + (B—d)z2 + (2+d)z3 + (—9+3)zy = 3,
(6—20)r1 + B—dz2 + (B+2)z3 + (—2—1)zg = 1
Reseni

(%15) rectform(
determinant (matrix ([5,3-%1,5+9%%1i,1+2x%i],
[2,2+5%)i,1-2%%1i,4-%i], [3,3-%1,2+%1,-9+3%}i],
[1,3-%1,3+2x%i,-2-%1]1))/
determinant (matrix([1+2%%1i,3-%1i,5+9%*%1i,1+2x*%i],
[-3%%i,2+5%%1,1-2%%1,4-%i], [6+2%%1,3-%1,2+%1i,-9+3%%i],
[6-2*%1,3-%1,3+2*x%i,-2-%i]1)));

3015374 4461811
16088410 16088410

(%i6) rectform(
determinant (matrix ([1+2%%1i,3-%1i,5,1+2x%i],
[-3*%1,2+5%%1,2,4-%1], [6+2%}i,3-%1i,3,-9+3%)i],
[6-2%%i,3-%i,1,-2-%i]1))/
determinant (matrix ([1+2%%i,3-%1i,5+9%%1i,1+2%%i],
[-3*%1,2+5%%i,1-2%%i,4-%i] , [6+2%%1,3-%1,2+%1i,-9+3*%i],
[6-2%%1,3-%1,3+2*%i,-2-%i1)));

(%05)

1402065 6746194

(%06) —
3217682 3217682
_ 3015370 _ 4461811 _ 1402065 674619
Tedy 21 = {46s8a10 — 16088410 @ L3 = 3217682 — 3217682

Piiklad 6.5. Najdéte obecné feseni homogenni soustavy rovnic.

(4 — 32).’131 + (2 + Z).Z'Q + (2 — 32)1’3 + (—i)$4 = 0,

(6+2i)xr; + (3—2i)xs + (B+Ti)zs + (4+20)zy = 0,

(2430 + (3—2i)xy + ()zs + (2—d)zy = 0.
Resent.

(%17) solve([(4-3%%i)*x1+(2+%1i) *x2+(2-3%%1) *x3+(-%1i) *x4=0,
(6+2%%1) *x1+(3-2%%1) *x2+ (5+7%%1) *x3+ (4+2%Y,1) *x4=0,
(2+3%%1) *x1+(3-2%%1) *x2+ (%1i) *x3+(2-%1) *x4=0] ,
[x1,x2,x3,x4]);

53



3197 %rl — 1763 %rl 13504 %r1 — 1631 %r1
1= 1,22 = =
(%07) [[z1 =%rl,x 1219 , 13 1519 ,
19397 %rl — 2721 %Tl]]
1249

Obecnym fesenim fesenim zadané soustavy je mnozina

x4 =

b 31937, — 17637, 135007, — 16317,  1939ir, — 27211,
- 7” —_
b 1249 ’ 1249 ’ 1249 ’

kde r; € R je parametr.
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7 Soubor prikladi

7.1 Zadani

Piiklad 7.1. Urcete determinant matice A3+ det A- B~ — B -3A~1, plati-li

3 4+47 5 1—-37 -9 9 7 —1 8 —1
2—1 3 -4 0 — —24+1 =3 0 3+2¢ 3
A= 9 4-3 -3 0 2+:1|,B= 9 8-3 -7 2 0
-2 3 2 5 2 13 3 243 -3 l
9 -4 1 9 3 -8 3 12 9 4-3

Piiklad 7.2. Urdéete nékterou ortonormalni bazi podprostoru R® generovaného

vektory
121 13 14 23 11 9 8 11 111 24
— — —
— e — = | - - —— - = — _ —]_5 —_
Uy (377727 117 15)7“2 (5787 27773)7u3 <57 567 7777

Priklad 7.3. Zjistéte hodnost matice A v zéavislosti na parametru p € R.

1 — 62 3
4 2—-31 0 7
7 1 9-—27—1
A= 0 4 5 p
9 6 p 2
7i 03 0 p

26
)

Priklad 7.4. Vypoctéte neznamé z, x7 pomoci Cramerova pravidla z nasledujici

soustavy
9!E1 + 2!172 - 41’3 - 17I4 + %ZL‘5 - %I6 + 31‘7 =
—3371 — Lo — 51’3 + g$4 + %xg, — 3.CE6 — XT7
%xl + DT + 1lzy + 325 — w6
—3132 — %ﬁg + T4 + ].21,’5 + 81‘6 + ].31,’7

-1 + 1lxs + Txy — 9z +  6x; =

Ty + To — T3 — Ty + s — Te + T7 =
11z, — 3xs —  brs + Txy 6rs — 3x¢ + 2x7 =
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Priklad 7.5. V zavislosti na parametru p € R feste nésledujici soustavu

4I1 + 51’2 - 3%3 - 6I4 = 3,
71‘1 - 21’2 + 8[E3 -+ 5.174 = 11 3
—6xry + 132 — 13x3 + 224 = T,
—2x1 + 3xy — dx3 + pry = 2.

7.2 ReSeni
ResSeni 7.1.

(%i1) A:matrix(
[3,4+%1,5,1-%1,-9],
[2-%i,3,-4,0,-%i],
[9,4-3%%1i,-3,0,2+%i],
[-2,3,2,5,2],
[9,_4,%i,933])$

(%i2) B:matrix(
[9,7,-%1i,8,-%1i],
[-2+%1i,-3,0,3+2x*%1,3],
[9,8-3%%i,-7,2,0],
[13,3,2+3%%i,-3,%i],
[-8,3,12,9,4-3%%i])$

(%1i3) rectform(determinant(A.A.A+determinant(A).invert(B)-
B. (3*invert(A))));

94215087504576758252833650731564 7

(%03) —
3752030734794325
476644557578202116889254598499152
3752030734794325

Determinantem zadané matice je

~94215087504576758252833650731564 ¢ 476644557578202116889254598499152
3752030734794325 3752030734794325

Reseni 7.2.

(%i4) triangularize(matrix([1/3,2/7,1/2,-13/11,-14/15],
[2/5,3/8,-11/2,9/7,8/3],[11/5,111/56,-15,24/77,26/5])) ;

770 660 1155 —2730 —2156
(%04) 0 20790 —3945480 1748880 2449216
0 0 0 0 0
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(%i4) ratsimp(gramschmidt(matrix([1/3,2/7,1/2,-13/11,-14/15],
[2/5,3/8,-11/2,9/7,8/31)));

13 14, 260683216 122888723 124321241 12119437

(%ot) (11,22 L
0o 3’7727 117 157'216956415° 115710088° 28927522’ 7788179’

18325724
43391283

(%i5) uvect([1/3,2/7,1/2,-13/11,-14/15]);

—
f—

770 660 1155 2730 2156 |
V14463761 /14463761 /14463761 /14463761 /14463761

(%16) uvect([260683216/216956415,122888723/115710088,
-124321241/28927522,-12119437/7788179,18325724/43391283] ) ;

(%005) |

14598260096 12903315915
(%006) ) )
V14463761 1/241277562577081 /14463761 1/241277562577081
52214921220 1454332440 /14463761
V14463761 v/241277562577081° 1112597 1/241277562577081°
5131202720

]

V14463761 1/241277562577081

Plati, Ze mnozina

770 660 1155 2730 2156
V14463761 ° /144637617 /14463761° /14463761’ /14463761 ) ’
14598260096 12903315915 N 52214921220
/14463761 1/241277562577081 7 /14463761 1/241277562577081° /14463761 +/241277562577081’
1454332440 /14463761 5131202720
1112597 \/241277562577081° /14463761 \/241277562577081

je nami hledané ortonormalni baze.

Poznamka: Pro pfepnuti na numericky rezim a vycisleni danych zlomkl, mize
¢tenar pouzit funkci numer:true. Pro pfepnuti zpét na symbolicky vystup slouzi

funkce numer:false.
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Reseni 7.3.

(%17) triangularize(matrix(
[1,-%i,6%%1i,3],
[4,2-3%%1,0,7],

[7 ) 1 ) 9_2*%i s _%i] )
[0,4,5,13] )

[9%%1,6,p,2],

[7%%1,3,0,p]

));
492—34 0 7
0 16 20 4p
0 0 101:i+10 (i+2)p+20

(%07) 1o o 0 (55i+106) p— 10767 — 264

0 0 0 0
0 0 0 0

(%18) rectform(solve((55%%i+106)*p-1076%%1-264=0,p)) ;

995367 n 87164]
14261 14261

Pro hodnotu parametru p =

(%008) [p =

99536 ¢ + 87164

oot T 11261 Pude mit matice hodnost 3, jinak

bude mit matice hodnost 4.

Reseni 7.4.

(%i9) A:matrix(
[9,2,-4,-17,1/2,-1/3,3],
[-3,-1,-5,9/2,18/7,-3,-1],
[1/3,5,0,11,3,-1,0],
[0,-3,-1/5,1,12,8,13],
[_1,0311’73_930,6] B
[1,1,-1,-1,1,-1,17,
[11,-3,-5,7,6,-3,2])%

(%110) determinant(matrix(
[15/7,2,-4,-17,1/2,-1/3,3],
[11/4,-1,-5,9/2,18/7,-3,-11,
[6,5,0,11,3,-1,0],
[0,-3,-1/5,1,12,8,13],
[9,0,11,7,-9,0,6],
[13,1,-1,-1,1,-1,1],
[11,-3,-5,7,6,-3,2]))/determinant (A) ;

4548897783

10) — 22ZOOI0009
(%0010) = 220910962
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(%i11) determinant(matrix(
[9,2,-4,-17,1/2,-1/3,15/7],
[-3,-1,-5,9/2,18/7,-3,11/4],
(1/3,5,0,11,3,-1,6],
[0,-3,-1/5,1,12,8,0],
[-1,0,11,7,-9,0,9],
1,1,-1,-1,1,-1,13],
[11,-3,-5,7,6,-3,11]))/determinant (A) ;

6604897451
11) — 0227
(Foll) = 15333188367
4548807783 6604897451
Tedy x1 = —

3520910062 T T 12323188367

Reseni 7.5.

(%112) triangularize(

matrix(
[4:5:—3’-6’3] 1)
[7,-2,8,5,11],

[-6,13,-13,2,-71,
[-2,3,-4,p,21));

45 -3 —6 3
0 —43 53 62 923
(%012) 10 o 334 _970 —364

0 0 0 —334p—406 —1686
(%113) solve([-334%p-406=01, p);

20,
167

(%i14) solve([
A*xx1+5xx2-3*%x3-6*x4=3,
T*x1-2%xx2+8*x3+5*%xx4=11,
—-6xx1+13%x2-13%x3+2*x4=-7,
—2%x1+3*x2-4*x3+p*x4=2] , [x1,x2,%3,x4]);

(%0013) [p =

93 1794 135p — 1638 182 p — 2227
(%oold) [[al = DL FTIO% o 229D 7 1098 g 203D 2227
167p + 203 167 p + 203 167 p + 203
843
e
167 p + 203
J&hp:—%%Jmk&m%manwmiﬁaﬁJ&hp%—%%Jmkmé&mﬁmadmmm

v s o [ (93p41794 135p—1638 182p—2227 843 .
feseni P = {(167]3-1—203’ 167 p+203 ° 167 p+203 * 167 p+203 ) [° kde p € R je parametr.
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8 Zavér

Cilem prace bylo predstavit ¢tenafi systém pocitacové algebry Maxima a uké-
zat jeho vyhody pii feseni tloh z linearni algebry. V praci byly pro lepsi pre-
hlednost pfipomenuty zakladni poznatky z linearni algebry. Kazda ¢ast teorie je
podlozena praktickym pfikladem pro lepsi ndzornost.

Na konci tteti, ¢tvrté, paté a Sesté kapitoly je podkapitola praktické priklady.
ulohy v kazdé podkapitole. Diky témto prikladim si miize ¢tendf lépe ukotvit
poznatky z praktického vyuziti programu Maxima.

Hlavnim piinosem bakalaiské prace je predstaveni programu Maxima jako
studijni podpory pfi vyuce linearni algebry. Déle pfedstaveni programu Maxima
jako alternativu k drahym matematickym programtm.

Program Maxima mé pfehledné grafické uzivatelské rozhrani a intuitivni ovla-
déani. Diky témto vlastnostem miize konkurovat ostatnim programim. Napoveéda
programu je rozsahla, ale je psana v anglickém jazyce.

V préaci byly z velké ¢asti vycerpany moznosti programu Maxima jako pro-
gramu pro linearni algebru. Program vsak obsahuje mnoho dalsich funkci, kterych
je mnohokrat vice, pro matematickou analyzu a grafy.

Domnivam se, ze bakalarska prace spliuje cile, které byly stanoveny pfi jeji
tvorbé.

Tato bakalafska prace by meéla predevsim slouzit jako stru¢ny manudl pro
studenty, ktefi chtéji vyuzit program Maxima jako podporu pfi studiu linearni

algebry.
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