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Uvod

Bakalarskou praci, a predevsim jeji téma, provérujeme z nekolika hledisek. Z hlediska
aktualnosti tématiky je matematika, s apelem na geometrii, ziva svym vlastnim zptisobem. Na
akademické pude jsou to zptusoby objevovani. Potieby studenti prohloubit si znalosti, ziskat
znalosti nebo alesponi vénovat Cas a prostor pro nalezeni cest vedouci nejen k pochopeni,
respektu, docenéni, ale i k seberealizaci.

Bakalarska prace ma mit nadech toho, co si student pfi studiu osvojil, pfipadné by chtél
rozvinout. V naSem pfipadé to byla oblast geometrie. Proto jsme uvitali moznost zvolit téma
z oblasti geometrie, kde se opirame o shodné zobrazeni vyobrazené v programu Geogebra.

Tato prace si bere za cil v teoretické roviné vymezit shodnd zobrazeni, kterd jsou
doplnéna o vizualni ukazky z programu Geogebra. Text prace predpoklada urcitou odbornou
uroveni znalosti, kterou béhem studia ziskavaji studenti pedagogické fakulty. Prace cili
predev§im na studenty, ktefi hledaji dalsi informac¢ni prameny. S ohledem na to je také nasim
cilem ¢tenaftm poskytnout moznosti doplnéni, upevnéni, ptipadného rozsifeni a prohloubeni
znalosti. Proto je soucasti prace i prehled vybrané dostupné literatury, ktera se shodnym
zobrazenim odborné vénuje.

Praci ¢lenime do péti kapitol. V prvni kapitole se vénujeme zobrazeni v n-rozmérném
euklidovském prostoru s apelem na shodnost. Dalsi tfi kapitoly pfiblizuji shodné zobrazeni jiz
v konkrétnich trech euklidovskych prostorech. A to konkrétné shodné zobrazeni v roving,
v pfimce a v prostoru. Sefazena jsou v praci v uvedeném potadi. Toto fazeni je s ohledem na
zaméfeni se primarné na shodnosti v roving, ale za vhodné vnimame neopomijet i shodnost
v euklidovské pifimce a shodnost v euklidovském prostoru. V paté kapitole se vénujeme
pramentim, které povazujeme za vhodné ke studiu shodnych zobrazeni.

Prvni ¢tyfi kapitoly nemaji suplovat odborné ucebni texty, nebot’ tomu by neodpovidal
ptipadny rozsah této kvalifikacni prace. Véfime, ze prace muze byt pomyslnou ochutnavkou,
ktera studenty povzbudi ke samostudiu. Povzbudi je tim, Ze studentim poskytujeme piehled
téch nejlepsich kniznich tituld, ve kterych snad naleznou ten, ktery jim bude nejvice vyhovovat.
Pro posouzeni téchto zdroju bylo pro nas tedy nutné podivat se na tuto tématiku shodnych
zobrazeni blize a vénovat se jim v prvnich kapitolach. NaSe pochopeni tématu shodnosti
projektujeme do vlastnich obrazkovych materiala. Pfi zkoumani této tématiky viditelne

vyuzivame praveé prameny, které studentiim doporucujeme.



1 Zobrazeniv euklidovském prostoru

V tvodni kapitole nastinime zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni, soumérnost podle
nadroviny a soumeérnosti v euklidovském prostoru. Uvadéné poznatky jsou zde pro zakladni
prehled zobrazeni v euklidovském prostoru a také pro jejich prohloubeni v dalSich kapitolach
této prace. V posledni podkapitole jsou porovnany mozné studijni texty pro hlubsi rozsifeni

znalosti.

1.1 Zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni

Definice 1.1.1. Zobrazeni Z v n-rozmérném euklidovském prostoru pfifazuje kazdému
bodu X prave jeden bod X' n-rozmérného euklidovského prostoru.

Bod X nazyvame vzor. Bod X" je obraz bodu X. Symbolicky zobrazeni zapisuje Z: X —
X’. U je mnozina vSech bodl utvaru. U’ je mnozina obrazi vSech téchto bodi utvaru U,
nazyvame ji obrazem utvaru U.

Samodruzné body jsou body, pro které plati X = X’. Pro samodruzny utvar zobrazeni
plati U = U". Identita se nazyva zobrazeni, kde kazdy bod je samodruzny.

Euklidovsky prostor je afinnim prostorem, kde mame definovan skalarni souc¢in dvou
vektort (Lavicka, 2006). Ze skalarniho soucinu definujeme vzdalenost dvou bodt

XY = ly-xl = Jy-07,

kterou vyuzivame v definici shodného zobrazeni.

Definice 1.1.2. , Zobrazeni fv euklidovském prostoru se nazyva shodné zobrazeni (tézZ
shodnost, resp. izometrie) pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva body X, Y a jejich obrazy X', ¥’
plati | X'Y'| = |XY|. “ (Leischner, 2010, s. 69)

Véta 1.1.1. Shodné zobrazeni je zobrazeni prosté.

Vychazime z toho, Ze dva razné body X, Y a vzdalenost obrazti téchto bodi je stejna a
neni nulova, tedy obrazy X" a Y’ se sob€ nerovnaji, tedy se jedna o dva rizné body.

Lavicka (2006, s. 20) shrnuje, ze shodné zobrazeni ma vSechny vlastnosti afinit, kde
navic z definice shodného zobrazeni vyplyva:

Véta 1.1.2. ,, Shodnd zobrazeni zachovdvaji velikost uhli.

Véta 1.1.3. ,, Shodnd zobrazeni zachovavaji obsahy a objemy.

Pro klasifikaci shodnosti bude vychazet z analytického vyjadieni shodného zobrazeni,
proto na néj zde s predstihem upozorfiujeme.

Véta 1.1.4. Shodné zobrazeni ma své analytické vyjadreni
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f:X = XA + B,kde AAT = AAT = E.

E je jednotkovou matici. Matice A bude ortogonalni (ortonormalni) matici.

Dle det(A) mizeme rozliSit pfimou a nepfimou shodnost, s hodnotou det(4) = +1
nebo det(A) = -1, kterou rozvadime v kapitole shodného zobrazeni v roving.

Véta 1.1.5. ,, (Véta o urcenosti shodného zobrazeni) Necht je v prostoru E, ddnon + 1
linedrné nezavislych bodit My, M, ..., M, an + 1 bodit Mo, ..., M'n. Nutnou a postacujici
podminkou existence shodnosti f, kterd zobrazuje body Mo, M, ..., M, po Fadé na body M, ...,
M, je platnost vztahii IMiMj| = |M M| pro vSechna i, j € {1, 2, ..., n}. Jsou-li tyto vztahy
splnény, existuje pravé jedno shodné zobrazeni f s uvedenymi vlastnosti.“ (Leischner, 2010,
s. 70)

VySse uvedenou vétu o urcenosti shodného zobrazeni explicitn€ zminlujeme, abychom
pfi zobrazovani jednotlivych shodnosti v n-rozmémém prostoru vyuzili n + 1 linedrné

nezavislych bodi pro jeho jednoznacné znazornéni.

1.2 Soumérnost podle nadroviny

K nadroving @ v n-rozmérném eukleidovském prostoru E, existuji praveé dvé shodnosti,
pro které jsou viechny body nadroviny o samodruzné (Bogek, Sedivy, 1979). Jedna se o identitu
a soumeérnost podle nadroviny g.

Soumérnost podle nadroviny je urcena nadrovinou nebo ji odpovidajici dvojici
nesplyvajicich bodl. V ptipadé dvojice bodi nemusime rozliSovat vzor a obraz, nebot” obrazem
bodu A je bod B, a také pro bod B je obrazem bod A (involutorni zobrazent).

V piipadé této dvojice bodi AB z predchoziho odstavce mame pro nadrovinu @
samodruznych bodi nadrovinu soumérnosti bodi A, B. Jedna se o nadrovinu kolmou na
spojnici AB a prochazejici sttedem usecky AB.

Nadrovinu p miizeme chapat jako mnozinu vsech bodi majicich od bodu A a bodu B
stejnou vzdalenost.

Soumérnost podle nadroviny souvisi s pfimym a nepfimym zobrazenim uvadénym
v kapitole shodného zobrazeni v rovin€. Pro n-rozmérny euklidovsky prostor mizeme uvadét
nasledujici dvé véty.

Véta 1.2.1. ,,Kazdd izometrie v E, se da rozloZit na nejvyse n + I soumérnosti podle

nadrovin. “ (Dofkova, Kopecky, 2008, s. 9)



Véta 1.2.2. , Izometrie v E, je pravé tehdy primé zobrazeni, da-li se rozloZit na sudy
pocet nadrovinovych soumérnosti a neprimé, ddli se rozloZit na lichy pocet nadrovinovych
soumeérnosti. “ (Dofkova, Kopecky, 2008, s. 10)

Se soumérnosti podle nadroviny se setkame v kapitole shodného zobrazeni v roviné
jako s osovou soumeérnosti, a v kapitole shodného zobrazeni v prostoru jako se soumeérnosti

podle roviny.

1.3 Soumérnosti v euklidovském prostoru

V pfedchozi podkapitole jsme se zaméfili na involutorni shodnosti z mnoziny
samodruznych bodd nadroviny, které tvoii soumérnost podle nadroviny. Do této kapitoly
spadaji vSechny involutorni shodnosti euklidovského prostoru.

Rozumime tim shodnost, ktera neni identitou, ale sloZeni sama se sebou dava identitu
(Sekanina et al., 1988). Tedy naptiklad mame bod A, pro jehoz obraz plati, ze A"=B # A,
tedy pak B = A” = A. Konkrétné zde plyne, ze stfed S useCky AB se zobrazi na stied tsecky
BA. Bod Sje samodruznym bodem, ktery si miZeme oznalit jako prostor Pi, ktery je
podprostorem prostoru En.

Pro soumérnost v euklidovském prostoru plati, ze kazdd involutorni shodnost ma
alespori jeden samodruzny bod. Jestlize bychom méli prostor P1, ktery by byl totozny celym
s prostorem E,, tak by se jednalo o identitu. Soumérnosti v n-rozmérném euklidovském
prostoru muzeme vyjadiit pomoci nasledujici definice a véty.

Definice 1.3.1. ,, Necht je v euklidovském prostoru En dimenze n zvolen podprostor Py
= Ex dimenze k, 0 < k < n -1. Soumérnost prostoru E, podle podprostoru Ex je zobrazeni f
prostoru En na sebe, pri kterém jsou vSechny body prostoru Ex samodruzné, pro ostatni body
X je primka Xf(X) kolmd na prostor Ey a stied usecky Xf(X) lezi v Ex. “ (Sekanina et al., 1988,
S. 65).

Véta 1.3.1. ,, Kazdd involutorni shodnost euklidovského prostoru je soumérnost tohoto
prostoru podle nékterého podprostoru. “ (Sekanina et al., 1988, s. 65).

V euklidovské roviné E,, které je vénovana jedna znasledujicich kapitol, jsou
involutornimi shodnostmi: soumérnosti osové (soumérnost podle pfimky = soumérnost podle

nadroviny Es; prostor o dimenzi 1) a soumérnosti stfedové (prostor o dimenzi 0).



2 Shodna zobrazeni v roviné

Shodnosti roviny uvadime jako prvni z nasledujicich kapitol, které se vénuji konkrétnim
euklidovskym prostorim. Shodnosti v pfimce uvedeme az v kapitole dalsi, protoze hlavni dil
této prace cilime na shodnosti v roving.

Pfipomene si na zacatek kapitoly opét definici shodného zobrazeni v roviné v jiné
formulaci, ktera vSak vystihuje opét to stejné, co uvedena definice 1.1.2 v predchozi kapitole.

., Zobrazeni (v roviné) je shodné zobrazeni nebo také shodnost, pravé kdyz obrazem
kazdé usecky AB je uisecka A'B’ shodnd s uiseckou AB. “ (Pomykalova, 2001, s. 124)

Pro kazdé shodné zobrazeni v rovin€é uvadi Bartoriova, Kvéton (2006) strucné
nasledujici vlastnosti:

o, obrazem poloprimky AB je polopiimka A'B’;

e obrazy opacnych poloprimek jsou opacné poloprimky,

o obrazem primky AB je primka A'B’;

e obrazem rovnobéznych primek jsou rovnobézné primky;

e obrazem poloroviny pA je polorovina pA’;

e obrazy opacnych polorovin jsou opacné poloroviny;

o obrazem uhlu AVB je ithel A'V'B’ shodny s uhlem AVB;

o obrazem utvaru U je utvar U’ shodny s utvarem U (Bartonova, Kvéton, 2006, s. 61).

Véta 2.1. , Dvé shodnd zobrazeni Z,, Z>, jsou navzdjem ruznd (Z, + Z,), jestliZze aspor
Jeden bod md v obou zobrazenich riizné obrazy “ (VySin, 1952, s. 69). Jestlize zobrazeni nejsou
razna, jsou totozna (Z1 = Z»).

Véta 2.2. Inverzni zobrazeni vzhledem k zobrazeni Z znaéime Z' (Vysin, 1952).
Vychazime ze shodnosti Z, kde body X" jsou vzory a body X obrazy.

Véta 2.3. Involuce. , Shodné zobrazeni v roviné, pri némz kazdy bod, pokud neni
samodruzny, ndlezi involutorni dvoyjici, se nazyvd involutorni. “ (Vy$in, 1952, s. 73)

Véta 2.4. ,, Shodnost v roviné Z je involutorni, je-li Z = Z'.“ (Vysin, 1952, s. 73)

Véta 2.5. Mame shodné zobrazeni Z1 a Zo, kde Z1: X = X', Z»: X' = X', pfitom plati
XY =X"Y =X"Y". Vzniké shodnost Z3 slozenim Z; a Z», tedy Z3 = Z1 Z>. (VyS$in, 1952)

Dalsi vlastnosti shodnych zobrazeni v rovin€ jsou obsazeny v nésledujicich oddilech
ptislusné podkapitoly klasifikujici shodnéd zobrazené v rovin€. Jedna podkapitola je vénovana
také podobnému zobrazené v roving, které ve specialnim piipadu muze zachovavat vlastnosti

shodného zobrazeni.



Dulezitou vétou k pfipomenuti je véta 1.1.5 o urenosti shodného zobrazeni. Se stejnym
dtsledkem formuluje Sedivy (1980, s. 20) vétu o uréenosti shodného zobrazeni v roviné takto:
Jsou-li dany dva shodné trojuhelniky A ABC = A A'F'C. Existuje pravé jedno shodné
zobrazeni v roviné, které prirazuje A — A, £ — £, C— (.. Budeme tedy pro jednoznacné

urceni zobrazovat shodnosti v pfimce pomoci trojuhelnikd.

2.1 Prima a nepiima shodnost

Shodna zobrazeni v roviné muzeme dé€lit podle piimé a nepiimé shodnosti
e Prima: identita, posunuti (translace), otoceni (rotace), sttedova soumeérnost;
e Neprima: osova soumérnost, posunuta soumernost.
K rozliseni ptimé a nepiimé shodnosti v roviné mame hned nékolik postupt, které muze

vyuzit. Uvedeme si zde ty poucky, které jsou v literatufe zmifiovany.

Prikladani obkresleného utvaru

Mezi prvnimi pouckami, které vyuzivaji nejvetsi dil ndzornosti, jak rozlisit pfimou a
nepiimou shodnost v roving, je obkresleni utvaru, ktery si vystfihneme a prikladame k druhému
utvaru (Pomykalova, 2001). Jestlize nam k dokonalému piekryti stacilo utvar posunout ¢i
natocit, tak se jedna o pfimou shodnost. Jestlize je nutné utvar pieklopit, tak se jedna o neptimou

shodnost.

Orientaci trojuhelnika

Bartoriova, Kvéton (2006) vyuzivaji k prikladani prasvitné folie a zptesiiuji rozliseni
shodnych zobrazeni. Pfimé shodnost zachovava orientaci trojuhelniku a nepfima shodnost méni
jeho orientaci na opacnou.

Dolezal (2006) také rozdéluje shodnost na piimou, kterd ma souhlasnou orientaci

vrcholt v trojuhelniku, a nepfimou, které ma nesouhlasnou orientaci vrchola v trojuhelniku.

Rozlozeni na soumérnosti podle nadroviny

U slozeného zobrazeni muzeme vyuzit podle véty 1.2.2 rozlozeni na pocet
nadrovinovych soumérnosti (Dofkova, Kopecky, 2008). Pfima shodnost se rozlozi na sudy

pocet nadrovinovych soumérnosti. Nepifima shodnost se rozlozi na lichy pocet nadrovin.
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Dodrzujeme 1 vétu 1.2.1, kdy o maximalnim poctu slozenych soumérnosti podle nadroviny v n-
rozmérném euklidovském prostoru.

V piipad€ pifimych a nepfimych shodnosti v euklidovské roving, rozkladame je na osové
soumernosti o sudém, pfipadném lichém, celkovém poctu. Maximalni pocet pro euklidovskou
rovinu je slozeni tfi osovych soumérnosti.

Vysin (1952) explicitné dodava, ze kazdou nepfimou shodnost, kterd neni osovou
soumérnosti, mizeme slozit ze sttedové a osové soumeérnosti, jejiz osa neprochazi stfedem
soumérnosti. Plati zde implikace. Slozenim stfedové a osové soumérnosti, kde stred

soumernosti neni na ose soumernosti, ziskdme nepfimou shodnost.

Matici analytického vyjadieni shodnosti

Pfimou a nepfimou shodnost muzeme urCit i podle determinantu matice v jeho
analytickém vyjadieni (Lavicka, 2006). Pfimé shodnost ma det(A4) = +1, nepiima shodnost
ma det(4) =-1.

2.2 Klasifikace shodnych zobrazeni v roviné

Mame predstavu o nékterych shodnych zobrazeni v euklidovské roviné. Pro odhaleni
vSech druhti shodnosti vyjdeme z predstavy skladani osovych soumérnosti a nasledné
klasifikujeme shodnosti podle samodruznych bodi a smérd z rozboru rovnice analytického

vyjadreni shodnosti.

Skladani osovych soumérnosti v euklidovské roviné

Vsechny shodnosti v euklidovské roviné muze urcit také pomoci skladani osovych
soumérnosti v euklidovské roving€. Predpoklad vychazi z véty 1.2.1, ze které plyne, ze kazda
shodnost v euklidovské roviné vznikne soucinem nejvyse tii soumérnosti podle nadroviny, tedy
podle osové soumérnosti.

Jestlize budeme skladat postupné osové soumérnosti do poctu tfi ve vSech moznych
polohéch, ziskame v nékterych ptipadech novy typ shodnosti, popt. dojdeme k jiz nalezenému
typu shodnosti (Blazek, 1994).

Soumeérnosti podle nadroviny je osova soumérnost (1). Kdyz je osova soumérnost pouze

jedna, tak neni mozné s ni¢im dal§im skladat.
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Slozime-li dv€ osové soumérnosti, podle jejich vzajemné polohy ziskame nekolik
soumeérnosti. Jsou-li osy dvou osovych soumérnosti rovnob&zné, tak ziskavame posunuti (2).
V piipad€ totoznosti téchto dvou os soumérnosti ziskavame identitu (3). Jsou-li osy dvou
soumérnosti riznobézné ziskavame otoceni (rotaci) o orientovany thel a(4). V piipad¢ slozeni
dvou osovych soumeérnosti tak, ze jejich osy jsou kolmé, ziskavame stiedovou soumérnost (5).

Skladanim tfi osovych soumérnosti. V pfipade€ jejich rovnobézni, pfipadné shodnosti,
ziskavame opét osovou soumeérnost (1) V pripadé, Ze vSechny tfi osy prochazi stejnym bodem,
tak obdrzime opét osovou soumeérnost (1). V piipadé, kdy alespori dveé osy jsou riznobézné a
tfeti z os neprochazi jejich prisecim, tak toto slozeni miizeme rozlozit na osovou soumernost a
sttedovou soumérnost. Této posledni vzniklé soumérnosti fikame posunuta soumeérnost (6),
popt. posunuté zrcadleni. Tim jsme pojmenovali vSechna shodna zobrazeni v euklidovské

roving, kterych je celkem Sest (1-6).

Klasifikace podle samodruznych bodu a sméru

Mame euklidovskou rovinu E» a kartézskou soustavu soufadnic. Je-li shodnost f,
f(X) = X', kde X[x,y], X'[x’,y’], tak mame rovnice:

’

x'=ax+by+p

Yy =cx+dy+q.

V piepisu do maticového tvaru ziskdvame:

@) =@n(, 5)+@a.

Pro shodnost musi platit véta (1.1.4), ze shodnost ma ortogonalni matici, tedy
a c\fa by _ (1 0
(b d) (c d) h (0 1)'

Po upravé ziskavame, ze

a?+c2=1,
ab+cd =0,
b? +d? =1.

Na zakladg prvni rovnice a + ¢? = 1 dosadime zaa = cosa,c = sina, kde 0 < a <
360°. Druha rovnice po dosazeni vypada takto: bcosa +dsina = 0,kde b = —tsina,d =
tcosa . Dosadime do tfeti rovnice: (—t)?sin?a +t2cos?a =1, a upravime na
t? (sin? @ + cos? @) = 1. Ziskavame vztah t> = 1=t =1 vt = —1. Rovnice shodnosti
v rovin€ ma dva mozné tvary, které urcuji pfimou a neptimou shodnost predstavenou v prechozi

podkapitole.
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Tvar rovnice shodnosti je (pro shodnost pfimou, determinant = 1)
x'=xcosa—ysina+p
y =xsina+ycosa+q

nebo (pro shodnost nepfimou, determinant = — 1)
x'=xcosa+ysina+p
y =xsina—ycosa+q.

Matice zobrazeni ma tvar:

(COS a

—sin a) (cos a
sina ’

sina )
cosa sin a '

—cosa
Hledanim samodrodruznych bodi a smért ziskame shodnosti v euklidovské roving a

jejich tvary mizeme uvést v tabulce podle samodruznych bodi a samodruznych sméra

v nasledujici podobé:

. Pravé dva navzajem 5 Ay %
Zadny samodruzny Kolmé drusne Kazdy smer
olmé samodruzné Y
smér ’ samodruzny
sméry
- posunuta posunuti, ne identita
. soumeérnost X'=x+p
Zadny )
. . X"=x+p y=y+p
samodruzny bod )
y'=-y (. @) # (0,0)
p*0
otoéeni o uhel a - stfedova soumérnost
Préavé jeden x"=xcosa—ysina x'=—x
samodruzny bod | ¥ = Xsina +ycosa y=-y
sina # 0
Primka - osova soumérnost -
samodruznych X' =x
bodu; ne identita y =-y
- - identita
KaZdy bod je X = x
samodruzny y =y

Tabulka 2.2.1. Prehled shodnosti euklidovské roviny (Sekanina et al., 1988, s. 68)
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2.2.1 Identita

Identita patii k pfimym shodnostem, ktery mé vSechny body samodruzné, stejné tak
kazdy smér je samodruzny. Identitu mizeme znacit 1.

Identita kazdy bod zobrazuje sam na sebe, tedy X = X" a X" = X. Pro predstavu je
mozné si identitu predstavit jako posunuti o usecku s nulovou délkou, popt. jako otoceni o
nulovy uhel.

Definovat identitu mizeme jako Hrusa (1964, s. 253): ,, Zobrazeni v roviné o, které
priraduje kazdému bodu X roviny o tyZ bod X, nazyva se identita. “.

S ohledem na samodruzné body Vysin (1952, s. 74) identitu definuje: ,, Md-li shodnost

v roviné aspon tri samodruzné body, které neleZi v primce, je to identita. “. Jinak feCeno toto

vyplyvai z véty 1.1.5. o ur€enosti shodného zobrazeni.

2.2.2 Osova soumérnost

Osova soumérnost je nepiimou shodnosti, ktera je zaroven shodnosti podle nadroviny.
Nadrovinu v euklidovské roviné E» tvoii prostor E1, pfimka, na které lezi samodruzné body.

.,V roviné E; je ddna primka o. Osovou soumérnosti O v roviné E> se nazyva mnozina
vSech takovych uspordadanych dvojic [X, X'] kolma k ose o a zaroveri stied Xo tisecky XX ndlezi
primce o. Primka o se nazyva osa osové soumérnosti. ““ (Stopenova, 2005, s. 24)

Utvary soumémé sdruzené podle osy jsou dva nestejné geometrické utvary, pro které
plati, ze bod X € U; je premistitelny podle osy soumérnosti o do bodu X" € U, (Stopenova,
2005).

Obr. 2.2.2.1 Osovd soumérnost
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2.2.3 Stredova soumérnost

Stfedova soumérnost patii k pfimym shodnostem. Je zvlastnim pfipadem otoceni o thel
180° kolem stfedu soumérnosti S. Ma pravé jeden samodruzny bod, ktery je stftedem S stfedové
soumeérnosti. VSechny pfimky prochéazejici sttedem S jsou samodruznymi pfimkami stfedové
soumernosti.

, V roviné Ez je ddn bod S. Stredovou soumérnosti S v roviné E2 se nazyva mnozina
vSech takovych usporddanych dvojic [X, X'], Ze pro kazdy bod X = S plati X'= X = § a pro
kazdy bod X + S je bod S stiedem usecky XX'. Bod S se nazyva stred stredové soumérnosti.
(Stopenova, 2005, s. 27)

Obdobn¢ jak jsou soumérné sdruzené utvary podle osy soumeérnosti, tak jsou utvary
soumérné sdruzené podle stfedu (Stopenova, 2005). Mame dva rozdilné geometrické utvary Uy
a U, které mohou kazdy bod X € U, premistit pomoci stfedu soumérnosti S do bodu X € U,.

Vysin (1952, s. 79) uvadi pro stfedovou soumérnost nasledujici hlavni vlastnosti:

o | Lze jirozloZit ve dvé osové soumérnosti, jejichz osy jsou primky k sobé kolmé
a prochdzeji stredem S, jedna z os (kterdkoli) je volitelnd.

o SloZenim libovolnych dvou osovych soumérnosti, jejichz osy jsou k sobé kolmé,
vznikne stredova soumérnost.

o Soumeérnost podle stredu je involuce.

o Obrazem primky p, kterd neprochazi stiedem S je primka, ktera primku p
neprotind. Primka p, kterd prochdzi stfedem S je samodruzna.

BI

Obr. 2.2.3.1 Stredovd soumeérnost
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2.2.4 Posunuti (translace)

Posunuti neboli téz translace, je pfimym shodnym zobrazenim, pfimky rovnobé&zné
orientované s useCkou jsou samodruzné primky posunuti, nema samodruzné body. Neni
involutornim zobrazenim.

S posunutim souvisi ekvipolence, usporadané dvojice bodu (Stopenova, 2005).
Orientovana usecka AA’ je usporadanou dvojici bodu [A, A"]. Mame-li usporadané dvojice [A,
B], [C, D], tak jsou tyto dvojice ekvipolenti, kdyz usecky AD a BC maji stejny stied S.

.,V roviné je ddana [M, M’]. Posunuti T (translace) je mnoZina vSech usporddanych

dvojice bodii [ X, X'| takovych, Ze usporddané dvojice bodii [X, X'] a [M, M'] jsou ekvipolentni.

A A

L ]
f’{/';
]

Obr. 2.2.4.1 Posunuti

2.2.5 Otoceni (rotace)

Otoceni neboli rotace je pfimou shodnosti, kterd ma jeden samodruzny bod ve stiedu
S a zadny samodruzny smér. Neni involutornim zobrazenim. Otoenim o 180° ziskame
sttedovou soumé&rnost.

S otaCenim souvisi pojem orientovany uhel (Stopenova, 2005). Orientovany uhel AVB
je usporadana dvojice polopiimek VA, VB s pocatkem v bodé V. Polopiimky jsou rameny
orientovaného uhlu, pocatek je vrcholem orientovaného thlu. Mizeme zapsat: AVB = [—

VA,— VB]. Orientovany thel AVB neni totéz, co orientovany thel BVA.
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U orientovaného uhlu uréujeme kladny smér (otaceni proti smeru hodinovych rucicek)
a zaporny smér (Bartoriova, Kvétori, 20006).

., V roviné je dan bod S a orientovany uihel AVB. Otdceni R (rotace) je mnozZina vSech
usporddanych dvojic bodut [X, X'], Ze pro kazdy bod X = S plati, Ze X' = X = § a pro kazdy bod
X + S plati, Ze orientovany ithel XSX' je shodny s orientovanym uhlem AVB a usecka SX je
shodna s useckou SX. ““ (Stopenova, 2005, s. 32)

AI

Obr. 2.2.6.1 Otoceni

2.2.6 Posunuta soumeérnost

Posunutou soumérnosti P rozumime jako slozenou shodnost ze soumérnosti osové a
posunuti ve smeru osy.

Jedna se o shodnost bez samodruznych bodi. Posunuta soumérnost ma samodruzné
vektory sméru osy osové soumérnosti pii rozkladu P =T * O (Blazek, 1994).

., Slozenim tri osovych soumérnosti O;, Oz, O3 s osami o1, 02, 03, kde o1 || 02 a zdroveri

01 # 02 a o3 je kolma k o1, vznikne posunuta soumérnost. “ (Stopenova, 1999, s. 37)
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Jsou-li osy osové soumérnosti na sebe kolmé, tak ziskavame stfedovou soumérnosti.
Z predchozi véty vypliva, ze mizeme mit také slozeni stfedové soumeérnosti s osovou

soumernosti, jejiz osa neprotina stied S sttedové soumeérnosti.

I

I

|

|

|

!

! C“
|

|

I

I

| BII
I

Obr. 2.2.6.1 Posunutd soumérnost

2.3 Podobné zobrazeni

Definice 2.3.1. ,, Zobrazeni f euklidovského prostoru E do euklidovského prostoru E’ se
nazyvda podobné, jestlize existuje kladné Cislo k tak, Ze pro kazdé dva body X,Y € E je
IF O f(Y)| = k|XY|. Cislo k se nazyva koeficient podobného zobrazeni f *“ (Sekanina et al.,
1988, s. 73)

Zvlastnim ptipadem podobnosti je k = 1, které je shodnosti a fika se mu nevlastni

podobné zobrazeni (Stopenovéa, 1999).
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Vyznamnym podobnym zobrazenim je stejnolehlost (homotetie). ,,Stejnolehlost se
stiedem S a koeficientem k je pFima podobnost, kterd:
e bodu S prirazuje obraz S = S
o bodu X # S prirazuje obraz X' tak, Ze plati |SX'| = |k| - |SX| a pritom bod X'
lezi na poloprimce XS pro k > 0, resp. bod X'lezi na poloprimce opacné
k poloprimce SX pro k < 0 (Dolezal, 2006, s. 77).
Zvlastnim pifipadem shodnosti je koeficient k = —1, ktery odpovida stfedové
soumeérnosti se sttedem S. Stejnolehlost s koeficientem k = 1 je identitou.
Slozenim shodného zobrazeni se stejnolehlosti je mozné ziskat jakékoliv podobné

zobrazeni (Stopenova, 1999).

2.4 Skladani a rozkladani shodnosti v euklidovské roviné E;

Vsechny shodnosti v euklidovské roviné E; muzeme vytvorit skladanim osovych
soumernosti (soumérnosti podle nadroviny) v nejvys§im poctu tii téchto soumeérnosti. Coz
vychazi z véty 1.2.1.

Véta 2.4.1. Jakakoliv shodnost Z ve slozeni s identitou zlistane stejnou shodnosti Z
(Vysin, 1952). Symbolicky zapsany vztah i s ohledem na vétu 2.4 o involutorni shodnosti
Z:71=12=272,7Z"'=7"Z=1.

Véta 2.4.2. Pro jakékoliv tfi shodnosti v roving plati: (Z1 Z2) Z3 = Z1(Z2 Z3)

Véta 2.4.3. ,Kazdou primou shodnost Ize sloZit ze dvou osovych soumérnosti.
(Dolezal, 2006, s. 58)

Véta 2.4.4. ,,Kazdou neprimou shodnost Ize sloZit ze stiedové soumérnosti a osové
soumeérnosti. “ (Dolezal, 2006, s. 58)

Véta 2.4.5. ,, SloZenim dvou osovych soumérnosti, jejichz osy:

e se neprotinaji, dostaneme shodnost bez samodruznych bodii “ (VySsin, 1952, s.
80). Timto slozenim vznikne posunuti v roving.

o jsou k sobé kolmé, vznikne stredovd soumérnost se stredem S.“ (Stopenova,
1999, s. 35)

e se rovnaji, dostaneme identitu (Stopenova, 2005).

e jsou ruznobézné, ziskame otaceni se stfedem S jako pruseCikem os a velikosti

uhlu otaceni rovnajici se dvojnasobku velikosti ostrého uhlu daného osami.

19



Véta 2.4.6. ,,Kazdé posunuti Ize rozloZit ve dvé osové soumérnosti tak, Ze osa jedné
z nich prochazi predem zvolenym bodem A “. (Vy$in, 1952, s. 80)

Véta 2.4.7. ,SloZenim libovolného poctu primych shodnosti dostaneme primou
shodnost. “ (VySin, 1952, s. 83)

Véta 2.4.8. ,, Slozenim dvou primych nebo dvou neprimych shodnosti vznikne prima
shodnost. “ (Dolezal, 2006, s. 58)

Véta 2.4.9. ,, Slozenim primé a neprimé shodnosti vznikne neprimd shodnost. *“ (Dolezal,

2006, s. 58)
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3 Shodna zobrazeni v primce

Shodnosti v pfimce se od shodnosti v roviné li§i svou zékladni mnozinou, ktera je o
jeden euklidovsky prostor nizsi. S ¢imz souvisi 1 to, ze v pfimce nemame vSechny shodnosti,
které jsme méli v roving.

I zde plati definice shodného zobrazeni. Zobrazeni f v Ei se nazyva shodnym
zobrazeném v primce E1, pravé kdyz pro kazdé dva body A, B € E; a jejich obrazy f(A) = A’,
f(B) =B’ plati: |[AB|=]A'B’| (Sedivy, 1987). Mnozinou viech zobrazeni je Z.

3.1 Klasifikace shodnych zobrazeni v primce

Shodnosti v pfimce mame pouze v podobé identity, sttedové soumérnosti a posunuti

(Stopenova, 2005).

3.1.1 Identita

Identita je zobrazeni pfimky Ei, kde kazdy bod X ptfimky E; ma pfifazen tentyz bod X.

Plati tedy vztah X'=X. Identita je zobrazenim, které ma aspon dva rizné samodruzné body.

3.1.2 Stredova soumérnost

V piimce E; je bod S, sted stfedové soumernosti. Stfedovou soumérnosti v piimce Ei
je mnozina vSech usporadanych dvojic [X, X'], kde bud X =S, a plati X' =X =S, nebo X # S
a S je stfedem useCky XX'.

Stfedova soumérnost je shodnosti na pfimce s jednim samodruznym bodem S. Toto

shodné zobrazeni Z je inoluci, plati tak vztah Z = Z'! (Vysin, 1952).

A B S
o—o v o—o

Obr. 3.1.2.1 Stredovd soumeérnost
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3.1.3 Posunuti

V pfimce E; je dana dvojice [M, M’]. Posunuti, translace, je mnozina vSech
usporadanych dvojic bodu [X, X] tak, Ze jsou s [M, M'] ekvipolentni (Stopenova, 2005).
Jedna se o shodnost na pfimce, ktera nema samodruzné body. Také posunuti nema

zadnou involutorni dvojici (Vysin, 1952).

X X A B A B
2 = >—8 00—

Obr. 3.1.3.1 Posunuti

3.2 Skladani a rozkladani shodnosti v euklidovské primce E;

Véta 3.2.1. Slozenim dvou shodnych zobrazeni ziskame identitu nebo posunuti (VySin,
1952).

Véta 3.2.2. Posunuti na pfimce je mozné slozit dvéma soumérnostmi. Jeden stfed
soumérnosti muze byt libovolny, je vSak tfeba mit oba stfedy soumérnosti vzdaleny od sebe o
polovinu velikosti posunuti.

Véta 3.2.3. Slozeni soumérnosti a posunuti na ptimce vytvori soumeérnost.

Véta 3.2.4. Slozeni dvou posunuti na primce vede k identité nebo posunuti.

Véta 3.2.5. Shodnost Z vznikla slozenim nékolika soumérnosti, tedy Z = Si, S2...Sn.
Pokud je pocet shodnosti sudych (n je sudé¢), vyslednou shodnosti je posunuti nebo identita.
Je-li celkovy pocet slozenych shodnosti lichy, tak vyslednou shodnosti je soumérnost.

Véta 3.2.6. Shodnost rozlozitelna na lichy pocet soumérnosti je nepiimou shodnosti
(soumeérnost). Shodnost rozlozitelna na sudy pocet soumérnosti je ptimou shodnosti (posunuti,

identita).
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4 Shodna zobrazeni v prostoru

Sedivy (1987, s. 56) definuje shodna zobrazeni v prostoru nasledovné: ,, Zobrazeni f
prostoru E3 se nazyva shodnou transformaci (shodnosti), kdyz pro kazdé dva body X, Y a jejich
obrazy fiX), f{iY) z prostoru Es plati |\ XY| = |[fX)f(Y)|.

Necht' pro shodnost v E3 plati nasledujici vlastnosti:

e Obrazem usecky AB ve shodnosti fje usecka f(A)f(B).
e Obrazem primky AB je primka f(A)f(B), obrazem poloprimky AB je poloprimka
JAf(B).
o Obrazem bodu lezicich mezi dvéma body je bod leZici mezi obrazy téchto bodii.
o Obraz stredu dvojice bodit je stired dvojice tvorené obrazy téchto bodii.
e Zobrazeni f je prosté zobrazeni I3 na E3.
e Shodnost prostoru E3 vzhledem na skldddni zobrazeni tvori grupu.
o Jestlize konkrétni dvojice bodit A, B a C, D maji stejny vektor, potom konkrétni
dvojice bodui f(A), F(B) a f(C), (D) maji stejny vektor.
e Necht jsou u, v libovolné dva vektory v Es, ¢ libovolné realné cislo, potom plati
rovnosti:
o |f*m) =1
o fRu+v)=f%*u)+f*(v);
o f*u).fr*mv)=u.v;
o f*(cu)=cf*(u).“(Sedivy, 1987, s. 56-57)
Shodnéa zobrazeni v prostoru uvadime pro ucelenost tématu. Jednotlivé shodnosti

zminime v ramci podkapitoly klasifikace téchto shodnosti.

4.1 Klasifikace shodnych zobrazeni v prostoru

Shodna zobrazeni v prostoru muzeme délit podle pfimé a nepiimé shodnosti. Shodné
zobrazeni fv prostoru E3: f: X" = Ax + b, kde ATA = E. Zde je ortogonalni matice:
a1 A1 Az
A=Az Az az
ai3 A3 dzz
Mezi pifimé shodnosti v E3, pro det(A) = + 1, patii (Dotkova, Kopecky, 2008):

e Identita: vSechny body samodruzné, v§echny sméry invariantni.
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e Oticeni kolem osy (rotace kolem osy; otoCeni kolem piimky): pfimka
samodruznych bodu, jeden invariantni smér.

e Osova soumérnost (soumeérnost podle osy; soumérnost podle piimky): pfimka
samodruznych bodu, jeden invariantni smér a kolmy prostor V2 samodruznych
smért s char. Cislem —1.

e Translace (posunuti): zadny samodruzny bod, v§echny invariantni sméry.

e Sroubovy pohyb (torze, otoeni kolem piimky slozeni s posunutim ve sméru té
ptimky): zadny samodruzny bod, jeden invariantni smér.

K nepfimym shodnostem v E3, pro det(A) = — 1, patfi:

e Rovinova soumérnost (soumérnost podle roviny; zrcadleni): rovina
samodruznych bodu, rovina soumérnosti je prostorem invariantnich vektora,
kolmy smér k roviné je samodruzny s char. ¢islem —1.

e Otacdiva soumérnost (otoCend soumeérnost, otocené zrcadleni; otoeni kolem
pfimky slozené se soumeérnosti podle roviny kolmé na piimku): jeden
samodruzny bod a samodruzny smér s char. Cislem —1.

e Stiredova soumérnost (soumeérnost podle stfedu): jeden samodruzny bod,
vSechny samodruzné sméry s char. Cislem —1.

e Posunuta soumérnost (posunuté zrcadleni; soumérnost podle roviny slozena s
posunutim ve sméru té roviny): nema samodruzny bod, prostor V» invariantni
samodruzné sméry, k nému kolmy samodruzny smér s char. ¢islem — 1.

Shodna zobrazeni v prostoru mizeme vyobrazit piehledné v nasledujici tabulce.

Pouze jeden Je,der? samodruzt?y,smevr:ii Kazdy smér
samodruzny smér dale je samodruzny kazdy samodruzny
smér k nému komy
Sroubovy pohyb posunuta soumérnost translace
x"=xcosa—ysina X =x+py=y+p X =x+p
y =xsina+ycosa z=-z,(p,q9) #(0,0) Yy =y+p
Zadny Z=z+r nebo osova soumérnost Z=z+r
samodruzny bod r# 0,sina # 0 slozena s posunutim ve | (p,q,7) # (0,0,0)
smeéru té osy
X' ==xy =-y,
Z=z+rr+0

24



otaciva - stfedova
soumérnost soumérnost
Pouze jeden X" =xcosa—ysina X'=—x
samodruzny bod y =xsina +ycosa y =—y
z'=—2zsina #0 zZ’=-z
Primka otoceni kolem osy osova soumérnost -
samodruznych | x"=xcosa — ysina X'=—x,y =—y
bodu, Zadné dalsi | vy = xsina + ycosa zZ =z
samodruzné body z' =zsina 0
Rovina - rovinova soumérnost -
samodruznych X'=xy =y,z =—-z
bodl, Zadné dalsi
samodruzné body
— - identita
VSechny body X =xy =y
samodruzné 7 =z

Tabulka 4.1.1. Prehled shodnosti euklidovského prostoru (Sekanina et al., 1988, s. 72)

Pomoci grafického nahledu ED v programu Geogebra jsme vyobrazili vybrand shodna

zobrazeni euklidovského prostoru. Jedna se o nasledujici Ctyfi zobrazeni, ktera jsou ptilozena

v prilohach:

e Priloha ¢. 1: Osova soumérnost (1)

e Priloha ¢. 2: Stfedova soumérnost (2)

e Priloha ¢. 3: Torze (3), ktera je vytvorena pomoci otaCeni kolem ptimky (4) ve

slozeni s posunutim (5) ve sméru oné primky

e Priloha ¢. 4: Otaciva soumeérnost (6), ktera je vytvorena oto¢enim kolem pfimky

(4) ve slozeni se soumé&rnosti podle roviny (7) kolmé na primku

e Priloha ¢. 5: Posunutd soumérnost (8), kterd je vytvofena soumérnosti podle
roviny (6) ve slozeni s posunutim (5) ve sméru té roviny

Tento vybér jsou takova shodna zobrazeni, na jejichz sestrojeni jsme si mohli vSimnout

vSech shodnosti euklidovského prostoru. S vynechanim identity jich je osm (tedy 1-8).
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5 Shodna zobrazeni v literature

Informacni charakter pfedchozich kapitol nema nahradit odbornou literaturu, ktera je
nam dostupna. Proto doporucujeme problematiku shodného zobrazeni prostudovat
v pramenech, které Ize mit k dispozici. Nékteré ztéchto pramenti uvadime nize po nasi
zkusSenosti pii hledani informac¢nich prament k tématice shodného zobrazeni.

Prehled dostupnych pramenua rozsifuje nabidku metod, postupd, zptsobu vysvétleni,
které jsou v publikacich vyuzity. Neméné dilezita je moznost ovéfeni si praktické znalosti, ¢i
pochopeni definic a vét s pomoci osvétlujicich piiklada a dikazi.

S ohledem na povétS§inou monotematické pojmenovani publikaci je nefadime
v abecednim poradi. A vzhledem k tomu, ze ani datum vydani publikace neni stézejni vzhledem
k ustalené terminologii v této matematické oblasti, tak nefadime publikace dle roku vydani.
Radime nakonec jednotlivé piispévky podle jména autora v abecednim potadi. V piipadé zajmu
je toto poradi nejvhodnéjsi pro potieby dohledani dalSich bibliografickych udaji v literarnich
pramenech této prace.

Ctenafe chceme motivaéné vybidnout k prostudovani si nékterych starich publikaci.
Nenechejte se odradit datem vydani ¢i nedostatkem informaci, na jaké arovni jsou uvadéné
skuteCnosti v publikaci uvadény, popt. jaké vSechny skutecnosti jsou v daném literarnim textu
Ctenafiim predavany. Prave ani tyto starSi publikace do dnesnich dni neztraci na své informacni
hodnot€ 1 v porovnani s jinymi publikacemi mladsiho data.

Vybrali jsme jedenact literarnich textt. Pii studiu této tématiky jsme se setkali s vétSim
poctem literarnich pramend, ale jejich pfinos jsme neshledali dostatecné pfinosnym z pohledu
informacniho charakteru, ktery by nebyl duplikatné uvadén v nékterych z nami vybranych

publikaci. Povahu kazdého z nami vybranych texta struéné charakterizujeme nasledovné:

Matematika II1: ziklady geometrie (Bartonova, Kvéton, 2006)

Jedna se text ureny pro studenty a jejich studium. Vzhledem k zabéru publikace na
osvojeni si zakladli geometrie, tak zde nalezneme poznatky v ramci shodného zobrazeni
v roving. Pi predstavovani konkrétnich shodnosti se vyuziva vizualni piedlohy, kterd shodné

zobrazeni nenaro¢nému Ctenafi priblizuje.
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Geometrie II (Blazek, 1994)

Skripta urena pro predmét geometrie v ucitelské pfipraveé na zakladni a stfedni skoly.
Velice vhodné zacina linearnim kombinovanim bodl a vektort, pfechazi v linearni zobrazeni a
kon¢i u podobnych a shodnych zobrazeni. Skripta jsou takto logicky uspotradana, kdy Ctenar
podobna a shodna zobrazeni studuje na stejné urovni od pocatku pfi postupném c¢teni textu. Obé
zobrazeni jsou vSak Ctenafi predstavena pouze v euklidovské rovin€é. Bohuzel na rozvoj
tématiky blize pro dalsi euklidovské prostory zde neni vénovana vétsi pozornost. Text, ktery
je Clenén do definic a vét je doplnén dikazy, pfipadnymi poznamkami a obrazky k ucelenému

a pfehlednému studiu této tématiky.

Ziklady geometrie (Dolezal, 2006)

Autor textu vybird nejnutnéj§i znalosti, které nam v celosti a struCnosti piedava.
K dovysvétleni Ctenaiim staci tiSténé ilustrace. Velkou prednosti této publikace je, Ze se snazi
spojit teorii a praxi. Konkrétné tedy pii predstavovani geometrického zobrazeni v roviné se
téméer vzdy stfida jedna vykladova cast s Casti pro feSeni zadané ulohy, ktera je Casto i
konstrukéniho charakteru. Bohuzel, musime se spokojit pouze s geometrickymi zobrazenimi

roviny, proto je pro studenty matematiky vhodné rozsifit si zabér o jiné literarni texty.

Geometrie 3 (Dofkova, Kopecky, 2008)

Text, ktery pochazi z nasi Alma Mater, Univerzity Palackého v Olomouci. Nazev textu
odrazi poptavku na studenty pedagogické fakulty, ktefi studuji néktery z kurzi, ktery se
rozsahové zabyva uvedenymi tématy v textu. Jednim z uvedenych témat je 1 shodné zobrazeni.
Strukturou se text zaméfuje pouze na udani teorie v podobé definic, vét a dikazd. Pripadné
poznamky, moznosti vyuziti jsou nastinény autory na pocatku kapitoly ¢i v jejich shrnuti.
Nenalezneme zde cviceni s vysledky, na kterych by Citatel prakticky uplatnil nabyté védomosti
a overil si tak jejich dostatecné porozumeéni. V tématu shodného zobrazeni je vSak vhodné

pamatovano na n-rozmeérné prostory, konkrétnim predstavenim v pfimce, roviné€ a prostoru.

KMA/G2 GEOMETRIE 2: Pomocny uéebni text (Lavicka, 2006)

Pomocny ucebni text autorem uréeny pro studenty Fakulty aplikovanych véd a Fakulty

pedagogické ZapadoCeské univerzity v Plzni. Ucebni text zacCind ve strucnosti afinnim

27



zobrazenim, aby ve stejné stru¢nost predstavil shodna a podobnd zobrazeni. Strucnost se
pozitivné projevuje ve zpusobu predavani informaci, kdy definice jsou v textu vyznaCeny a
pfipadné nékteré informace uvedeny v tabulkach pro disledni znazornéni urcitého kritéria. Text
mysli 1 na dalsi zobrazeni, jako jsou sféricka zobrazeni. S ohledem na strucnost textu zde
nenalezneme konkrétni pfiklady. Vse je formulovano v obecné roviné. Tedy zde nejsou ani

ptipadna cviceni, ktera by plnila kontrolni funkci urovné porozumeni textu.

Geometricka zobrazeni (Leischner, 2010)

Publikace, ktera se bere za predél mezi literaturou zadbavnou a literaturou odbornou.
V knize se nerozebiraji v§echny geometrickd zobrazeni, ale pouze afinni zobrazeni. Vzhledem
k pfevaze odbornosti zde mame mnoho poznatkd, které jsou Ctenafi predkladany pomoci
prehlednych zpasobt. Tyto zplisoby vyuzivaji pro svij vyklad nazorné obrazky. Vétsina vét,
které jsou Ctenafi predlozeny maji hned uveden ditkaz. V pfipade¢ analogického dukazu s jinym

dfive uvedenym je konkrétni provedeni dikazu jiz ponechano na ¢tenafi.

Matematika pro gymnazia (Pomykalova, 2001)

Jelikoz je nam text predkladan v podobé ucebnice pro gymnazia, tak je zde vzdy
vyznacena jedna nejhlavnéj§i myslenka ¢i definice. V ramci tohoto dilu Planimetrie je zde
probirano zobrazeni v rovin€ na konkrétnich zobrazenich. Vhodna publikace pro vhled do
problematiky, osvézeni neékterych drobnosti. Obdobné na tom je 1 dil Stereometrie, ve kterém
je feSeno zobrazeni v prostoru. Pro studenty matematiky vsak je to publikace nedostacujici,
protoze zde nepracujeme napf. se soumeérnosti nadroviny a jinymi skutecnosti, které by
odpovidaly znalostem shodného zobrazené v n-rozmérném euklidovském prostoru obecné.

Soucasti uc¢ebnice jsou i1 cviceni, ke kterym je dostupny kli¢ na konci.

Geometrie II (Sekanina et al., 1988)

Autorem zamySlena publikace pro studenty ucitelského sméru matematiky. Pomérné
maly prostor vénovany zobrazeném v euklidovském prostoru je vyuzit maximalng€, kdy autor
vhodné vyuziva matematickou terminologii. Nejvice je zde vénovano zakladnim vlastnostem

zobrazeni v obecné podobé€, coz oceni narocnéjsi Ctenari. Autor klade diraz i na prehlednost,
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kdy shodnosti roviny a prostoru jsou shrnuty v piehledné tabulce. Oddechovou ¢asti v textu

jsou dobrovolné ukoly, jejich vysledky jsou na konci publikace.

Zaklady matematiky (Stopenova, 2005)

Jedna se ptivodné o ucebni text uréeny budoucim ucitelim na 1. stupni zakladni skoly.
S ohledem na to je toto dobrou publikaci pro prehledny prvni nahled do tohoto tématu
shodnosti. Autorka nevyuziva piiliSné zatézujici terminologie, kterd by Ctenafe matla, ale
naopak velice systematicky postupuje od relaci zobrazeni, shodnosti usecek, uhll, trojuhelnika
az ke shodnému zobrazeni. Primarné se zde autorka zaméfuje na shodna zobrazeni v roving, ale
neopomiji v dostatku shodné zobrazeni v pfimce. Shodné zobrazeni v prostoru je zde spise jako
pomyslna prakticka ochutnavka z vybranych shodnych zobrazeni v prostoru. Text je vhodny ke

samostudiu, nebot’ je zde dostatek aktivit a ukold, ke kterym je na konci kli¢ feSeni.

Geometria 2: Pre Studentov matematiky ucitelského S$tidia na univerzitich a

pedagogickych fakultach (gedivy et al., 1987)

Jak nazev napovida, mame zde text primarn€ urCeny studentim matematiky na
pedagogické fakulté. Slovensky text se z poCatku zaméfuje pouze na udani nejstézejnéjsich
definic a vét, ale nakonec se v jednotlivych Castech dostateCnym zptsobem vénuje shodny
zobrazenim a euklidovskému prostoru v podobé& pfimky, roviny i prostoru. Text obsahuje

nékolik prikladi a jejich feseni.

Elementarni geometrie I (Planimetrie) (VySin, 1952)

I kdyz se jedna o publikaci star§iho data, tak pro studenty matematiky na pedagogické
fakulté, bylo mohlo byt procitani této publikace velice pfijemné travenym ¢asem. Piijemnym
zjisténim je, ze autor tuto publikaci zamyslel jako ucebnici pravé pro posluchace pedagogické
fakulty zaméfené na matematiku. Publikace je Clenéna od zakladnich polohovych vlastnosti,
pres které se postupné dostdva na shodnd zobrazeni v pifimce a roving. VétSina uvedenych
definic a vét mély komentar, dikaz ¢i jasnou navaznost s vétou dalsi v takovém tempu, které
se dalo stihat. Strucné véty autora mezi jednotlivymi definici vytvari dojem ucelené¢ho textu.

A 1 kdyz text na prvni pohled pasobi jednotvarn€, tak naopak je to i jeho vyhodou, kdy

tento fakt mize u Ctenafe vyvolat potiebu precist celou kapitolu, aby urcity dil tématu byl
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vhodné Ctenafem pochopen. Samoziejme, pro nékteré Ctenare toto mize byt na prvni pohled
odrazujici, je vSak vzdy mozné pii individudlnim studiu zvolit vlastni tempo vstrebavani
znalosti.

Pro Ctenafe mize byt mozna na Skodu, ze zde nejsou pripojeny poznatky shodného
zobrazeni v prostoru, nebot’ autor textu se zaméfuje na elementarni geometrii v rozsahu

planimetrie, jak napovida vlastni nazev textu.

5.1 Porovnani

Uvédomujeme si, ze kazdy Ctenar si voli sva vlastni kritéria, faktory, na jejich zakladé
se rozhodne Cerpat z vybraného literarniho pramene. Proto se nize uvadéné porovnani opira

predevsim o obsahové skutecnosti. Mezi kritéria jsme zatadili:

Zobrazeni v En

V tomto kritériu se nam jedna pfedevs§im o uchopeni néjakych zakladnich vlastni platny
v n-rozmérnych euklidovskych prostorech, a tak i ¢tenafi predstavovanych. Do tohoto kritéria

zafazuje 1 skuteCnosti, jako jsou napf. soumérnosti podle nadrovin.

Shodnosti v E1

I kdyz klasifikaci shodnych zobrazeni se jedna o nejméné pocetnou skupinu riznych
pojmenovanych shodnosti, tak pii predstaveni shodnych zobrazeni v pfimce explicitnim
zpusobem muze byt Ctenafem chapano jako moznost prostudovat témat shodného zobrazeni

v ucelenosti.

Shodnosti v E2

Shodné zobrazeni v roviné jsou nejCastéji v textech zminovany, proto nemohou byt
opomenuto jako jedno z kritérii.

Shodnosti v E3

Shodna zobrazeni v prostoru jsou logickym vyusténim v dalsi kritérium, ze kterého
Ctenar prehledné muze zjistit, kde mize najit jejich konkrétni klasifikaci, popf. i jejich podobu

s ohledem na jejich vlastnosti.
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Priklady

Toto je kritériem, pod kterym ¢tenaf nalezne kontrolni aparat, do kterého spadaji feSené

ptiklady, cviceni,

konkrétni

ulohy,

kontrolni

otazky. Soucasti

kontrolniho aparatu

predpokladame i pristup ke klici, feSeni, na jehoz zakladé mize Ctenar jednoznacné urcit svou

znalost ¢i neznalost ve studované problematice.

Pro ptehlednost jsme vybrana kritéria vlozili do prehledové tabulky, kde ,,ano* znaci splnéni

kritéria a ,,ne* jeho absenci v textu.

Zobrazeni | Shodnosti | Shodnosti | Shodnosti | Priklady
v E, v E; v Ex v Es
(Bartonova, Kvéton, 2006) ne ne ano ne ano
(Blazek, 1994) ne ne ano ne ne
(Dolezal, 2006) ne ne ano ne ano
(Dofkova, Kopecky, 2008) ano ano ano ano ne
(Lavicka, 2006) ano ne ano ano ne
(Leischner, 2010) ano ne ano ano ne
(Pomykalova, 2001) ne ne ano ne ano
(Sekanina et al., 1988) ano ne ano ano ano
(Stopenova, 2005) ne ano ano ano ano
(Sedivy et al., 1987) ano ano ano ano ano
(Vysin, 1952) ne ano ano ne ne

Tabulka 5.1. Porovndni publikaci se zamérenim na téma shodnosti

Porovnani v této podobé netvotfime pro vyhodnoceni, kterd z publikaci dle nami zvolenych

kritérii je nejkomplexnéjsi. Protoze tato komplexnost na prvni pohled nemusi znamenat, ze je

tou nejlepsi publikaci k vlastnimu studiu Ctenare.
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Apelujeme spiSe na to, ze jestlize mame potfebu prohloubit védomosti v nékteré
z oblasti, které kritérium postihuje, tak timto ziskdvame rychly néstroj k nalezeni potencialné
vhodného studijniho materialu.

Vétime, ze datum vydani nékterych tituld nebude u Ctenaii problémem v podobé
nedostupnosti této publikace. I tato moznost miZe nastat, proto vzdy urcita skuteCnost zastizena
v nékterém z vybranych kritérii se jako splnéné kritérium nevyskytuje pouze u jednoho

pramene, ale je mozné tyto skutecnosti Cerpat i z jinych zdroja.
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Zavér

Kvalifikacni prace se zameéfovala na shodna zobrazeni v euklidovské roving, ale i
v euklidovské piimce a v euklidovském prostoru. Vybrand shodna zobrazeni byla doplnéna
obrazky znazormujici prislusna shodna zobrazeni. Obrazky byly vytvofeny pomoci programu
Geogebra. Literatura, ze které byly predpoklady o shodném zobrazeni Cerpany, byla
zhodnocena a porovnana pouze na urovni vybranych kritérii zaméfenych na obsahovou stranku

prament. Cil prace byl v tomto ohledu splnén.

Za ptinos bereme nejen
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Priloha ¢. 1: Osova soumérnost

Obr. I: Osova soumeérnost
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Priloha ¢. 2: Stredova soumérnost

Obr. II: Stfedova soumeérnost
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Priloha ¢. 3: Torze

Obr. III: Torze, ktera je vytvofena pomoci otaceni kolem pfimky ve slozeni s posunutim ve

sméru oné piimky
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Priloha ¢. 4: Otaciva soumérnost

Obr. IV: Otaciva soumérnost, ktera je vytvorena otoCenim kolem piimky ve slozeni se

soumé&rnosti podle roviny kolmé na ptimku



Priloha ¢. 5: Posunuta soumérnost

Obr. V: Posunutd soumérnost, ktera je vytvorena soumeérnosti podle roviny ve slozeni

s posunutim ve sméru té roviny
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