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2.2 Výpočty limit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Cvičeńı 41
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Literatura 51

6



Úvod

Ćılem této bakalářské práce je vytvořit sb́ırku př́ıklad̊u na limity funkćı dvou

proměnných pro studenty programu Aplikovaná matematika předmětu KMA/M2N

Matematika 2. Text předpokládá znalosti podmiňuj́ıćıho předmětu KMA/M1N

Matematika 1.

Téma řešených př́ıklad̊u jsem si vybrala, protože po celou dobu studia doučuji

studenty, mimo jiné vysokých škol, a ze zkušenosti v́ım, že každý obor má své

specifické požadavky na studenty v jednotlivých kapitolách matematiky. Hod́ı se

tedy pokud maj́ı studenti nějaký podp̊urný materiál. Já sama jsem při studiu

předmětu KMA/M2N využila již vytvořené sb́ırky př́ıklad̊u, které mi pomohly

dostatečně pochopit danou problematiku. Také proto jsem se rozhodla pro vy-

tvořeńı této sb́ırky a pokuśım se ji zpracovat tak, aby byla pro studenty pomůckou

k pochopeńı a prohloubeńı znalost́ı limit funkćı dvou proměnných.

V prvńı kapitole své práce uvedu potřebné podklady pro vysloveńı stěžejńı

definice limity funkćı dvou proměnných, pokračovat bude hlavńı kapitola týkaj́ıćı

se teorie limit dvou proměnných a dále pak podkapitoly zabývaj́ıćı se jednot-

livými zp̊usoby d̊ukaz̊u neexistence a výpočt̊u limit. Třet́ı posledńı kapitola bude

tvořena př́ıklady na procvičeńı, stručnými návody k jejich řešeńı a výsledky.

V textu bude symbol 4 označovat konec př́ıkladu.
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1. Funkce dvou proměnných

Připomeňme si nejdř́ıve základńı definice z teorie funkćı dvou proměnných,

abychom na základě jejich znalost́ı mohli vyslovit definici limity funkce dvou

proměnných a použ́ıvat př́ıslušné značeńı v daľśım textu.

Definice 1.1. [9] Uspořádanou dvojici (M,ρ), kde M je libovolná neprázdná

množina a ρ je zobrazeńı z M ×M do R splňuj́ıćı pro všechna X, Y, Z ∈ M

následuj́ıćı vlastnosti:

1. nezápornost: ρ(X, Y ) ≥ 0

2. symetrie: ρ(X, Y ) = ρ(Y,X)

3. totožnost: ρ(X, Y ) = 0⇔ X = Y

4. trojúhelńıková nerovnost: ρ(X, Y ) ≤ ρ(X,Z) + ρ(Z, Y )

nazýváme metrický prostor. Zobrazeńı ρ : M×M → R nazýváme metrika,

č́ıslo ρ(X, Y ) vzdálenost prvk̊u X, Y v prostoru (M,ρ).

Poznámka 1.1. Dále budeme označeńım R2 rozumět dvojrozměrný prostor s

euklidovskou metrikou: ρ(X, Y ) =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, kde X, Y ∈ R2,

X = (x1, x2), Y = (y1, y2).

Definice 1.2. [9] Necht’ A ∈ (M,ρ), ε > 0. Množinu všech bod̊u X ∈ (M,ρ),

pro které plat́ı ρ(X,A) < ε nazýváme ε-okoĺım bodu A v prostoru (M,ρ)

a znač́ıme ji U(A, ε); tj.:

U(A, ε) = {X ∈ (M,ρ); ρ(X,A) < ε}

Redukovaným ε-okoĺım bodu A nazveme množinu:

U∗(A, ε) = {X ∈ (M,ρ); 0 < ρ(X,A) < ε}.
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Definice 1.3. [4] Necht’ B ⊆ R2, bod H se nazývá hromadným bodem

množiny B, jestliže v každém jeho δ-okoĺı lež́ı nekonečně mnoho bod̊u, které

patř́ı do množiny B.

Definice 1.4. [2] Necht’ B ⊆ R2, B 6= ∅. Zobrazeńı f : B → R se nazývá

reálná funkce dvou reálných proměnných a množina B se nazývá de-

finičńı obor této funkce a znač́ı se Df .

Definice 1.5. [2] Necht’ B ⊆ R2 a f : B → R je funkce dvou proměnných

definovaná na B, c ∈ R. Množinu

fc = {(x, y) ∈ B : f(x, y) = c}

nazýváme vrstevnice funkce f na úrovni c.

Definice 1.6. [10] Ř́ıkáme, že funkce f je v bodě (x0, y0) spojitá, je-li v

tomto bodě definovaná a jestliže k libovolnému ε > 0, existuje takové δ > 0,

že pro všechny body (x, y) z δ-okoĺı bodu (x0, y0) je |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

Věta 1.1. [10] Necht’ bod (x0, y0) ∈ Df a zároveň je hromadným bo-

dem Df . Pak je funkce f v tomto bodě spojitá tehdy a jen tehdy, jestlǐze

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = f(x0, y0).
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2. Limity funkćı dvou proměnných

Limita je nástroj k vyšetřováńı chováńı funkce v okoĺı nějakého bodu. Nejčastěji

se zaj́ımáme o to, jak vypadá funkce v okoĺı bod̊u nespojitosti a v okoĺı nevlastńıch

bod̊u.

V této kapitole uvedeme základńı definici limity, vlastnosti limit funkćı dvou

proměnných a následně si ukážeme, jak určit limitu funkce v daném bodě, př́ıpadně

jak dokázat, že limita v daném bodě neexistuje.

Poznámka 2.1. Označeńım (R2)∗ budeme rozumět dvojrozměrný prostor R2

rozš́ı̌rený o nevlastńı body. Nevlastńım bodem v R2 nazýváme bod, který má

alespoň jednu souřadnici ∞ nebo −∞.

Definice 2.1. [2] Necht’ bod (x0, y0) ∈ (R∗)2 je hromadným bodem Df .

Řekneme, že funkce f : Df → R má v bodě (x0, y0) limitu L ∈ R∗, jestliže

ke každému okoĺı U(L) bodu L existuje redukované okoĺı U∗(x0, y0) bodu

(x0, y0) takové, že pro každý bod (x, y) ∈ U∗(x0, y0)∩Df plat́ı f(x, y) ∈ U(L).

Ṕı̌seme:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L.

Poznámka 2.2. [2] Limita se nazývá vlastńı, jestliže L ∈ R, v opačném př́ıpadě

(L = ±∞) se nazývá nevlastńı limita. Bod (x0, y0) se nazývá limitńı bod.

Limitě lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) ř́ıkáme dvojná limita.

Věta 2.1. [7] Funkce f má v bodě (x0, y0) ∈ (R∗)2 nejvýše jednu limitu.
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Věta 2.2. [2] Necht’ lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0 a funkce g je omezená v nějakém

redukovaném okoĺı bodu (x0, y0). Pak

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) · g(x, y) = 0.

Věta 2.3. [10] Maj́ı-li funkce f a g v bodě (x0, y0) limitu A resp. B, pak také

funkce c · f (c ∈ R je libovolná konstanta), f ± g, f · g a pro B 6= 0 f
g

maj́ı v

tomto bodě limitu a plat́ı:

lim
(x,y)→(x0,y0)

(c · f(x, y)) = c · A

lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y)± g(x, y)) = A±B

lim
(x,y)→(x0,y0)

(f(x, y) · g(x, y)) = A ·B

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

g(x, y)
=
A

B
,

pokud maj́ı výrazy na pravé straně smysl v R∗.

Věta 2.4. [11] (Limita složené funkce) Bud’ (x0, y0) ∈ R2 a L′, L ∈ R. Necht’

f a g splňuj́ı:

lim
(x,y)→(x0,y0)

g(x, y) = L′, lim
t→L′

f(t) = L, kde t = g(x, y)

a existuje redukované okoĺı U∗(x0, y0) bodu (x0, y0) takové, že g(x, y) 6= L′ pro

každé (x, y) ∈ U∗(x0, y0) nebo je funkce f spojitá v L′. Potom

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(g(x, y)) = L.
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Poznámka 2.3. Věta o složené funkci nám ř́ıká, že jestliže je vněǰśı funkce f(t)

spojitá v bodě L′ pak můžeme s limitou
”
vstoupit“ do složené funkce a upravit

p̊uvodńı limitu takto:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(g(x, y)) = f

(
lim

(x,y)→(x0,y0)
g(x, y)

)
.

Věta 2.5. Necht’ existuje redukované okoĺı U∗(x0, y0) bodu (x0, y0) takové, že

pro každé (x, y) ∈ U∗(x0, y0) plat́ı f(x, y) = g(x, y). Má-li funkce g v bodě

(x0, y0) limitu L, pak má funkce f v bodě (x0, y0) stejnou limitu L.

Poznámka 2.4. Věta 2.5 je analogíı věty, která plat́ı pro limitu funkce jedné

proměnné, uvedené např́ıklad v [5]. Věta nám umožňuje funkci, která neńı defi-

novaná v bodě (x0, y0) nahradit jinou funkćı, která se té p̊uvodńı rovná ve všech

bodech kromě bodu (x0, y0). Vypočteme-li limitu nové funkce v bodě (x0, y0)

dostaneme zároveň i hodnotu limity p̊uvodńı funkce v bodě (x0, y0).

Postup při výpočtech:

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

• Urč́ıme definičńı obor funkce f(x, y). Je-li funkce definovaná a spojitá v

daném limitńım bodě, pak podle Věty 1.1 dopoč́ıtáme limitu dosazeńım

(x0, y0) do f(x, y). Ukážeme na př́ıkladech 2.12-2.15.

• Pokud bod (x0, y0) neńı bodem Df , muśıme vyšetřit zda je alespoň hro-

madným bodem Df viz Definice 2.1. Poté zkuśıme
”
dosadit“, abychom

určili typ limity (
”

0
0
“,

”
∞
∞“, . . . ).

• Dále použ́ıváme vhodné úpravy, abychom bud’ dokázali neexistenci - Kapi-

tola 2.1 nebo odstranili neurčitý výraz a dopoč́ıtali hodnotu limity - Kapi-

tola 2.2.
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2.1. Důkazy neexistence limity

V následuj́ıćı podkapitole se budeme zabývat d̊ukazy neexistenćı dvojných

limit. V jakém př́ıpadě limita v daném bodě existuje (neexistuje)?

U výpočtu limity funkce jedné proměnné v bodě x0 máme pouze dvě možnosti,

jak se k bodu x0 bĺıžit - po př́ımce zleva (x→ x−0 ) nebo zprava

(x→ x+
0 ). Jestliže:

lim
x→x−0

f(x, y) = lim
x→x+0

f(x, y) = L

tedy pokud nezálež́ı na cestě po které se k bodu x0 přibližujeme, pak existuje

lim
x→x0

f(x, y) a rovná se L.

U funkćı dvou proměnných také plat́ı, že lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) existuje, pokud

nezálež́ı na cestě, po které se k limitńımu bodu přibližujeme. Situace je však

obt́ıžněǰśı, jelikož bod (x0, y0) je součást́ı roviny, a můžeme se k němu přibližovat

z r̊uzných směr̊u po r̊uzných cestách, jak můžeme vidět na Obrázku 1. Existuj́ı-

li alespoň dvě r̊uzné cesty, pro které se hodnota limity lǐśı, lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

neexistuje.

A

U*(A)

0.5 1.0 1.5 2.0
x

2

4

6

8

10

y

Obrázek 1: Na obrázku vid́ıme r̊uzné cesty, po kterých se můžeme přibližovat k

limitńımu bodu A = (x0, y0).
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2.1.1. Př́ıstup po křivkách

Prob́ıhá-li limitńı proces tak, že se bod (x, y) bĺıž́ı k bodu (x0, y0) po určitých

křivkách, což znamená, že souřadnice bodu (x, y) jsou vázány rovnićı y = ϕ(x),

můžeme do funkce f(x, y) dosadit za y = ϕ(x) a výpočet dvojné limity tak převést

na výpočet limity funkce jedné proměnné lim
x→x0

f(x, ϕ(x)).

Body (x, y) a (x0, y0) můžeme např́ıklad proložit př́ımkami. Rovnice y = ϕ(x)

pak bude mı́t tvar:

y = ϕ(x) = k(x− x0) + y0,

kde k ∈ R je parametr.

Jestliže hodnota lim
x→x0

f(x, ϕ(x)) záviśı na parametru k, dvojná limita

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) neexistuje. Pokud hodnota limity nezáviśı na k nemůžeme o

existenci dvojné limity rozhodnout - v́ıme jen, jaká bude hodnota limity, pokud se

budeme k limitńımu bodu přibližovat po př́ımkách. Jak ale vid́ıme na Obrázku 1

můžeme se přibližovat po r̊uzných křivkách. Najdeme-li ale alespoň dvě r̊uzné

cesty, pro které se hodnota limity lǐśı, pak p̊uvodńı dvojná limita neexistuje.

Ukažme na př́ıkladech:

Př́ıklad 2.1. Dokažte, že následuj́ıćı limita neexistuje:

lim
(x,y)→(0,0)

2y

x+ 5y

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −x
5
}

• definičńım oborem je R2 kromě př́ımky y = −x
5

. Bod (0, 0) nepatř́ı do de-

finičńıho oboru, ale je hromadným bodem Df . ”
Dosazeńım“ dostaneme typ

limity
”

0
0
“

• Zavedeme substituci pro limitńı bod (x0, y0) = (0, 0) : y = k(x−0)+0 = kx:

lim
x→0

2kx

x+ 5kx
= lim

x→0

2kx

x(1 + 5k)
=

2k

1 + 5k
, k ∈ R \

{
−1

5

}
14



Výraz 2k
1+5k

nezáviśı na x a je tedy hodnotou limity. Jak ale vid́ıme hodnota

limity záviśı na k, pro r̊uzné cesty dostaneme r̊uzné hodnoty limity, proto

limita v daném bodě neexistuje.

Pokud by se k = −1
5

přibližovali bychom se k limitńımu bodu po př́ımce,

která neńı součást́ı definičńıho oboru, proto uvažujeme k ∈ R \
{
−1

5

}
. 4

Př́ıklad 2.2. Dokažte, že následuj́ıćı limita neexistuje:

lim
(x,y)→(0,0)

x2 − 2y2

3x2 + y2

Řešeńı:

• Df = R2 \ {(0, 0)}

• Bod (0, 0) /∈ Df , ale je hromadným bodem Df . Typ limity
”

0
0
“.

• Zavedeme substituci y = kx:

lim
x→0

x2 − 2k2x2

3x2 + k2x2
= lim

x→0

x2(1− 2k2)

x2(3 + k2)
=

1− 2k2

3 + k2
, k ∈ R

Hodnotou limity je výraz 1−2k2

3+k2
, jelikož záviśı na parametru k, limita v

daném bodě neexistuje. 4

Poznámka 2.5. V následuj́ıćıch př́ıkladech bude limitńı bod vždy hromadným

bodem uvedeného definičńıho oboru dané funkce, a proto tato skutečnost nebude

z d̊uvodu úspory mı́sta u jednotlivých př́ıklad̊u opakována.

Př́ıklad 2.3. Dokažte, že následuj́ıćı limita neexistuje:

lim
(x,y)→(2,5)

y − 5

x+ y − 7

15



Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 7− x}

• Zavedeme substituci y = k(x− 2) + 5:

lim
x→2

k(x− 2) + 5− 5

x+ k(x− 2) + 5− 7
= lim

x→2

k(x− 2)

x+ k(x− 2)− 2
=

= lim
x→2

k(x− 2)

(x− 2) + k(x− 2)
= lim

x→2

k(x− 2)

(x− 2)(1 + k)
=

=
k

k + 1
, k ∈ R \ {−1}

Po dosazeńı v prvńım kroku, úpravách ve druhém kroku jsme si přeuspořáda-

li jmenovatele, člen (x − 2) je v závorce jen, abychom si uvědomili, že ho

takto můžeme celý vytknout a zkrátit. Dostaneme výslednou limitu, která

však záviśı na parametru k, proto limita v daném bodě neexistuje. 4

Př́ıklad 2.4.

lim
(x,y)→(0,0)

3xy

2xy + 3x− y

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 3x
1−2x
}

• Budeme-li se k bodu (0, 0) bĺıžit po př́ımkách y = kx dostaneme:

lim
x→0

3xkx

2xkx+ 3x− kx
= lim

x→0

3kx2

2kx2 + 3x− kx
= lim

x→0

3kx2

x(2kx+ 3− k)
=

= lim
x→0

3kx

2kx+ 3− k
= 0, k ∈ R \ {3}

Pokud by se k = 3, dosad́ıme y = 3x:

lim
x→0

9x2

6x2 + 3x− 3x
= lim

x→0

9x2

6x2
=

3

2
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Budeme-li se k limitńımu bodu bĺıžit po př́ımce y = 3x, dostaneme jinou

hodnotu limity než když se budeme bĺıžit po jiných př́ımkách, proto limita

v daném bodě neexistuje. 4

Daľśı možnost́ı, jak se bĺıžit k limitńımu bodu je po skupině parabol s vrcholem

v limitńım bodě. Pro bod (x0, y0) tak zavedeme substituci: y = k(x − x0)2 + y0

nebo x = k(y − y0)2 + x, k ∈ R je parametr.

0.5 1.0 1.5 2.0
x

2
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y
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1

2
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4

y

Obrázek 2: Přibližováńı po parabolách pro k > 0. Na obrázku vlevo, je-li

y = k(x− x0)2 + y0, na obrázku vpravo, je-li x = k(y − y0)2 + x.

Př́ıklad 2.5. [1] Dokažte, že daná limita neexistuje:

lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2

Řešeńı:

• Df = R2 \ {(0, 0)}

• Nejprve zkuśıme zavést substituci y = kx jako v předešlých př́ıkladech,

dostaneme:

lim
x→0

x2kx

x4 + k2x2
= lim

x→0

x2kx

x2(x2 + k2)
= lim

x→0

kx

x2 + k2
= 0, k ∈ R

To nám, ale o limitě funkce v daném bodě nic neř́ıká. Zjistili jsme jen, že

pokud se budeme bĺıžit po př́ımkách bude limita rovná 0.
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Zkuśıme limitńı přechod po parabolách. Zavedeme substituci y = kx2:

lim
x→0

x2kx2

x4 + k2x4
= lim

x→0

kx4

x4(1 + k2)
=

k

1 + k2
, k ∈ R

Z výsledku vid́ıme, že v tomto př́ıpadě bude hodnota limity záviset na

parametru k. Našli jsme tedy cesty, pro které se bude hodnota limity lǐsit

a t́ım jsme dokázali, že limita v daném bodě neexistuje. 4

2.1.2. Postupné (dvojnásobné) limity

Speciálńım př́ıpadem př́ıstupu po křivkách je d̊ukaz neexistence

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) pomoćı tzv. postupných (dvojnásobných) limit. K bodu

(x0, y0) se přibližujeme po lomených čarách rovnoběžných s osami.

A

P

U*(A)

y0

x0
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Obrázek 3: Přibližováńı k bodu A = (x0, y0) v př́ıpadě postupných limit.

Mějme postupné limity ve tvaru:

L1 = lim
x→x0

( lim
y→y0

f(x, y))

V tomto př́ıpadě se z bodu (x, y) k bodu (x0, y0) bĺıž́ıme nejdř́ıve po rovnoběžce

s osou y až do bodu (x, y0) a potom po rovnoběžce s osou x až do bodu (x0, y0).

L2 = lim
y→y0

( lim
x→x0

f(x, y))
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Ve druhém př́ıpadě se k bodu (x0, y0) bĺıž́ıme nejdř́ıve po rovnoběžce s osou x až

do bodu (x0, y), potom po rovnoběžce s osou y až do bodu (x0, y0).

Tvrzeńı 1. Jestlǐze se L1 6= L2, limita f(x, y) v bodě (x0, y0) neexistuje.

Tvrzeńı 1 budeme využ́ıvat při dokazováńı neexistence limity v následuj́ıćıch

př́ıkladech:

Př́ıklad 2.6. Dokažte neexistenci:

lim
(x,y)→(0,0)

3x+ y

x− 2y

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= x
2
}

• Vypoč́ıtáme postupné limity:

L1 = lim
x→0

(
lim
y→0

3x+ y

x− 2y

)
= lim

x→0

3x

x
= 3

L2 = lim
y→0

(
lim
x→0

3x+ y

x− 2y

)
= lim

y→0

y

−2y
= −1

2

L1 6= L2

Podle Tvrzeńı 1 tedy lim
(x,y)→(0,0)

3x+y
x−2y

neexistuje. 4

Př́ıklad 2.7. Dokažte neexistenci:

lim
(x,y)→(2,1)

x− y − 1

x+ y − 3

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 3− x}
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• Vypoč́ıtáme L1, L2:

L1 = lim
x→2

(
lim
y→1

x− y − 1

x+ y − 3

)
= lim

x→2

x− 1− 1

x+ 1− 3
= lim

x→2

x− 2

x− 2
= 1

L2 = lim
y→1

(
lim
x→2

x− y − 1

x+ y − 3

)
= lim

y→1

2− y − 1

2 + y − 3
= lim

y→1

1− y
y − 1

=

= lim
y→1

(−1)(y − 1)

y − 1
= −1

L1 6= L2,

limita v daném bodě neexistuje. 4

Př́ıklad 2.8. Dokažte neexistenci:

lim
(x,y)→(2,1)

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x4 + y4 6= 17}

• Vypoč́ıtáme postupné limity:

L1 = lim
x→2

(
lim
y→1

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

)
= lim

x→2

x212 − 4

x4 + 14 − 17
=

= lim
x→2

x2 − 4

x4 − 16
= lim

x→2

x2 − 4

(x2 − 4)(x2 + 4)
= lim

x→2

1

x2 + 4
=

1

8

L2 = lim
y→1

(
lim
x→2

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

)
= lim

y→1

22y2 − 4

24 + y4 − 17
= lim

y→1

4y2 − 4

16 + y4 − 17
=

= lim
y→1

4(y2 − 1)

y4 − 1
= lim

y→1

4(y2 − 1)

(y2 − 1)(y2 + 1)
= lim

y→1

4

(y2 + 1)
=

4

2
= 2

podle Tvrzeńı 1 limita funkce x2y2−4
x4+y4−17

v bodě (2, 1) neexistuje. 4
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2.1.3. Převod na polárńı souřadnice

Dosud jsme pro popis jednotlivých bod̊u v rovině použ́ıvali kartézskou sou-

stavu souřadnic, nebo-li systém 0xy, kde máme dvě na sebe kolmé osy, které se

prot́ınaj́ı v bodě (0, 0), který nazýváme počátek. Každý bod v rovině pak můžeme

popsat dvěma souřadnicemi (x0, y0), kde x0 je vzdálenost od počátku ve směru

osy x a y0 vzdálenost od počátku ve směru osy y.

Existuje však v́ıce možnost́ı, jak popsat bod v rovině. Např́ıklad pomoćı

polárńı soustavy souřadnic. Zvoĺıme dva pevné body v rovině O a A, bod O

nazveme pól (počátek) a vedeme z něj polopř́ımku OA, kterou nazveme polárńı

osa. Je pravidlem vést polopř́ımku OA doprava od bodu O (v kladném směru

osy x).

Zvoĺıme bod P, pokud P 6= O můžeme ho popsat pomoćı dvou souřadnic

P = (r, ϕ), kde r je vzdálenost z O do P a ϕ je úhel, který sv́ırá polárńı osa OA

s OP (ve stupńıch nebo radiánech) proti směru hodinových ručiček.

Jaký je vztah mezi polárńımi a kartézskými souřadnicemi?

P

O
jy0

x0

y

x

r
y - y0

x - x0
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Obrázek 4: Převod z kartézských souřadnic do polárńıch.
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Z vlastnost́ı pravoúhlých trojúhelńıku v́ıme, že:

cosϕ =
x− x0

r

(Kosinus úhlu se rovná poměru délky strany přilehlé úhlu ku délce přepony)

sinϕ =
y − y0

r

(Sinus úhlu se rovná poměru strany protilehlé úhlu ku délce přepony)

V jiném tvaru zaṕı̌seme:

x = x0 + r cosϕ

y = y0 + r sinϕ

r ≥ 0, ϕ ∈ 〈0, 2π〉

[3]

Poznámka 2.6. Převod na polárńı souřadnice využ́ıváme při d̊ukazu neexis-

tence limity lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L∗. Zavedeme polárńı souřadnice vzhledem k

limitńımu bodu (x0, y0):

x = x0 + r cosϕ

y = y0 + r sinϕ

ϕ ∈ 〈0, 2π〉

a dostaneme

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = lim
r→0+

f(x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ) = L.

Je-li hodnota L závislá na ϕ, znamená to, že pro r̊uzné cesty dostaneme r̊uzné

hodnoty limity a L∗ v daném bodě neexistuje.

Nezávislost L na ϕ nám o L∗ nic neř́ıká - může a nemuśı v daném bodě

existovat.
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Př́ıklad 2.9. Dokažte neexistenci:

lim
(x,y)→(0,0)

2xy

x2 + y2

Řešeńı:

• Df = R2 \ {(0, 0)}

• Zavedeme polárńı souřadnice x = r cosϕ, y = r sinϕ, ϕ ∈ 〈0, 2π〉 a

převedeme tak p̊uvodńı dvojnou limitu na jednoduchou limitu pro r → 0+

(přibližujeme se - zmenšujeme vzdálenost k bodu (0, 0)):

lim
r→0+

2r cosϕr sinϕ

r2 cos2 ϕ+ r2 sinϕ
= lim

r→0+

2r2 cosϕ sinϕ

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
=

Zkrát́ıme r2 a ve jmenovateli použijeme vlastnost goniometrických funkćı

(12) ze strany 50:

= lim
r→0+

2 cosϕ sinϕ

1
= 2 cosϕ sinϕ = sin 2ϕ

V posledńım kroku jsme využili daľśı z vlastnost́ı goniometrických funkćı

(13) ze strany 50.

Výsledek záviśı na ϕ, tj. na cestě, po které se budeme přibližovat k bodu

(0, 0), a proto zadaná limita neexistuje. 4

Př́ıklad 2.10. Dokažte neexistenci dané limity:

lim
(x,y)→(3,1)

y − 1

x+ 2y − 5

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 5−x
2
}
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• Převedeme na polárńı souřadnice x = 3 + r cosϕ, y = 1 + r sinϕ,

ϕ ∈ 〈0, 2π〉, r → 0+:

lim
r→0+

1 + r sinϕ− 1

3 + r cosϕ+ 2(1 + r sinϕ)− 5
= lim

r→0+

r sinϕ

3 + r cosϕ+ 2 + 2r sinϕ− 5
=

= lim
r→0+

r sinϕ

r(cosϕ+ 2 sinϕ)
=

=
sinϕ

cosϕ+ 2 sinϕ

Výsledek záviśı na ϕ, a proto limita v daném bodě neexistuje. 4

Př́ıklad 2.11. Dokažte neexistenci dané limity:

lim
(x,y)→(0,0)

(
1− cos(x2 + y2)

3(x2 + y2)xy

)2

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0, y 6= 0}

• Zavedeme polárńı souřadnice x = r cosϕ, y = r sinϕ, ϕ ∈ 〈0, 2π〉, r → 0+:

lim
r→0+

(
1− cos(r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ)

3(r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ)r cosϕr sinϕ

)2

=

=

(
lim
r→0+

1− cos(r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ))

3r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)r2 cosϕ sinϕ

)2

=

Nyńı využijeme Vzorce (12) ze strany 50, dále pak prvńıho tvrzeńı Věty 2.3

ze strany 11 a vytkneme 1
3 cosϕ sinϕ

před limitu:

=

(
lim
r→0+

1− cos(r2 · 1)

3r4 · 1 cosϕ sinϕ

)2

=

(
1

3 cosϕ sinϕ
lim
r→0+

1− cos(r2)

r4

)2

=

=
1

9 cos2 ϕ sin2 ϕ

(
lim
r→0+

1− cos(r2)

r4

)2
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Zavedeme substituci t = r2 pro r → 0+ je t→ 0+:

=
1

9 cos2 ϕ sin2 ϕ

(
lim
t→0

1− cos t

t2

)2

=
1

9 cos2 ϕ sin2 ϕ

(
1

2

)2

=
1

36 cos2 ϕ sin2 ϕ

Využili jsme známé limity (10) ze strany 50. Výsledek záviśı na ϕ, proto

daná limita neexistuje 4

2.2. Výpočty limit

U př́ıklad̊u 2.12-2.15 využijeme tvrzeńı Věty 1.1, která ř́ıká, že pokud poč́ıtáme

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) a bod (x0, y0) je bodem definičńıho oboru, ve kterém je f(x, y)

spojitá dostaneme hodnotu limity dosazeńım limitńıho bodu do zadané funkce.

Vypoč́ıtejte limity následuj́ıćıch funkćı:

Př́ıklad 2.12.

lim
(x,y)→(1,0)

x+ y + 1

x+ y + 3

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −3− x}

• Bod (1, 0) ∈ Df a f(x, y) je spojitá v tomto bodě.

• Limita se rovná funkčńı hodnotě v tomto bodě, kterou dostaneme dosa-

zeńım x = 1, y = 0 do funkčńıho předpisu:

lim
(x,y)→(1,0)

x+ y + 1

x+ y + 3
=

1 + 0 + 1

1 + 0 + 3
=

2

4
=

1

2

4
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Př́ıklad 2.13.

lim
(x,y)→(e3,2)

lnx+ 5

y

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y 6= 0}

• (e3, 2) ∈ Df , f(x, y) je spojitá v (e3, 2)

• Zkuśıme dosadit:

lim
(x,y)→(e3,2)

lnx+ 5

y
=

ln e3 + 5

2
=

3 + 5

2
= 4

Pro výpočet logaritmu jsme využili vlastnosti logaritmu (4) ze strany 50 4

Př́ıklad 2.14.

lim
(x,y)→(1,3)

(3exy + 2xy2)

Řešeńı:

• Df = R2

• (1, 3) ∈ Df , f(x, y) je spojitá v bodě (1, 3)

• Dosad́ıme do funkce bod (1, 3):

lim
(x,y)→(1,3)

(3exy + 2xy2) = 3e1·3 + 2 · 1 · 32 = 3e3 + 18

4

Př́ıklad 2.15.

lim
(x,y)→(1,1)

[(
2− x+ y

x2y2

)
cos

3

5 + x2y2

]
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Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x 6= 0, y 6= 0}

• Bod (1, 1) ∈ Df , f(x, y) je v tomto bodě spojitá

• Dosad́ıme:

lim
(x,y)→(1,1)

[(
2− x+ y

x2y2

)
cos

3

5 + x2y2

]
=

[(
2− 1 + 1

12 · 12

)
cos

3

5 + 12 · 12

]
=

= 0 · cos
3

6
= 0

4

V následuj́ıćıch př́ıkladech (2.16-2.21) si ukážeme, jak vypoč́ıtat limitu

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) v bodech, které nepatř́ı do Df . Budeme mimo jiné využ́ıvat

tvrzeńı Věty 2.5 ze strany 12 a vzorc̊u na rozklad mnohočlenu uvedených v Do-

datku na straně 50.

Vypoč́ıtejte limity:

Př́ıklad 2.16.

lim
(x,y)→(−1,1)

x3 + y3

x2 − y2

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x2 6= y2}

• Bod (−1, 1) /∈ Df , ale je hromadným bodem Df . ”
Dosazeńım“ dostaneme

limitu typu
”

0
0
“.

• Uprav́ıme předpis funkce a využijeme tvrzeńı Věty 2.5:

27



lim
(x,y)→(−1,1)

x3 + y3

x2 − y2
= lim

(x,y)→(−1,1)

(x+ y)(x2 − xy + y2)

(x− y)(x+ y)
=

= lim
(x,y)→(−1,1)

x2 − xy + y2

x− y
=

(−1)2 − (−1) · 1 + 12

−1− 1
=

= −3

2

V prvńım kroku jsme rozložili výraz v čitateli podle Vzorce (2) a výraz ve

jmenovateli podle Vzorce (1). Poté jsme zkrátili výraz (x + y) a dosadili

bod (−1, 1) do upraveného předpisu funkce. 4

Př́ıklad 2.17.

lim
(x,y)→(3,3)

x3 − y3

x4 − y4

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x4 6= y4}

• Upravujeme podobně jako v minulém př́ıkladě pomoćı vzorc̊u na rozklad

mnohočlen̊u (4), (1):

lim
(x,y)→(3,3)

x3 − y3

x4 − y4
= lim

(x,y)→(3,3)

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x2 − y2)(x2 + y2)
=

= lim
(x,y)→(3,3)

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x− y)(x+ y)(x2 + y2)
=

= lim
(x,y)→(3,3)

(x2 + xy + y2)

(x+ y)(x2 + y2)
=

32 + 3 · 3 + 32

(3 + 3)(32 + 32)
=

=
27

108
=

1

4

4
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Př́ıklad 2.18.

lim
(x,y)→(−2,−2)

(x+ y)2 − 16

x+ y + 4

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −4− x}

• Čitatele uprav́ıme podle Vzorce (1):

lim
(x,y)→(−2,−2)

(x+ y)2 − 16

x+ y + 4
= lim

(x,y)→(−2,−2)

((x+ y)− 4)((x+ y) + 4)

x+ y + 4
=

= lim
(x,y)→(−2,−2)

x+ y − 4 = −2− 2− 4 = −8

4

Př́ıklad 2.19.

lim
(x,y)→(1,1)

√
x2 + y2 − 4

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≥ 4}

• Bod (1, 1) /∈ Df a neńı ani hromadným bodem Df . Proto nemá smysl

limitu v daném bodě poč́ıtat. 4

Př́ıklad 2.20. [6]

lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2√
x2 + y2 + 1− 1

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2} \ {(0, 0)}

• Použijeme obrat známý z výpočtu limit u funkćı jedné proměnné - rozš́ı̌ŕıme

čitatele i jmenovatele výrazem (
√
x2 + y2 + 1 + 1), abychom se pomoćı
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Vzorce (1) zbavili odmocniny ve jmenovateli:

lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2√
x2 + y2 + 1− 1

·
√
x2 + y2 + 1 + 1√
x2 + y2 + 1 + 1

=

= lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)(
√
x2 + y2 + 1 + 1)

(
√
x2 + y2 + 1)2 − 12

=

= lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)(
√
x2 + y2 + 1 + 1)

x2 + y2 + 1− 1
=

= lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)(
√
x2 + y2 + 1 + 1)

x2 + y2
=

= lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 + 1 + 1

1
=

√
02 + 02 + 1 + 1

1
= 2

4

Př́ıklad 2.21.

lim
(x,y)→(3,3)

x2 − y2

3x2 + 5x− 5y − 3xy

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : x 6= −5
3
, x 6= y}

• Výraz ve jmenovateli uprav́ıme pomoćı Vzorce (1) na (x−y)(x+y). Zkuśıme

vydělit jmenovatele výrazem (x− y), který nám vytvář́ı
”

0
0
“. Dostaneme:

(3x2 + 5x− 5y − 3xy) : (x− y) = 3x+ 5

Pak tedy:

lim
(x,y)→(3,3)

x2 − y2

3x2 + 5x− 5y − 3xy
= lim

(x,y)→(3,3)

(x− y)(x+ y)

(x− y)(3x+ 5)
=

= lim
(x,y)→(3,3)

x+ y

3x+ 5
=

3 + 3

3 · 3 + 5
=

6

14
=

3

7

4
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Dále si ukážeme, že je možné vhodnou substitućı převést dvojnou limitu na

limitu funkce jedné proměnné. U výpočt̊u budeme využ́ıvat známých limit funkce

jedné proměnné, uvedených v Dodatku na straně 50.

Vypoč́ıtejte limity funkćı v daných bodech:

Př́ıklad 2.22.

lim
(x,y)→(1,−1)

√
xy2 − 1

3
√
xy2 − 1

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : xy2 ≥ 0, xy2 6= 1}

• Zavedeme substituci t6 = xy2, pro (x, y)→ (1,−1) je t→ 1:

lim
t→1

√
t6 − 1

3
√
t6 − 1

= lim
t→1

t3 − 1

t2 − 1
= lim

t→1

(t− 1)(t2 + t+ 1)

(t− 1)(t+ 1)
= lim

t→1

t2 + t+ 1

t+ 1
=

3

2

4

Př́ıklad 2.23.

lim
(x,y)→(0,0)

sin(3x+ y)

3x+ y

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −3x}

• Zavedeme substituci 3x+ y = t, pro (x, y)→ (0, 0) je t→ 0, dostaneme:

lim
t→0

sin t

t

Podle (6) ze strany 50 plat́ı:

lim
t→0

sin t

t
= 1

4
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Př́ıklad 2.24.

lim
(x,y)→(2,0)

y

tg(xy)

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : −π
2

+ kπ ≤ xy ≤ π
2

+ kπ, xy 6= kπ, k ∈ Z}

• Uprav́ıme funkci tak, abychom mohli limitu převést pomoćı substituce na

známou limitu (9):

lim
(x,y)→(2,0)

y

tg(xy)
= lim

(x,y)→(2,0)

(
tg xy

y

)−1

= lim
(x,y)→(2,0)

(
tg xy

y
· x
x

)−1

Nyńı rozděĺıme na dvě limity A = lim
(x,y)→(2,0)

x−1 a B = lim
(x,y)→(2,0)

( tg xy
xy

)−1 a

vyřeš́ıme:

A = lim
(x,y)→(2,0)

x−1 = lim
(x,y)→(2,0)

1

x
=

1

2

B = lim
(x,y)→(2,0)

(
tg xy

xy

)−1

=

(
lim

(x,y)→(2,0)

tg xy

xy

)−1

Zavedeme substituci xy = t, pro (x, y)→ (0, 0) je t→ 0:

B =

(
lim
t→0

tg t

t

)−1

= 1−1 = 1

Výsledná limita se podle Věty 2.3 ze strany 11 rovná

lim
(x,y)→(2,0)

y

tg(xy)
= A ·B =

1

2
· 1 =

1

2
.

4

Př́ıklad 2.25.

lim
(x,y)→(1,0)

1− cos 3xy

y2
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Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 0}

• Uprav́ıme, abychom pomoćı substituce převedli na známou limitu (10):

lim
(x,y)→(1,0)

1− cos 3xy

y2
= lim

(x,y)→(1,0)

(1− cos 3xy)9x2

y29x2

Nyńı rozděĺıme na dvě limity:

A = lim
(x,y)→(1,0)

9x2 = 9

B = lim
(x,y)→(1,0)

1− cos 3xy

9x2y2

Zavedeme substituci t = 3xy pro (x, y)→ (1, 0) je t→ 0

lim
t→0

1− cos t

t2
=

1

2

Podle Věty 2.3 ze strany 11 plat́ı:

lim
(x,y)→(1,0)

1− cos 3xy

y2
= A ·B = 9 · 1

2
=

9

2

4

Př́ıklad 2.26.

lim
(x,y)→(0,1)

(1 + xy)
2
xy

• Df = {(x, y) ∈ R2 : xy > −1, xy 6= 0}

• Zavedeme substituci xy = t (když (x, y)→ (0, 1) tak t→ 0) a dostaneme:

lim
t→0

(1 + t)
2
t = e2

Využili jsme znalosti limity (7) ze strany 50. 4
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Př́ıklad 2.27.

lim
(x,y)→(0,1)

ln(1 + xy2)

x

Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : xy2 > −1, x 6= 0}

• Uprav́ıme, abychom mohli využ́ıt znalosti limity (8):

lim
(x,y)→(0,1)

ln(1 + xy2)

x
= lim

(x,y)→(0,1)

ln(1 + xy2)y2

xy2

Rozděĺıme na dvě limity:

A = lim
(x,y)→(0,1)

ln(1 + xy2)

xy2

Zavedeme substituci t = xy2, pro (x, y)→ (0, 1) je t→ 0:

A = lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1

B = lim
(x,y)→(0,1)

y2 = 1

lim
(x,y)→(0,1)

ln(1 + xy2)

x
= A ·B = 1 · 1 = 1

4

Př́ıklad 2.28.

lim
(x,y)→(∞,1)

(
1 +

1

x

) 2x2

x+y
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Řešeńı:

• Df = {(x, y) ∈ R2 : 1
x
> −1, x 6= 0, y 6= −x}

• Typ limity
”
1∞“

• Uprav́ıme, využijeme Vzorce (5) a tvrzeńı Věty 2.4 ze strany 11 o složené

funkci:

lim
(x,y)→(∞,1)

eln(1+ 1
x

)
2x2

x+y
= lim

(x,y)→(∞,1)
e

2x
x+y

ln(1+ 1
x

)x = e
lim

(x,y)→(∞,1)
2x
x+y

ln(1+ 1
x

)x

Nyńı vyřeš́ıme:

lim
(x,y)→(∞,1)

2x

x+ y
ln

(
1 +

1

x

)x
Rozděĺıme na dvě limity:

A = lim
(x,y)→(∞,1)

2x

x+ y
= lim

(x,y)→(∞,1)

2x+ 2y − 2y

x+ y
=

= lim
(x,y)→(∞,1)

(
2(x+ y)

x+ y
− 2y

x+ y

)
= lim

(x,y)→(∞,1)

(
2− 2y

x+ y

)
= 2− 0 = 2

B = lim
(x,y)→(∞,1)

ln

(
1 +

1

x

)x
= ln

[
lim

(x,y)→(∞,1)

(
1 +

1

x

)x]
= ln e1 = 1

Využili jsme základńı limity 11 ze strany 50.

Podle Věty 2.12 ze strany 25 tedy:

lim
(x,y)→(∞,1)

(
1 +

1

x

) 2x2

x+y

= e
lim

(x,y)→(∞,1)
2x
x+y

ln(1+ 1
x

)x

= eA·B = e2·1 = e2

4

V Kapitole 2.1 jsme se seznámili s polárńımi souřadnicemi. Za určitých podmı́-

nek můžeme převodu na polárńı souřadnice využ́ıt také u výpočt̊u dvojných limit.

Plat́ı následuj́ıćı věta:
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Věta 2.6. [2] Funkce f má v bodě (x0, y0) limitu rovnou L, jestlǐze existuje

nezáporná funkce g splňuj́ıćı lim
r→0+

g(r) = 0 taková, že:

|f(x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ)− L| < g(r)

pro každé ϕ ∈ 〈0, 2π〉 a r > 0 dostatečně malá.

Speciálně, plat́ı-li pro transformaci do polárńıch souřadnic

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = lim
r→0+

h(r)g(ϕ),

kde lim
r→0+

h(r) = 0 a funkce g(ϕ) je omezená pro ϕ ∈ 〈0, 2π), pak

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = 0.

Př́ıklad 2.29. Vypoč́ıtejte limitu funkce:

lim
(x,y)→(0,0)

5x3 + 3y3

x2 + y2

Řešeńı:

• Df = R2 \ {(0, 0)}

• Převedeme na polárńı souřadnice: x = r cosϕ, y = r sinϕ, r → 0+,

ϕ ∈ 〈0, 2π〉

lim
r→0+

5r3 cos3 ϕ+ 3r3 sin3 ϕ

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
= lim

r→0+

r3(5 cos3 ϕ+ 3 sin3 ϕ)

r2 · 1
=

= lim
r→0+

r︸︷︷︸
0

(5 cos3 ϕ+ 3 sin3 ϕ)︸ ︷︷ ︸
omezená

= 0

Vytkli jsme v čitateli i jmenovateli r v př́ıslušné mocnině a zkrátili. Ve

jmenovateli jsme použili znalost Vzorce (12) ze strany 50. Zda je funkce
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(5 cos3 ϕ + 3 sin3 ϕ) omezená pro ϕ ∈ 〈0, 2π〉 ověř́ıme nalezeńım minima a

maxima na daném intervalu: −5 ≤ 5 cos3 ϕ + 3 sin3 ϕ ≤ 5. V závěru jsme

užili tvrzeńı Věty 2.6 ze strany 36.

Př́ıklad 2.30.

lim
(x,y)→(1,0)

x(x− 1)2 + y2

(x− 1)2 + y2

Řešeńı:

• Df = R2 \ {(1, 0)}

• Zavedeme polárńı souřadnice: x = 1 + r cosϕ, y = r sinϕ, r → 0+,

ϕ ∈ 〈0, 2π〉 :

lim
r→0+

(1 + r cosϕ)(1 + r cosϕ− 1)2 + r2 sin2 ϕ

(1 + r cosϕ− 1)2 + r2 sin2 ϕ
=

= lim
r→0+

(1 + r cosϕ)r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
=

= lim
r→0+

r2 cos2 ϕ+ r3 cos3 ϕ+ r2 sin2 ϕ

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
=

= lim
r→0+

r2(cos2 ϕ+ r cos3 ϕ+ sin2 ϕ)

r2 · 1
=

= lim
r→0+

(cos2 ϕ+ sin2 ϕ︸ ︷︷ ︸
1

+r cos3 ϕ) = lim
r→0+

(1 + r cos3 ϕ) =

= 1 + lim
r→0+

r︸︷︷︸
0

cos3 ϕ︸ ︷︷ ︸
omezená

= 1 + 0 = 1

4

Př́ıklad 2.31. Vypoč́ıtejte limitu funkce:

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x4 + y4)

x2 + y2
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Řešeńı:

• Df = R2 \ {(0, 0)}

• Uprav́ıme, abychom mohli využ́ıt Vzorce (6):

lim
(x,y)→(0,0)

(x4 + y4) sin(x4 + y4)

(x4 + y4)(x2 + y2)

Rozděĺıme na dvě limity:

A = lim
(x,y)→(0,0)

sin(x4 + y4)

x4 + y4

Zavedeme substituci x4 + y4 = t, t→ 0, dostaneme:

A = lim
t→0

sin t

t
= 1

Druhou limitu vyřeš́ıme převodem na polárńı souřadnice x = r cosϕ,

y = r sinϕ, r → 0+, ϕ ∈ 〈0, 2π〉 a využit́ım tvrzeńı ve Větě 2.6:

B = lim
(x,y)→(0,0)

x4 + y4

x2 + y2

B = lim
r→0+

r4 cos4 ϕ+ r4 sin4 ϕ

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
= lim

r→0+

r4(cos4 ϕ+ sin4 ϕ)

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
=

= lim
r→0+

r2︸︷︷︸
0

(cos4 ϕ+ sin4 ϕ)︸ ︷︷ ︸
omezená

= 0

Plat́ı 1
2
≤ cos4 ϕ + sin4 ϕ ≤ 1, hodnota zadané limity je podle Věty 2.3

rovna:

lim
(x,y)→(0,0)

sin(x4 + y4)

x2 + y2
= A ·B = 1 · 0 = 0

4

Př́ıklad 2.32.

lim
(x,y)→(∞,∞)

x2 + y2

x4 + y4
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Řešeńı:

• Df = R2 \ {(0, 0)}

•
”
Dosazeńım“ dostaneme typ limity

”
∞
∞“

• Převedeme do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ, ϕ ∈ (0, π
2
),

r →∞:

r

j 0

þ

2

þ

3 þ

2

2þ-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

y

Obrázek 5: Bod (∞,∞) lež́ı v prvńım kvadrantu, proto se ϕ může pohybovat

pouze od (0, π
2
). Přibližujeme-li se k bodu (∞,∞) muśıme zvětšovat vzdálenost

od počátku, proto r →∞.

lim
r→∞

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

r4 cos4 ϕ+ r4 sin4 ϕ
= lim

r→∞

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)

r4(cos4 ϕ+ sin4 ϕ)
=

= lim
r→∞

1

r2︸︷︷︸
0+

· 1

cos4 ϕ+ sin4 ϕ︸ ︷︷ ︸
omezená

= 0

Využili jsme platnosti 1 ≤ 1
cos4 ϕ+sin4 ϕ

≤ 2, dále pak tvrzeńı Věty 2.6 ze

strany 36.
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• Druhou možnost́ı výpočtu je zavést substituci x = 1
u
, y = 1

v
, u 6= 0, v 6= 0

a převést limitu na typ, který známe z předešlých př́ıklad̊u:

lim
(u,v)→(0+,0+)

1
u2

+ 1
v2

1
u4

+ 1
v4

= lim
(u,v)→(0+,0+)

v2+u2

u2v2

v4+u4

u4v4

= lim
(u,v)→(0+,0+)

(v2 + u2)u4v4

(v4 + u4)u2v2
=

= lim
(u,v)→(0+,0+)

(v2 + u2)u2v2

(v4 + u4)

Nyńı převedeme do polárńıch souřadnic: u = r cosϕ, v = r sinϕ, r → 0+,

ϕ 6= k π
2
, k ∈ Z:

lim
r→0+

(r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ)r2 cos2 ϕr2 sin2 ϕ

r4 cos4 ϕ+ r4 sin4 ϕ
=

= lim
r→0+

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)r4 cos2 ϕ sin2 ϕ

r4(cos4 ϕ+ sin4 ϕ)
= lim

r→0+

r6 cos2 ϕ sin2 ϕ

r4(cos4 ϕ+ sin4 ϕ)
=

= lim
r→0+

r2︸︷︷︸
0

cos2 ϕ sin2 ϕ

cos4 ϕ+ sin4 ϕ︸ ︷︷ ︸
omezená

= 0

Využili jsme platnosti 0 ≤ cos2 ϕ sin2 ϕ
cos4 ϕ+sin4 ϕ

≤ 1
2

a tvrzeńı Věty 2.6 ze strany 36.

Ukázali jsme si, jak je možné limitu v nevlastńım bodě převést na limitu

ve vlastńım bodě. 4
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3. Cvičeńı

Posledńı kapitola slouž́ı k procvičováńı znalost́ı výpočt̊u limit funkćı dvou

proměnných. Je tvořena třemi podkapitolami - prvńı a druhá obsahuj́ı zadáńı

př́ıklad̊u, ve třet́ı je uveden stručný návod na řešeńı a výsledek př́ıklad̊u z prvńı

podkapitoly a výsledky př́ıklad̊u z druhé podkapitoly.

3.1. Př́ıklady I

Vyšetřete, zda existuj́ı limity v daném bodě, pokud ano určete jejich hodnotu:

1. lim
(x,y)→(0,0)

√
x2y2+4−2

x2+y2

2. lim
(x,y)→(0,0)

2x2

y2−4x+2y

3. lim
(x,y)→(2,0)

x+2y√
x2+y2

4. lim
(x,y)→(1,1)

x2−y2
x3−y3

5. lim
(x,y)→(0,0)

3x2+2y3

x2+3y2

6. lim
(x,y)→(3,−3)

(1 + x+ y)
2

x+y

7. lim
(x,y)→(2,1)

(x−y)2−1
x−y−1

8. lim
(x,y)→(0,0)

x3+y3

x2+y2

9. lim
(x,y)→(1,−1)

x2−y2
3x2+5xy+2y2

10. lim
(x,y)→(0,0)

5x
3x+2y

11. lim
(x,y)→(1,1)

x2−y2
x2−2y+2x−xy

12. lim
(x,y)→(5,3)

√
x−1−

√
y+1

x−y−2

13. lim
(x,y)→(0,0)

tg(4x+2y)
2x+y

14. lim
(x,y)→(0,0)

2x−3y
x+y

15. lim
(x,y)→(0,0)

1
x2+y2

16. lim
(x,y)→(0,0)

(
x2−y2
x2+y2

)3

17. lim
(x,y)→(1,2)

x2−1
y−2

18. lim
(x,y)→(0,0)

x3

x2+y2

19. lim
(x,y)→(2,∞)

(
1 + 1

y

) y
x+y

20. lim
(x,y)→(0,0)

1−cos(x+y)
x+y

21. lim
(x,y)→(0,0)

11−
√

121−xy
xy

22. lim
(x,y)→(∞,∞)

2x+y
x2−xy+y2
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3.2. Př́ıklady II

Vyšetřete, zda existuj́ı limity v daném bodě, pokud ano určete jejich hodnotu:

1. lim
(x,y)→(−1,3)

x3+1
2y(x+1)

2. lim
(x,y)→(0,0)

2x−y
x+4y

3. lim
(x,y)→(2,−1)

sin(2x+4y)
x+2y

4. lim
(x,y)→(0,0)

xy(2x+y)
x2+y2

5. lim
(x,y)→(π

2
,1)

1−cosxy
2y

6. lim
(x,y)→(0,0)

x4y
x6+y3

7. lim
(x,y)→(∞,3)

(
1 + 1

x

) 3x
2x+y

8. lim
(x,y)→(1,0)

√
x+y−1

3
√
x+y−1

9. lim
(x,y)→(1,−1)

3x2−y2
x2+y2

10. lim
(x,y)→(2,2)

x2−4
2xy−4y+5x−10

11. lim
(x,y)→(∞,∞)

x+3y
x2+y2

12. lim
(x,y)→(−1,3)

y−3
2x+y−1

13. lim
(x,y)→(0,0)

√
x+y+1−1
x+y

14. lim
(x,y)→(2,0)

(x−2)2+3y2

(x−2)2+y2

15. lim
(x,y)→(1,1)

(1 + x− y)
3

x−y

16. lim
(x,y)→(−2,−1)

(x−y)2−1
x−y+1

17. lim
(x,y)→(0,0)

2x−y
3x+2y

18. lim
(x,y)→(1,1)

(x−1)2+y(y−1)2

(x−1)2+(y−1)2

19. lim
(x,y)→(2,1)

√
x−1−√y
x−y−1

20. lim
(x,y)→(0,1)

ln(3+ex)
x+y

21. lim
(x,y)→(2,0)

ln(1+xy)
3y

22. lim
(x,y)→(0,0)

3x3+y3

x2+y2

23. lim
(x,y)→(0,0)

3x
x+y

24. lim
(x,y)→(0,0)

√
x2y2+1−1

x2+y2

25. lim
(x,y)→(2,1)

3
(x−2)2+(y−1)2

26. lim
(x,y)→(3,−3)

x2−y2
x+y

27. lim
(x,y)→(1,1)

x2−y
x3−y2

28. lim
(x,y)→(0,0)

tg(2x+y)
2x+y

29. lim
(x,y)→(2,0)

√
(x−2)2+y2+4−2

(x−2)2+y2

30. lim
(x,y)→(1,0)

1−cosxy
xy
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3.3. Návody na řešeńı a výsledky

Př́ıklady I:

1. • Df = R2 \ {(0, 0)}

•

lim
(x,y)→(0,0)

√
x2y2 + 4− 2

x2 + y2
·
√
x2y2 + 4 + 2√
x2y2 + 4 + 2

=

= lim
(x,y)→(0,0)

x2y2

x2 + y2
· lim

(x,y)→(0,0)

1√
x2y2 + 4 + 2

= 0 · 1

4
= 0

2. • Df = {(x, y) ∈ R : 4x 6= y(y + 2)}

• y = kx:

lim
x→0

2x2

k2x2 − 4x+ 2kx
= 0, k ∈ R \ {2}

y = 2x:

lim
x→0

2x2

4x2 − 4x+ 4x
=

1

2

lim
(x,y)→(0,0)

2x2

y2−4x+2y
neexistuje.

3. • Df = R2 \ {(0, 0)}

•

lim
(x,y)→(2,0)

x+ 2y√
x2 + y2

= 1

4. • Df = {(x, y) ∈ R2 : x3 6= y3}

• S využit́ım Vzorc̊u (1), (3) ze strany 50 a tvrzeńı Věty 2.5 ze strany

12:

lim
(x,y)→(1,1)

x2 − y2

x3 − y3
=

2

3
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5. • Df = R2 \ {(0, 0)}

• Vypoč́ıtáme postupné limity:

L1 = 3, L2 = 0

L1 6= L2

lim
(x,y)→(0,0)

3x2+2y3

x2+3y2
neexistuje.

6. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y > −1− x, x 6= −y}

• Řeš́ıme pomoćı substituce x + y = t, pro (x, y) → (3,−3) je t → 0 a

znalosti limity (7) ze strany 50:

lim
(x,y)→(3,−3)

(1 + x+ y)
2

x+y = e2

7. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= x− 1}

• Uprav́ıme pomoćı Vzorce (1) ze strany 50:

lim
(x,y)→(2,1)

(x− y)2 − 1

x− y − 1
= 2

8. • Df = R2 \ {(0, 0)}

• Převedeme do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ, ϕ ∈ 〈0, 2π〉,

r → 0+, po úpravě dostaneme:

lim
r→0+

r︸︷︷︸
0

(cos3 ϕ+ sin3 ϕ)︸ ︷︷ ︸
omezená

= 0

Podle Věty 2.6 ze strany 36:

lim
(x,y)→(0,0)

x3 + y3

x2 + y2
= 0

9. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −x, y 6= −3
2
x}
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• Vyděleńım jmenovatele výrazem (x + y), užit́ım Vzorce (1) ze strany

50 v čitateli a kráceńım se zbav́ıme neurčitého výrazu, dostaneme:

lim
(x,y)→(1,−1)

x2 − y2

3x2 + 5xy + 2y2
= 2

10. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −3
2
x}

• y = kx :

lim
x→0

5x

3x+ 2kx
=

5

3 + 2k
, k ∈ R \

{
−3

2

}

lim
(x,y)→(0,0)

x3+y3

x2+y2
neexistuje.

11. • Df = {(x, y) ∈ R2 : x 6= −2, y 6= x}

• Rozlož́ıme čitatele podle vzorce 1 ze strany 50 a jmenovatele vyděĺıme

výrazem (x− y) dostaneme:

lim
(x,y)→(1,1)

x2 − y2

x2 − 2y + 2x− xy
=

2

3

12. • Df = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 1, y ≥ −1, y 6= x− 2}

• Rozš́ı̌ŕıme výrazem
√
x− 1 +

√
y + 1√

x− 1 +
√
y + 1

dostaneme:

lim
(x,y)→(5,3)

√
x− 1−

√
y + 1

x− y − 2
=

1

4

13. • Df = {(x, y) ∈ R2 : −π
2

+ kπ < 4x+ 2y < π
2

+ kπ, y 6= −2x, k ∈ Z}

• Uprav́ıme, abychom mohli zavést substituci t = 4x + 2y, t → 0 a

využ́ıt známé limity (9) ze strany 50. Dostaneme:

lim
(x,y)→(0,0)

tg(4x+ 2y)

2x+ y
= 2
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14. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −x}

• Využijeme postupných limit:

L1 = 2, L2 = −3

L1 6= L2

lim
(x,y)→(0,0)

2x−3y
x+y

neexistuje.

15. • Df = R2 \ {(0, 0)}

• Zavedeme substituci t = x2 + y2, pro (x, y)→ (0, 0) je t→ 0+:

lim
t→0+

1

t
=∞

16. • Df = R2 \ {(0, 0)}

• Převedeme do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ,

ϕ ∈ 〈0, 2π〉, r → 0+. Dostaneme:

lim
r→0+

(
r2 cos2 ϕ− r2 sin2 ϕ

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

)3

= cos3 2ϕ

lim
(x,y)→(0,0)

(
x2−y2
x2+y2

)3

neexistuje.

17. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 2}

• y = k(x− 1) + 2:

lim
x→1

x2 − 1

k(x− 1) + 2− 2
=

2

k
, k ∈ R \ {0}

lim
(x,y)→(1,2)

x2−1
y−2

neexistuje.

18. • Df = R2 \ {(0, 0)}
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• Převedeme do polárńıch souřadnic x = r cosϕ, y = r sinϕ,

ϕ ∈ 〈0, 2π〉, r → 0+. Podle Věty 2.6 ze strany 36:

lim
(x,y)→(0,0)

x3

x2 + y2
= 0

19. • Df = {(x, y) ∈ R2 : 1
y
> −1, y 6= 0, y 6= −x}

• Využijeme Vzorce (5) ze strany 50 a tvrzeńı Věty 2.4 ze strany 11:

lim
(x,y)→(2,∞)

(
1 +

1

y

) y
x+y

= e
lim

(x,y)→(2,∞)

1
x+y

ln(1+ 2
y )
y

= e0·2 = 1

20. • Df = {(x, y) ∈ R2 : y 6= −x}

• Uprav́ıme, abychom mohli využ́ıt známé limity (10) ze strany 50. Do-

staneme:

lim
(x,y)→(0,0)

1− cos(x+ y)

x+ y
= 0

21. • Df = {(x, y) ∈ R2 : xy ≤ 121, xy 6= 0}

• Rozš́ı̌ŕıme výrazem 11+
√

121−xy
11+
√

121−xy a uprav́ıme pomoćı Vzorce (1), dosta-

neme:

lim
(x,y)→(0,0)

11−
√

121− xy
xy

=
1

22

22. • Df = {(x, y) ∈ R2 : x2 − xy + y2 6= 0}

• Převedeme na polárńı souřadnice x = r cosϕ, y = r sinϕ, ϕ ∈ 〈0, π
2
〉,

r →∞, po úpravách dostaneme:

lim
r→∞

1

r︸︷︷︸
0

· 2 cosϕ+ sinϕ

1− sinϕ cosϕ︸ ︷︷ ︸
omezená

= 0

Plat́ı, že −5 ≤ 2 cosϕ+sinϕ
1−sinϕ cosϕ

≤ 5, podle Věty 2.6 ze strany 36

lim
(x,y)→(∞,∞)

2x+ y

x2 − xy + y2
= 0
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Př́ıklady II:

1. 1
2

2. neexistuje

3. 2

4. 0

5. 1
2

6. neexistuje

7. 1

8. 3
2

9. 1

10. 4
9

11. 0

12. neexistuje

13. 1
2

14. neexistuje

15. e3

16. −2

17. neexistuje

18. 1

19. 1
2

20. ln 4

21. 2
3

22. 0

23. neexistuje

24. 0

25. +∞
26. 6

27. neexistuje

28. 1

29. 1
4

30. 0
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Závěr

Ćılem práce bylo vytvořit sb́ırku řešených př́ıklad̊u na limity funkćı dvou

proměnných.

V prvńı kapitole jsem uvedla základńı definice a věty zabývaj́ıćı se funkcemi

dvou proměnných, potřebné pro vysloveńı definice limity, př́ıpadně k výpočt̊um.

Druhá kapitola se již věnuje limitám. V úvodu je uvedena definice limity a

základńı vlastnosti dvojných limit. Dále je kapitola členěna do dvou podkapitol.

Prvńı se zabývá d̊ukazy neexistenćı dvojných limit pomoćı př́ıstupu po křivkách,

postupných limit a převodu do polárńıch souřadnic. Každá metoda je nejprve

teoreticky popsána a následně ilustrována na př́ıkladech. Ve druhé podkapi-

tole jsou uvedeny metody výpočt̊u dvojných limit, ukázané př́ımo na řešených

př́ıkladech.

Třet́ı kapitola je tvořena souborem př́ıklad̊u k procvičeńı, stručnými návody

k jejich řešeńı a výsledky.

Tvorbou této práce jsem prohloubila své znalosti v oblasti funkćı dvou pro-

měnných, práce se systémem TEX a v softwaru Wolfram Mathematica.

Doufám, že práce bude sloužit student̊um z nižš́ıch ročńıku k dostatečnému

pochopeńı limit funkćı dvou proměnných.
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Dodatek - použité vzorce

a2 − b2 = (a− b)(a+ b) (1)

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2) (2)

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) (3)

loga a
n = n, a > 0, n ∈ R (4)

ab = eln ab = eb ln a, a > 0, b ∈ R (5)

lim
t→0

sin t

t
= 1 (6)

lim
t→0

(1 + t)
k
t = ek, k ∈ R (7)

lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1 (8)

lim
t→0

tg t

t
= 1 (9)

lim
t→0

1− cos t

t2
=

1

2
(10)

lim
t→±∞

(
1 +

k

x

)x
= ek, k ∈ R (11)

cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1, ϕ ∈ R (12)

sin 2ϕ = 2 sinϕ cosϕ, ϕ ∈ R (13)

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ, ϕ ∈ R (14)
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v ekonomii. Olomouc: Univerzita Palackého v Olomouci, 2013.
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výklad tradičńıch témat vysokoškolské matematiky II/2. Brno: Vutium, 2012.
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počet funkćı v́ıce proměnných [online], dostupné z:
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