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Uvod

V bakalarské praci bude zpracovano téma z linearni algebry, a to konkrétné matice.
Linearni algebra studuje soustavy linedrnich rovnic, vektorové prostory, algebraické
struktury a linearni zobrazeni. Matice se vyuzivaji ke zkoumani lineédrni nezavislosti
vektort, k nalezeni souradnic vektori v néjaké bazi, k feseni soustav lineadrnich rov-

nic ¢ pro popis linearniho zobrazeni v soutradnicich.

Téma prace Shirka tloh z teorie matic jsem si vybrala, protoze mé prace s maticemi
zajiméa. Jedné se o tvirci ¢innost, ktera rozviji matematicky vhled a podporuje ma-
tematické mysleni. Price s maticemi je vyuzivana v nékolika odvétvich matematiky,

ale i ve fyzice, statistice a i v biologii.

Cilem mé bakalarské prace je vytvoreni sbirky feSenych a nefeSenych ptikladi s
vysledky. Teoreticka ¢ast prace popisuje vlastnosti a vzajemné vztahy matic, které
jsou nésledné vyuzivany pii feSeni prikladi. Jsou zde charakterizovany druhy matic,
hodnost matice, operace s maticemi a maticové rovnice. Vytvorené sbirka tiloh nabizi
feSené piiklady s postupem i nefeSené priklady s vysledky, které slouzi k procviceni

a upevnéni zminénych zakonitosti matic.



Kapitola 1

Matice

V této kapitole se budeme vénovat teorii matic, kterou potifebujeme znat pro reseni
tloh. Teorie je zpracovana stru¢né, bez dikazu. Je predpokladana urcita znalost
pojmu z linearni algebry tykajici se predevsim vektorovych prostort, algebraickych
struktur a determinantt. Teoretické znalosti jsou Cerpany z literatury uvedené na

konci prace v seznamu literatury.

1.1 Definice matice a jeji druhy

Definice 1.1.1 Matici A = (a;;) typu (m, n) nad polem 7" definujeme jako zobrazeni
f:{1,2,3,...,m} x {1,2,3,...,n} = T, kde f((7,7)) = a;;-

Pro nase vypocty postaci zjednodusena definice matice, kdy matici chapeme jako
obdélnikové schéma.

Definice 1.1.2 Necht (7, +,.) je libovolné pole, necht m, n jsou nenulovéa pfirozena

¢isla. Pak obdélnikové schéma tvaru

aiq a12 ce Q1n

921 A929 ... QA9p
A= ,

Am1 Am2 ... Qmp

kde a;; € Tproi=1,2,3,...,m,j=12,3,...,n, se nazyva matice A typu (m,n)

nad polem 7. PiSeme také A = (a;;).



Prvky a;; € T se nazyvaji prvky matice A = (a;;) a je jich pfesné mn.

Je-li prvek a;; prvkem matice A, pak 7 je fadkovy a j je sloupcovy index tohoto
prvku a usporadana dvojice (7, j) nam jednoznacné urc¢uje polohu prvku a;; v matici
A.

Prvky a1, age, ass, ..., agk, K = min{m,n}, matice A typu (m,n) tvoii hlavni
diagonalu matice A.

Radky matice A typu (m,n) jsou usporadané n-tice prvka z pole 7. Mluvime o

radkovych vektorech matice A. Usporadana n-tice

n
(ail ;9 ;3 ... am> € T )

i=1,2,3,...,m, se nazyva i-ty radek matice A.
Sloupce matice A typu (m,n) jsou tvoreny uspoifadanou m-tici prvka z pole 7.

Mluvime o sloupcovych vektorech matice A. Usporadana m-tice

alj

a2j

Qmyj
j=1,2,3,...,n, se nazyva j-ty sloupec matice A.

Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) nad polem 7. Matici A nazyvame:

e nulova matice, je-li a¢;; = 0 pro véechna i =1,2,3,...,maj=1,2,3,...,n;

znacime ji O,,,, respektive pouze O
e Ctvercova matice, je-li m = n, pak rikime, Ze matice A je fadu n
e obdélnikova matice, je-li m # n

¢ jednotkova matice, je-li matice A ¢tvercova matice fadu n a a; = 1,
i=1,2,3,...,n,a;; =0;9%# j, 4,5 =1,2,3,...,n; znadi se E,, respektive E
nebo také J



e diagonalni matice, jestlize a;; = 0;¢ # j,7=1,2,3,...,m, 5 =1,2,3,...,n;

je-li matice A ¢tvercova diagonalni matice, pak piseme A = diag(ai1, as, - . -, App)
Napt.:
3000
05 00
A= = diag(3,5,8,6)
0080
0 0 0®6

e Fadkova matice, je-li m = 1; matice A je tedy typu (1,n)
e sloupcova matice, je-li n = 1; matice A je tedy typu (m, 1)

e horni trojahelnikova matice, je-li a;; = 0 pro i > j; 7 = 1,2,3,...,m,

i=1,23,...,n

e dolni trojuhelnikova matice, je-li a;; = 0 pro i < j; 1 = 1,2,3,...,m,

j=123,...,n
e redukovana trojahelnikova matice

- lezi-li kazdy nenulovy radek nad libovolnym nulovym radkem

- je-li vedouci prvek kazdého nenulového radku roven 1; vedoucim prvkem

radku matice A nazyvame prvni nenulovy prvek tohoto radku

- jestlize vedouci prvek ,yysstho* tadku lezi vice vlevo nez vedouci prvek
,nizstho" tadku, tj. jsou-li a;;, ar vedouci prvky i-tého a k-tého fadku

matice A a je-li i < k, pak také j <

- jsou-li ve sloupci, ve kterém se nachazi vedouci prvek néjakého tadku,
vSechny ostatni prvky nulové, tj. je-li a;; vedouci prvek i-tého tadku,

pak ay; = 0 pro kazdé k # 1
¢ matice ve schodovitém tvaru,

- jelim > 1, pak ay; =0

-jeliag = ap = a3 = ... =ay =0, pro ngjaké i € {1,2,3,...,m — 1} ,

ke {]_, 27 3, c. ,n—l}, potom Ai4+11 = Q412 = Aj413 = - -« = Qj+1 k+1 = 0
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Napt.:

a;r a1 ... Qip
0 ag2 ... QAgp

A=
0 0 Amn

Matice A nad polem T, ktera je rozdélena vodorovnymi nebo svislymi ¢arami do

blokti, se nazyva blokova matice a zapisujeme ji ve tvaru

All A12 s Aln
A= AQI A22 s A2n
Aml Am2 s Amn

- Dil¢i matice stojici ve stejném sloupci blokové matice A maji stejny pocet sloupcu.
- Dil¢éi matice stojici ve stejném fadku blokové matice A maji stejny pocet radku.

Je-li m = n a jsou-li matice Ay, Agg, ..., Ay, Ctvercové (hovoiime o tzv. hlavni

diagonale blokové matice), pak se matice A nazyva ¢tvercova blokova matice

radu n.
Napr.:
1 113 7|2 4
2 5|0 7|7 5
Ao 8 714 3]0 O
2 113 05 1
5 013 4|7 1
9 5|7 2/4 0

Definice 1.1.3 Necht A = (4;;) je ¢tvercova blokova matice fadu n nad polem 7.

Rekneme, Ze matice A je

1. blokova horni trojihelnikova, jestlize pro kazdé 7,57 =1,2,3,...,n, i > j,

je Aij :O

2. blokova dolni trojihelnikova, jestlize pro kazdé ¢,7 =1,2,3,...,n, 1 < 7,

je Aij =0
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3. blokoveé diagonalni, jestlize pro kazdé i,j =1,2,3,...,n, 1 # j, je A;; = O;
piseme také A = diag(A11, Az, ..., Ann)

Poznamka: 7 jednotlivych matic mizeme sestavovat matice blokové.
Napt.:

A B

C D
Definice 1.1.4 Necht A = (a;;) je matice typu (mq,n1), B = (b;;) je matice typu
(mg, ng) (nad polem T). Pak matice A je rovna matici B, piSeme A = B (respektive
B = A), pravé kdyz m; = mo, n1 = ng a a;; = b;; pro kazdé i = 1,2,3,...,m; a
i=1,2,3,...,n.
Definice 1.1.5 Necht A = (a;;) je matice typu (m,n) nad polem 7. Transpono-

vanou matici k matici A rozumime matici

@11 Q21 ... Gml

19 A29 ... Am2
AT =

A1p A2y, ... (Amn

typu (n,m) nad polem 7.

Poznamka: Pro libovolnou matici A typu (m, n) plati:
(A7) = A

- fadkové (sloupcové) vektory matice A jsou sloupcovymi (fadkovymi) vektory

matice AT,

Definice 1.1.6 Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad polem T Rekneme, ze

matice A je
e symetrickd matice, pravé kdyz A = AT, tj. a;; = aj;, proi,j =1,2,....,n

e antisymetrickA matice, praveé kdyz A = —AT tj. a;; = —aj; proi # j a

a; = 0 (nad polem jehoz charakteristika neni 2)

e Hermitovskad matice (samodruzna matice), je-li A matice nad polem C a

pravé kdyz AT = A, kde a;; = @5, a @j; je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu a;;
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e ortogonalni matice, pravé kdyz je matice A regularni a plati A=t = AT,

Véta 1.1.1 Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad polem 7', pak plati, Ze matici A
muzeme vyjadiit pomoci souctu jeji symetrické a antisymetrické ¢asti. Symetrickou
cast definujeme vyrazem %(A + AT) a antisymetrickou ¢ast definujeme vyrazem

$(A— AT). Pak tedy plati, ze A = (A + AT) + (A — AT).

1.2 Elementarni Gpravy matic a hodnost matice

Definice 1.2.1 Necht je dana matice A = (a;;) typu (m,n) nad polem 7. Elemen-

tarnimi Gpravami matice A rozumime nasledujici Gpravy
e vzajemna vyména dvou radku (sloupcii)
e vynasobeni nékterého rfadku (sloupce) matice A nenulovym prvkem z pole T

e pri¢teni k-nasobku nékterého fadku (sloupce) k jinému fadku (sloupci) matice

Aik#0akeT

Definice 1.2.2 Rekneme, 7e matice A typu (m,n) nad polem T je fadkové (re-
spektive sloupcoveé) ekvivalentni s matici B typu (m,n) nad polem T, pravé kdyz
je mozné matici B ziskat z matice A pomoci kone¢né posloupnosti elementéarnich
fadkovych (respektive sloupcovych) uprav. Piseme A ~ B.

Véta 1.2.1 Radkové ekvivalentnim maticim nalez tentyz vektorovy prostor V' ge-
nerovany fadkovymi vektory téchto matic.

Véta 1.2.2 Kazda matice je Tadkové ekvivalentni s néjakou matici ve schodovitém
tvaru.

Véta 1.2.3 Nenulové fadky matice ve schodovitém tvaru jsou linearné nezavislé
vektory.

Definice 1.2.3 Hodnosti matice A typu (m,n) nad télesem T rozumime dimenzi
vektorového prostoru generovaného jejimi fadkovymi vektory. PiSeme h(A).

Poznamka: 7 predchozich ivah plyne
- Radkove ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

- Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poc¢tu jejich nenulovych radkii.
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Hodnost jednotkové matice fadu n je rovna n.

Hodnost matice h je rovna nule, pravé kdyz A je nulovou matici.

Hodnost matice typu (m,n) je nejvyse rovna ¢islu m, tedy h(A) < m.

Matice ma hodnost h, pravé kdyz mezi jejimi fadkovymi vektory lze nalézt
h vektorti linearné nezavislych a kdyz kazda skupina h + 1 jejich radkovych

vektort je linearné zavisla.

Je tedy zfejmé, Ze hodnost matice A muzeme snadno nalézt tak, Ze matici upravime
pomoci elementarnich fadkovych tprav na matici ve schodovitém tvaru. Hodnost
matice je pak rovna poc¢tu jejich nenulovych radki.

Elementarnim upravam se také nékdy rika ipravy neménici hodnost matice.

Poznamka: Zminéné vlastnosti lze aplikovat i na sloupcové vektory matice.

- Sloupcové vektory matice A typu (m,n) generuji vektorovy prostor, ktery je

podprostorem vektorového prostoru 1.

- Lze dokazat, ze vektorovy prostor V' generovany radkovymi vektory matice A
mé stejnou dimenzi jako vektorovy prostor generovany sloupcovymi vektory

matice A.

Definice 1.2.4 Hodnosti matice A rozumime dimenzi vektorového prostoru gene-

rovaného jejimi sloupcovymi vektory.

Poznamka: Upravy neménici hodnost matice lze tedy provadét i se sloupcovymi
vektory matice, aniz by se zménila hodnost matice.
Radkoveé (sloupcové) vektory matice A typu (m,n) jsou sloupcovymi (Ffadkovymi)

vektory matice AT a tedy plati:
h(A) = h(AT) = h A h < min{m,n}.

Definice 1.2.5 Ctvercova matice A fadu n se nazyva regularni, pravé kdyz
h(A) =n.

Ctvercova matice A fadu n se nazyva singularni, pravé kdyz neni regulérni.
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Poznamka: Je-li A ¢tvercova matice fadu n, pak se ¢islo n — h(A) nyzyva nulita

(defekt) matice A a piSeme nulA.

Véta 1.2.4 Necht je matice A ¢tvercova matice fadu n. Pak jsou nasledujici vyroky

ekvivalentni
1. matice A je regularni (singularni)
2. h(A)=n (h(A) <n)

3. tfadkové, respektive sloupcové, vektory matice A jsou linedrné nezavislé (sloup-

cové, respektive fadkové, vektory matice A jsou linearné zavislé)

1.3 Operace s maticemi

Definice 1.3.1 Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu (m,n) nad polem T
a necht r € T

souctem matic rozumime matici C' = A + B typu (m,n), kde ¢;; = a;; + b;j, pro
1=1,2,...maj=1,2,...,n

r-nasobkem matice rozumime matici D = rA typu (m,n), kde d;; = ra;;, pro
1=1,2,....maj=1,2,...,n

Poznamka:

(1)

Analogicky lze definovat i ndsobek Ar matice A prvkem r, jako matici

D = (d;;) typu (m,n) s prvky dijj = a;r,i=1,2,...,m, j=1,2,...,n.

Je zfejmé, ze nasobeni matic prvkem z pole T' je komutativni, tedy pro

kazdy prvek r € T' a kazdou matici A plati rA = Ar.

Pro kazdé r,s € T plati r(sA) = (rs)A.

Pro kazdé r,s € T plati (r + s)A =rA + sA.

Pro libovolné matice A, B stejného typu plati r(A+ B) =rA+rB.

(2) Je zfejme, ze pro libovolné matice A, B € M, ,(T') plati:
(a) (A+ B)T = AT + BT
(b) (rA)T =rAT
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Véta 1.3.1 Mnozina M,, (1) v8ech matic typu (m,n) nad polem T je spolu s
operaci s¢itani matic komutativni grupa.

Véta 1.3.2 Mnozina M,, ,,(T') vSech matic typu (m, n) nad polem 7T tvoii vzhledem
k operaci s¢itani matic a ndsobeni matic prvkem z pole T' vektorovy prostor dimenze
mn.

Definice 1.3.2 Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n nad polem 7. Stopou

tr matice A rozumime soucet prvki na jeji hlavni diagonale, tedy:

trA = zn: (0778
=1

Véta 1.3.3 Necht A, B jsou ¢tvercové matice stejného fadu nad polem T, necht

c € T. Pak plati:
1. tr(A+ B)=trA+trB
2. tr(cA) = c(trA)
3. trAT =trA

Definice 1.3.3 Necht A = (a;;) je matice typu (m,p) a B = (b;;) matice typu (p,n).

Pak souéinem matic A,B rozumime matici C' = AB typu (m,n), kde
p
Cij = Z ik brj
k=1

prot=1,2,3,....maj=1223,...,n.

Poznamka:
- Sou¢in AB miize byt definovan, ale sou¢in BA nemusi.

- Jsou-li definovany souciny AB, BA, kde matice A je typu (m,n) a matice B
typu (n,m), pak vysledek souc¢inu AB je ¢tvercovou matici fadu m, zatimco

vysledek souc¢inu BA je ¢tvercovou maticic fadu n.

- Jsou-li A, B ¢tvercové matice fadu n, jsou oba souciny definovany a jsou to
opét ¢tvercové matice fadu n, ale obecné neplati, ze AB = BA. Nasobeni

matic neni obecné komutativni.
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Véta 1.3.4 Necht A, B, C' jsou matice odpovidajicich typti nad polem T takové,

aby nize uvedené souc¢iny a soucty byly definovany, a necht r € T'. Pak plati
1. (AB)C = A(BC)
2. AB+C)=AB+AC N (B+C)A=BA+CA
3. (rA)B = A(rB) =r(AB)

4. B, A=A FE, = A, kde E, je jednotkova matice fadu n a A je ¢tvercova matice

radu n

Véta 1.3.5 Mnozina M, ,,(T') vSech ¢tvercovych matic nad polem 7" fadu n,n < 2,
spolu se s¢itdnim matic a nasobenim matic je nekomutativni okruh s jednotkovym
prvkem a s déliteli nuly.

Véta 1.3.6 Necht A, B jsou matice nad polem T'. Pak
1. (AB)T = BT AT jestlize A je matice typu (m,p) a B je typu (p,n)

2. tr(AB) = tr(BA) = 7%, Y% aijbji, jestlize A je matice typu (m,p) a B

typu (p,m)
Véta 1.3.7 Necht A je matice typu (m,n) nad polem 7T'. Pak plati:
1. je-li B matice typu (n,p) nad polem 7', pak h(AB) < h(A) a h(AB) < h(B)

2. je-li R regularni matice tadu n, respektive S reguldrni matice fddu m nad

polem T, pak h(AR) = h(A) a h(SA) = h(A)

1.4 Inverzni matice, elementarni transformac¢ni ma-
tice a matice prechodu

Definice 1.4.1 Necht A,B jsou ¢tvercové matice fadu n nad polem 7. Rekneme,
ze matice B je inverzni matici k matici A nebo Ze matice A je inverzni matici k

matici B, pravé kdyz plati, ze

AB=BA=E,.
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Piseme B = A, respektive A = B~1. Matici A, ke které existuje inverzni matice,
nazyvame invertibilni matici.

Véta 1.4.1 Pokud existuje inverzni matice k matici A, pak je inverzni matice urc¢ena
jednoznacné.

Véta 1.4.2 Necht A je ¢tvercova matice fadu n. K matici A existuje inverzni matice,
pravé kdyZ je matice A regularni. Inverzni matice A~! k matici A je také regularni.

Véta 1.4.3 Necht A, B jsou regularni matice fadu n. Pak plati:
e Soucin AB je regularni matice a plati (AB)™' = B~1A™!
o (ATH)1=4
o (AT)1 = (AT

Definice 1.4.2 Elementarni transformacéni matici rozumime kazdou inveribilni
matici, ktera se nejvyse na jednom misté 1isi od jednotkové matice. Mohou nastat

dvé situace.

1. V matici jsou mimo hlavni diagonalu samé nuly. Na hlavni diagonale se vy-
skytuji samé jednotkové prvky s vyjimkou mista iz, kde stoji prvek b, b # 0.

Je-li b =1, pak se jedné o jednotkovou matici.

2. 'V matici jsou na hlavni diagonéale samé jednotkové prvky. Mimo hlavni diago-
nalu jsou samé nuly az na jednu vyjimku mista ij, kde stoji prvek b. Pokud je

b =0, pak se jedna o jednotkovou matici.
Poznéamka:

- Dvé elementarni transformacni matice prvnfho typu, které maji na stejném

misté hlavni diagonaly prvek b (b™!), jsou navzajem inverzni.

- Dvé elementarni transformac¢ni matice druhého typu, které maji na stejném

misté mimo hlavni diagonélu prvek b (—b), jsou navzajem inverzni.
Poznamka:

- Sloupcové elementarni Gpravy matice ziskdime nésobenim této matice elemen-

tarnimi transformacnimi maticemi zprava.
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- Radkové elementarni apravy matice ziskime nasobenim této matice elemen-

tarnimi transforma¢nimi maticemi zleva.

Véta 1.4.4 Kazda regularni matice je soucinem elementarnich transformacnich ma-
tic.

Poznamka:

- Regularni matici A muzeme fadkovymi elementarnimi tpravami pfevést na
jednotkovou matici a souc¢in B elementéarnich transformacnich matic je roven
matici A~!. Pro uréeni matice inverzni A~! k matici A tedy staci zjistit tento

soucin elementarnich transformad¢nich matic.

- K nalezeni zminéné inverzni matice pouzivime tzv. Jordanovu metodu.
Necht A je regularni ¢tvercovd matice fadu n nad polem 7. K matici A
pripojime jednotkovou matici F, fadu n a vzniklou blokovou matici fadu
(n,2n) upravime pomoci elementarnich fadkovych (respektive sloupcovych)
uprav tak, aby z matice A vznikla jednotkova matice F, a z matice F, pak
vznikne hledané inverzni matice A~!. Tedy (A|E,) ~ ... ~ (E,| A7) (respek-
tive (£) ~ (£1).

- Zname-li matice A a C, A je regularni, a potfebujeme-li vypocitat soucin
A~1C| pak mizeme matici (A|C) prevést radkovymi (respektive sloupcovymi)

A

elementarnimi ipravami na matici (£ \A*lo) (respektive (£) ~ ...~ (55T))-

Véta 1.4.5 Necht A je regularni ¢tvercova matice fadu n nad polem 7. Pak k ni
existuje matice inverzni, pro kterou plati vztah

1
—1 — A*
detA™ '’

kde A* se nazyva adjungovana matice a je rovna

Dll D21 Dnl
A* = ?12 D.22 s D.n2 ’
Dln D2n Dnn

kde D;; je algebraicky doplnék prvku a;;; 4,7 = 1,2,...,n.
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Definice 1.4.3 Necht V' je netrivialni vektorovy prostor nad polem 7" dimenze n,
necht M = {uj,us, ..., un} a M = {v7,03,...,0,} jsou dvé baze prostoru V. Necht
déle je

1= a11u1 + anus + ... + ap1ly,

’U_é = &12U_i + a22u3 4+ ...+ anQu_{l

Up = Q1pU1 + GoplUs + ... + Gpply,
tedy
n
V; = E QUL ,
k=1

kde 5 =1,2,...,n.

Pak matici
a;y a2 ... Qip
ao1 A2 ... QA92n
A=
Ap1 Ap2 ... Qpp

nazyvame matici prechodu od baze M k bazi M'.

Poznamka:

- Je zfejmé, ze matici A prechodu od jedné béaze prostoru V' k druhé bazi tohoto
prostoru zkonstruujeme tak, ze j—ty vektor druhé baze vyjadiime jako line-
arni kombinaci vektoru prvni baze a koeficienty této linearni kombinace pak
napiseme do j—tého sloupce matice A, j = 1,2,...,n. Matice pfechodu A od

baze M k bazi M' ma tedy v j—tém sloupci soufadnice vektoru v; vzhledem

k bézi M.

- Poradi obou bézi i poradi vektortu v bazich M, M’ je podstatné a nelze je

zadnym zptsobem zaménovat. Jedné se o usporadané baze.

- Matice ptfechodu od jedné béaze k druhé bazi vektorového prostoru V' musi
byt vzdy regularni, protoze je ¢tvercova a obsahuje ve sloupcich soutadnice

bézovych vektori, které jsou linedrné nezavislé.
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Véta 1.4.6 Necht M = {uy, us, ..., up} a M' = {v],03,...,0,} jsou dvé baze vek-
torového prostoru V' nad polem T. Necht matice A je matici pfechodu od baze M

k bazi M'. Potom matici piechodu od baze M’ k bazi M je matice AL,

Poznamka: Necht M = {uj, 3, ..., u,} a M = {01,03,...,0,} jsou dvé baze vekto-
rového prostoru V' nad polem 7" a necht A = (a;;) je matice pfechodu od baze M k

bazi M'. Dale necht @ € V je takovy vektor, ze
W= x1U] + ToUs + ... + TU,,

W= 1y101 + YoUs + ... + YnUy.

To znamené, Ze vektor @ ma v bazi M soufadnice {W}y = (21,29, ..., 2,), respek-
tive v bazi M’ soutadnice {@}yr = (y1,Y2, -, Yn)-
Pak plati {w}y = {wW}rr AT, respektive {w}, = A{w}L,. Timto zpisobem jsou

soufadnice vektoru w v bazi M vyjadiené pomoci soufadnic téhoz vektoru v bazi M'.

Véta 1.4.7 Necht M = {uy,u3, ..., up}a M = {v1,05,..., 0} a M" = {0, ws, ..., w,}
jsou tfi béaze vektorového prostoru V' nad polem 7. Necht matice A je matici pre-
chodu od baze M k bazi M’, matice B je matici pfechodu od baze M’ k bazi M".
Potom matice AB je matici prechodu od baze M k bazi M".

Poznamka: Necht jsou dany baze M a M’ ve vektorovém prostoru V nad polem T
Zvolime si néjakou bazi S vektorového prostoru V' vzhledem ke které se souradnice
dobre hledaji. Baze S miiZe byt standardni baze v R", baze {1,z,z% 2°,... 2"} ve
vektorovém prostoru R,[z] polynomi stupné nejvyse n, atd. Pro vypocet matice
prechodu od baze M k béazi M’ pouzijeme vztahy z Véty 1.4.6 a Véty 1.4.7. Necht
A je matice prechodu od béaze M k bazi M’, B je matice prechodu od béaze M k
bazi S, C je matice prechodu od béaze S k bazi M a D je matice pfechodu od baze
S k bazi M'. Pak
A=BD=C"D.

Pritom matice na pravé strané rovnosti sestavime snadno: do sloupcti matice C'
napiSeme soufadnice vektort baze M vzhledem k béazi S a do sloupct matice D

napiSeme soufadnice vektoru baze M’ vzhledem k bazi S. Pro vypocet matice pie-
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chodu pouZijeme vztah z poznamky za Vétou. 1.4.4, (A|B) ~ (E|A™'B), neboli
(C|D) ~ (E|C7'D) = (E|A), kde A je hledanou matici pfechodu.

Dostavame nasledujici algoritmus:

e Do sloupcii matice zapiSeme soutadnice vektort baze M vzhledem k bazi S

a vedle svislé ¢ary jesté souradnice vektoru baze M’ vzhledem k bazi S.

e Po eliminaci, ktera prevede levy blok matice na jednotkovou matici, dostavame
v pravém bloku hledanou matici A, neboli matici prechodu od béze M k bézi

M.

1.5 Maticové rovnice typu AX = B

Necht A, B jsou matice typu (m,n) a (m, k) nad polem T'. Pfi feSeni maticové rov-
nice AX = B budeme hledat vSechny matice X typu (n, k) nad polem T'. Maticova
rovnice AX = B predstavuje k soustav linearnich rovnic se stejnou matici soustavy
a k riznymi pravymi stranami. Maticova rovnice AX = B ma tedy TeSeni pravé
tehdy, kdyz je h(A|B) = h(A). Matice X je feSenim rovnice AX = B pravé tehdy,
kdyz pro kazdé 7 = 1,2,...,k je j—ty sloupec matice X feSenim soustavy linearnich
rovnic, ktera mé jako matici soustavy matici A a jako sloupec pravych stran j—ty
sloupec matice B. Pfi feSeni maticovych rovnic budeme pouzivat stejné metody jako

pri feSeni soustav linedrnich rovnic.
Je-li A regularni matice fadu n nad polem T a B matice nad polem T takové, aby

existoval sou¢in A~'B (popf. sou¢in BA™!), pak X = A™'B (popt. X = BA™!) je

feSenim maticové rovnice AX = B (popt. XA = B).

22



1.6 Matice linedrniho zobrazeni a matice linearni
transformace

Definice 1.6.1 Necht V, V' jsou vektorové prostory nad polem 7', necht
M = {uj,u3,...,u,} je baze prostoru V a necht M’ = {UZ,U_;,...,’U;} je baze
prostoru V'. Necht ¢ : V' — V"’ je linearni zobrazeni a necht plati

p(u)) = anv] + agvh + ...+ ap v,

-y 7 7 7
o(U3) = ajpv] + agvh + ... + Ao,

o(ty) = 0L1nv71 + Clgn'U_/; + ...+ amnvz;l
£, .
p(u;) = Z%ﬂf;’w
=1
kde:=1,2,...,n.

Pak se matice

a1; a2 Q1n

21 22 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 ... Qmp

nazyva matice linedrniho zobrazeni ¢ vzhledem k bazim M a M.

Poznamka: j-ty sloupec matice A je tvoren souradnicemi vektori ¢(#;) vzhledem k

bazi M’ pro j =1,2,...,m.

Véta 1.6.1 Necht V, V' jsou vektorové prostory nad polem T', M = {uj, u3, ..., Uy}
je baze prostoru V a M’ = {v_i, v_;, o ,vz;} je béaze prostoru V', necht ¢ : V— V' je
linearni zobrazeni a A je matice typu (m,n) nad polem 7'. Matice A je matici line-
arniho zobrazeni ¢ vzhledem k bazim M a M’ pravé tehdy, kdyz pro kazdy vektor
7 € V plati {o(Z) }ar = {T}a. AT

Disledek: Kazdé linearni zobrazeni o : T™ — T™ se da vyjadfit jako (%) = 7. AT,

respektive p(7)T = A.ZT, pro ngjakou matici A typu (m,n) nad polem 7.
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Véta 1.6.2 Necht V, V' jsou vektorové prostory nad polem 7', M = {uj,u3, ..., u,}
je béaze prostoru V a M' = {U_i, UZ, o ,vzl} je baze prostoru V' a necht
A = (a;;) je matice typu (m,n) nad polem 7. Pak existuje pravé jedno linearni

zobrazeni ¢ : V' — V'’ jehoZ matice vzhledem k bazim M a M’ je rovna A.

Véta 1.6.3 Necht ¢ : V. — V' a ¢ : V' — V” jsou linearni zobrazeni, necht
M = {u},us, ..., u,} je baze prostoru V, M’ = {01, 03, ..., vy} je baze prostoru V'
a M" = {w),ws, ..., wi} je baze prostoru V”. Jestlize A je matici linearniho zobra-
zeni vzhledem k bazim M a M’ a B je matici linedrniho zobrazeni vzhledem k bazim

M’ a M”, potom je souc¢in BA matici sloZzené¢ho linearniho zobrazeni o) : V. — V"

vzhledem k bazim M a M".

Véta 1.6.4 Necht V' a V' jsou vektorové prostory téze dimenze n, M a M’ jejich
baze. Pak linearni zobrazeni ¢ : V. — V' je izomorfismus, pravé kdyz matice A
linearniho zobrazeni ¢ vzhledem k bazim M a M’ je regularni. Matice A~! je potom
matici izomorfismu ¢! : V' — V vzhledem k bazim M’ a M.

Dusledek: Necht M a M’ jsou dvé béaze vektorového prostoru V. Matici pfechodu
od baze M k bazi M’ je matice identického izomorfismu Iy prostoru V' vzhledem k

bazim M' a M.

Definice 1.6.2 Necht ¢ je linearni transformace prostoru V', necht M = {u3, us, . .., u,}

je pevna béaze prostoru V' a plati
e(u)) = anuy + ag s + ...+ a1ty

(,0(@@) = Q12U] + A22U9 + ...+ Qp2Uy,

O(Un) = @101 + agpUs + . . .+ Apptiy,

tj.

kdei=1,2,...,n.
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Pak se matice

ay;r a2 ... Qip

21 A92 ... QA9p
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

nazyva matice linearni transformace ¢ v bazi M.
Poznamka: Matice linearni transformace ¢ : V. — V v bazi M je vlastné matici

linearntho zobrazeni ¢ : V' — V vzhledem k bazim M a M.

Véta 1.6.5 Necht M a M’ jsou baze vektorového prostoru V, N a N’ jsou baze vek-
torového prostoru V’. Necht déale je A matice prechodu od baze M k bazi M’', B je
matice prechodu od béaze N’ k bazi N a C' je matice linedrniho zobrazeni ¢ : V — V'

vzhledem k bazim M a N. Pak BC'A je matice linearniho zobrazeni ¢ vzhledem k
bazim M’ a N'.

Véta 1.6.6 Necht M, M’ a M" jsou baze vektorového prostoru V', necht A je matice
piechodu od baze M k bazi M', B je matici pfechodu od baze M’ k bazi M". Pak
AB je matice prechodu od baze M k bazi M".

Véta 1.6.7 Necht M, M’ jsou béaze vektorového prostoru V', necht P je matice
pfechodu od baze M k bazi M’ a A je matice linearni transformace ¢ : V. — V
vzhledem k bazi M. Pak matici této linearni transformace vzhledem k bazi M’ je

matice B takova, ze B = P71AP.

Poznamka: Matice A a P~'AP jsou maticemi téZe linearn{ transformace. Takovéto

matice se nazyvaji podobné.

Véta 1.6.8 Necht A, B jsou ¢tvercové matice fadu n nad polem 7', necht V je
vektorovy prostor nad T, dim(V) = n, n > 1. Pak A, B jsou matice téze line-

arni transformace prostoru V', pravé kdyz existuje reguldrni matice S takova, ze

B=S5"1AS.
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Poznamka: Necht M je baze prostoru V a M’ je baze prostoru V. Zvolime si néjakou
bazi S vektorového prostoru V'’ vzhledem ke které se soufadnice dobie hledaji. Baze
S mize byt standardni baze v R", baze {1, z, 2% 23, ..., 2"} ve vektorovém prostoru
R, [z] polynomii stupné nejvyse n, atd. Budeme hledat matici A zobrazeni

¢V — V' vzhledem k bazim M a M'.

Necht tedy:
o M = {uj,us,...,u,} je baze prostoru V., M' = {v7,03,...,un} a S jsou baze
prostoru V'
e A je matice linearniho zobrazeni ¢ : V' — V' vzhledem k bazim M a M’

P je matice prechodu od baze M’ k bazi S, tj. P je matici identického auto-

morfismu Iy vzhledem k bazim S a M’

B je matice linedrntho zobrazeni ¢ vzhledem k bazim M a S

Pak podle Véty 1.6.3 je matice PB matici linearniho zobrazeni po Iy = ¢ vzhledem
k bazim M a M’, tj. PB = A. Jestlize matice T je matici pfechodu od baze S
k bazi M’, pak P = T~! a mame

A=PB=T"'B.

Matice B obsahuje ve sloupcich soufadnice obrazii ¢(u;) vzhledem k bazi S a matice
T mé ve sloupcich soufadnice vektoru v; vzhledem k bazi S. Pro vypocet matice

linedrniho zobrazeni pouzijeme avahu (T'|B) ~ (E|T'B) = (E|A).

Dostavame algoritmus:

e Do sloupct napiSeme pod sebe soufadnice vektortu ©; baze M’ vzhledem
k bazi S a vpravo od svislé ¢ary napiSseme do sloupcii soufadnice vektora ¢(u;),

w; € M, vzhledem k bézi S.

e Po eliminaci, ktera ptrevede levy blok matice na jednotkovou matici, dosta-
vame v pravém bloku hledanou matici A, neboli matici linedrniho zobrazeni ¢

vzhledem k bazim M a M’'.
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Kapitola 2

Sbirka tiloh

1. Upravte matici A pomoci fadkovych elementarnich tiprav na horni trojihelnikovy

tvar matice a dolni trojuhelnikovy tvar matice, jestlize

L.
sinz 1 cos T
A= 1 0 L
s x
cosT —— —colgx
s x

a) Nejprve si upravime matici A na horni trojuhelnikovy tvar.
Vyménime prvni a druhy fadek matice. K druhému fadku pficteme
(— sin x)-nasobek prvniho radku. K tfetimu radku pfi¢teme (— cos x)-nasobek

prvniho fadku. K (sin x)-nasobku tfetiho fadku pri¢teme druhy radek.

sinx 1 Ccos & 1 0 1
sin T
A~ 1 0 - ~ | sinz 1 cosxt | ~
ST
cosTr —= —cotgx cosTr —= —cotgx
sSin T sSin T

0 L 10 L

sin x sin x

1
~10 1 cosz—1|~10 1 <cosx—1
0 —2cotgx 0 0 —1—cosz

sinx

b) Nyni si upravime matici A na dolni trojuhelnikovy tvar.

Vyménime prvni a druhy Fadek matice. Tretf fadek pficteme k (- )-ndsobku

druhého radku. Tteti fadek pric¢teme k (cos z)-nasobku prvniho fadku. Vymé-
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nime prvni a druhy fadek.

sinx 1 cos T 1 0
A~1 1 0 —— |~ [sinz 1
CcoS T S;llx —cotgx Ccosx S;llx
1 0 Sirllx 2cosx
~|1+cosz O 0 ~ | 1+cosz
cosST sillx —cotgx CcoS T
1+cosz 0 0
~ 2cosx S;lm 0
CcoST sillx —cotgx
13 0 2
0 -4 2 =2
IIL.A=12 3 1 1
3 5 2 3
2 1 1
3i 1 42
. A=12 i %

6 21 6e

2. Upravte matici A pomoci sloupcovych elementérnich uprav na horni trojihelni-

sinz

COS T ~

—cotgx

sinx

sinx

—cotgx

kovy tvar matice a dolni trojihelnikovy tvar matice, jestlize

1 coszx

A=1 0 2

—1
cos T

sin x

—1

Cos T

sinx 2tgx

a) Nejprve si upravime matici A na horni trojihelnikovy tvar.

K (—2)-nasobku druhého sloupce pfi¢teme (cosx)-nasobek tretiho sloupce.
K dvojnasobku prvniho sloupce pfic¢teme (

(=5 sin z cos x)-nasobku prvniho sloupce pfi¢teme druhy sloupec.
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1 cosx sinz 3 sinzcosx —2cosx sinx

A ~ 0 2 co_slac ~ sin z_ clos T —5 co_slzv ~
—L sinz 2tgx 0 0 2tgx

Cos T
—2cosx(Tsinz + 1) cosz(sinx —2) sinx
~ 0 _5 C(:Sll'

0 0 2tg x

b) Nyni si upravime matici A na dolni trojuhelnikovy tvar.
K druhému sloupci pri¢teme (— cosz)-nasobek prvniho sloupce. K tietimu
sloupci pfi¢teme (— sinz)-nasobek prvniho sloupce. K (2 cos x)-nasobku tie-

ttho sloupce pricteme druhy sloupec.

1 cosx sinz 1 0 0
A ~ O 2 co_slx ~ O 2 CO_SIJE ~

-1
cos T

1 0 0
~1 0 2 0

-1
cos T

sinx 2tgx sine +1 3tgx

sinz+1 Tsinx+1

cosxT

11 2 2
II.A=13 -2 4 1
2 3 23

1 3+1 0

III. A= ? -2 +2 2

3+1 H4+7 1—-06¢
3. Naleznéte rozklad matice A na symetrickou a antisymetrickou slozku, pokud vite,
ze symetricky ¢len mé tvar $(A + A”) a antisymetricky ¢len ma tvar (A — AT).

(Eliag, 1985)

a)

4 30
A=1-2 5 6
1 410



— Nalezneme transponovanou matici: A7 = | 3

— Spoc¢teme symetricky c¢len:

4 3 0 4 -2

sA+AN) =512 5 6|+|3 5
1 410 0 6

43

=3 5 5

15 10

— Spoc¢teme antisymetricky clen:

4 3 0 4 -2 1
HA-ATy=L1-2 5 6|-|3 5 4
1 4 10 0 6 10
I
=1|-2 0 1
: -1 0
tia) (o3
Tedy A= |1 5 5 [+]-2 0 1| =
1510 ! 0
3 7
b) A=
10 -2
1101
0232
c) A=
00 3 4
100 4
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4. Urdete hodnost matice.

a)
log 25 1 0

A= 1logl125 2 log %
1og% log2 —5
Matici upravime pomoci elementarnich radkovych tuprav na matici ve scho-
dovitém tvaru. K (—2)-nasobku druhého fadku pficteme trojnasobek prvniho
fadku. K dvojnéasobku tfetiho fadku pricteme prvni Fadek. K (—1)-nasobku
trettho fadku pricteme druhy radek. Podle iivah za Definici 1.2.3 uréime hod-

nost matice.

log 25 1 0 2log b 1 0
A~ 11log125 log5 log % ~ 1 3logb logh —logh| ~
logz log2 —5 —logh log2 -5
2log b 1 0 2log b 1 0
~ 0 3—2logb 2logb | ~ 0 log% 2logd | ~
0 1+ 2log2 —10 0 log40 —10
2log b 1 0 2log b 1 0
~ 0 log40 2logb | ~ 0 log 40 2log b
0 log40 —10 0 0 2logb + 10

Vysledna matice ma prave tii nenulové fadky, tedy hodnost matice h(A) = 3.

CoS T sinx COS & sinx
b) A= | sinz 0 —sinz  —coszx
cosx J3sinxcosxr 3cosx sin x

2 1 2+
-1 ? 3—1

5 =% 27

0 —2 28 + 1017
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5. Urcete hodnost dané matice A v zavislosti na parametrech a,b € R.

a)
1 2 3-b 3
1 24a 4 6
2 4 b-6 7
1 2—a 2—b 1

(Horak, 2002)

Prvni fadek vynasobime (—1) a pfi¢teme ho k druhému a ¢tvrtému radku.
Prvni fadek vynasobime (—2) a pfi¢teme ho k t¥etimu fadku. Vyménime druhy
a ¢tvrty Ffadek a druhy radek vynasobime (—1). Vyménime tieti a ¢tvrty radek.
Ke tfetimu fadku pri¢teme (—1)-nasobek druhého fadku. (—3)-nasobek tietiho

fadku piicteme ke tvrtému radku. Ctvrty fadek vydelime (—2).

1 2 3—b 3 1 2 3—0> 3 1 2 3-0b
A 1 24a 4 6 N 0 a 145 3 N 0 a 1
2 4 b—6 7 0O 0 3b—-12 1 0 a 1+b
1 2—a 2—-0 1 0 —a —1 —2 0 0 3b—12
12 3-0 3 1 2 3-0 3 1 2 3-b 3
0 a 1 2 0 a 1+0 3 0 a 1+0 3
h 0 0 b 1 - 0 0 b 1 - 0 0 b 1
00 3b—12 1 0O 0 —12 =2 00 6 1
12 3-b 3
Lbtopakan~ |0 17
00 6 1
00 0 b-—6

— a# 0 pak h(A) =4 prob# 6, h(A) =3 prob=06

1 2 3-b 3 1 2 3-b 3
00 1 2 00 1 2
— a=0pak A~ ~ ~
00 6 1 00 0 -—11
00 0 b-6 00 O b—06



12 3-b 3 1 2 3-b 3 1 2 3-b
00 1 2 00 1 2 00 1
00 O 1 00 0 1 00 O
00 0 b-—6 00 0 b 00 O
tedy h(A) = 3.
1 2 3 3
0 a1 2
I. b=0pak A ~
0 06 1
0001
— a#0pak h(A) =4
1 2 3 3 1 2 3 3 1 2
001 2 0 01 2 0 0
—CLZOpakAN ~ ~
0 0 6 1 00 0 —11 0 0
0001 000 1 0 0
tedy h(A) =3

Tedy h(A) =4< (a#0,0#0,b#6) V (a # 0, b =0), respektive
hA) =3 (a#0,0=6)V (a=0,b#0) V (a=0,b=0).

a 4 10
1 7 17
2 2 4
(Horak, 2002)

d) A=

> W =

33
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6. Pro dané matice naleznéte souc¢in AB a sou¢in BA, pokud existuji.

1 4 3 2 4
a) A= |5 -2 1 |[,B=]0 3
3 2 =2 1 =5

1 4 3 2 4 5 1

=111 9 |, BA neexistuje.

o
oy
Il
ot
|
[\
—
@)
w

3 2 —2 ) \1 =5 4 2%
3 2 1 7
2 57
b) A= , B=1-4 0 6 1 (Horak, 2002)
10 4
2 111 -2
123 3 13456
213 2 01 4
¢) A= B— (Olsak, 2013)
010 4 2210 3
1024 10024
1
2
d)A=(12 3 4 5),B=|3| (Olsik 2013)
4
5
14

e) A=|[3—i ,B:(1—|—3i 142 2) (Horak, 2002)
—i

7. Urcete h(A), h(B), h(AB), h(BA).

1 3 8
5 2
4 1 2
a) A= B=|-1 3
1 5 -1
0 -1
22 0
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1 3 8
4 1 2
A ~ ~
15 —-1
22 0
tedy h(A) =3
) 2

0 -1

1 3 8

4 1 2
AB =

15 -1

22 0

2 3

19 9
AB ~ ~

0 18

8 5

Soucin B A neexistuje.

1 40 3
2 3 51

o o o =

2 3
0 39
0 18
0 7

11
-2

w Nw =

o W

30

16

o o o =

o O O N

NSO W N

35

S O = W

o O = W

1 3 8
0 1 4
0 -2 9
0 11 30

8

4

1 Y

0

5 2

0 1], tedy h(B) =2

2 3
19 9
0 18

, tedy h(AB) = 2.

o O O

o O = W

34
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1 l 1+

241 5—1 —1—1

1

3—2

—2—-2 1

8. Pro dané matice A, B, C urcete jejich souc¢in ABC.

1 23 45
a) — s fy
5 4 3 21
2
0
123 45
AB = -2
5 4 3 21
1
0
-3
0 3 9
(AB)C = 2
6 15 27
0
3 1 5 2
b) A= , B=
2 -4 01
1 2 3 4
C = 1 1 7T =2
-1 -1 =3 1
1+7 2
c) A=|—-i 3+4il|, B=
12—

2 4
0o -1
-2 1
1 -3
0 2
4 1
-1 3
1 4
-3 0
2 —2
1 6
1 0
—1 —2
1 3
2 -2
—1 0
2 =2
5
3
-3
3 1
1+2i 3+2i

36

|
3 316
s |,e=| 2 1 o
0 0 -1 -2
9
o 3 9
\6 15 27
5
6 —6 —18 12
S I U P
1
4
2
_3 ’
5
I R
24 0 1—i



9. Pro zadané matice A, B, C spoc¢téte nasledujici matice, jestlize

2 4 =3 5 -1 1 4 2
A=11 -6 0 5|,B= 2 6 0 3
5 0 =2 1 1 2

a) (A+ B)(BT +C)
2 4 =3 5 —1
(A+B)=1[1 -6 0 5|+ 2
5 0 =2 1 1
-1 21 3 -1
6 2 -5
(BT"4+0C) = +
4 0 2 -3 0
2 3 3 1 -1
2 1
1517
T 2 1
(A+B)(B'+C)=[3 0 0 8 o
6 2 0 4
3 2
b) (A+ B)(A+ B)"
c) A(BT +C)
d) (BT +C)A
10. Vypocitejte:
1 20 4
3 1.2 0
a) A2— A— E, pro A=
2 5 3 1
-1 21 -1
Regen:
1 20 4 1
3 1.2 0 3
A? = AA =
2 5 3 1 2
-1 21 -1 —1

37
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N Ot =N

, C

=W N O

3

18

3 12 8
10 17 8
22 26 20
8 3 6

0
14
10

-2



3 12 8 0 1 20 4 2 10 8 —4
10 17 8 14 3 12 0 7 16 6 14
A2~ A= — —
22 26 20 10 2 5 3 1 20 21 17 9
8 3 6 -2 -1 21 -1 9 1 5 -1
2 10 8 —4 1 00 0 1 10 8 —4
7 16 6 14 0100 7 15 6 14
(A2—A)-F = — =
20 21 17 9 0010 20 21 16 9
9 1 5 -1 0001 9 1 5 =2
11 0 3
13 2 0
b) A3 —3A% —5A, pro A =
05 -1 2
20 0 4
11. DokazZte, Ze pro vSechna n € Z™ plati
a)
110 1 n "ob
01 1] =101 n
00 1 0 0 1

(Horak, 2002)

Drikaz. Dukaz tvrzeni provedeme pomoci matematické indukce.

1. Pron=1: .
110 11 XD 110
L=fo1 1| =01 1 =101 1|=P
001 00 1 001
110\ (1 e
2. Predpokladejme,ze |0 1 1| =0 1 n , plati pron > 1 (in-
001 0 0 1

dukéni predpoklad).

Dokazeme, ze tvrzeni plati pro n + 1, tj. Ze plati
n+1

110 1 n41 2ot
011l =]0 1 n+l
001 0 0 1
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n+1 n

110 110 110
Pak [0 1 1 =l011] - o1 1]=
001 00 1 00 1
1 p Mol 110 1 41 2ot
=lo1 »n [-JOo11[=]0 1 n+1
00 1 00 1 0 0 1

Tedy tvrzeni plati pro kazdé n € Z™*.

O
1 a c 1 na ™(n—1)+nc
b) 1o 1 | =[]0 1 nb (Horék, 2002)
00 1 0 0 1

12. Naleznéte, pokud to lze, alespon tii matice A typu (2,2), tak aby platilo

a) A2202
b) A2 = E,
c) A2=A

(Olsak, 2013)

13. Naleznéte k matici A jeji inverzni matici A~ pomoci Jordanovy metody a ele-

mentéarnich fadkovych tprav. Vysledek ovérte pomoci Definice 1.4.1 inverzni matice.

2)

12 0 1

23 1 2
A=

11 0 3

13 -1 2
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-2
-7
-3

—14

-5
-7

10
10
01

-1

0
0

000

-1

1 00
010

0
0

1110 0 0
2/0 100
300 1 0
2(0 0 01

0
1
0
—1

2
3
1
1 3

-1

4
)
-7
-3

)

14
)
—7
-3

1 200
0100

0010

0001

1000
0100

0010

0001

14
)
7
3

Ovéfent:

(\
—
— (] ™ (o]
@] — o —

_
(o] (ap] — ()
i (@] i —
(\
I
T
<
<t
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3 20
d) A=15 4 1
1 25
1 0 -1 1
0o 1 2 3
e) A=
-1 1 1 1
0O 0 1 0

14. Naleznéte k matici A jeji inverzni matici A~' pomoci Jordanovy metody a

elementéarnich sloupcovych tprav.

a)

2 31 2
Ao 1 21 -1
003 2
004 3
231 2 2 0 0 0 2 0 0 0
121 -1 1 -1 -1 2 1 -1 0 0
003 2 0 0 -6 =2 0 O 6 -2
00 4 3 0o 0 -8 =3 0 0 8 =3
100 0 - 1 3 1 1 - 1 3 2 7 -
010 O 0 -2 0 0 0o -2 -2 -4
001 O 0o 0 =2 0 0 O 2 0
000 1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
2 0 0 0 2 0 0 0
1 -1 0 0 0 1 0 0
0 0 6 0 0 0 6 0
0 0 8 -1 0 0 0 1
- 1 3 2 23 - 4 =3 186 —23 -
0o -2 -2 -4 -2 2 114 14
0 0 2 2 0 0 18 -2
0 0 0 -3 0 0 —24 3
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—-23

31
—19

14

Tedy

(Elias, 1985)
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15. Naleznéte adjungovanou matici A* k matici A.

a)
6 0 3
e 10 1 6
1 11
2 0 1
1 6 4 0 3 2 0
111 -1 11 1
01 1 011 0
10 6 4 6 3 2 6
-1 11 111 — 110
2 11 2 1 1 2
A* =
10 1 4 6 0 2 6
1 11 -1 11 10
2 11 2 0 1 2
10 1 6 6 0 3 6
-1 11 111 — 110
2 0 1 2 0 1 2
-2 1 -1 1
-2 1 =2 2
s 2 2 o
1 0 0 -3
310
by A=[1 0 0
2 3 1
2 21
c) A=|[5 1 2
4 2 1

43
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1 2 3 4

0123
d) A=

001 2

0001

1 010

0101
e) A=

2030

03 0 2

16. Uréete A~! pomoci adjungované matice A*.

a)

3 1 10 10

2 1 2 1 3 1
1 -1 1

11 2 0 2 0

11 11 11
-1 -3 5

1 3 21 2 1

1 2 1 2 1 3

2. Nalezneme determinant matice A napf. pomoci Sarusova pravidla.

2 10
detA=11 3 1|=(6+0+1)—(04+4+1)=2
1 21
1 -1 1
3. Promatici A™! pakplati: A = - A" tj. A =11 0 )
e )
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b) A=
4 3
1 2
c) A=
-2 1
1 3 -1
d) A=|-1 -3 1
2 1 -1
-1 -1 2
e) A= 0 -2 1
0 0 -1

(Dvorakova, 2016)

17. Pro matice A, B urcete sou¢in A~' B~

1 —2 2 2 5)
2 —1 1 -1 -3

(Simsové, 2009)

18. Vypocitejte matici X = 3AT.2(A — E)~! pro

S N OO N
w O NN O
O = O =
w o© = O
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19. Ovéfite, ze pro zadanou matici A =

plati rovnost (A7)~ = (A~H)T.

20. Naleznéte matici prechodu A od baze M k bazi M’, jestlize

a) M = {(27_3)7(_171)} - {u_ivu_é}7
M = {(170}7 (O’ _2)} = {'U_ivv_é}

jsou béze vektorového prostoru R? nad R, kde uj = (2, —3), up = (—1,1), v1 = (1,0),
03 = (0, —2).

Podle Definice 1.4.3 mame:

1= anuy + aup

Uy = a1puy + dgaua, t).

(1,0) = a11(2, —3) + ag1(—1,1)

(0,—2) = a12(2, —3) + ax(—1,1)

Rozepsanim téchto rovnosti dostaneme dvé soustavy linedrnich rovnic se stejnou

matici soustavy, které miizeme fesit zéroven.

1=2a1; —axn 0 =2ai2 — a
0= —3&11 + a9 —2= —3(112 + a99
Tedy
2 -1 {1 0 2 -1 |1 0 2 0—-2 4
-3 1 10 =2 0 -1 |3 —4 0 1/-3 4
1 0]—-1 2
0 1/-3 4
ad=| je hledanou matici prechodu.
-3
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b) M ={(1,2,1),(2,—1,3),(=2,3,2)},
M’ = {(=5,9,2),(6,-10,5),(—1,2,9)}

P1i hledédni matice pfechodu A vyuzijeme algoritmus za Vétou 1.4.7. Uvazujme stan-
dardni bézi S. Soutradnice vektori obou bazi vzhledem k bazi S tvori nasledujici

blokovou matici, pro kterou plati ivaha z poznamky za Vétou 1.4.4, tedy mame:

1 2 —2 -5 6 —1 1 2 -2 -5 6 —1
2 -1 3 9 —10 2 ~1 0 5 -7 -19 22 —4
1 3 2 2 5) 9 0 —1 —4 -7 1 —10
1 2 =2 -5 6 —1 1 2 =2 -5 6 —1
~1 05 =7 -19 22 —4 ~1 05 -7 |—-19 22 —4
0 0 —27 |—-H54 27 54 00 1 2 -1 2
1 2 0]—-1 4 3 1 00 1 -2 —1
~1 05 0[5 B 10 [~ 010 -1 3 2
001 2 -1 2 001 2 -1 2
1 -2 —1
Hledana matice prechodu A ma tvar A = | —1 3 2
2 -1 2

c) M =1{(1,2,0,0),(0,1,1,0),(1,0,0,—1),(1,1,—1,1)},
M ={(2,2,0,0),(3,3,—-1,0),(2,4,0,1),(2,3,1,—-1)}

(Horak, 2002)
21. K bazim M a M’ z predchozich prikladii naleznéte matici prechodu B od béze
M’ k bazi M.

a) M= {<27_3)7(_171)}
M = {(170)7(07_2)}

b) M ={(1,2,1),(2,—1,3),(~2,3,2)}
M’ = {(=5,9,2),(6,—10,5), (—1,2,9)}
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Zname bazi M a M’, dale zname matici prechodu A od baze M k bazi M’,

1 -2 —1
tj. matici A = | —1 3 2
2 —1 2

Nyni podle Véty 1.4.6 staci nalézt matici inverzni k matici A, kde B ~ A~

1 -2 -1 |1 00 1 -2 -1 |1 0 O

-1 3 2 (010 |~10 1 1 |1 1 0 ~
2 -1 2 1001 0 -3 -4 |20 -1
1 -2 -1 |10 O 1 -2 0]-4 =3 1

1 00 8 5o -1
~1010| 6 4 -1
00 1|-5 -3 1

8 5 -1
Hledanou matici pfechodu od baze M’ k bazi M je matice B = 6 4 -1
-5 -3 1

c) M =1{(1,2,0,0),(0,1,1,0),(1,0,0,—1),(1,1,—1,1)},
M ={(2,2,0,0),(3,3,—-1,0),(2,4,0,1),(2,3,1,—-1)}

22. Jsou dany dvé béaze M a M’ a souradnice vektoru & vzhledem k bazi M. Najdéte

souradnice vektoru Z vzhledem k bazi M’, jestlize

a) M ={(1,1,1),(2,-1,2),(3,1,-1)}, M' ={(1,0,0),(—-1,0,2),(0,1,1)}
{f}M = (47 2, _2)
K feSeni vyuzijeme vztah {¥}y = {Z} s AT 7z poznamky za Vétou 1.4.6.
I. Nejprve nalezneme matici prechodu A od baze M k bazi M.

1 2 3 (1 -1 0 1 2 3|1 -1 0
1 -1 110 0 1 |~103 2|1 -1 -1 ~
12 -1 |0 2 1 0 04j1 -3 -1
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4 8 0|1 5 3
~106 0}/1 1 -1
0041 -3 -1

1 00
~1 010
001
1 ou 13
12 12 12
_ 1 1 1
Tedy A = 5 Lol
1 _3 _1
1 4 1

—
N - I

24 0 0|2
0 6 0] 1
0 0 4] 1

=
=

e ol 3

—_
w

|
N R ™|

22
1
-3

26

—1 ~

Protoze hledame soufadnice vektoru z vzhledem k béazi M’', tak plati

{ZYr = {Zm(A™HT. Budeme tedy hledat matici A~

-+ 81100 —1
L L1010 |~ 1
1 -2 2 ]001 1
-1 11 13|12 0 0 -1 11
~ 0 12 12|12 6 0 |~ 0 2
0 8 12|12 0 4 0 0
-1 11 0] -1 13 -13
~ 0 2 0| 0 3 =2 ~
0o 0 1| 1 -1 1
100/1 £
~[0o10f0 2
00 1|1 -1
Tedy
1
{Thar = {T} (A" = (4,2,-2). |
2

49

11
1
-3

13
2
—48

e}

] [oV]

13

-1

1
1

12
2
—48

12 0 0
0 6 0
0 0 4

0 0
1 0
48 —48

= (7,5,0)

~



II. Nalezneme matici pfechodu B od béaze M’ k bazi M.

1 -1 01 2 3 1
0o o0 1|1 -1 1 ~1 0
o 2 1/1 2 -1 0

1 -1 0|1
~10 1 0/0
0O o0 1|1 -1 1

[\]
w

nojee
|
—_
2

Z poznamky za Vétou 1.4.6 mame:

—_

(T} = {Z 0. BT = (4,2, -2).

N NI

1 00
010
001

o

N

I
—_

-1

—_ = =

= O

1. Ze vztahu {Z}y = {Z}ar AT plyne {7}L, = AYZ}L,

za Vétou 1.4.4 pak snadno uréime {7}

1 noo1 A
12 12 12
(A{T}y) ~ : T — 2 ~
13 1
4 4 4
—1 11 1348 —1 11 13|48

~ 0 12 12|60 | ~ 0
0 8 12140 0

-1 11 0]48
~ 0 1 0|5 ~

0 0 170
Tedy {7y} = (7,5,0).

b) M = {(27 1)’ (372)}7 M = {(2’2)7 (_170)}
{Tm} = (1,3)

C) M = {<1’ 1)7 (27 _1)}7 M' = {<170>’ (_1’2)}
{fM} = (47 2)

20

0
0

0
1
0

NIWw NI

= (7,5,0)

. Podle pozndmky



d) M={3,1,-1),(2,3,1),(1,-2,-3)}, M' ={(1,2,2),(1,3,5),(1,2,3)}
{Zm} =(2,0,-1)

(Olsak, 2013)

23. Z maticovych rovnic vyjadiete neznamou matici X.

a) 3A+2X = B —4C
Regent:
3A+2X =B -4C
2X =B -4C —-3A
X:%(B—4C’—3A)

b) XA—A=E

Resent:
XA—-—A=F
XA=F+A

X=(E+A)A"
¢) 3AT — 1X =2B
d) 3X + E =24
e) Bl —2X +3E=A" - B
f) AXA"'=FE
g) AX=BX+C
h) AX+X+A=0
) X=XA+B
i) XA=(X—B)B
k) XA—-E=2X+A

(Dvorakova,2016)
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24. Naleznéte matici X.

3 4 6 —1 4 —2
a) BX = BAC pro A = , B = ,C =
1 -3 5 3 -1 5
Regent:
BX = BAC
3 4 4 —2 8 14
X = BIBAC, tedy X = AC — _
1 -3 -1 5 7T =17
-3 2 21 —2 4
b) BXA=C pro A= , B = ,C =
5) -3 3 2 3 -1
1 1 —1 1 -1 3

c) XA=BproA=1|2 1 0 |.B=1]4 3 2

1 -1 1 1 -2 5
2 4 5} 9 7 6 2 0 =2
d) ATXB=CproA=|-3 -5 -7 |[,B=|112|.C=]18 12 9
1 2 3 1 11 23 15 11
—2 0 3 -3
e) XA=B—3FE pro A= , B =
—1 8 2 1
1 -2 2
f) ATAX =ATBpro A= |2 7 , B= 2
3 =5 —4

(Simsova, 2009)
25. Najdéte matici A linearniho zobrazeni ¢, definovaného takto:
Vi(x):p(f(z)) = f'(x) vzhledem k bazim M a M’, jestlize:

a) ¢ Ry[x] — Rs[z]
M = {z, 2% + z,22% — 1,23 + 2% 2% + 3z} je béaze prostoru Ry[x].
M ={1—-xz2%—1+3,—2% — 2,23 — 2x + 1} je baze prostoru Rs[z].
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b) ¢ : R3[x] — Ry[x]
M = {x+2,2%, 2% + 1,23 — 32} je baze prostoru Rs[z].
M' = {1,z + 1,2%} je baze prostoru Ry[z].

c) ¢ Ry[z] = Rs[z]
M = {3,2z + 1,2? + x,2> — x,x*} je baze prostoru Ry[z].
M' = {2,3z + 1,22% — 2,23} je baze prostoru Rsz].

Reseni:

a) ¢ : Rylx] — Rs[x]
M = {x,2* + z,22% — 1,23 + 2% 2* + 3z} je baze prostoru Ry[z].
M ={1-xz2%—1+3,—2% — 2,23 — 2x + 1} je baze prostoru Rs[z].

Postupovat pii hledani matice linearniho zobrazeni ¢ budeme pomoci algoritmu
uvedeného v poznamce za Vétou 1.6.8.

Nejprve nalezneme obrazy vektort baze M v zobrazeni .

Nalezneme soutfadnice obrazt vektori baze M ve standardni bazi S = {1, x, 22, 23}.
{w(x)}s = (1,0,0,0)

{p(x* +2)}s = (1,2,0,0)

{p(22% = 1)}s = (0,4,0,0)

{o(2® +2%)}s = (0,2,3,0)

{p(z* +32)}s = (3,0,0,4)

Nalezneme soufadnice vektoru baze M’ vzhledem k bazi S.
{1—-2}s=1(1,-1,0,0)

{z — 2+ 3}s = (3,-1,0,1)

{—2? —2}s = (0,-1,-1,0)

{2 =22 +1}s = (1,-2,0,1)
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Do sloupcti matice zapiSeme soufadnice vektortu baze M’ vzhledem k bazi S a vpravo

od svislé ¢ary napiSeme do sloupcti souradnice obrazt vektori baze M vzhledem k

béazi S. Matici pak upravime na tvar (E| A), kde A je matice linearniho zobrazeni

¢ vzhledem k bazim M a M’.

—1

o O O w o o o =

o o o =

Hledanou matici A linearniho robrazeni ¢ je A =

= O

oSO O B W O O OO o o O oW

_ o O O

o o o =

w o w =

oS O N =

oS O = O

N O o W N O

- O O W

O Wi Wik

N WUt

wlot

o

54

1

o O R o © o o w 9@ <9 b W

o = o o @ <o o v

- o o o <@ =B o ©

o O = =

= o o o w =~

S N

o O =~ O

w o W

0 3
2 3
-3 0
0 4
0 0 3
4 2 3
0 -3 0
4 -1 =5
4 -1 4
8§ =2 14
0 -3 0
4 1 5
3 3 3
-8 2 _I7
3 3 3
4 _1 7
3 3 3
0 -3 0
—4 1 5
3 3 3
2 =17
-1 7
-9 0
1 5



Kapitola 3

Vysledky

II. A=

III. A=

II. A=

III. A=

1 3 0 2 0
0 —4 2 -2 —6
0 0 2 6 JA=1 -1
0 0 0 44 0
0O 0 0 0 1
3 1 —1 1 0 0
0 5 —1 CA=115 8 0
00 1 3 i 3i
0 —16 —2 2 1
0 0 0 11,A=1]3
0 0 0 3 2
9—17i 1—-6i 0

0 0 1—6i
137 5 . 0 -3
o2 50

95

00

0 0

0 0

10

11

0 0

0 0
-12 0

0 0
—1—1 0
—3+1 =143



1 3 01 0 3 0 0
U EEE B I I
03 32 0o -3 0 2
11 2 4 o -1 =2 0
cosr  sinx Cos T sin x
b) A=| 0 (sinx)? sin 2z 1 , tedy h(A) = 3.
0 0 sin2x(2 —3cosx) 1—3cosx
20 1 2+
0 -1 4471
c) A= , tedy h(A) =3
0 0 10—-2¢
0 0 0

b) h(A)=2pro(a=3,b=2)V (a=—5,b=2).
Nebo h(A) =3 pro (a # 3,a # =5, b # 2).

c) h(A) =3 pro kazdé a,b € R.

d) h(A) =2 pro (a=0,b=3).
Nebo h(A) =3 pro (a=0,b#3) V (a #0, b= 3).
Nebo h(A) =4 pro (a # 0, b # 3).

0 8 39 5
b) AB = , BA neexistuje
5 42 3 —15

10 11 15 17 37
10 13 15 17 34
c) AB = , BA neexistuje
4 1 4 11 21
9 7 6 13 28
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9 12 15
12 16 20
10 15 20 25

12
2 4 6 8 10
d)AB:(55),BA: 3 6
4 8
5

—2+4i —1+3i 2+2i
e) AB=| 6+8 5+5 6—2i ,BA:<—2+4¢ 5+ 5i —22')
3—4i  2—i =2

b) h(A) =2, h(B) =3 a h(AB) = 3, sou¢in BA neexistuje
¢) h(A) =2, h(B) =2, h(AB) =2 a h(BA) =2

d) h(A) =2, h(B) =2 a h(BA) = 2, sou¢in BA neexistuje

8.
b) ABC = -2 2 6 19 2
3 -1 57 =35 1
24 4i  —T+5i 8+12i
c) ABC=|-19-3 —4+i 14+6i
—143i —347i 14+4i
9.
76 59 44
b) (A+B)(A+B)" = |59 73 50
44 50 56
24 16 —3
) ABT+C)=|5 5 3
117 9
20 2 —12 18
D (BT + ) — 5 2 —6 15
17 4 -9 8
8 0 -9 25

o7



10.

13 13 0 28
21 9 14 27
b) A% —3A4% —5A =
4 39 —19 45
410 4 32

11.

b) Diikaz. Tvrzeni dokdzeme opét pomoci matematické indukee.

1. pron=1:
1
1 a c 1 a 2(1-1)+c 1 a c
L=fo1b|.P=]01 b =101 b, tj.L=P
0 01 0 0 1 0 0 1
1 a c ! 1 na %“b(n—l)—f—nc
2. Predpokladejme, ze [0 1 b =10 1 nb , plati pro
0 01 0 0 1

n > 1 (indukéni predpoklad).

Dokézeme, ze tvrzeni plati pro n + 1, tj. Ze plati

n+1
1 a c 1 (n+1)a Wn—k(n—kl)c
01| =|o 1 (n+ 1)b
0 0 1 0 0 1
n+1 n 1
1 a c 1 a c 1 a c
Pak |0 1 b =10 1 b -10 1 0| =
0 01 0 01 0 01
1 na ™(n—1)+nc 1 a c 1 (n+1)a @n—l—(nqu)c
=lo 1 nb o1 sl=10 1 (n+1)b
0 O 1 0 01 0 0 1
Tedy tvrzeni plati pro kazdé n € Z*. O
12.
0 0 1 1 —1 1
a) Napi.: A= A= A=
00 —1 -1 -1 1
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15.

d) A*

d) A~! neexistuje, protoze detA = 0

~

wim e Nl
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78 0 =30
0 78 0
18. X =
—30 0 12
0 0 0
1
0
1
19. (AT 1= (A HT =
0
1
0
20.
-1 2
b) A=
-3 4
01 11
1011
c) A=
1101
1110
21.
2 -1
b) B =
3 _1
2 T2
—2 1
1 —2
c) B= %
1 1
1 1
22.
b) {Zm} = 3(7,-8)

c) {Tar} = (9,1)

d) {Zm} = (2,-6,9)

- O = O = O

o o o o

S = = O =N g

L= e e =)

—_

o = O

61




k) X=(A+E)(A-2E)"!

24.
24 13
b) X=B1CA' =
—34 18
-3 2 0
¢) X=BA'=|_-4 5 -2
-5 3 0
111
d) X=(AD)"'CB =1 2 3
2 3 1
-3 6
e) X=(B-3E)A'=-1
14 4

f) ATA = C, kde C je ¢tvercova matice, kterd by méla byt regularni. Dostavame
—378
402

vztah CX = ATB, tedy X = C7'ATB = L.

1083
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25.
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Zaveér

Cilem bakal&rské prace bylo vytvoreni sbirky tloh z teorie matic, ktera bude obsaho-
vat pfehledné zpracovanou teorii, vzorové fesené piiklady a sbirku tuloh s vysledky.
Domnivam se, ze stanoveny cil byl splnén. Vytvorila jsem sbirku, ktera obsahuje
témér 100 prikladi, z nich je 23 vzorové vyfeSeno a u ostatnich jsou uvedeny vy-
sledky. Vice nez 40 ptikladi jsem vymyslela sama a dalsi jsem pfevzala z literatury
uvedené v seznamu literatury. VSechny priklady jsem samostatné spocitala a vy-

sledky jsou tedy autorskym reSenim.

Diky bakalarské praci jsem si prohloubila a upevnila znalosti z oblasti linearni al-
gebry tykajicich se matic. Vyznamnym pifinosem, pro mé osobné, bylo velké zdoko-
naleni se v psani matematickych textt v programu LaTeX, ve kterém je cela prace

napsana.

Shirka tloh z teorie matic by se mohla vyuzit pii vyuce rozsifujiciho uc¢iva mate-
matiky na stfednich skolach, predevsim gymnéziich, v ramci hodin matematickych
seminaii a dale v prvnich ro¢nicich vysokych skol zamérenych na matematiku, in-

formatiku nebo jiné technické obory, kde jsou znalosti z teorie matic zadouci.
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