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U vo d 

V bakalářské práci bude zpracováno t é m a z l ineárni algebry, a to konkré tně matice. 

Lineárni algebra studuje soustavy lineárních rovnic, vektorové prostory, algebraické 

struktury a l ineární zobrazení . Matice se využívají ke zkoumání l ineární nezávislosti 

vektorů, k nalezení souřadnic vektorů v nějaké bázi, k řešení soustav l ineárních rov­

nic či pro popis l ineárního zobrazení v souřadnicích. 

T é m a práce Sbírka úloh z teorie matic jsem si vybrala, protože mě práce s maticemi 

zajímá. J e d n á se o tvůrč í činnost , k t e rá rozvíjí m a t e m a t i c k ý vhled a podporuje ma­

temat ické myšlení. P ráce s maticemi je využívána v několika odvětvích matematiky, 

ale i ve fyzice, statistice a i v biologii. 

Cílem mé bakalářské práce je vytvoření sbírky řešených a neřešených př ík ladů s 

výsledky. Teoretická část práce popisuje vlastnosti a vzá jemné vztahy matic, k teré 

jsou nás ledně využívány při řešení př ík ladů. Jsou zde charakter izovány druhy matic, 

hodnost matice, operace s maticemi a mat icové rovnice. Vytvořená sbírka úloh nabízí 

řešené př ík lady s postupem i neřešené př ík lady s výsledky, k teré slouží k procvičení 

a upevněn í zmíněných zákoni tos t í matic. 
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Kapitola 1 

Matice 

V t é t o kapitole se budeme věnovat teorii matic, kterou po t řebujeme zná t pro řešení 

úloh. Teorie je zpracována s t ručně, bez důkazů. Je p ř edpok l ádána urč i tá znalost 

po jmů z l ineární algebry týkající se předevš ím vektorových pros torů , algebraických 

struktur a de te rminan tů . Teoretické znalosti jsou čerpány z literatury uvedené na 

konci práce v seznamu literatury. 

1.1 Definice matice a její druhy 

Definice 1.1.1 Ma t i c i A = (a^) typu (m, n) nad polem T definujeme jako zobrazení 

/ : {1, 2, 3 , . . . , m} x {1, 2, 3 , . . . , n} T , kde / ( ( i , j)) = a i y 

Pro naše výpoč ty pos tač í z jednodušená definice matice, kdy matici chápeme jako 

obdélníkové schéma. 

Definice 1.1.2 Nechť (T, +,.) je libovolné pole, nechť m, n jsou nenulová př i rozená 

čísla. Pak obdélníkové schéma tvaru 

/ 

A 

a u Oi2 

021 «22 

kde Ojj G T pro i = 1, 2, 3 , . . . , m , j = 1,2, 3, 

nad polem T . P íšeme t aké A = (a^). 

Qlra 

«2n 

\ 

n, se nazývá matice A typu (m, n) 
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P r v k y dij G T se nazývaj í prvky matice A = (a^) a je j ich přesně mn. 

Je-li prvek prvkem matice A, pak i je řádkový a j je sloupcový index tohoto 

prvku a u s p o ř á d a n á dvojice (i, j) n á m jednoznačně určuje polohu prvku v matici 

A. 

P r v k y au, «22, 0.33, a>kk, k = min{m,n}, matice A typu (m,n) tvoř í h l a v n í 

d i a g o n á l u matice A. 

Radky matice A typu (m, n) jsou uspo řádané n-tice p rvků z pole T . Mluvíme o 

ř á d k o v ý c h vektorech matice A. U s p o ř á d a n á n-tice 

(o>il <2>i2 <2>i3 • • • ainj ^ ^ : 

i = 1, 2, 3 , . . . , m, se nazývá i-tý řádek matice A. 

Sloupce matice A typu (m, n) jsou tvořeny u s p o ř á d a n o u m-ticí p rvků z pole T . 

Mluvíme o s l o u p c o v ý c h vektorech matice A. U s p o ř á d a n á m-tice 

a2j 

\amj j 

j = 1, 2, 3 , . . . , n, se nazývá j - t ý sloupec matice A. 

Nechť A = (dij) je matice typu (m, n) nad polem T . Ma t i c i A nazýváme: 

• n u l o v á matice, je-li = 0 pro všechna i = 1, 2, 3 , . . . , m aj = 1, 2, 3, 

značíme j i OMN, respektive pouze O 

• č t v e r c o v á matice, je-li m = n, pak ř íkáme, že matice A je ř á d u n 

, r i : 

o b d é l n í k o v á matice, je-li m 7̂  n 

j e d n o t k o v á matice, je-li matice A čtvercová matice ř á d u n a au — 1, 

i = 1,2, 3 , . . . , n, Oj, = 0; i 7̂  j , z, j = 1,2, 3 , . . . , n; značí se _E n , respektive E 

nebo také J 
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d i a g o n á l n í matice, jestl iže — 0; % ^ j, i — 1, 2, 3 , . . . , m, j — 1, 2, 3 , . . 

je-li matice A čtvercová diagonální matice, pak píšeme A = diag(au, «22, • • 

Např . : 

., n: 

í . 

A 

A 

diag{3, 5, 8,6) 

3 0 0 0 

0 5 0 0 

0 0 8 0 

\0 0 0 6J 

ř á d k o v á matice, je-li m — 1; matice A je tedy typu (l,n) 

s l o u p c o v á matice, je-li n — 1; matice A je tedy typu (m, 1) 

h o r n í t r o j ú h e l n í k o v á matice, je-li = 0 pro i > j; i = 1 ,2 ,3 , . . . ,m, 

3 = 1 ,2 ,3 , . . . ,n 

d o l n í t r o j ú h e l n í k o v á matice, je-li = 0 pro i < j; i = 1 ,2 ,3 , . . . ,m, 

j = 1,2,3,...,n 

r e d u k o v a n á t r o j ú h e l n í k o v á matice 

- leží-li každý nenulový řádek nad l ibovolným nulovým řádkem 

- je-li vedoucí prvek každého nenulového ř ádku roven 1; v e d o u c í m prvkem 

ř á d k u matice A nazýváme prvn í nenulový prvek tohoto ř ádku 

- jestliže vedoucí prvek „vyššího" ř ádku leží více vlevo než vedoucí prvek 

„nižšího" řádku , tj. jsou-li a^-, â z vedoucí prvky z-tého a fc-tého ř ádku 

matice A a je-li i < k, pak také j < l 

- jsou-li ve sloupci, ve k t e r ém se nachází vedoucí prvek nějakého řádku , 

všechny os t a tn í prvky nulové, tj. je-li a -̂ vedoucí prvek z-tého řádku , 

pak a/y = 0 pro každé k 7̂  i 

matice ve s c h o d o v i t é m tvaru, 

- je-li m > 1, pak 021 = 0 

- je-li au = ai2 = ai3 = ... = aik = 0, pro nějaké i e {1, 2, 3 , . . . , m - 1} , 

k G {1, 2, 3 , . . . , n-1}, potom 04+1,1 = ai+1,2 = a i + i j 3 = . . . = a í + i , f e +i = 0 
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Např. : 

A 

(aX\ al2 ... a l n \ 

O a-n ... a2n 

0 0 . . . O r 

Matice A nad polem T , k te rá je rozdělena vodorovnými nebo svislými čarami do 

bloků, se nazývá b l o k o v á matice a zapisujeme j i ve tvaru 

A 
A2i A22 A2n 

\Am\ Am2 ... AmnJ 

- Dílčí matice stojící ve s te jném sloupci blokové matice A maj í s tejný počet sloupců. 

- Dílčí matice stojící ve s te jném ř ádku blokové matice A maj í s tejný počet ř ádků . 

Je-li m = n a jsou-li matice An, A22, • • •, Ann čtvercové (hovoříme o tzv. hlavní 

diagonále blokové matice), pak se matice A nazývá č t v e r c o v á b l o k o v á matice 

ř á d u n. 

Např . : 

\ ( 1 1 3 7 2 4 

2 5 0 7 7 5 

A = 
8 7 4 3 0 0 

2 1 3 0 5 1 

5 0 3 4 7 1 

\ 
9 5 7 2 4 0 / 

Definice 1.1.3 Nechť A = (A^) je čtvercová bloková matice ř á d u n nad polem T. 

Řekneme, že matice A je 

1. b l o k o v á h o r n í t r o j ú h e l n í k o v á , jestl iže pro každé i, j — 1, 2, 3 , . . . , n, i > j, 

je AÍJ = O 

2. b l o k o v á d o l n í t r o j ú h e l n í k o v á , jestliže pro každé i, j = 1,2,3, ,n,i< j, 

je Ai O 
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3. b l o k o v ě d i a g o n á l n í , jestliže pro každé i, j = 1,2, 3 , . . . , n , i ^ j, je AÍJ = O: 

píšeme také A = diag(Au, A 2 2 , . . . , Ann) 

Poznámka: Z jednot l ivých matic můžeme sestavovat matice blokové. 

Např . : 

' A B 

C D 

Definice 1.1.4 Nechť A = (a^) je matice typu ( m i , n i ) , B = (bij) je matice typu 

(777.2,712) (nad polem T ) . Pak matice A je rovna matici B, píšeme A = B (respektive 

B = Á), právě když m\ = m 2 , n\ = n 2 a = pro každé i = 1, 2, 3 , . . . , m i a 

i = 1 ,2 ,3 , . . . , m . 

Definice 1.1.5 Nechť A = (a^) je matice typu (m,n) nad polem T . Transpono­

vanou m a t i c í k matici A rozumíme matici 

^ Clu a>2i • • • Clml^ 

A1 
a i 2 a 2 2 . . . am2 

\Qiln QJ2n • • • ďmn J 

typu (n, m) nad polem T. 

Poznámka: Pro libovolnou matici A typu (m, n) plat í : 

- (AT)T = A 

- řádkové (sloupcové) vektory matice A jsou sloupcovými (řádkovými) vektory 

matice AT. 

Definice 1.1.6 Nechť A je čtvercová matice ř á d u n nad polem T. Řekneme, že 

matice A je 

• s y m e t r i c k á matice, právě když A = AT, tj. a -̂ = a^, pro i, j = 1 ,2, . . . ,n 

• a n t i s y m e t r i c k á matice, právě když A = —AT, tj. = —aJÍ pro i ^ j a 

au = 0 (nad polem jehož charakteristika není 2) 

• H e r m i t o v s k á matice ( s amodružná matice), je-li A matice nad polem C a 

právě když AT = A, kde čiji = äi], a ~a~ij je číslo komplexně sdružené k číslu 

12 
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• o r t o g o n á l n í matice, právě když je matice A regulární a p la t í A 1 = AT. 

V ě t a 1.1.1 Nechť A je čtvercová matice ř á d u n nad polem T , pak plat í , že matici A 

můžeme vyjádři t pomocí součtu její symetr ické a ant isymetr ické části . Symetrickou 

část definujeme výrazem ^(A + AT) a antisymetrickou část definujeme výrazem 

\{A - AT). Pak tedy plat í , že A = \{A + AT) + \{A - AT). 

1.2 Elementá rn í úp ravy matic a hodnost matice 

Definice 1.2.1 Nechť je d á n a matice A = (a^) typu (m,n) nad polem T. Elemen­

t á r n í m i ú p r a v a m i matice A rozumíme následující úp ravy 

• vzá jemná v ý m ě n a dvou ř ádků (sloupců) 

• vynásobení něk te rého ř ádku (sloupce) matice A nenulovým prvkem z pole T 

• př ič tení k-násobku někte rého ř ádku (sloupce) k j inému ř ádku (sloupci) matice 

A; k ^ 0 a k eT 

Definice 1.2.2 Řekneme, že matice A typu (m,n) nad polem T je ř á d k o v ě (re­

spektive s l o u p c o v ě ) e k v i v a l e n t n í s mat ic í B typu (m, n) nad polem T , právě když 

je možné matici B získat z matice A pomocí konečné posloupnosti e lementárních 

řádkových (respektive sloupcových) úprav . P íšeme A ~ B. 

V ě t a 1.2.1 Řádkově ekvivalentním ma t i c ím náleží t en týž vektorový prostor V ge­

nerovaný řádkovými vektory těchto matic. 

V ě t a 1.2.2 K a ž d á matice je řádkově ekvivalentní s nějakou mat ic í ve schodovi tém 

tvaru. 

V ě t a 1.2.3 Nenulové ř ádky matice ve schodovi tém tvaru jsou l ineárně nezávislé 

vektory. 

Definice 1.2.3 H o d n o s t í matice A typu (m,n) nad tělesem T rozumíme dimenzi 

vektorového prostoru generovaného jejími řádkovými vektory. P íšeme h(A). 

Poznámka: Z předchozích úvah plyne 

- Řádkově ekvivalentní matice maj í stejnou hodnost. 

- Hodnost matice ve schodovi tém tvaru je rovna p o č t u jejích nenulových řádků . 
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- Hodnost jednotkové matice ř á d u n je rovna n. 

- Hodnost matice h je rovna nule, právě když A je nulovou mat ic í . 

- Hodnost matice typu (m, n) je nejvýše rovna číslu m, tedy h(A) < m. 

- Matice m á hodnost h, právě když mezi jejími řádkovými vektory lze nalézt 

h vektorů l ineárně nezávislých a když každá skupina h + 1 jejích řádkových 

vektorů je l ineárně závislá. 

Je tedy zřejmé, že hodnost matice A můžeme snadno nalézt tak, že matici uprav íme 

pomocí e lementárních řádkových úp rav na matici ve schodovi tém tvaru. Hodnost 

matice je pak rovna p o č t u jejích nenulových řádků . 

E l emen tá rn ím ú p r a v á m se také někdy říká úp ravy neměnící hodnost matice. 

Poznámka: Zmíněné vlastnosti lze aplikovat i na sloupcové vektory matice. 

- Sloupcové vektory matice A typu (m,n) generují vektorový prostor, k t e rý je 

podprostorem vektorového prostoru Tm. 

- Lze dokázat , že vektorový prostor V generovaný řádkovými vektory matice A 

m á stejnou dimenzi jako vektorový prostor generovaný sloupcovými vektory 

matice A. 

Definice 1.2.4 H o d n o s t í matice A rozumíme dimenzi vektorového prostoru gene­

rovaného jejími s loupcovými vektory. 

Poznámka: Úpravy neměnící hodnost matice lze tedy provádět i se s loupcovými 

vektory matice, aniž by se změni la hodnost matice. 

Řádkové (sloupcové) vektory matice A typu (m,n) jsou sloupcovými (řádkovými) 

vektory matice AT a tedy plat í : 

h{A) = h{AT) = h A h< min{m,n}. 

Definice 1.2.5 Čtvercová matice A ř á d u n se nazývá r egu lárn í , právě když 

h(A) = n. 

Čtvercová matice A ř á d u n se nazývá s i n g u l á r n í , p rávě když není regulární . 
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Poznámka: Je-li A čtvercová matice ř á d u n, pak se číslo n — h(A) nyzývá nulita 

(defekt) matice A a píšeme nul A. 

V ě t a 1.2.4 Nechť je matice A čtvercová matice ř á d u n. Pak jsou následující výroky 

ekvivalentní 

1. matice A je regulární (singulární) 

2. h(A) = n (h(A) < n) 

3. řádkové, respektive sloupcové, vektory matice A jsou l ineárně nezávislé (sloup­

cové, respektive řádkové, vektory matice A jsou l ineárně závislé) 

1.3 Operace s maticemi 

Definice 1.3.1 Nechť A = ( <iij) a B = (bij) jsou matice typu (m,n) nad polem T 

a nechť r G T : 

s o u č t e m matic rozumíme matici C = A + B typu (m, n), kde Cý- = a^- + bij, pro 

i = 1 ,2, . . . ,m a j = 1,2,... ,n 

r - n á s o b k e m matice rozumíme matici D = r A typu (m,n), kde d^ = ra^, pro 

i = 1 ,2, . . . ,m a j = 1,2,... ,n 

Poznámka: 

(1) - Analogicky lze definovat i násobek Ar matice A prvkem r , jako matici 

D = (dij) typu (m,n) s prvky = a^r, i = 1,2,... ,m, j = 1,2,... ,n. 

- Je zřejmé, že násobení matic prvkem z pole T je komuta t ivn í , tedy pro 

každý prvek r G T a každou matici A p la t í r A = Ar. 

- Pro každé r,s G T pla t í r (s A) = (rs)A. 

- Pro každé r, s G T p la t í (r + s )A = r A + s A 

- Pro libovolné matice A, B s te jného typu p la t í r(A + B) = r A + rB. 

(2) Je zřejmé, že pro libovolné matice A, B E Mm^n(T) p la t í : 

(a) (A + B)T = AT + BT 

(b) (rA)T = rAT 
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V ě t a 1.3.1 Množina MmjJl(T) všech matic typu (m,n) nad polem T je spolu s 

operací sčí tání matic komuta t ivn í grupa. 

V ě t a 1.3.2 Množina M m n ( T ) všech matic typu (m,n) nad polem T tvoří vzhledem 

k operaci sčí tání matic a násobení matic prvkem z pole T vektorový prostor dimenze 

mn. 

Definice 1.3.2 Nechť A = (a^) je čtvercová matice ř á d u n nad polem T. Stopou 

tr matice A rozumíme součet p rvků na její hlavní diagonále, tedy: 

V ě t a 1.3.3 Nechť A, B jsou čtvercové matice stejného ř á d u nad polem T , nechť 

c G T . Pak plat í : 

1. tr(A + B) = trA + trB 

2. tr(cA) = c{trA) 

3. trAT = trA 

Definice 1.3.3 Nechť A = (a^) je matice typu (m,p) a B = (bij) matice typu (p,n). 

Pak s o u č i n e m matic A,B rozumíme matici C = AB typu (m,n), kde 

pro i = 1, 2 , 3 , . . . , m a j = 1,2, 3 , . . . , n. 

Poznámka: 

- Součin AB může být definován, ale součin BA nemusí . 

- Jsou-li definovány součiny AB, BA, kde matice A je typu (m,n) a matice B 

typu {n,m), pak výsledek součinu AB je čtvercovou mat ic í ř á d u m, za t ímco 

výsledek součinu BA je čtvercovou mat ic íc ř á d u n. 

- Jsou-li A, B čtvercové matice ř á d u n, jsou oba součiny definovány a jsou to 

opět čtvercové matice ř á d u n, ale obecně n e p l a t í , že AB = BA. Násobení 

matic není obecně komuta t ivn í . 

n 

P 

k=l 
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V ě t a 1.3.4 Nechť A, B, C jsou matice odpovídaj ících t y p ů nad polem T takové, 

aby níže uvedené součiny a součty byly definovány, a nechť r G T. Pak pla t í 

1. {AB)C = A{BC) 

2. A(B + C) = AB + AC A {B + Č7 )4 = 5,4 + C M 

3. ( r A ) 5 = A(rB) = r(AB) 

4. En A = A En = A, kde En je jednotková matice ř á d u n a A je čtvercová matice 

ř ádu n 

V ě t a 1.3.5 Množina Mn^n(T) všech čtvercových matic nad polem T ř á d u n, n < 2, 

spolu se sč í tán ím matic a násoben ím matic je nekomuta t ivn í okruh s j edno tkovým 

prvkem a s děliteli nuly. 

V ě t a 1.3.6 Nechť A, B jsou matice nad polem T. Pak 

1. (AB)T = BTAT, jestl iže A je matice typu (m,p) a i? je typu (p,n) 

2. tr(AB) = tr(BA) = j jestliže A je matice typu (m,p) a B 

typu (p, m) 

V ě t a 1.3.7 Nechť A je matice typu (m,n) nad polem T . Pak plat í : 

1. je-li B matice typu (n,p) nad polem T , pak h(AB) < h(A) a h(AB) < h(B) 

2. je-li i? regulární matice ř á d u n, respektive S regulární matice ř á d u m nad 

polem T , pak h(AR) = h(A) a h(SA) = h(A) 

1.4 Inverzní matice, e lementárn í t ransformační ma­

tice a matice přechodu 

Definice 1.4.1 Nechť A,B jsou čtvercové matice ř á d u n nad polem T. Řekneme, 

že matice B je i n v e r z n í m a t i c í k matici A nebo že matice A je inverzní mat ic í k 

matici B, právě když pla t í , že 

AB = BA = E„. 
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Píšeme B = A - 1 , respektive A = B - 1 . M a t i c i A, ke které existuje inverzní matice, 

nazývame invertibilní matici. 

V ě t a 1.4.1 Pokud existuje inverzní matice k matici A, pak je inverzní matice u rčena 

jednoznačně . 

V ě t a 1.4.2 Nechť A je čtvercová matice ř á d u n. K matici A existuje inverzní matice, 

právě když je matice A regulární . Inverzní matice A - 1 k matici A je t aké regulární . 

V ě t a 1.4.3 Nechť A, B jsou regulární matice ř á d u n. Pak plat í : 

• Součin AB je regulární matice a p la t í (AB)-1 = B~1A~1 

• (A-1)-1 =A 

• ( A T ) _ 1 = (A-r)T 

Definice 1.4.2 E l e m e n t á r n í t r a n s f o r m a č n í m a t i c í rozumíme každou inveribilní 

matici, k t e rá se nejvýše na jednom mís tě liší od jednotkové matice. Mohou nastat 

dvě situace. 

1. V matici jsou mimo hlavní diagonálu samé nuly. N a hlavní diagonále se vy­

skytují samé jednotkové prvky s výjimkou mís t a ii, kde stojí prvek b, b ^ 0. 

Je-li b = 1, pak se j e d n á o jednotkovou matici. 

2. V matici jsou na hlavní diagonále samé jednotkové prvky. M i m o hlavní diago­

nálu jsou samé nuly až na jednu výj imku mís t a ij, kde stojí prvek b. Pokud je 

b = 0, pak se j e d n á o jednotkovou matici . 

Poznámka: 

- Dvě e lementárn í t ransformační matice p rvn ího typu, k teré maj í na s tejném 

místě hlavní diagonály prvek b jsou navzá jem inverzní. 

- Dvě e lementárn í t ransformační matice d ruhého typu, k te ré maj í na s tejném 

místě mimo hlavní d iagonálu prvek b (—b), jsou navzá jem inverzní. 

Poznámka: 

- Sloupcové e lementárn í úp ravy matice získáme násoben ím t é to matice elemen­

t á rn ími t ransformačními maticemi zprava. 
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- Řádkové e lementárn í úp ravy matice získáme násoben ím t é t o matice elemen­

t á rn ími t ransformačními maticemi zleva. 

V ě t a 1.4.4 K a ž d á regulární matice je součinem elementárních t ransformačních ma­

tic. 

Poznámka: 

- Regulárn í matici A můžeme řádkovými e lementárn ími úpravami převést na 

jednotkovou matici a součin B e lementárních t ransformačních matic je roven 

matici A-1. Pro určení matice inverzní A - 1 k matici A tedy stačí zjistit tento 

součin e lementárních t ransformačních matic. 

- K nalezení zmíněné inverzní matice používáme tzv. J o r d á n o v u metodu. 

Nechť A je regulární čtvercová matice ř á d u n nad polem T. K matici A 

př ipoj íme jednotkovou matici En ř á d u n a vzniklou blokovou matici ř á d u 

(n, 2n) up rav íme pomocí e lementárních řádkových (respektive sloupcových) 

úprav tak, aby z matice A vznikla jednotková matice En a z matice En pak 

vznikne h ledaná inverzní matice A - 1 . Tedy (A\En) ~ ... ~ (En\A~v) (respek-

- Známe-li matice A a C, A je regulární , a potřebujeme-l i vypoč í t a t součin 

A_1C, pak můžeme matici (^4|C) převést řádkovými (respektive sloupcovými) 

e lementárn ími úpravami na matici (E\A~1C) (respektive (^) ~ . . . ~ (CA-1 ))• 

V ě t a 1.4.5 Nechť A je regulární čtvercová matice ř á d u n nad polem T. Pak k ní 

existuje matice inverzní, pro kterou p la t í vztah 

A-1 = -r^—A*. 
detA 

kde A* se nazývá a d j u n g o v a n á matice a je rovna 

ÍDu D 2 1 . . . D n l \ 

A* 
D12 D22 Dn2 

kde DÍJ je algebraický doplněk prvku a^; i, j = 1,2,..., n. 
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Dennice 1.4.3 Nechť V je netr iviá lní vektorový prostor nad polem T dimenze n, 

nechť M = {u[, u2,..., un} a M' = {v[,V2,..., v^} jsou dvě báze prostom V. Nechť 

dále je 

vi = aniľi + a21u2 + • • • + anlun 

v*2 = duní + CL22Ú2 + • • • + an2un 

vn = alnu[ + a2nu2 + ... + annur 

tedy 

kde j = 1,2,... ,n. 

Pak matici 

V3 
fe=l 

A 

^Clll a12 • • • a l r ^ 

«21 «22 • • • 0>2r. 

Clnl Cln2 • • • 0>r. V 

nazýváme m a t i c í p ř e c h o d u od báze M k bázi M'. 

Poznámka: 

- Je zřejmé, že matici A p řechodu od jedné báze prostom V k druhé bázi tohoto 

prostom zkonstruujeme tak, že j—tý vektor d ruhé báze vyjádř íme jako line­

ární kombinaci vektorů p rvn í báze a koeficienty t é t o l ineární kombinace pak 

napíšeme do j—tého sloupce matice A, j = 1,2,... ,n. Matice p řechodu A od 

báze M k bázi M' m á tedy v j—tém sloupci souřadnice vektoru vj vzhledem 

k bázi M. 

- Po řad í obou bází i pořad í vektorů v bázích M, M' je p o d s t a t n é a nelze je 

ž á d n ý m způsobem zaměňovat . J e d n á se o uspo řádané báze. 

- Matice p řechodu od jedné báze k druhé bázi vektorového prostoru V musí 

být vždy regulární , pro tože je čtvercová a obsahuje ve sloupcích souřadnice 

bázových vektorů, k teré jsou l ineárně nezávislé. 
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V ě t a 1.4.6 Nechť M = {ui,u2,..., un} a M' = {v\,V2, • • •, Vn} jsou dvě báze vek­

torového prostoru V nad polem T. Nechť matice A je mat ic í p řechodu od báze M 

k bázi M'. Potom mat ic í p řechodu od báze M' k bázi M je matice A - 1 . 

Poznámka: Nechť M = {ui, u2,..., un} a M' = {v\, v2,..., v^} jsou dvě báze vekto­

rového prostoru V nad polem T a nechť A = (a^) je matice přechodu od báze M k 

bázi M'. Dále nechť w G V je takový vektor, že 

w = X1U1 + x2u2 + • • • + xnun 

w = yiv{ + y2v2 + ...+ ynvn. 

To znamená , že vektor w m á v bázi M souřadnice {W}M = (xi,x2,... ,xn), respek­

tive v bázi M' souřadnice {W}M' = {yi, 2/2, • • •, yn)-

Pak p la t í {W}M = {W}M'AT, respektive {w}^ = A {-u;}^,. T í m t o způsobem jsou 

souřadnice vektoru w v bázi M vyjádřené pomocí souřadnic téhož vektoru v bázi M'. 

V ě t a 1.4.7 Nechť M = {ui,u2,..., un} a M' = {v[, v2,..., v^} a M" = {wi, w2,..., wn} 

jsou t ř i báze vektorového prostoru V nad polem T. Nechť matice A je mat ic í pře­

chodu od báze M k bázi M', matice B je mat ic í p řechodu od báze M' k bázi M". 

Potom matice AB je mat ic í p řechodu od báze M k bázi M". 

Poznámka: Nechť jsou dány báze M a M' ve vektorovém prostoru V nad polem T. 

Zvolíme si nějakou bázi S vektorového prostoru V vzhledem ke k teré se souřadnice 

dobře hledají . Báze S může být s t a n d a r d n í báze v M n , báze {1, x, x2, x3,..., xn} ve 

vektorovém prostoru M.n[x] po lynomů s tupně nejvýše n, atd. Pro výpočet matice 

přechodu od báze M k bázi M' použi jeme vztahy z Věty 1.4.6 a Věty 1.4.7. Nechť 

A je matice přechodu od báze M k bázi M', B je matice přechodu od báze M k 

bázi S, C je matice přechodu od báze S k bázi M a D je matice přechodu od báze 

S k bázi M'. Pak 

A = BD = C~XD. 

P ř i t o m matice na pravé s t raně rovnosti sestavíme snadno: do sloupců matice C 

napíšeme souřadnice vektorů báze M vzhledem k bázi S a do sloupců matice D 

napíšeme souřadnice vektorů báze M' vzhledem k bázi S. Pro výpočet matice pře-
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chodu použijeme vztah z p o z n á m k y za Větou. 1.4.4, ~ {E\A 1B)) neboli 

(C\D) ~ ( - E | C _ 1 . D ) = (E\A), kde A je hledanou mat ic í přechodu. 

Dos táváme následující algoritmus: 

• Do sloupců matice zapíšeme souřadnice vektorů báze M vzhledem k bázi S 

a vedle svislé čáry ješ tě souřadnice vektorů báze M' vzhledem k bázi S. 

• Po eliminaci, k t e rá převede levý blok matice na jednotkovou matici , dos táváme 

v p ravém bloku hledanou matici A, neboli matici p řechodu od báze M k bázi 

M'. 

1.5 Maticové rovnice typu AX = B 

Nechť A, B jsou matice t y p ů (m, n) a (m, k) nad polem T. P ř i řešení mat icové rov­

nice AX = B budeme hledat všechny matice X typu (n, k) nad polem T. Mat icová 

rovnice AX = B p ředs tavuje k soustav lineárních rovnic se stejnou mat ic í soustavy 

a k různými p ravými stranami. Maticová rovnice AX = B m á tedy řešení právě 

tehdy, když je h(A\B) = h(A). Matice X je řešením rovnice AX = B právě tehdy, 

když pro každé j = 1, 2 , . . . , k je j—tý sloupec matice X řešením soustavy lineárních 

rovnic, k t e r á m á jako matici soustavy matici A a jako sloupec pravých stran j—tý 

sloupec matice B. P ř i řešení mat icových rovnic budeme používat stejné metody jako 

při řešení soustav lineárních rovnic. 

Je-li A regulární matice ř á d u n nad polem T a B matice nad polem T taková, aby 

existoval součin A_1B (popř. součin BA-1), pak X = A_1B (popř. X = BA-1) je 

řešením mat icové rovnice AX = B (popř. XA = B). 
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1.6 Matice l ineárního zobrazení a matice l ineárni 

transformace 

Definice 1.6.1 Nechť V, V jsou vektorové prostory nad polem T , nechť 

M = {uj, u2, • • •, un} je báze prostom V a nechť M' = {v[, v'2, • • •, v'm} je báze 

prostom V. Nechť ip : V —> V je l ineárni zobrazení a nechť pla t í 

ip(ú-í) = auv[ + a21v2 + ... + amlv'm 

ip(u2) = a12v[ + a22v2 + ... + am2v'm 

tj-

kde i = 1,2,... ,n. 

Pak se matice 

<p(un) = alnv[ + a2nv2 + ... + amnv'm 

^ au 0-12 • • • OITÍ ^ 

A 
a2\ a22 ... a2r, 

\Clml ^m2 • • • ďmn J 

nazývá matice l i n e á r n í h o z o b r a z e n í tp vzhledem k báz ím M a M'. 

Poznámka: j-tý sloupec matice A je tvořen souřadnicemi vektorů <p(ůj) vzhledem k 

bázi M', pro j = 1, 2 , . . . , m. 

V ě t a 1.6.1 Nechť V, V jsou vektorové prostory nad polem T, M = {u[, u2,..., un} 

je báze prostoru V a M' = {v[, v'2,..., v'm} je báze prostoru V, nechť (p : V —> V je 

lineární zobrazení a A je matice typu (m, n) nad polem T. Matice A je mat ic í line­

árního zobrazení <p vzhledem k báz ím M a M' právě tehdy, když pro každý vektor 

x G V p la t í {p>(x)}M' = {X}M-AT. 

D ů s l e d e k : Každé l ineární zobrazení <p :TN —> TM se dá vyjádři t jako <p(x) = x.AT, 

respektive <p(x)T = A.x1', pro nějakou matici A typu (m,n) nad polem T . 
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V ě t a 1.6.2 Nechť V, V jsou vektorové prostory nad polem T, M = {u[, u2,..., un} 

je báze prostoru V a M' = {v[, v'2, • • •, v'm} je báze prostoru V a nechť 

A = (ojj) je matice typu (m,n) nad polem T . Pak existuje právě jedno lineární 

zobrazení <p : V —> V , jehož matice vzhledem k báz ím M a M ' je rovna A. 

V ě t a 1.6.3 Nechť <p : V —> V a ^ : V —> V " jsou l ineární zobrazení , nechť 

M = {ui,u2,..., M^I} je báze prostoru V, M' = {v\, v2i • • •, Í } je báze prostoru V 

a M" = {wi,w2,..., Wk} je báze prostoru V". Jest l iže A je mat ic í l ineárního zobra­

zení vzhledem k báz ím M a M' a i? je mat ic í l ineárního zobrazení vzhledem k bázím 

M' a M", potom je součin BA mat ic í složeného l ineárního zobrazení tpoip : V —> V" 

vzhledem k báz ím M a M". 

V ě t a 1.6.4 Nechť V a V jsou vektorové prostory téže dimenze n, M a M' jejich 

báze. Pak lineární zobrazení tp : V —> V je izomorfismus, právě když matice A 

l ineárního zobrazení tp vzhledem k báz ím M a M' je regulární . Matice A - 1 je potom 

mat ic í izomorfismu <^_ 1 : V —> V vzhledem k báz ím M' a M. 

D ů s l e d e k : Nechť M a M' jsou dvě báze vektorového prostoru V. Mat ic í p řechodu 

od báze M k bázi M' je matice identického izomorfismu Iy prostoru V vzhledem k 

báz ím M' a M. 

Definice 1.6.2 Nechť <p je l ineární transformace prostoru V, nechť M = {ú[, u2,..., un} 

je p e v n á báze prostoru V a pla t í 

(p(ui) = auUi + a>2iu2 + . . . + an\un 

<p(u2) = a\2u\ + a22u2 + ... + an2un 

(p{un) = alnu[ + a2nu2 + ... + annun 

tj-
n 

=1 

kde i 1,2, . . . n. 
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Pak se matice 

A 
&21 a22 

yOni dn2 

«2n 

nazývá matice l i n e á r n í transformace ip v bázi M. 

Poznámka: Matice l ineární transformace <p? : V —> V v bázi M je vlas tně mat ic í 

l ineárního zobrazení 99 : V —> V vzhledem k báz ím M a M . 

V ě t a 1.6.5 Nechť M a M ' jsou báze vektorového prostoru V, N a N' jsou báze vek­

torového prostoru V. Nechť dále je A matice přechodu od báze M k bázi M', B je 

matice přechodu od báze N' k bázi TV a C je matice l ineárního zobrazení tp : V —> V 

vzhledem k báz ím M a N. Pak BCA je matice l ineárního zobrazení <p> vzhledem k 

báz ím M' a N'. 

V ě t a 1.6.6 Nechť M, M' a M" jsou báze vektorového prostoru V, nechť A je matice 

přechodu od báze M k bázi M', B je mat ic í p řechodu od báze M' k bázi M". Pak 

AB je matice přechodu od báze M k bázi M " . 

V ě t a 1.6.7 Nechť M,M' jsou báze vektorového prostoru V, nechť P je matice 

přechodu od báze M k bázi M' a A je matice l ineární transformace <p> : V —> V 

vzhledem k bázi M . Pak mat ic í t é to l ineární transformace vzhledem k bázi M ' je 

matice B taková, že B = P~1AP. 

Poznámka: Matice A a P~xAP jsou maticemi téže l ineární transformace. Takovéto 

matice se nazývaj í p o d o b n é . 

V ě t a 1.6.8 Nechť A, B jsou čtvercové matice ř á d u n nad polem T , nechť V je 

vektorový prostor nad T , dim(V) — n, n > 1. Pak A , S jsou matice téže line­

ární transformace prostoru V, právě když existuje regulární matice S taková, že 

B = S-1 AS. 
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Poznámka: Nechť M je báze prostom V a M' je báze prostom V. Zvolíme si nějakou 

bázi S vektorového prostom V vzhledem ke které se souřadnice dobře hledají . Báze 

S může být s t a n d a r d n í báze v W1, báze {1 } ve vektorovém prostoru 

M.n[x] po lynomů s tupně nejvýše n, atd. Budeme hledat matici A zobrazení 

(p : V —> V vzhledem k báz ím M a M'. 

Nechť tedy: 

• M = {iľi,U2,..., un} je báze prostoru V, M' = {v\,V2, • • •, Í } a S jsou báze 

prostoru V 

• A je matice l ineárního zobrazení tp : V —> V vzhledem k báz ím M a M' 

• P je matice přechodu od báze M' k bázi S, tj. P je mat ic í identického auto-

morfismu Iy vzhledem k báz ím S a M' 

• B je matice l ineárního zobrazení tp vzhledem k báz ím M a S 

Pak podle Vě ty 1.6.3 je matice PB mat ic í l ineárního zobrazení tpoly, = tp vzhledem 

k báz ím M a M', tj. P B = A. Jest l iže matice T je mat ic í p řechodu od báze S 

k bázi M', pak P = T - 1 a m á m e 

A = PB = T~XB. 

Matice B obsahuje ve sloupcích souřadnice obrazů tp(ui) vzhledem k bázi S a matice 

T m á ve sloupcích souřadnice vektorů vl vzhledem k bázi S. P ro výpočet matice 

l ineárního zobrazení použi jeme úvahu (T\B) ~ (E\T~1B) = (E\A). 

Dostáváme algoritmus: 

• Do sloupců napíšeme pod sebe souřadnice vektorů vl báze M' vzhledem 

k bázi S a vpravo od svislé čáry napíšeme do s loupců souřadnice vektorů (p(ul), 

Ui G M, vzhledem k bázi S. 

• Po eliminaci, k t e rá převede levý blok matice na jednotkovou matici , dostá­

váme v p ravém bloku hledanou matici A, neboli matici l ineárního zobrazení tp 

vzhledem k báz ím M a M'. 
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Kapitola 2 

Sbírka úloh 

1. Upravte matici A pomocí řádkových e lementárních úp rav na horní t rojúhelníkový 

tvar matice a dolní t ro júhelníkový tvar matice, jestl iže 

I. 
^ smx 

A 1 

cos x 

1 

0 

cos x 
1 

sin x 

\ 

-1 
sin z -cotg x J 

a) Nejprve si uprav íme matici A na horní t ro júhelníkový tvar. 

Vyměníme prvn í a d ruhý řádek matice. K d r u h é m u ř ádku př ič teme 

(— sin x) -násobek prvního řádku . K t ř e t ímu ř ádku př ič teme (— cos x) -násobek 

prvního řádku . K (sin x ) -násobku t ř e t ího ř ádku př ič teme d ruhý řádek. 

A 

' 'sin x 1 COSX ^ ( i 0 _ L _ \ 
sin z 

1 0 1 
sin z s inx 1 COSX 

^cosx - i 
sin x 

—cotgx j ^cosx - i 
sin z 

—cotg x i 

1 
sin z 

1 0 

0 1 cos x — 1 

0 —2cotqxl 
srn z / 

1 
sin z 

1 0 

0 1 cos x — 1 

i 0 0 —1 — cosx J 

b) Nyní si uprav íme matici A na dolní t ro júhelníkový tvar. 

Vyměníme prvn í a d ruhý řádek matice. T ře t í řádek př ič teme k (^ -^ ) -násobku 

d ruhého řádku . T ře t í řádek př ič teme k (cos x ) -násobku prvního řádku . Vymě-
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níme prvn í a d r u h ý řádek. 

A 

smx 

1 

cos x 

1 

1 + COS X 

cosx 

1 + COS X 

2 cosx 

cosx 

1 

o 

- 1 
sin z 

o 

o 
- 1 

sin z 

- 1 
sin x 
- 1 

sin x 

COSX 

1 

sin z 
-cotgx j 

_ L _ \ 
sin z 

0 

—cotgx j 

0 

0 

—cotgx J 

( 1 0 sin z 

sin a; 1 COSX 

cosx -P*-
smi 

—cotg x i 

^ 2 cos x - 1 
sin x 

0 \ 

1 + cos X 0 0 

i cosx • — —cotqxi 
sin z / 

A 3 0 2 \ 

0 - 4 2 - 2 

II. A = 2 3 1 1 

3 5 2 3 

2 1 1 / 

u% 1 
'1 

III. A = 2 i i 
3 

l
6 2i 6i j 

2. Upravte matici A pomocí sloupcových e lementárních úp rav na horní t rojúhelní­

kový tvar matice a dolní t ro júhelníkový tvar matice, jestl iže 

I. 

A 

( 1 COSX s inx 

0 2 - i 0 
cos z 

\cosz s inx 2tg x 

\ 

a) Nejprve si uprav íme matici A na horní t ro júhelníkový tvar. 

K (—2)-násobku d ruhého sloupce př ič teme (cos x) -násobek t ře t ího sloupce. 

K dvojnásobku p rvn ího sloupce př ič teme (^ -^ ) -násobek t ře t ího sloupce. K 

(—5 sin x cos x ) -násobku p rvn ího sloupce př ič teme d ruhý sloupec. 
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' 1 COS X S I M > ' 

A 0 - i 
COS X Slil X COS X 

sin x cos x — 2 cos x sin x 

- 5 

\ 

\ s inx 2tqxl \ 0 0 
\ c o s z / \ 

^—2 cos x(7 s inx + 1) cosx(s inx —2) s inx^ 

0 - 5 

0 0 

- i 
COS X 

2tg x J 

- i 
COS X 

2tg x j 

b) Nyní si uprav íme matici A na dolní t ro júhelníkový tvar. 

K d r u h é m u sloupci p ř ič teme (— cos x) -násobek prvního sloupce. K t ř e t ímu 

sloupci př ič teme (— s inx ) -násobek prvního sloupce. K (2 cos x ) -násobku t ře­

t ího sloupce př ič teme d ruhý sloupec. 

A 

\ í 1 

- i 
COS X 

- 1 
COS X 

II. A 

cos x sin x 

2 

sin x 2tg x J 

1 0 0 

0 2 0 

sin x + 1 7 sin x + 11 

\ 

- i 
COS X 

( 1 1 

3 - 2 

2 3 

2 2 

4 1 

2 3 

III. A 

1 3 + i 

i - 2 + 2 « 

3 + % 5 + 7« 

0 

2 

6« y 

0 

2 

\ 

- i 
COS X 

i —— s inx + 1 3 í g x > 
\ c o s z J / 

3. Nalezněte rozklad matice A na symetrickou a antisymetrickou složku, pokud víte, 

že symetr ický člen m á tvar \{A + A T ) a an t i symetr ický člen m á tvar \{A — AT). 

(Eliáš, 1985) 

( 4 

3 o \ 

A = - 2 5 6 

l 1 4 l o j 
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U - 2 A 
Nalezneme transponovanou matici: AT = 3 5 4 

1° 6 

Spoč teme symetr ický člen: 

í 4 3 
°1 

U - 2 A 
í

8 1 l \ 

-2 5 6 + 3 5 4 _ i 
2 1 10 10 

\ 
1 4 loj 1° 6 loj l

1 10 20j 

(A I 2 

2 0 5 

\ 2 s íoy 

Spoč teme ant i symetr ický člen: 

í
 4 3 o\ A - 2 

í ° 
5 

\(A-AT) = i - 2 5 6 -- 3 5 4 _ i 
2 - 5 0 

l
 1 4 v ° 6 loj l

 1 - 2 

ô 
2 
0 

-1 

_1 \ 1 
2 

1 
0 

(A 1 i \ / 0 5 1 
2 2 0 2 2 

Tedy A = 1 
2 5 5 + 5 

'2 0 1 

1 
\ 2 5 loj \ 

1 
2 - 1 0 

b) A 

c) A 

( 4 3 0 

- 2 5 6 

1 4 10 

\ 

-1 

2 

0 
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4. Určete hodnost matice. 

' log 25 1 0 ^ 

A= log 125 2 log i 

\ l o g | log2 - 5 J 

Mat ic i uprav íme pomocí e lementárních řádkových úp rav na matici ve scho­

dovi tém tvaru. K (—2)-násobku d ruhého ř á d k u př ič teme t ro jnásobek prvního 

řádku. K dvojnásobku t ř e t ího ř ádku př ič teme prvn í řádek. K (—l)-násobku 

t ře t ího ř ádku př ič teme d ruhý řádek. Podle úvah za Definicí 1.2.3 určíme hod­

nost matice. 

A 

log 25 1 0 

log 125 log 5 log | 

^ l o g | log 2 - 5 J 

21og5 1 0 \ 

21og5 1 0 

3 log 5 log 5 — log 5 

y— log 5 log 2 

0 3 - 2 1 o g 5 21og5 

2 log 5 

- 5 / 
0 \ 

0 l o g 1 ! 5 2 1 o § 5 

^ 0 l + 21og2 -10 y y 0 log40 -10 J 

21og5 1 0 

0 log 40 2 log 5 

y 0 log 40 -10 J 

21og5 1 0 

0 log 40 2 log 5 

y 0 0 21og5 + 10y 

Výsledná matice m á právě t ř i nenulové řádky, tedy hodnost matice h(A) = 3. 

/ 
b) A 

COSX S I M C O S X S I M 

sin x 0 — sin x — cos x 

cos x 3 sin x cos x 3 cos x sin x 

\ 

( 

c) A 

2i 1 

-1 i 
5 - 3 i 

0 - 2 

2 + i 
3-i 

2i 
28 + 10i J 
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5. Určete hodnost d a n é matice A v závislosti na parametrech a, 6 e 

a) 

/ 

A = 

1 2 3 - 6 3^ 

1 2 + a 4 6 

2 4 6 - 6 7 

1 2 - a 2 - 6 1 

(Horák, 2002) 

P r v n í řádek vynásobíme (—1) a př ič teme ho k d r u h é m u a č tv r t ému řádku . 

P r v n í řádek vynásobíme (—2) a př ič teme ho k t ř e t í m u řádku . Vyměníme d ruhý 

a č tv r tý řádek a d ruhý řádek vynásobíme (—1). Vyměníme t ř e t í a č tv r tý řádek. 

K e t ř e t í m u ř á d k u př ič teme (—l)-násobek d ruhého řádku . (—3)-násobek t ře t ího 

ř ádku př ič teme ke č tv r t ému řádku . Č t v r t ý řádek vyděl íme (—2). 

A 

í\ 2 3 - 6 3̂ ^ í 
1 2 + a 4 6 

2 4 6 - 6 7 

1 2 - a 2 - 6 1 

2 

a 

0 

-a 

1 2 3 - 6 3 

0 a 1 2 

0 0 6 1 

0 0 3 6 - 12 1 

/ 

1 2 3 

0 a 1 + 6 

I. 6 ^ 0 pak 4 

0 0 6 

\ 0 0 - 1 2 

1 2 3 - 6 3 ^ 

0 a 1 2 

0 0 6 1 

0 0 0 6 - 6y 

3 - 6 

1 + 6 

3 6 - 1 2 

- 1 

6 3 N 

3 

1 

-
2

 / 

3 

3 

1 

-2 

/ 

a 0 pak a(A) = 4 pro 6 7̂  6, h(Á) = 3 pro 6 = 6 

a = 0 pak 4̂ 

1 2 3 - 6 

0 0 

0 0 

0 0 

1 

6 

0 

3 

2 

1 

6 - 6 

/ 

1 2 

0 a 

0 a 

3 - 6 

1 

1 + 6 

3 

2 

3 

0 0 3 6 - 12 1 

\ 1 2 3 - 6 3 

0 a 1 + 6 3 

0 0 

0 0 

b 

6 

1 2 3 - 6 3 

0 0 1 2 

0 0 0 - 1 1 

0 0 0 6 -

V 

/ 
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/ 1 2 3 - 6 

O O 1 

0 0 0 

0 0 0 

tedy h(A) = 3 . 

3 N 

2 

1 

b-6j 

1 2 3 - 6 3 \ 

0 0 

0 o 

o o 

1 

o 

o 

2 

1 

t 1 2 3 - 6 3 

0 0 1 2 

0 0 0 1 

\ 

0 0 o 

ŕ 1 2 3 3\ 

0 a 1 2 
II. 6 = 0 pak A ~ 

0 0 6 1 

[0 0 0 v 
- a ^ 0 pak h(A) = 4 

A 2 3 3 ^ 2 3 3 \ 

0 0 1 2 0 0 1 2 
— a = 0 pak A ~ 

0 0 6 1 0 0 0 - 11 

v
o 0 0 V 1° 0 0 1 / 

tedy / i ( i 4 ) = 3 

Tedy h(A) = 4 <s> (a ^o, 6 ^ 0 , 6 ^ 6 ) V (a ŕ 0, 6 = o)
; 

= 3 ^ (a ^ 0, 6 = 6) V ( a = 0, 6 ^ 0) V (a = 0 , 6 = 

1 2 3 •3\ 

0 0 1 2 

0 0 0 1 

0 0 0 

b) A 

2 - 1 a 

1 a - 1 

1 10 - 6 

1 

V 

c) 

d) ^ 

(Horák, 2 0 0 2 ) 

/ 1 a 2 26 1 7 \ 

1 1 1 2a - 2 b 

\ 2 36 3 0 1 a,j 

/ 3 1 1 i\ 

a 4 10 1 

1 7 17 3 

V 2 4 
V 

3 3 



6. Pro dané matice nalezněte součin AB a součin BA, pokud existují. 

íl 4 3 \ Í2 4 \ 
a) A = 5 - 2 1 ,B = 0 3 

l 3 2 - 2 / l 1 - 5 / 

AB 

b) A 

c) A 

e) A 

íl 4 3 \ (2 4 \ / 

5 - 2 1 0 3 

l 3 2 V - 5 / \ 

/ ( 3 2 1 
/ 2 5 7 \ 

,B = -4 0 6 
v --1 0 4, 1 
\ 

\ 
2 11 1 

í l 2 3 s\ íl 3 4 5 <>\ 

2 1 3 2 0 1 4 3 5 
,B = 

0 1 0 4 2 2 1 0 a 
V1 0 2 V V1 0 0 2 / 

f 6 l\ 

4 2^ 

BA neexistuje. 

(Horák, 2002) 

(Olšák, 2013) 

d) A = (l 2 3 4 ô ) , B 

í i \ 

2 

3 

4 

w 

(Olšák, 2013) 

fi+i\ 
3 - i 

V ~
%

 ) 

7. Určete h(A),h(B),h(AB),h(BA). 

/ I Q R \ 

S = ( l + 3z 1 + 2i 2) (Horák, 2002) 

a) A 

1 3 8 

4 1 2 

1 5 - 1 

2 2 0 

B 

5 2 

- 1 3 

0 - 1 
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A 

1 3 8 

4 1 2 

1 5 - 1 

2 2 O 

\ 

tedy h(A) = 3 

/ 

B 

5 2 

- 1 3 

O - 1 

\ 

/ 1 3 

O 11 30 

0 - 2 9 

O 

\ / 

4 16 y 

5 2 

O 17 

O - 1 

\ 

1 3 

O 1 4 

O O 1 

O O OJ 

u 2 \ 
O 1 

3 s\ 3 s \ 

1 4 0 1 4 

- 2 9 0 0 34 

11 30y V° 0 56y 

tedy h(B) = 2 

(l 3 8 \ 
/ 5 2 \ Í2 3\ 

4 1 2 
-1 3 

19 9 

1 5 - 1 0 18 

V
2 2 0 / 

\ 
0 - 1 / 

V
8 5

7 

Í2 3\ Í2 
31 Í2 3\ 

19 9 0 39 0 1 

0 18 0 18 0 0 

l 8 5J 1° 7) 1° v 
Součin BA neexistuje. 

(l 5 2\ 

b) A B 
3 10 3 

2 3 0 

3 8 2 

tedy h(AB) = 2. 
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c) A B 

I z 2^ 

O 3 

V
1

 v 

d) A B 

8. Pro dané matice A, B, C urče te jejich součin ABC. 

( 

\ 

2 

0 

-2 

1 

0 

4 

-1 

1 

-3 

2 

4 

-1 

1 

-3 

2 

1 

3 

4 

0 

- 2 

b) A = B = 

C = 

c) A = 

( 1 

1 

v - 1 

l + l 

i 

v 

V 1 2 

2 

1 

- 1 

2 \ 

3 + i 

7 

3 

7 

-3 

4 

-2 

1 

5 \ 

3 

" 3 ) 

1 \ 

3 

4 

0 

-
2

 y 

'o 

^6 

- 3 1 6 - 5 

2 1 0 1 

0 - 1 - 2 1 

1 3 4 

2 - 2 2 

- 1 0 - 3 

2 - 2 5 

5 \ 

/ 

) 

, B = 
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9. Pro zadané matice A, B, C spoč tě te následující matice, jestliže 

(2 4 -3 5̂1 í-1 1 4 A 
A = 1 -6 0 5 ,B = 2 6 0 , c 

yb 0 -2 V l 1 2 2 V 

( 

a) (A + B)(BT + C) 
í 

(A + B) = 

(BT + C) 

2 4 

1 -6 

\5 0 

/ - i 

1 

4 

\ 2 

(A + B ) ( 5 T + C ) = 

b) (A + B)(A + B)T 

c) A ( £ T + C) 

d) ( B ^ + C ) ^ 

10. Vypočí tej te : 

a) A2 - A - E, pro ^ 

Řešení: 

/ 1 

A2 = AA = 
3 

2 

-1 

-3 

0 

-2 

2 A 
6 2 

0 2 

3 3y 

V 

2 0 

1 2 

5 3 

2 1 

/ 

/ V 

v 

(l 5 1 7 

3 0 0 8 

6 2 

3 

1 

-3 

1 

\ 

0 4 

-1 

-5 

0 

-1 

2 1 3 

2 1 0 

1 0 3 

3 2 0 

\ 

/ 1 2 0 4 \ 

3 1 2 0 

2 5 3 1 

v - 1 2 1 -1 / 

4 

0 

1 

-1 

N I i 

3 

2 

-1 

2 0 

1 2 

5 3 

2 1 

V 

1 4 2^ 

6 0 3 

2 2 

3 

1 

-3 

1 

/ 

-1 

-5 

0 

-1 

\ 

1 

/ 

5 1 

3 0 0 8 

\6 2 0 4 

i
 3
\ 

1 0 

0 3 

2 

-2 

1 

-3 

\ 

/ 

\ 

a 

/ 

V 

4 \ 

0 

1 

4 / 

\3 2 OJ 

\ 34 20 6 

30 19 9 

28 16 18J 

3 12 8 0 

10 17 8 14 

22 26 20 10 

8 3 6 -2 
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í 3 
12 8 0 \ 1 2 0 4 \ 

10 17 8 14 3 1 2 0 
A2-A = — 

22 26 20 10 2 5 3 1 

l 8 3 6 2 J v -1 2 1 -1 / 
^2 10 S -4 \ íi 0 0 0^ 

(A2-A)-
7 16 6 14 0 1 0 0 

(A2-A)- E = 
20 21 17 9 0 0 1 0 

V 9 1 5 -1 / 1° 0 0 l) 

1 0 

b) A3-3A2 
1 3 0 

b) A3-3A2 -5A, pro A = 
0 5 — 1 2 

l 2 0 0 

11. Dokažte , že pro všechna n G TA~ p la t í 

a) 

íi 1 o\ n A n n(n—l 
2 

0 1 1 = 0 1 n 

1° 0 V 1° 0 1 / 

^ 2 10 8 - 4 

7 16 6 14 

20 21 17 9 

y 9 1 5 - 1 

í 1 10 8 - 4 ^ 

7 15 6 14 

20 21 16 9 

9 1 5 - 2 

\ 

(Horák, 2002) 

Důkaz. Důkaz tvrzení provedeme pomocí ma tema t i cké indukce. 

1. Pro n = 1 : 
íl 1 oY íl 1 / 

0 1 1 

0 0 1 

0 1 

o o 

2. Předpokláde jme , že 

dukční p ředpok lad) . 

V 

11 1 0^ 

0 1 1 

0 0 1 

1 1 o 

0 1 1 

0 0 1 

\ 

í\ n 

0 1 

o o 

n 

1 

, p la t í pro n > 1 (in-

Dokážeme, že tvrzení p la t í pro n + 1, tj. že pla t í 

/ 1 1 n \ / 1 1 1 0 

0 1 1 

0 0 1 

n ( n + l ) ^ 
2 1 n + 1 

0 1 n + 1 

0 0 1 ) 
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Pak 

1 1 O 

O 1 1 

O O 1 

1 n 

O 1 n 

O O 1 

ři+i 

/ 
( n - l ) \ 

2 

(\ i (A ^ 

O 1 1 

o o í y 

\ / 

A 

7 

i i o 

o i i 

O O 1 

1 1 o 

O 1 1 

O O 1 

1 n + 1 

O 1 n + 1 

o o i y 

(n±ll\ 
2 

Tedy tvrzení p la t í pro každé n G Z + . 

íl a 
c) 

n 
na ^(n-l)+nc\ 

b) 0 1 b = 0 1 nb (Horák, 2002) 

\° 

0 V 1° 0 1 y 

• 

12. Nalezněte , pokud to lze, a lespoň t ř i matice A typu (2,2), tak aby platilo 

a) A2 = 02 

b) A2 = E2 

c) A2 = A 

(Olšák, 2013) 

13. Nalezněte k matici A její inverzní matici A 1 pomocí Jo rdánovy metody a ele­

mentá rn ích řádkových úprav . Výsledek ověřte pomocí Definice 1.4.1 inverzní matice. 

a) 

íl 2 0 i \ 

2 3 1 2 

1 1 0 3 

V
1 3 - 1 V 
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/ 1 2 0 1 1 0 0 0 

2 3 1 2 0 1 0 0 

1 1 0 3 0 0 1 0 

1 3 -1 2 0 0 0 1 

\ / 

1 

o 

o 

o 

2 

-1 

O 

o 

0 

1 

1 

o 

1 2 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

1 

0 

- 2 

1 

4 

- 5 

- 7 

- 3 

1 

-2 

-1 

-3 

-1 

2 

3 

1 

/ 

0 

1 

1 

1 

0 

-1 

-1 

0 

V 0 - 1 

o o ^ 

o o 

-1 o 

0 1 

-1 

2 

2 

1 

/ 
/ 

Hledanou inverzní mat ic í je matice A 1 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

I 14 

-5 

-7 

v - 3 

0 i 

1 o 

0 - 2 

1 - 1 

f 1 2 

0 - 1 

0 o 

o o 

-1 

o 

o 

o 

14 

- 5 

- 7 

- 3 

1 

-2 

1 

1 

O O 

-5 

2 

3 

1 

1 

1 

0 

0 0 0 

1 o o 

O 1 o 

O O 1 

- 5 

2 

3 

1 

2 

-1 

-1 

O 

0 O 

1 o 

O - 1 

O o 

4 

- 2 

- 7 

- 3 

-14 

- 5 

- 7 

- 3 

2 

-1 

-1 

O 

5 \ 

2 

2 

Ověření: 

AA~ 

1 2 

2 3 

1 1 

1 3 

0 

1 

O 

-1 

A 

2 

3 

2 

14 - 5 2 - 5 

- 5 2 -1 2 

- 7 3 -1 2 

- 3 1 0 1 

1 ) 

í\ O O 0^ 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 / 

b) ,4 

c) ,4 

2 

-1 

- 2 j 
í2 - 3 A 

4 - 5 2 

V
5 - 7 3

J 
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/ 
d) A 

( 

e) A 

3 2 

5 4 1 

1 2 5

J 

1 0 -1 A 

0 1 2 3 

-1 1 1 1 

0 0 1 v 

14. Nalezněte k matici A její inverzní matici A - 1 pomocí Jo rdánovy metody a 

e lementárních sloupcových úprav . 

/ 

/ 2 3 1 

1 2 1 

0 0 3 

0 0 4 

2 

-1 

2 

3 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 

0 0 0 

I 2 0 

1 -1 

0 0 

o o 

1 

o 

o 

o 

3 

-2 

0 

0 

0 

0 

6 

8 

2 

-2 

2 

0 

A 

2 3 1 

1 2 1 

0 0 3 

0 0 4 V 

2 0 0 

1 -1 -1 

0 0 - 6 

0 0 - 8 

1 3 

0 -2 

0 0 

0 0 

o
 N 

o 

o 

-1 

23 

-14 

2 

-3 , 

1 

0 

-2 

0 

/ 

2 \ 

-1 

2 

3 

0 \ 

2 

-2 

-3 

1 

0 

0 

/ 

/ 0 

-1 

o 

o 

1 

o 

o o 

o 

o 

6 

3 2 

-2 -2 

-1 / V ° 0 

2 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 6 0 

0 0 0 1 

4 -3 186 -23 

-2 2 -114 14 

0 0 18 -2 

0 0 -24 3 

2 

0 

0 

0 

-2 

-3 

7 

-4 

0 

-1 

41 



Tedy 

( \ 0 o \ 

b) A = 3 1 0 

v 0 3 
V 

f i 

1 
c) A = 

- 2 

l - 4 — 

fl 0 

1 i 

d) A = 1 i 

3 - i 

V1 2 1 

(Eliáš, 1985) 

( 1 O O O ^ 

O l O O 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

2 - 3 31 - 2 3 

- 1 2 - 1 9 14 

0 0 3 - 2 

v O 0 - 4 3 i 

3 31 - 2 3 ^ 

2 - 1 9 14 

0 3 - 2 

0 - 4 3 i 

- 1 2 \ 

- 1 1 

3 - 6 

6 - 1 0 j 

O 0^ 

O O 

0 O 

1 1 

O l) 

A-1 

2 

- 1 

O 

O 
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15. Nalezněte adjungovanou matici A* k matici A. 

a) 

/ 

A* 

( 
\ 

- 2 

- 2 

3 

1 

/ 
b) A 

10 1 6 

1 1 1 

2 0 1 

1 

1 

- 2 

0 

\ 

- 1 

- 2 

2 

c) A 

3 1 0 

1 0 0 

2 3 1 

2 2 A 
5 1 2 

4 2 l y 

A 

6 0 3 2 

10 1 6 4 

1 1 1 1 

2 0 1 1 

1 6 4 0 3 2 0 3 2 0 3 2 

1 1 1 — 1 1 1 1 6 4 — 1 6 4 

0 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 

0 

6 0 3 

1 1 1 

2 0 1 

1 \ 

2 

0 

3 

6 0 3 

10 1 6 

2 0 1 

10 6 4 6 3 2 6 3 2 6 3 2 

1 1 1 1 1 1 — 10 6 4 10 6 4 

2 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1 1 

10 1 4 6 0 2 6 0 2 6 0 2 

1 1 1 — 1 1 1 10 1 4 — 10 1 4 

2 1 1 2 0 1 2 0 1 1 1 1 

6 0 3 

10 1 6 

1 1 1 

43 



d) A 

e) A 

(l 2 3 A 

0 1 2 3 

0 0 1 2 

1° 0 0 
V 

(l 0 1 °1 
0 1 0 1 

2 0 3 0 

1° 3 0 V 
16. Určete A 1 pomoci adjungované matice A*. 

a) 
{2 i ô ^ 

A = 1 3 1 

v
 2 v 

1. Nalezneme adjungovanou matici ,4*. 

3 1 1 0 1 0 

2 1 2 1 3 1 

A* 

1 3 

1 2 

2 1 

1 2 

1 1 2 0 2 0 

1 1 1 1 1 1 

2 1 

1 3 

1 

0 

- 1 

- 1 

2 

- 3 

i \ 

-2 

5 

2. Nalezneme determinant matice A např . pomoci Sarusova pravidla. 

detA 

2 1 0 

1 3 1 

1 2 1 

(6 + 0 + 1) - (0 + 4 + 1) = 2 

3. Pro matici A'1 pak plat í : A'1 = -Ár.A*, tj. A'1 = \ 

1 

0 

- 1 

- 1 1 \ 

2 - 2 

- 3 5 

44 



b) A 

c) A 

d) A 

e) A 

-2 3 

4 3 

1 

-2 

1 

-1 

2 

-1 

O 

O 

2 

3 

- 3 

1 

- 1 

- 2 

O 

\ 

(Dvořáková, 2016) 

17. Pro matice A , i? určete součin A B . 

í 1 

A 

\ 

- 2 

2 3 

2 - 1 

(Šimsová, 2009) 

2 \ 

-2 

1 y 

5 4 

2 3 

-3 - 2 

18. Vypočí te j te matici X = 3AT.2(A - E)-1 pro 

^2 0 1 0 ^ 

.4 
0 2 0 1 

2 0 4 0 

0 3 0 3J 
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19. Ověř te , že pro zadanou matici A 

pla t í rovnost (A T\-l (A -1\T 

2 

1 

1 

- 1 

- 2 

0 

1 

1 

1 

0 

-2 

0 

0 

o 

-1 

0 

1 

o 

- 1 

- 1 

- 1 

0 

2 

1 

-1 

-1 

0 

1 

1 

o 

0 

1 

1 

o 

- 1 

- 1 

\ 

20. Nalezněte matici p řechodu A od báze M k bázi M', jestliže 

a) M = { ( 2 , - 3 ) , ( - l , l ) } = { ď i , i £ } , 

M ' = { ( l , 0 ) , ( 0 , - 2 ) } = K * ľ 2 } 

jsou báze vektorového prostoru M 2 nad K , kde U\ = (2, —3), u2 = (—l,l),v[ = (1, 0), 

v2 = (0,-2). 

Podle Definice 1.4.3 m á m e : 

vi = auui + a21u2 

v~2 = CL12U1 + a22u2, tj. 

(1,0) = a i i ( 2 , - 3 ) + 0 2 i ( - l , l ) 

( 0 , - 2 ) = a 1 2 ( 2 , - 3 ) + a 2 2 ( - l , l ) 

Rozepsán ím těchto rovnost í dostaneme dvě soustavy lineárních rovnic se stejnou 

mat ic í soustavy, k teré můžeme řešit zároveň. 

1 = 2an — a 2 i 0 = 2 a i 2 — a22 

0 = — 3on + a 2 i —2 = —3ai 2 + a22 

Tedy 

2 

-3 

1 0 

0 - 2 

1 0 

3 - 4 

2 0 

0 1 

a J4 
- 1 

1 0 

0 1 

je hledanou mat ic í přechodu. 
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b) M = {(1,2,1), ( 2 , - 1 , 3 ) , ( -2 ,3 ,2 )} , 

M ' = { ( - 5 , 9 , 2 ) , ( 6 , - 1 0 , 5 ) , ( - 1 , 2 , 9 ) } 

Př i h ledání matice p řechodu A využijeme algoritmus za Vě tou 1.4.7. Uvažujme stan­

da rdn í bázi S. Souřadnice vektorů obou bází vzhledem k bázi S tvoří následující 

blokovou matici, pro kterou p la t í úvaha z p o z n á m k y za Vě tou 1.4.4, tedy m á m e : 

/ 

1 2 - 2 

2 - 1 3 

1 3 2 

1 2 - 2 

0 5 - 7 

0 0 - 2 7 

/ 

- 5 

9 

2 

- 5 

- 1 9 

- 5 4 

6 

- 1 0 

5 

6 • 

22 • 

- i
 ,

\ 

2 

9 

-i N 

-4 

V 

27 - 5 4 / V 

1 2 

0 5 

0 - 1 

1 2 - 2 

0 5 - 7 

0 0 1 

1 2 0 - 1 4 3 

0 5 0 - 5 15 10 

0 0 1 2 - 1 2 

\ / 1 o o 

0 1 o 

0 0 1 / v 

1 

- 1 

-2 

-7 

-4 

-5 

-19 

2 

- 2 

3 

Hledaná matice p řechodu A m á tvar A 

2 - 1 

1 - 2 - 1 \ 

- 1 3 2 

2 - 1 2 

c) M = {(1,2,0,0) , (0,1,1,0), (1,0, 0 , - 1 ) , ( 1 , 1 , - 1 , 1 ) } , 

M' = {(2, 2, 0, 0), (3, 3, - 1 , 0 ) , (2,4, 0,1), (2, 3 , 1 , - 1 ) } 

- 5 

-19 

- 7 

6 

22 

- 1 

- 1 

2 

2 

6 - 1 

22 - 4 

1 - 1 0 

- i \ 

- 4 

2 

(Horák, 2002) 

21. K báz ím M a M' z předchozích př ík ladů nalezněte matici p řechodu B od báze 

W k bázi M. 

a) M = { ( 2 , - 3 ) , ( - l , l ) } 

M' = {(1,0), (0 , -2 )} 

b) M = {(1,2,1), ( 2 , - 1 , 3 ) , ( -2 ,3 ,2)} 

M' = { ( - 5 , 9 , 2 ) , ( 6 , -10 ,5 ) , ( -1 ,2 ,9)} 
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Známe bázi M a M', dále známe matici p řechodu A od báze M k bázi M'. 

l i - 2 - 1 \ 

3 tj. matici 4̂ 

V 

2 

2 / 

Nyní podle Vě ty 1.4.6 stačí nalézt matici inverzní k matici A , kde B ~ A 1 . 

1 - 2 - 1 1 0 0 

- 1 3 2 0 1 0 

2 - 1 2 0 0 1 

/ i - 2 - 1 1 0 0 

0 1 1 1 1 0 

1° 0 - 1 5 3 - 1 

\ 1 - 2 

0 1 

/ V 

i o 

i i 

o 

o 

\ 

0 - 3 - 4 2 0 - 1 

\ / 1 - 2 0 - 4 - 3 

0 1 0 6 4 

0 0 1 - 5 - 3 V 

1 \ 

1 0 0 8 5 - 1 

0 1 0 6 4 - 1 

0 0 1 - 5 - 3 1 

— 1 \ 

/ 8 5 - 1 

6 4 - 1 

- 5 - 3 1 

Hledanou mat ic í p řechodu od báze M' k bázi M je matice B 

c) M = {(1,2,0,0) , (0,1,1,0), (1,0, 0 , - 1 ) , ( 1 , 1 , - 1 , 1 ) } , 

M ' = {(2, 2, 0, 0), (3, 3, - 1 , 0 ) , (2,4, 0,1), (2, 3 , 1 , - 1 ) } 

22. Jsou dány dvě báze M a M' a souřadnice vektoru x vzhledem k bázi M. Najdě te 

souřadnice vektoru x vzhledem k bázi M', jestliže 

a) M = {(1,1,1), ( 2 , - 1 , 2 ) , ( 3 , 1 , - 1 ) } , M ' = {(1,0,0), ( -1 ,0 ,2 ) , (0,1,1)} 

{ £ } M = ( 4 , 2 , - 2 ) 

K řešení využijeme vztah {X}M = {X}M'AT Z p o z n á m k y za Vě tou 1.4.6. 

I. Nejprve nalezneme matici p řechodu A od báze M k bázi M'. 

( 1 2 3 1 - 1 0 ^ ^ 1 2 3 1 - 1 0 \ 

1 - 1 1 0 0 1 0 3 2 1 - 1 - 1 

> 1 2 - 1 0 2 1 j v 0 0 4 1 - 3 - 1 / 

18 



4 8 0 

0 6 0 

0 0 4 

1 1 

3 

-1 

-1 

N ( 24 0 0 

0 6 0 

/ V 0 0 4 

-2 22 26 \ 
1 1 -1 

1 -3 -1 ) 

Tedy A = 

\ 

12 

1 
6 

1 
1 

/ 1 0 0 

0 1 0 

v 0 0 1 

11 
12 

13 
12 

\ 
1 
(i 

1 
6 

:s 
i 

1 
4 / 

1 1 1 13 
12 12 12 

1 1 1 
(i (i 6 

1 3 1 
1 4 4 

\ 

Pro tože h ledáme souřadnice vektoru x vzhledem k bázi M ' , tak plat í 

{x}M' — {X}M(A~1)T. Budeme tedy hledat matici A - 1 . 

1 11 13 i 
" 12 12 12 ± 

1 1 1 0 (i 6 6 0 

1 3 1 0 1 4 4 0 

-1 11 13 12 0 

0 12 12 12 6 

0 8 12 12 0 

-1 11 0 -1 

0 2 0 0 

0 0 1 1 

0 o 

1 o 

\ 

\ 

J 

13 

3 

-1 

V 

13 

-2 

1 

-1 

0 

0 

\ 

11 

2 

0 

/ 

11 

1 

-3 

13 

2 

-48 

-2 

0 

0 

13 

-1 

-1 

12 0 0 

0 6 0 

0 0 4 

\ 

7 
12 

2 

-48 

0 0 

2 0 

0 1 

-2 

0 

1 

0 0 

1 o 

48 -48 

-7 

3 

-1 

-4 

-2 

1 

/ 1 0 0 

0 1 o 

0 0 1 

2 

-1 

1 

Tedy 

{X}M> = {X}M-{Ä -1\T (4,2,-2). 

íl 0 1 \ 
7 3 -1 
2 2 

-1 

V -1 1 / 

(7,5,0) 
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II. Nalezneme matici p řechodu B od báze M' k bázi M. 

( 1 - 1 0 

0 0 1 

0 1 

o o 

\ í l -] 

1 - 1 

y 0 2 1 1 2 

/ 1 - 1 0 

0 o - 1 

1 - 1 

/ V 
0 0 1 1 

\ í l o o 

0 1 o 

0 0 1 

Z p o z n á m k y za Vě tou 1.4.6 m á m e : 

{x}M, = {x}M.BT = ( 4 , 2 , - 2 ) . 

2 - 1 

1 I 
0 § 

1 - 1 

i \ 

1 / 
2 \ 

- 1 

(7,5,0) 

III. Ze vztahu {Ô;}M = { X } M ' ^ 4 t plyne {x}^, = A 1{x}r^í. Podle poznámky 

za Vě tou 1.4.4 pak snadno určíme {x}^: 

( i 
12 

11 
12 

13 
12 4 ^ / - 1 11 13 48 

(A | {x}T

M) ~ 1 
6 

1 
6 

i 
6 2 1 1 - 1 12 

1 
V 4 

3 
4 

i 
4 -

2

 J \ 
1 - 3 - 1 - 8 

í - 1 11 13 48 \ / - 1 11 13 48 \ / -1 11 13 48 \ 

0 12 12 60 0 1 1 5 0 1 1 5 

\ 
0 8 12 40 

/ \ 
0 2 3 10 

/ \ 0 0 - 1 0 
/ 

/ _ 1 11 0 48 \ í 1 0 0 7 \ 

0 1 0 5 0 1 0 5 

0 0 1 0 
/ \ 

0 0 1 0 
/ 

Tedy {xM,} = (7,5,0). 

M = {(2,1), (3,2)}, M' = {(2,2), ( -1 ,0)} 

{%M} = (1,3) 

M = {(1,1), ( 2 , - 1 ) } , M ' = { (1 ,0 ) , ( -1 ,2 )} 

{ f M } = (4,2) 
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d) M = { ( 3 , 1 , - 1 ) , (2,3,1), ( 1 , - 2 , - 3 ) } , M ' = {(1,2,2), (1,3,5), (1,2,3)} 

{xM} = ( 2 , 0 , - 1 ) 

(Olšák, 2013) 

23. Z mat icových rovnic vyjádře te neznámou matici X. 

a) 3A + 2X = B - AC 

Řešení: 

3A + 2X = B-AC 

2X = B - AC - 3A 

X = \{B-AC -3A) 

b) X A - A = E 

Řešení: 

X A - A = E 

XA = E + A 

X = {E + A)A~1 

c) 3AT - \ X = 2B 

d) 3 X + £ = 2,4 

e) BT-2X + 3E = AT - B 

f) AXA-1 = E 

g) AX = BX + C 

h) AX + X + A = 0 

i) X = X A + B 

j) X A — (X — B) B 

k) X A - E = 2X + A 

(Dvořáková,2016) 
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3 4 

1 - 3 

24. Nalezněte matici X. 

a) BX = BAC pro A •-

Řešení: 

BX = BAC 

X = B^BAC, tedy X = AC 

B 
6 - 1 

ô 3 

3 4 

I - 3 

C 

4 - 2 

-1 5 

4 

-1 

•2 

5 

14 

-17 

b) £ X A = ( 7 p r o , 4 

/ 

c) X A — B pro A 

-3 

5 

1 1 

2 ) B = ľ ^ < 
3 / V 3 2 

-2 

3 

- i \ 

2 1 0 

1 - 1 1 

/ 2 

1 - 1 3 

4 3 2 

1 - 2 5 J 

d) ATXB = C pro A 

\ 1 

3 - 3 -2 0 
e) X i 4 = B - 3 £ pro A = I I, B 

1 8 / \ 2 I 

/ l - 2 \ 

f) ATAX = ATB pro A 

(Šimsová, 2009) 

2 7 

3 - 5 

B 

I 2 \ 

2 

V"
4

 / 

4 

-1 

4 5 \ 
í9 7 

"1 í 2 0 

- 5 - 7 1 1 2 , c = 18 12 

2 3 
) l 1 1 V ,23 15 

25. Najdě te matici A l ineárního zobrazení (p, definovaného takto: 

V / ( x ) : ip(f(x)) = f (x) vzhledem k báz ím M a M ' , jestliže: 

a) ip : M 4[x] -> R3[x] 

M — {x}x
2 + x,2x2 — l,x3 + x 2 , x 4 + 3x} je báze prostom M 4 [x] . 

M ' = {1 — x, x3 — x + 3, —x2 — x, x3 — 2x + 1} je báze prostom M.a[x] 
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b) y? : R3[x] ^R2[x] 

M = {x + 2, x2, x2 + 1, x3 — 3x} je báze prostom Ma[x]. 

M' = { l , x + l , x 2 } j e báze prostom I ^ M -

c) (f : R4[x] -»• R3[x] 

M = {3, 2x + 1, x2 + x, x3 — x, x 4 } je báze prostom M 4 [x] . 

M' = {2, 3x + 1, 2x 2 - 2, x 3 } je báze prostom R3[x\. 

Řešení: 

a) (f : WU[x] -»• R3[x] 

M = {x, x 2 + x, 2 x 2 — 1, x 3 + x 2 , x 4 + 3x} je báze prostom M 4 [x] . 

M' = {1 — x, x 3 — x + 3, —x 2 — x, x 3 — 2x + 1} je báze prostom ^ [ x ] . 

Postupovat při h ledání matice l ineárního zobrazení tp budeme pomoci algoritmu 

uvedeného v poznámce za Vě tou 1.6.8. 

Nejprve nalezneme obrazy vektorů báze M v zobrazení ip. 

<p(x) = 1 

y?(x2 + x) = 2x + 1 

^ ( 2 x 2 - 1) = 4x 

y?(x3 + x 2 ) = 3 x 2 + 2x 

ip(x4 + 3x) = 4 x 3 + 3 

Nalezneme souřadnice obrazů vektorů báze M ve s t a n d a r d n í bázi S = {1, x, x 2 , x 3 } . 

M x ) } 5 = (i,o,o,o) 

M x 2 + x ) } 5 = (1,2,0,0) 

M 2 x 2 - 1 ) } 5 = (0 ,4 ,0,0) 

M x 3 + x 2 ) } 5 = (0,2 ,3 ,0) 

M x 4 + 3 x ) } 5 = (3 ,0 ,0 ,4) 

Nalezneme souřadnice vektorů báze M' vzhledem k bázi S. 

{ l - x } 5 = ( 1 , - 1 , 0 , 0 ) 

{ x 3 - x + 3 } 5 = ( 3 , - 1 , 0 , 1 ) 

{-x2 - x } s = ( 0 , - 1 , - 1 , 0 ) 

{ x 3 - 2 x + l } 5 = ( l , - 2 , 0 , l ) 
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Do sloupců matice zapíšeme souřadnice vektorů báze M' vzhledem k bázi S a vpravo 

od svislé čáry napíšeme do sloupců souřadnice obrazů vektorů báze M vzhledem k 

bázi S. Ma t i c i pak uprav íme na tvar (E \ A), kde A je matice l ineárního zobrazení 

tp vzhledem k báz ím M a M'. 

1 

0 

/ 1 3 0 1 1 1 0 0 

- 1 - 1 - 1 - 2 0 2 4 2 0 

0 0 - 1 0 0 0 0 3 0 

\ 0 1 0 1 0 0 0 0 

íl 3 0 1 1 1 0 0 3 

0 2 - 1 - 1 1 3 4 2 3 

0 0 1 0 0 0 0 - 3 0 

{ o 0 - 1 - 3 1 3 4 2 - 5 

1 3 0 1 

0 2 - 1 - 1 

0 0 1 0 

0 1 0 1 

/ 1 3 0 1 

0 2 - 1 - 1 

1 1 0 0 3 

1 3 4 2 3 

\ 

/ 

3 9 

0 6 

0 0 

0 0 

0 0 

- 3 0 

1 0 

0 1 

0 0 

0 0 

4 6 4 - 1 4 \ 

2 6 8 7 14 

0 0 0 - 3 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

2 

1 

0 

á l 5 . 
3 3 3 / 

_ 1 4 \ 
3 3 

_ I 1 
3 3 

0 - 3 0 

_ ! _ l _ á 
3 3 

0 0 0 

0 0 0 - 3 

^ 3 9 0 0 

0 6 0 0 

0 0 0 - 3 0 

0 0 0 0 4 

1 1 0 0 3 ^ 

1 3 4 2 3 

0 0 0 - 3 0 

1 3 4 - 1 - 5 

4 6 4 - 1 4 

2 6 8 - 2 14 

/ 

0 0 1 

v 0 0 0 

1 0 0 0 

0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

0 0 0 -3 0 

3 / 
1 1 8 2 17 
3 1 3 3 3 
1 1 1 1 7 
3 1 3 3 3 

0 0 0 - 3 0 

1 - 1 4 i 5 
3 - 1 3 3 3 

/ 

Hledanou mat ic í A l ineárního robrazení (p je A 

1 - 3 - 8 2 - 1 7 

1 3 4 - 1 7 

0 0 0 - 9 0 

- 1 - 3 - 4 1 5 
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Kapitola 3 

Výsledky 

l\ 3 0 

0 - 4 2 

0 0 2 

0 0 

\o o 

Ui 1 - 1 \ 

0 5 - 1 

0 0 1 

2 

-2 

6 

0 44 

0 0 

/ 

A 

A 

\ 

1 0 0 

15 8i 0 

3 i 3i J 

0 0 0 
°1 

- 6 0 0 0 

- 1 - 1 0 0 

0 1 1 0 

1 2 1 v 

í° - 1 6 - 2 
2) 

íl 0 0 o \ 

II. A = 0 0 10 1 ,A = 3 5 0 0 

1° 0 0 V l 2 - 1 - 1 2 

9 - 17i 1 - 6i 

0 - i 

0 0 

\ 0 

2 

1 — 6i J 

1 

i 

3 + i 

0 

- 1 - i 

- 3 + i 

b) A 
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c) A 

O l \ 

2 1 
2 L 

3 2 

2 4y 

+ 
i 

"2 

O 

o - 1 

o \ o 

2 -1 

O 2 

- 2 oy 

b) A 

c) ,4 

/ cos x sm x 

0 

0 

(srna; 

0 

2i 1 

0 - 1 

0 o 

o o 

cos a; sm x 

sin 2x 1 

sin 2x(2 — 3 cos x) 1 — 3cosxy 

2 + i N 

4 + 7 i 

, tedy h(A) = 3. 

10 - 2 i 

0 

, tedy h(Ä) = 3 

b) h(A) = 2 pro (a = 3 , b = 2) V (a = - 5 , 6 = 2 ) . 

Nebo / i ( i 4 ) = 3 pro (a ^ 3 , a ^ - 5 , 6 ^ 2 ) . 

c) h(Ä) = 3 pro každé a, b E M.. 

d) / i ( i 4 ) = 2 pro (a = 0, 6 = 3 ) . 

Nebo h(A) = 3 pro (a = 0, b ± 3) V (a ^ 0, 6 = 3 ) . 

Nebo / i ( i 4 ) = 4 pro (a ^ 0, 6 ^ 3 ) . 

6. 

b) AB 

í 

c) 

0 81 39 5 

.5 42 3 - 1 5 

10 11 15 17 37 

10 13 15 17 34 

4 1 4 11 21 

9 7 6 13 28 

, BA neexistuje 

BA neexistuje 
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/ 

d) AB = (55) , BA 

e) AB 

í 

1 2 3 4 5 ^ 

2 4 6 8 10 

3 6 9 12 15 

4 8 12 16 20 

5 10 15 20 25y 

- 2 + 4« - 1 + 3« 2 + 2« 

6 + 8« 5 +5i 6-2i 

3 - i 2 - i -2i 

BA -2 +4i 5 +5i -2i) 

b) h(Ä) = 2, h(B) = 3 a h(AB) = 3, součin BA neexistuje 

c) h(A) = 2, h{B) = 2, h{AB) = 2 a h{BA) = 2 

d) h(A) = 2, h(B) = 2 a / i ( B A ) = 2, součin neexistuje 

8. 

b) ABC 
-2 

3 - 1 

6 19 

57 -35 

A 2 +4i -7 +5i 8 + 12i 

-19 -3i -4 +i 14 + 6« 

y - 1 + 3 « - 3 + 7« 14 + 4«y 

9. 

b) (A + B)(A + Bf 

76 59 44 

59 73 50 

44 50 56 

\ 

c) A(BT + C) 

d) ( 5 T + C ) ^ l 

24 16 - 3 \ 

5 5 3 

11 7 9 / 

20 2 -12 18 

5 2 - 6 15 

17 4 - 9 8 

8 0 - 9 25 
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10. 

b) AS-3A2-5A 

13 13 0 28^ 

21 9 14 27 

4 39 - 1 9 45 

4 10 4 32y 

11. 

b) Důkaz. Tvrzení dokážeme opět pomocí ma tema t i cké indukce. 

1. pro n—l: 

1 a c 

0 1 6 

0 0 1 

\ 1 
(\ a f ( l - l ) + cA 

0 1 

0 0 

2. P ředpokláde jme , že 

1 a c 

0 1 b 

V°
 0 1  

n > 1 ( indukční p ředpok lad) . 

1 a c 

0 1 b 

0 0 1 

\ 

tj- L = P 

íl na ^f{n-l)+nc\ 

0 1 

0 0 

nb 

1 

pla t í pro 

12. 

Dokážeme, že tvrzení p la t í pro n + 1, tj. že p la t í 

íl a c\n+1 (l (n + l)a ^ ^ n + (n + l ) c ^ 

0 1 b 

0 0 1 

/ 

Pak 

1 a c 

0 1 b 

\ 0 0 1 

71+1 

0 1 

o o 

/ 
1 1 a c 

0 1 b 

\0 0 1 

n + 1)6 

1 

l\ a c\ 

0 1 b 

0 0 1 

íl na ^(n-l)+nc\ íl a cA 

0 1 

0 0 

77,6 

1 

0 1 b 

0 0 1 

Tedy tvrzení p la t í pro každé n G Z"1 

, 0 0 

a) Např . : A = | | , ^ 
0 0, 

A 

(l (n + l)a {^^n + (n + l)c 

0 1 ( n + 1 ) 6 

0 0 1 

• 
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b) Např . : A 

c) Např . : A 

i 

v ' \ 

(l i / 

13. 

b) A-

c) A-

d) A-

e) A-

14. 

c) 

d) A~ 

-1 

-2 

-3 

3 

-4 

1 

2 

3 

0 

-1 

2 

1 

- 1 

-1 

-2 

0 

1 

- i \ 

0 

2 

i \ 
3 
1 
2 

1 

3 

0 

-1 

3 

4 

1 

-2 

f 1 0 o \ 

b) A - 1 = - 3 1 0 

l 9 - 3 v 
/ 3 0 1 

- 2 2 - 2 1 

0 2 - 3 2 

v - 1 1 - 2 V 

/ i 0 0 0 0 \ 

- i 1 0 0 0 

0 - 1 1 0 0 

- 5 4 - 1 1 - 1 

V 1 - 1 - 1 0 1 / 
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15. 

b) A* 

c) A* 

d) A* 

e) A* 

16. 

í0 - 1 0 \ 
- 1 3 0 

V 3 - 7 - 1 / 

(-3 0 3 \ 
3 - 2 1 

V 6 4 - 8 / 

íl . - 2 1 0 

0 1 - 2 1 

0 0 1 - 2 

v° 0 0 1 J 

(-3 0 1 0 

0 2 0 - 1 

2 0 - 1 0 

V 0 - 3 0 1 

1 ( 3 - 3 ) 
18 

--4 - 2 

d) A 1 neexistuje, pro tože detA = 0 

e) A-

íl - 1 
3) 

0 1 1 

v° 0 v 

f-1 0 

17. A - 1 ^ 1 D - l 

5 \ 
3 
4 
3 



18. X 

í 78 0 -30 o \ 

0 78 0 0 

-30 0 12 0 

v 
0 0 0 v 

íl 0 1 

19. {AT)~l = {A-l)T = 

A 

20. 

0 1 1 1 0 1 

1 0 0 1 1 1 

0 1 1 0 1 0 

1 0 1 1 1 1 

0 1 0 1 0 0 

b) A 

c) A 

- 1 

- 3 

0 1 1 1 

1 0 1 1 

1 1 0 1 

1 1 1 

21. 

b) B 

c) B = 

- 2 

1 

1 

1 

1 

-2 

1 

1 

22. 

b) { £ M ' } = ! (7 , -8) 

c) {xM'} = (9,1) 

d) { Í M , } = (2 , -6 ,9 ) 

/ 

Gl 



23. 

c) X = 6AT - 4B 

d) X = \{2A-E) 

e) X = \{BT + SE-AT + B) 

f) X = E 

g) X = (A - B)~lC 

h) X = -(4 + £)-M 

i) X = A ) " 1 

j) X = J B 2 ( J B - y l ) - 1 

k) X = (A + J E ; ) ( y l - 2 J B ) - 1 

24. 

b) X = S ^ C M " 1 = 

c) X = BA-

- 24 13 

[ - 3 4 18 

(-3 2 0 \ 

- 4 5 - 2 

[~5 3 0 / 
(l 1 l \ 

d) X = ( A ^ ^ C S " 1 = 1 2 3 

2 3 1 

e) X = (B- 3E)A~1 = 16 
-3 6 

14 4^ 

f) A T A = C, kde C je čtvercová matice, k te rá by měla být regulární . Dos táváme 

-378 

402 
vztah CX = ATBJ tedy X = C~1ATB = ^ 

02 



25. 

íl 2 -2 - 3 \ 

b) A = 0 2 2 0 

1° 0 0 3 / 

í° 1 1 
íi 1 °1 

0 0 2 0 0 
c) A = 3 

0 0 0 3 
2 0 

1° 0 0 0 
4J 
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Závěr 

Cílem bakalářské práce bylo vytvoření sbírky úloh z teorie matic, k t e rá bude obsaho­

vat přehledně zpracovanou teorii, vzorově řešené př ík lady a sbírku úloh s výsledky. 

Domnívám se, že s tanovený cíl byl splněn. Vytvoři la jsem sbírku, k t e r á obsahuje 

t éměř 100 př ík ladů, z nich je 23 vzorově vyřešeno a u os ta tn ích jsou uvedeny vý­

sledky. Více než 40 př ík ladů jsem vymyslela sama a další jsem převzala z literatury 

uvedené v seznamu literatury. Všechny př ík lady jsem samos ta tně spočí ta la a vý­

sledky jsou tedy au to r ským řešením. 

Díky bakalářské práci jsem si prohloubila a upevnila znalosti z oblasti l ineární al­

gebry týkajících se matic. V ý z n a m n ý m přínosem, pro m ě osobně, bylo velké zdoko­

nalení se v psaní ma tema t i ckých t e x t ů v programu L a T e X , ve k te rém je celá práce 

napsána . 

Sbírka úloh z teorie matic by se mohla využí t při výuce rozšiřujícího učiva mate­

matiky na s t ředních školách, předevš ím gymnáziích, v rámci hodin ma tema t i ckých 

seminářů a dále v prvních ročnících vysokých škol zaměřených na matematiku, in­

formatiku nebo j iné technické obory, kde jsou znalosti z teorie matic žádoucí . 
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