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Seznam pouzitych oznaceni a symbolii

|AB| ... vzdélenost bodu A od bodu B
... prazdna mnozina

. mnozina vsech prirozenych c¢isel

. mnozina vsech celych ¢isel

. mnozina vsech racionalnich ¢isel

7o N2z =

. mnozina vsech realnych cisel

S ... mnozina vSech sudych prirozenych c¢isel
AU B...sjednoceni mnozin A a B

AN B...pranik mnozin A a B

A\ B...rozdil mnozin A a B

A C B... A je podmnozinou mnoziny B

A C B... A je vlastni podmnozinou mnoziny B
P(A) ... potenéni mnozina mnoziny A

A x B... kartézsky soucin mnozin A a B
R ... binarni relace

a € A...ajeprvkem mnoziny A

= ... implikace

A ... konjunkce

~ ... ekvivalence

~, =, =, <, = ...symboly slouzici k porovnani mohutnosti mnozin
3... existen¢ni kvantifikdtor (,existuje*)
V... obecny kvantifikdtor (,,pro vSechna®)
card A ... kardinélni ¢islo mnoziny A

No, Nq, ..... transfinitni kardinalni ¢isla

00 . . . nekonec¢no

lim, ., f(x) ... limita funkce f v bodé a

- . o
{¢;}32, ... nekoneéna posloupnost ¢isel ¢;



Uvod

Téma ,,Jak velké je nekonecno?* jsem si zvolila, protoze je to velice zajimava,
avsak obcas pro nékteré tézko pochopitelna oblast matematiky. Studenti se velice
casto dopousti chybnych vypocti, protoze s nekonecény zachézeji jako s ,,obycej-
nymi“ c¢isly. Po precteni této prace si uvédomi, jakych chyb se dopousti a bude
pro né jednodussi se téchto chyb vyvarovat.

Vétsina z nas se jiz s pojmem nekonecno, jak v matematickych, tak i v riznych
filozofickych disciplinach setkala. S timto pojmem se mtizeme stfetnout i v bézném
zivoté, aniz bychom si to uvédomovali. Kazdy z nés si jiz urcité nejednou pomyslel,
jak je to cekani nekonecné, ze vesmir je nekonecny apod. V této praci si osvétlime,
jak je to s nekonecnem z matematického hlediska.

Hlavnim cilem tedy bude vysvétleni, co to vlastné ,nekonec¢no® je. Tato prace
bude slouzit jako dopliikovy studijni material pro studenty, ktefi dostatecné ne-
rozumi problematice nekonec¢nych mnozin a chtéji zdokonalit své znalosti v této
oblasti.

Prvni kapitola néas seznami s historii pojmu nekonecno, a to od starovéku az
po soucasnost. Uvidime, jak se pojeti nekonecna v pribéhu casu zménilo. Také
je zde zminka o vyznamnych matematicich a o pocatcich teorie mnozin.

Druhé kapitola nas seznami s dilezitymi pojmy, které s teorii mnozin souvisi,
a jejichz znalost je k pochopeni nekonec¢na zcela nezbytna. S témito pojmy se
bude déle pracovat v nasledujicich kapitolach.

Tteti a ¢tvrta kapitola jiz pojednava o nekonecnych mnozinach. Ve treti ka-
pitole je ukazano, jakym zptsobem se nekonecnd mnozina muze sestrojit. Dale
je zde vysvétleno, jak se porovnavaji velikosti mnozin a proc¢ nejsou vsechna ne-
kone¢na stejné velka. Ve ¢tvrté kapitole bude ukazano, jak se pocita s vyrazy
obsahujici nekonecno.

V textu budeme uzivat symbol [ pro oznaceni konce dikazu a symbol A pro

oznaceni konce prikladu.



1 Historicky avod

V této kapitole si predstavime nejstarsi historii pojmu nekonecno a také vy-
znacné matematiky, zejména Bernarda Bolzana a George Cantora, kteri se neko-
necnem zabyvali. Dale také uvidime, jak se chapani pojmu nekonec¢no v prubéhu
¢asu ménilo.

Pti zpracovavani této kapitoly byly vyuzity zdroje [1], [4], [8], [9], [10], [11] a
[16].

1.1 Historie pojmu nekonec¢no
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Obrazek 1: Achilles a zelva. Pfevzato z [12].

Historie pojmu nekone¢no saha az do 5. stol. pf. n. L., kdy zil vyznamny
filosof Zendn. Zenodn se zabyval nekonecnem a diky nému vznikly tzv. Zenonovy
paradoxy. Témito paradoxy reagoval na vSeobecné prijimand tvrzeni, ze pii s¢itani
nekoneéné mnoha veli¢in je vysledek velky, tak jak my chceme (i kdyby byla
kazda veli¢ina nekoneéné mald). P¥i nekone¢ném séitani nul dostavame opét nulu.
Jednim z paradoxt byla na ptiklad tloha o zelvé a Achillovi. Achilles a zelva spolu
zavodi, avsak Achilles je mnohem rychlejsi nez zelva, proto mé zelva na zacatku
naskok. Achilles tedy startuje z daného bodu A a Zelva startuje z bodu P viz
obrazek 2. Achilles se snazi zelvu dohonit.

Presné znéni paradoxu je nasledujici:

,Achilles a Zelva se pohybuji pfimocafe v témze sméru. Achilles je
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A P

Obrazek 2: Start zavodu

mnohem rychlejsi nez zelva, avSak aby ji dohonil, musi nejprve projit
bodem P, z néhoz zelva vysla. V okamziku kdy dostihl bodu P, po-
stoupila jiz zelva k bodu P1. Achilles vSak nemtze chytit zelvu, aniz
by prosel bodem P1, avsak zelva zatim postoupi do nového bodu P2.
Je-1i Achilles v P2, Zelva zatim dosahne dalstho bodu P3, atd. Achilles

tedy nemutze dohonit zelvu.“

Tohoto poznatku vyuzivalo mnoho velkych matematikii, mezi prvni z nich pa-
tfil Eudoxos (4. stol. pf. n. 1. ) se svoji ,exhaustivni“ metodou (prvni forma teorie
limit). Diky této metodé bylo mozné pocitat obsahy riznych ttvart, predevsim

kruht. Eudoxova véta:

,PT1 postupu v némz od néjaké veliciny M odecitame nejprve veli¢inu
vétsi nez je polovina M, pak od zbytku opét odecteme velicinu vétsi
nez jeho polovina atd., dostavame vzdy po dostatecné velkém poctu
krokii zbytek mensi nez libovolna predem dand veli¢ina. To tedy zna-

mend, ze zbyvajici (nevycerpané) ¢asti lze dle libosti zménsit.“

Matematickd teorie byla ve stfedovéku rozvijena zejména filosofy. Zabyvali
se také nekonecnosti, k ¢emuz je vedlo zejména Platénovo a Aristotelovo uceni
(4. stol. pf. n. 1.). Mezi vyznamné filosofy patfil napiiklad Origenes (3. stol.) nebo
Augustin (5. stol.), ktefi jiz v této dobé pfisli s tvahami o aktualnim nekoneénu.
Dalsim vyznamnym filosofem byl Tomas Akvinsky (13. stol.). Ten zastaval nazor,

ze usecka se sklada z mensich tsecek, které maji opét vlastnosti tisecky, tudiz ne-
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existuje nejmensi tsecka. Na zakladé této ivahy plati, ze nekonecno je nekonecné

délitelné.
1.1.1 Potencialni a aktualni nekoneéno

Pojeti nekonecna je dvoji, a to potencialni a aktualni. Nyni si presnéji vysvét-
lime, co si pod témito pojmy mame predstavit.

Nekonec¢no, s nimz pracovali matematici drive, bylo nazyvano jako potenci-
alni. V pripadé potencidlniho nekonecna mluvime o neukonceném procesu, avsak
pohybujeme se v ,konecnu“. Ke kazdému ¢islu mizeme napsat dalsi ¢islo a nao-
pak i velice malé ¢islo mizeme vzdy rozdélit na nenulové poloviny, setkavame se
tedy s néjakym nekonec¢nym pokracovanim.

Pojeti nekonecna se zménilo az v 19. stoleti. Do této doby se nenasel nikdo,
kdo by aktualni nekonecno podrobnéji studoval. Obcas se o ném objevila néjaka
uvaha, ktera vSak od jeho zkoumaéani spisSe odrazovala. V 19. stoleti se jim zaby-
val Cesky védéc Bernard Bolzano, ktery napomohl vzniku aktualniho nekonecna.
Aktudalni nekonecno je chapano jako nekonecny celek. Vime, ze ve vyjmenovavani
prirozenych ¢isel mizeme neustale pokracovat. At vyslovime jakékoliv ¢islo, tak
vzdy za nim nalezneme neomezené mnozstvi dalsich prirozenych cisel. Matematici
se smifili s tim, zZe nelze vytvorit jejich uplny seznam a vyfesili to tak, ze zacali
mnozinu prirozenych c¢isel brat, jako by to byl jiz hotovy, uzavieny celek, ktery
obsahuje neomezené mnozstvi ¢isel. Aktudlni nekonecno tedy vyjadfuje néjaky

nekonecny celek, ktery jiz existuje.

1.2 Bernard Bolzano

1.2.1  Zivot a dilo

Bernard Bolzano byl vyznamny matematik, ktery se narodil v Praze roku
1781, béhem svého zivota byl profesorem na prazské univerzité. Bolzano vyu-
¢oval nabozenstvi a oficialné nebyl povazovan za matematika, protoze byl spise
samotarsky typ a veskerou matematickou teorii si nastudoval sdm. Béhem svého

zivota vydal nékolik praci, naptiklad Binomicka véta (1816), Ryze analyticky du-



kaz (1816), avSak stézejnim dilem byla kniha, kterd byla vyddna az posmrtné,
s nazvem Paradoxy nekonecna (1851). Tento vyznamny matematik zemfel roku

1848.

1.2.2 Paradoxy nekonecna

V Paradoxech nekonecna se Bolzano zabyval nekoneénymi mnozinami. Autor
poukazuje na to, ze v jeho dobé bylo mnoho védct, ktefi existenci nekonecna
popirali riznymi tvrzenimi. Bolzano tato tvrzeni vyvracel. Ptiklad tvrzeni, jez

nekonec¢no popiralo:

,Nekonecno nemiize existovat, protoze nekonec¢nd mnozina nemuze
byt nikdy sjednocena v celek, nemtze byt nikdy myslenim obsah-

nuta.

Tento vyrok, ktery vznikl na zakladé myslenky, ze k existenci celku A B,C,..
je nejprve potieba mit o kazdém prvku tohoto celku urcitou predstavu, vyvratil
pomoci tlohy o obyvatelich vétstho mésta. Toto mésto miizeme chapat jako jeden
velky celek slozeny z jednotlivych obyvatel (prvky celku), aniz bychom museli mit
predstavu o kazdém obyvateli zvI&st.

Bolzano v tomto dile pfisel s myslenkou, Ze mnozina vsech prirozenych, a
dokonce i celych cisel je nekonecna. Neékteri vSak toto tvrzeni neprijimali a pova-
zovali ho za paradox. AvSak Bolzano dokazal jednoduchymi tivahami, za pomoci
pfirozenych &isel, ze toto tvrzeni je pravdivé. Rada 1, 2, 3, 4, ... v tomto uspo-
toho vyvodil, Ze i mnozina vsech veli¢in, které predstavovaly celd ¢isla, zlomky i
iracionalni vyrazy, je nekonecna.

V této knize se také zabyval vztahy mezi nekonecny. Prisel s tvahou, zZe
vSechna nekonecna nejsou stejné velka. Toto tvrzeni ilustruje (vysvétluje) pomoci
dvou poloptfimek. Poloptimka, kterd zac¢ind v bodé A a pokracuje do nekonec¢na,
je vétsi (pfip. ménsi) o tsek |AB| nez poloptimka, kterd méa pocatek v bodé B.

Dale také prisel s nasledujici myslenkou. Méjme dany dvé uzaviené mnoziny

C,D C R obsahujici nekoneény pocet prvki a necht C' C D. V této situaci
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by bylo pfirozené fici, Zze v mnoziné D je vice prvki nez v jeji podmnoziné C'.
Bolzano ale ukazal, ze prvky lezici v mnoziné C' lze spojit do dvojic s prvky z
mnoziny D tak, ze zadny prvek z C' ani D nebude osamocen a zaroven se ani
jeden prvek nebude vyskytovat ve vice dvojicich. Tim vlastné zjistime, ze maji
obé mnoziny stejny pocet prvki. Toto tvrzeni lze jednoduse ilustrovat nasledujici
uvahou. Méjme nekonecné mnoziny C' = (0,6) a D = (0, 10), tj. plati C C D.
Nyni lze pomoci rovnice 6y = 10z, kde x € (0,6) a y € (0,10) utvorit dvojice, v
nichz se kazda hodnota vyskytuje pravé jednou.

Diky dilu Paradoxy nekonec¢na je Bernard Bolzano povazovan za predchidce

Cantorovy teorie mnozin.

1.3 Pocatky teorie mnozZin

Dalsi vyznamnou osobnosti je George Cantor. George Cantor (1845-1918) byl
vyznamny veédec, ktery se do povédomi vefejnosti zapsal jako tviirce teorie mno-
zin. Jeho prace, ve kterych se zabyval touto problematikou, zacaly vychéazet v
roce 1873. Cantor zavedl do oblasti matematiky tplné nové odvétvi. V chapani
nekonecna navazal na svatého Augustina, o nekonecénu premyslel jako o aktual-
nim, tj. o nekonec¢nu udavajicim velikost. Diky tomu, Ze chapal nekonec¢no jinym
zpusobem, nez tomu bylo doposud, mohl zavést tzv. transfinitni kardinalni ¢isla.
Nejmensi nazval Alef nula (). Také nasel zpisob usporadani nekone¢nych mno-
zin a zavedl pojem mohutnosti mnoziny.

Tyto nové zavedené teorie a pojmy meély zpocatku velké mnozstvi odpircti.
Mezi nejvétsi odptirce patfil L. Kronecker (1823-1891), ktery se zabyval teori
¢isel. Teorie mnozin byla v roce 1901 rozsifend o teorii miry, kterou vytvoril
vyznamny matematik H. L. Lebesgue (1875-1941). Od tohoto roku zacala byt
Cantorova teorie prijimana mezi matematiky, hrala totiz vyznamnou roli v teorii
realnych funkci.

V této dobé zacalo vznikat mnoho paradoxti, kterymi matematici chtéli po-
ukazat na urc¢ité neodstatky v Cantorové teorii mnozin, coz vedlo ke krizi teorie

mnozin. Velice dilezitym paradoxem byl tzv. Russelliv paradox.
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,Je-li soubor vSech objektti, které maji urcitou vlastnost, mnozina,
uvazujeme mnozinu vSech mnozin, které nejsou obsazeny samy v sobé

jako prvek.”

Tento paradox lze interpretovat do praxe naptiklad pomoci tlohy o holici,
ktery holi vSechny muze, kteii se neholi sami. Nyni nam nastava otazka, zda
holi¢ holi i sdm sebe. Pokud se sdam holi, tak nam z toho vyplyva, ze se holit
nemuze, protoze holi jen ty co se sami neholi. A naopak, pokud se sdm neholi,
tak se mtze holit. Tudiz se dostavame do nefesitelné situace.

V této ,krizi“ hrala vyznamnou roli axiomatickd metoda budovani teorie mno-
zin, diky které nastala moznost odstranit paradoxy. Vyznamnym védcem byl
E. Zermelo (1871-1953) a jeho axiomaticky systém teorie mnozin, v némz odmita
veskeré spory plynouci ze znamych paradoxi. Zermelovu teorii doplnil A. A. Fra-
enkel (1891-1965), diky nim vznikla Zermelova a Fraenkelova teorie mnozin. Za
zminku také stoji dalsi teorie mnozin, ktera zacala postupné vznikat, a to Gode-

lova a Bernaysova teorie mnozin.
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2 Zakladni pojmy teorie mnozin

Tato kapitola slouzi jako tvod do teorie mnozin, jsou zde vysvétleny zakladni
pojmy, které budeme pozdéji potiebovat.

Vypracovani této kapitoly bylo provedeno pomoci zdroji [3] a [7].

2.1 Mnoziny

Definice 2.1. MnoZinou A nazyvame soubor objekti, pficemz o kazdém objektu
jsme schopni rozhodnout, zda do mnoziny A patfi nebo nepatii. Pokud objekt
a patil do mnoziny A, znac¢ime a € A. Mnozinu, ktera neobsahuje zadny objekt

(prvek), nazyvame prazdnd mnoZina a je oznacovana symbolem ().

Dale uvedeme zakladni typy mnozin. Mnoziny rozliSujeme na konec¢né a ne-
konec¢né. Konecna mnozina je takova, ktera ma konecny pocet prvki. Mnoziny s

nekonec¢nym mnozstvim prvkl se nazyvaji nekonecné.

»,

Pro nékteré vyznacné Ciselné mnoziny pouzivame nasledujici oznaceni:
N ... mnozina vSech pfirozenych ¢isel {1,2,3, ...}

Z ... mnozina vsech celych ¢isel {...,—1,0,1,...}

Q ... mnozina vSech racionalnich ¢isel, tj. mnozina vsech cisel, které lze zapsat
jako zlomek ve tvaru g, kde x,y € Z,y # 0 a navic jsou ¢isla x, y nesoudélna

R ... mnozina vSech realnych ¢isel, tj. mnozina vsech racionalnich ¢isel rozsitena

o Cisla iraciondlni (¢isla, kterd nemtzeme zapsat ve tvaru zlomku pt.: m,e)

2.2 Operace s mnozZinami

Nyni, kdyz mame zavedené mnoziny a pojmy s nimi souvisejici, je také dilezité

se seznamit se zakladnimi operacemi, které na mnozinach mizeme provadét.

Definice 2.2. Sjednocenim mnozin A a B nazyvame mnozinu obsahujici vSechny

prvky, které patii alespon do jedné z mnozin A a B. Oznacujeme AU B.
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Poznamka 2.1. Operaci sjednoceni muzeme rozsifit na koneény pocet mnozin
Ay, Ay, ..o A, o n € N | resp. nekonecny pocet mnozin Aj, As, . ... Oznacujeme

AJUAU...UA, = A, resp. A1 U AU ... = U2, A

n=1

Definice 2.3. Prinikem mnozin A a B nazyvame mnozinu obsahujici vSechny

prvky, které patii do mnoziny A a zaroven do mnoziny B. Oznacujeme AN B.

Poznamka 2.2. Operaci prunik mizeme rozsifit na koneény pocet

mnozin Ay, As,... A, , n € N, resp. nekonecny pocet mnozin A;, As,.... Ozna-
¢ujeme Ay N Ay N...NA, = A, resp. A N AN .. = (02, A,

Definice 2.4. Rozdilem mnozin A a B nazyvame mnozinu, jejiz prvky patii do

mnoziny A a zaroven nepatii do mnoziny B. Oznacujeme A\ B.

Definice 2.5. Rikdme, Ze mnoZina A je podmnoZinou mnoziny B, jsou-li véechny
prvky mnoziny A zaroveri prvky mmnoziny B. Oznacujeme A C B. Rikdme, Ze
mnozina A je vlastni podmnoZinou mnozZiny B je-li A C B a zaroven A # B.

PiSeme A C B.

Definice 2.6. Potencni mnozina mnoziny A je mnozina, kterd obsahuje vSechny

podmnoziny mnoziny A. Oznacujeme P(A).

Piiklad 2.1. Pro mnozinu A = {1,2,3} je poten¢ni mnozinou mnozina P(A) =

{0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2, 3}, {1,2,3}}. a

Definice 2.7. Rikdme, Ze mnoZina A se rovnd mnoziné B, jsou-li vechny prvky
mnoziny A zaroven prvky mnoziny B a naopak, tedy plati-li A C B a zaroven

B C A. Oznacujeme A = B.

2.3 Zobrazeni

Zobrazeni je velice dilezity pojem, se kterym se budeme setkavat, avsak diive
nez si vysvétlime, co to zobrazeni je, musime zavést jesté dalsi dva pojmy, které se

zobrazenim souvisi. Nejprve zadefinujeme kartézsky soucin a poté binarni relaci.
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Definice 2.8. Nechf jsou zadany dvé neprazdné mnoziny A a B. Kartézsky soucin
mnozin A a B (ozn. A X B) je mnozina vSech usporadanych dvojic (a,b), pro

které plati, ze a € Aabe B, tj. Ax B={(a,b) :a€ Abe B}.

Poznamka 2.3. V piipadé, Ze je alespon jedna z mnozin A, B prazdna, pro

kartézsky soucin plati, ze A x B = {).

Piiklad 2.2. Pro mnozinu A = {1,2,3} a B = {a, b, ¢} je kartézsky sou¢in Ax B
roven mnoziné {(1,a), (2,a), (3,a), (1,b),(2,b), (3,b), (1,¢),(2,¢), (3,¢)}. A

Jiz jsme schopni Tict, co to kartézsky soucin je. Nyni se zamérime na vysvétleni

pojmu binérni relace.

Definice 2.9. Bindrni relace R mezi mnozinami A a B je kazda podmnozZina
kartézského soucinu A x B. Jestlize (a,b) € R, fikdme, Ze prvky a a b jsou v relaci

a znac¢ime aRb.

Priklad 2.3. Necht K je mnozina vSech jizdnich kol v Olomouci, L. mnoZzina vSech
obyvatel Olomouce, M mnozina vSech obyvatel Olomouce, ktefi jedou pravé ted
na kole. Potom bude platit, Ze mnozina M je binarni relace mezi mnozinami K

a L. A

Definice 2.10. Relace R € A x A se nazyva
a) reflexivni, jestlize: a € A = aRa,
b) symetrickd, jestlize: aRb = bRa,

c) tranzitivni, jestlize: aRb A bRc = aRc.

Definice 2.11. Relace R € A x A, ktera je reflexivni, symetrickd a tranzitivni
se nazyva ekvivalence na A. Ekvivalenci oznacujeme zpravidla symbolem ~ (pf.

a~b).

Nyni, kdyz uz chapeme kartézsky soucin i binarni relaci, se zaméfime na
vysvétleni pojmu zobrazeni mnozin. Nadale pracujeme s neprazdnymi mnozinami

AaB.
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Definice 2.12. Zobrazenim f mnozZiny A do mnoZiny B rozumime binarni relaci
mezi mnozinami A a B, ktera kazdému prvku a € A prifadi pravé jeden prvek

b € B. Oznacujeme f: A — B.

Uvazujeme-li zobrazeni f : A — B, kde b = f(a), potom se prvek b € B

nazyva obraz prvku a € A a prvek a € A se nazyva vzor prvku b € B.

Definice 2.13. Zobrazeni f : A — B se nazyva

a) surjektivni neboli zobrazeni mnoziny A na mnoZinu B, jestlize
Vbe B3ae€ A: f(a) =,

b) injektivni (prosté), jestlize mé kazdy obraz nejvyse jeden vzor,

c) bijektivni, jestlize zobrazeni f je surjektivni a zaroven injektivni.

Surjekce Injekce

Bijekce

A B

Obrazek 3: Zobrazeni f : A — B



Priklad 2.4. Mé&me mnozinu A, coZ je mnozina vSech cestujicich v autobuse.
Déle ozna¢me B mnozinu vsech sedadel. Cestujicimu a € A prifadime sedadlo
b € B, na kterém sedi. Zobrazeni f : A — B je bijektivni, pravé kdyz je kazdé
sedadlo obsazeno jednim c¢lovékem a zaroven zadny cestujici nestoji. V pripadé, ze
na kazdém sedadle muze sedét nejvyse jeden cestujici a miizou zistat i neobsazena
sedadla, se jedna o zobrazeni injektivni (prosté). Pokud budou vSechna sedadla
obsazena, pricemz v tomto piipadé je piipustné i to, aby si cestujici sedéli na

kliné (tj. dva na jednom sedadle), se bude jednat o surjekei. A
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3 Nekonecné mnoziny

V této kapitole se jiz zacneme zabyvat nekonecnymi mnozinami. Nejprve zde
bude ukazano, jak se d4 nekonecnd mnozina sestrojit. Déle zadefinujeme mohut-
nost a kardinalni ¢islo. Nasledné se zde bude pojednavat o velikosti nekone¢nych
mnozin a bude vysvétleno, pro¢ nejsou vsechna nekonec¢na stejna.

Pochopeni této problematiky je velice dulezité, protoze na zakladé téchto po-
znatku se provadéji nejen slozité vypocty, ale i , jednodussi“ matematické operace.
Studenti se pti téchto vypoctech velmi ¢asto dopousti chyb. Spravné pochopeni
nekonec¢nych mnozin je dtlezité naptiklad pfi vypoctech limit.

Pro vypracovani kapitoly tykajici se nekonec¢nych mnozin byly vyuzity zdroje

1], [21, [5] [6], [7], [13], [14] a [15].

3.1 Axiom nekonec¢na

Drtive nez se za¢neme zabyvat velikosti nekonecnych mnozin a aritmetickymi
operacemi, které s nimi souvisi, je potfeba pochopit, co to vlastné nekonecno je
a jakym zptsobem lze nekone¢nou mnozinu sestrojit.

Existenci alespon jedné nekone¢né mnoziny nam zajistuje axiom nekonecna,

proto si jej v této podkapitole podrobnéji rozebereme.
Definice 3.1. Nekonecnd mnozina je kazdad mnozina, ktera neni konecna.
Axiom nekonecna:
JA: (e A)AN (Vo :z e A=z U{x} € A))

Tento axiom, ktery zarucuje existenci nekone¢né mnoziny, nam iika, ze exis-
tuje mnozina, kterad obsahuje prazdnou mnozinu a pro kazdy sviij prvek x obsa-

huje také prvek z U {z}, kde {z} je jednoprvkova mnozina obsahujici .
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Mozny zpiisob sestrojeni nekoneéné mnoziny:

e (... oznacime 0

e DU{0} ={0} ={0}... oznacime 1

o {PYU{{0}} =1{0,{0}} ={0,1}... oznacime 2

o {0, {03} U{{0,{0}}} = {0.{0}.{0,{0}}} = {0,1,2} ... oznacime 3

Pokud bychom v tomto postupu neustale pokracovali, sestrojili bychom ne-
konecnou mnozinu, v tomto ptipadé by se jednalo o mnozinu Ny, coz je mnozina

prirozenych cisel rozsifena o nulu.

3.2 Mohutnost, kardinalni ¢isla

Mohutnost i kardinalni ¢isla charakterizuji velikost mnoziny, ale je mezi nimi
vyznamny rozdil. Mohutnost vyjadiuje velikost mnoziny, avSsak neudava nam
presny pocet prvki v mnoziné. Pomoci mohutnosti mnoziny velikosti pouze po-
rovnavame, muzeme rozhodnout, zda maji mnoziny stejnou ¢i riznou velikost. V
mnoha piipadech vsak také potiebujeme zjistit, kolik prvkid mnozina obsahuje,
coz nam vyjadiuje kardinalni ¢islo. Kardinalni ¢islo nam tedy udava presnou

velikost mnoziny z hlediska poctu prvki.

Definice 3.2. Rikadme, ze mnoZiny A a B maji stejnou mohutnost a piSeme
A ~ B, jestlize existuje bijektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu B. Rikame,
ze mnozina A md mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti mnozZiny B a piseme
A = B, jestlize existuje prosté zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. Je-li A < B
a neexistuje bijektivni zobrazeni mnoziny A na mnozinu B, piseme A < B a

fikame, ze mnozZina A mad mensi mohutnost neZ mnozina B.

Véta 3.1. (Cantor, Bernstein)

Je-li mohutnost mnoziny A mensi nebo rovna mohutnosti mnoziny B a naopak
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potom A a B mayji stejnou mohutnost, tj.
(AXKBAB=A)=A~B

Diikaz. Dikaz Véty 3.1. najdeme v [1] na strané 78. O

Véta 3.2. (Cantor)

Pro libovolnou mnozinu A plati
A< P(A).

Diikaz. Ukazeme, zZe libovolnd mnozina A ma mensi mohutnost, nez jeji potencni

mnozina P(A), tj. neexistuje zobrazeni z mnoziny A na P(A), které je surjektivni.

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladem je existence surjektivniho zobrazeni

f:A— P(A), tj. pro kazdou mnozinu X € P(A) existuje prvek a € A tak, ze

f(a) = X. Déle si zavedeme mnozinu B C A, ktera je definovana nésledovné
B={acA:a¢ f(a)}.

B obsahuje prvky mnoziny A, které nejsou v obrazu daném zobrazenim f. Protoze

B C A, musi existovat a € A tak, ze B = f(a). Dostavame dvé moznosti:
e Pokud a € B, z definice mnoziny B plyne a ¢ f(a), coz je spor.

o Jestlize a ¢ B, potom podle definice mnoziny B musi platit, ze a € f(a),

COZ je opét spor.
Tvrzeni Cantorovy véty je nyni dokazano. O

Z Definice 3.2. jiz vime, Ze mohutnosti mnozin miizeme porovnavat pomoci

bijektivniho a prostého zobrazeni, které jsou zavedené v predchozi kapitole.

Definice 3.3. Rikdme, Ze mnoziny A, B jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijek-

tivni zobrazeni f : A — B.

Z Definice 3.2. a 3.3. nam vyplyva, ze mnoziny, které maji stejnou mohutnost,

jsou ekvivalentni.
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Véta 3.3. Jsou-li A, B, C libovolné mnoziny, potom plati:
a) A~ A

b)) AmB= B~ A

¢c) Am~BANB~C=A~C.

Diikaz. Dukaz Véty 3.3. nalezneme v [6] na str.70. O

Véta 3.3. fikd, Ze relace ~ (mit stejnou mohutnost) je relace ekvivalence na
mnoziné vsech mnozin. Tim se ndAm mnoziny rozdéli na t¥idy ekvivalence, pricemz

v kazdé t¥idé jsou mnoziny se stejnou mohutnosti.

Piiklad 3.1. Mé&me dany mnoziny {1,2,3, 0, &, {, }, {18}, {12}, {1,8}, {12,99},
{&, <, 389}, {O}. Mnoziny seskupime do t¥id.

o {18},{12},{0}

e {1,8},{12,99}

o {%, O,389)

¢ {1,2,3,0,&,0,} JAN

V Priikladé 3.1. vidime, ze jedna tfida obsahuje pouze jednu mnozinu, coz
je mozné, protoze z Véty 3.3. plyne, ze kazdd mnozina je v ekvivalenci sama se
sebou.

Mnoziny lezici ve stejné tiidé jsou ekvivalentni, tj. maji stejnou mohutnost.

Pro kvantitativni vyjadfeni mohutnosti mnozin zavadime tzv. kardinalni ¢isla.

Definice 3.4. Kardindlni c¢islo mnoziny A je symbol, ktery znac¢ime card A,
pricemz pro libovolné mnoziny A, B plati:

a) A~ B = card A = card B,

b) card A =card B= A~ B.
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3.2.1 Kardinalni ¢islo kone¢nych mnozin

Priklad 3.2. Nyni navazeme na Ptiklad 3.1., v némz jsme si vytvorili jednotlivé

tridy. Kardinalni ¢isla téchto mnozin budou néasledujici:

{18},{12},{©} ... mnoziny této t¥idy budou mit kardinalni ¢islo rovno

jedné, protoze se jedna o tfidu obsahujici jednoprvkové mnoziny

{1,8},{12,99} ... mnoziny této t¥idy budou mit kardindlni ¢islo rovno dvéma,

protoze se jedna o tfidu obsahujici dvouprvkové mnoziny

{&, ,389} ... mnoziny této t¥idy budou mit kardinalni ¢islo rovno t¥em,

protoze se jedna o tf¥idu obsahujici tiiprvkové mnoziny

{1,2,3,0, &, O} ... mnoziny této t¥idy budou mit kardinélni éislo rovno

Sesti, protoze se jedna o tiidu obsahujici Sestiprvkové mnoziny A

Pro konecné mnoziny je kardinalni ¢islo konecéné a vyjadiuje presny pocet
prvki dané mnoziny.

Specialnim pripadem kone¢né mnozZiny je prazdnd mnozina (). Pro kardindlni
Cislo prazdné mnoziny plati card () = 0, protoze prazdnd mnozina je ekvivalentni
pouze sama se sebou a neobsahuje zadny prvek. Na zakladé téchto poznatki
muzeme vidét, ze kardindalni ¢isla konecnych mnozin jsou vyjadiena pomoci celych

nezapornych cisel.

Definice 3.5. Kardinalni ¢islo nazyvame konecné (finitni), jestlize vyjadiuje kar-
dinalitu (mohutnost) koneéné mnoziny. V pripadé, ze kardinalni ¢islo vyjadiuje
kardinalitu nekoneéné mnoziny, fikdme, Ze kardinélni ¢islo je nekonecné (transfi-
nitni).

Priklad 3.3. Necht je ddna mnozin A = {a,b, ¢, —5, —22,18,1000}, kardinalni
¢islo mnoziny A se bude rovnat poc¢tu prvki, které do dané mnoziny nalezi, tedy

bude platit card A = 7. JAN
Nyni jiz vime, jak urc¢ime velikost (kardinalitu) koneénych mnozZin, coz je
zcela trivialni. Dale si také musime vysvétlit, jak je to s kardinalitou mnozin

nekonecénych.
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3.3 Velikost nekone¢nych mnozin

Nejprve je dilezité védét, ze mame dva zakladni typy nekone¢nych mnozin,
a to spocetné a nespocetné. Pfi urcovani kardinality nekonecnych mnozin hraje

vyznamnou roli mnozina N vsSech prirozenych cisel.

Definice 3.6. Mnozina se nazyva spocetnd, ma-li stejnou mohutnost jako mno-
zina prirozenych ¢isel N. Mnozina, ktera je koneéna nebo spocetnd, se nazyva

nejuyse spocetnd. Mnozina, kterd neni nejvyse spocetna se nazyva nespocetnd.

Véta 3.4. Libovolnd mnozina A C N je konecénd, nebo md mohutnost stejnou

jako N.
Diikaz. Dukaz Véty 3.4. nalezneme v [6] na strané 72. O

Z predeslé véty nam vyplyva, ze jakadkoliv mnozina, kterd je nekonec¢né nebude

mit mensi mohutnost, nez je mohutnost mnoziny vsech prirozenych cisel N.

3.3.1 Spocetné mnoziny

Jak jiz vime, spoCetné mnoziny jsou ty mnoziny, které maji stejnou mohutnost
jako mnozina prirozenych c¢isel. Nyni se spocetnym mnozindm budeme vénovat
podrobnéji. Nejprve si fekneme, jak je kardinalni ¢islo mnoziny pfirozenych cisel
definovano a dale na kardinalitu spocetné mnoziny navazeme nékterymi vyznac-

nymi vlastnostmi spocetnych mnozin.
Poznamka 3.1. Vsechny spocetné mnoziny maji stejné kardinalni ¢islo Ny,
piseme
card N = N,.
Z4dna mnozina, ktera je kone¢nd, nikdy nemé stejnou mohutnost, jako jeji

vlastni podmnozina. Nekonecné mnoziny vsak tuto vlastnost nemaji, coz popisuje

nasledujici véta.

Véta 3.5. Nekonecnd podmnozina spocetné mnoziny je spocetnd. Kazdd neko-

necnd mnozina obsahuje spocetnou podmnozinu.
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Diikaz. Dikaz Véty 3.5. najdeme v [7] na strané 30. O

Priklad 3.4. Mnozina pfirozenych ¢isel N mé stejnou mohutnost, jako jeji vlastni
podmnozina sudych pfirozenych c¢isel S, jelikoz existuje bijektivni zobrazeni

f : N — S definované predpisem f(n) = 2n,Vn € N. Bijektivni zobrazeni pfifa-
zuje kazdému obrazu pravé jeden vzor, je to vzajemné jednoznacné zobrazeni.
V tomto pripadé kazdému sudému cislu nalezi pravé jedno ¢islo pfirozené a na-
opak, kazdému prirozenému c¢islu nalezi ¢islo sudé. Tohle se muze zdat na prvni
pohled nesmyslné, kazdého totiz ihned napadne, Zze sudych c¢isel je o polovinu
mén€, nez Cisel ptirozenych. Opak je ale pravdou, protoze ke kazdému pfiroze-
nému ¢islu umime urcit jeho dvojnasobek, a naopak, kazdé sudé ¢islo mizeme

vydélit dvéma.

1—2 2—1
2— 4 4 — 2
33— 6 6 — 3
4 — 8 8§ — 14

Vidime tedy, ze bude platit
card N = card S = N,.

Obdobné tvahy lze pouzit na vsechny mnoziny, které jsou ekvivalentni s mnozi-
nou pfirozenych ¢isel N, napf. mnozina N rozsitend o prvky {a,b, ¢, O, ©} apod.
A

Véta 3.6. Je-li mnozina A i mnozina B spocetnd, pak je jejich kartézsky soucin

A X B opét mnozina spocetnd.
Diikaz. Dukaz Véty 3.6. nalezneme v [6] na str. 73. O
Nyni zminime dilezitou vlastnost spocetnych mnozin.

Véta 3.7. Necht mnoZina I je spocetnd, ddle Vi € I je A; spocetnd. Potom
U,es Ai je mnoZina spocetnd.
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Dusledek 3.1. Méjme spocetné mnoZiny Ay, A, ..., Ay, kden € N. Pak ;| A;

je mnozina spocetnd.
Diikaz. Dukaz Véty 3.7. a Dusledku 3.1. nalezneme v [7] na strané 32. O

Jinymi slovy, nejvyse spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je opét mnozina

spocetna. Na zakladé téchto poznatkti mizeme dokazat nasledujici vétu.
Véta 3.8. card N = card Q = card 7. = N,

Diikaz. Vime, ze mnozina vSech pfirozenych c¢isel N je spocetna.

Nyni ukazeme, Ze je spocetna také mnozina vsech racionalnich ¢isel Q. Z druhé
kapitoly vime, ze QQ je mnozina vsech ¢isel, které lze zapsat jako zlomek ve tvaru
5, kde z,y € Z,y # 0. Navic jsou ¢isla z, y nesoudélnd (maji pouze jednoho
spolecného délitele, a to ¢islo 1). Nyni budeme uvazovat pouze kladna racionélni
Cisla. Kazdé kladné racionalni ¢islo ¢ € Q7 lze zapsat jako podil % nesoudélnych
prirozenych ¢isel. Téchto podilt je maximélné tolik jako dvojic (z,y) € N x N.
Z Véty 3.6. plyne, zZe takovych dvojic bude nejvyse spocetné mnoho. Zaporna raci-
ondlni ¢isla p € Q~, jsou stejna jako kladné racionélni éisla ¢ € QT s tim rozdilem,
Ze maji opacné znaménko. Bude jich opét spocetné mnoho. Z Dtsledku 3.1. vy-
plyva, ze sjednoceni spoc¢etnych mnoziny je opét mnozina spocetna. Sjednotime-li
mnozinu spocetnou s mnozinou konecnou, dostavame mnozinu spocetnou. Mno-
Zzina vSech raciondlnich ¢isel Q = QT UQ~ U {0} je tedy také mnoZina spocetna.

Obdobnou tvahou dokéZeme spocetnost mnoziny vSech celych ¢isel Z. Mno-
zina kladnych celych ¢isel Z*1 je totoZnd s mnozinou vSech pfirozenych cisel N,
je to tedy mnozina spocetna. Mnozina zapornych ¢isel Z~ obsahuje stejna cisla
jako mnozina Z*, pouze s opacnym znaménkem. Z~ je tedy opét mnozina spo-
¢etnd. Opét vychazimé z Dusledku 3.1. Mnozina celych ¢isel Z = ZT UZ~ U {0}
je mnozina spocetna, protoze sjednoceni s mnozinou kone¢nou nam spocetnost
neovlivni.

Dokazali jsme tedy, ze tvrzeni Véty 3.8. je pravdivé. O

Na zavér si zminime jednu velice zajimavou tlohu, kterou vymyslel vyznamny

némecky matematik David Hilbert (1862 - 1943). Pomoci tlohy ”Hilberttv hotel
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Nekonecno” uvidime, ze s nekonetnem nemiizeme zachéazet uplné stejné jako s
klasickymi ¢isly.

Hilbertiv hotel Nekonecno:

Hilbertiv hotel se od normalnich hoteld lisi tim, Ze obsahuje nekonecny a
pritom spocetny pocet pokojii. V hotelu pracujete jako recep¢ni, vSechny pokoje
jsou plné obsazeny a nyni se objevi novy navstévnik, ktery se chce v hotelu
ubytovat. Jakym zptisobem budete tuto situaci fesit, aby jste nepfisli o zddného
hosta? Je tato situace viibec Tesitelna?

Jelikoz hotel obsahuje nekonecny pocet pokoji, tak situaci miizete vyresit, a
to velice jednoduse. Musite poprosit vSechny hosty v hotelu, aby se presunuli do
pokoje s ¢islem o jedno vyssi, nez ma jejich stavajici pokoj. Tedy host z pokoje
¢. 1 se presune do pokoje ¢. 2, host z pokoje ¢. 2 se presune do pokoje ¢. 3, a tak
dale. Nyni mtizete nového zakaznika ubytovat v pokoji s ¢islem 1.

Obdobné muzeme fesit i situaci, kdy se v hotelu chce ubytovat spocetné
mnoho novych hosti. V tomto piipadé se stavajici hosté musi pfesunout do po-
kojii s dvojnasobnymi c¢isly, nez maji jejich soucasné pokoje. Nové zakazniky je
nyni mozné ubytovat v pokojich s lichymi ¢isly, kterych je nekonecny pocet.

Avsak nyni se muze stat, Ze nové prichozi hosté nebudou se sluzbami spokojeni,
proto se rozhodnou hotel opustit. Tato situace pro vas nebude vyhovujici, protoze
vSechny liché pokoje budou prazdné a hotel ztistane z poloviny neobsazeny. I pro
danou situaci existuje v tomto hotelu feseni. Hosté se presunou zpét do pokoju
s Cisly o polovinu mensimi, nez maji jejich pokoje nyni. Opét budete mit plné

obsazeny hotel, i kdyz zadni novi zadkaznici nepftijeli.

3.3.2 Nespocetné mnoziny

V predchozim textu jsme si vyjasnili, jaka je velikost (kardinalita) mnozin

spocetnych, nyni se budeme vénovat mnozinam nespocetnym.

Véta 3.9. Méjme mnoZinu viech redlnych cisel R a necht I je interval (0,1).

Potom jsou I a R nespocetné mnoziny.
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Diikaz. V dikazu se vyuziva postupu, ktery se nazyva Cantorova diagonalni me-
toda. Ukézeme si, Ze interval [ je nespocetnad mnozina, to ndm zaruci nespocetnost
mnoziny vSech redlnych ¢isel R, protoze interval I je podmnozinou mnoziny R.
Diikaz provedeme sporem. Zakladnim pfedpokladem tedy bude, Zze mnozina (0, 1)
je spocetna. V tom pripadé mizeme vSechna realna cisla z intervalu I setadit do
prosté posloupnosti {ci, 2, ¢3, ..., ¢y, ...} Bude tedy existovat prosté zobrazeni
mnoziny vSech pfirozenych ¢isel N na interval (0, 1). VSechna realné ¢isla ¢; pro
1=1,2,3,... je mozné vyjadiit pomoci desetinného rozvoje. Dostaneme nasledu-

jici posloupnost desetinnych rozvoju:
C1 = 0, C1,1€21€C31---Cp1 -+
Cy = 0, C1,2€22C32...Cpn2 ...

C3 = 0, C1,3C23C33...Cpn3 ...

kde ¢;; € {0,1,...,9},Vi,j € N,
Nyni sestrojime dalsi ¢islo b € (0,1), a ukdzeme, Ze v posloupnosti {c;}°;
neni. Necht

b=0,bybobs...b, ...

kde plati

b — {2 J:estl%e cii =1,
1 jestlize ¢;; # 1.
Vi=1,2,3,....
Cislo b neni rovno &slu ¢;, protoze se od ¢; lisi &slici na prvnim desetinném
misté. Obdobné ¢islo b neni rovno cislu ¢, protoze se lisi od ¢, ¢islici na druhém
desetinném misté. Bude tedy platit, ze b # ¢;, protoze se od ¢; lisi ¢islici na

i-tém desetinném misté pro i = 1,2,.... Z toho ndm vyplyvd, ze b € (0,1)
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a zaroven b ¢ {¢;}7°,, coz je spor a dokazuje to nespocetnost mnoziny (0,1).
Tvrzeni Véty 3.9. je nyni dokazano. Nespocetna bude tedy i mnozina R, protoze

plati, ze I C R. O

S timto poznatkem tzce souvisi hypotéza kontinua, jejiz objev byl dulezitym
zlomem v teorii mnozin.

Hypotéza kontinua:

Problematice nekone¢nych mnozin se jako prvni zacal vénovat G. Cantor,
ktery poprvé v roce 1878 vyslovil domnénku o tom, Ze vSsechny podmnoziny re-
alnych ¢isel R jsou spocetné nebo maji mohutnost kontinua, tj. neexistuje zadna
nespocetnd mnozina, kterou nemtzeme zobrazit na mnozinu realnych cisel R.
Tato Cantorova domnénka zacala byt nazyvana, jako hypotéza kontinua. Jinymi
slovy, hypotéza kontinua nam tika, ze mezi mohutnosti mnoziny prirozenych c¢isel
N a mohutnosti mnoziny redlnych cisel R, kterou znacime N;, neexistuje zadna

"stredni” mohutnost. Cantor definoval hypotézu kontinua jako
2N0 - Nl-

Cantor byl o této myslence pfesvédcen, avSak nikdy se mu ji nepovedlo doka-
zat. Otazka hypotézy kontinua byla oteviend az do roku 1940. V tomto obdobi
se touto problematikou zabyval Kurt Godel, ktery ukazal, ze hypotézu kontinua
nelze v teorii mnozin vyvratit. Zistala tedy otéazka, zda lze hypotézu kontinua
dokazat. V 60. letech vyznamny matematik Paul Cohen zjistil, Ze hypotéza kon-
tinua nemtze byt v teorii mnozin dokézana. Timto byla otdzka hypotézy kon-
tinua uzaviena, nebot byla ukdzana jeji nezavislost na axiomech teorie mnozin
(Zermelo-Fraenkelova teorie mnozin).

Cantorovy objevy byly velice dilezitymi v oblasti matematiky, jeho nejdra-
matictéjsim objevem bylo vyjadieni velikosti nekonec¢nych mnozin pomoci kar-
dinalnich ¢isel Ny, Ny, .. .. Déle také prisel s myslenkou, Ze nekonecna nejsou jen
nespocetna, ale dokonce neukoncitelna. Zjistil, ze existuje nekoncici stoupajici hi-
erarchie nekonecen a ze neexistuje zadné nejvétsi nekonecno, které by obsahovalo

vSechna ostatni.
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Méjme déanu libovolnou nekoneénou mnozinu, k ni mizeme vzdy vytvorit
mnozinu, kterda je nekonecné krat vétsi. To se provede velice jednoduse, a to
pomoci poten¢ni mnoziny. Nejprve si ukdzeme na ptikladé urceni kardinalniho
¢isla potenéni mnoziny mnoziny konecné. Poté si ukdzeme, jak uréime kardinalni

¢islo potenc¢ni mnoziny mnoziny nekonecné.

Priklad 3.5. Mé&me mnozinu X, ktera obsahuje t¥i prvky {A, B, C'}. Na zékladé
toho, co jiz zname, miizeme vytvorit jeji potenéni mnozinu, pro kterou bude platit
P(X) = {{0}.{A} {B}.{C}{A, B}, {A, C}{B,C},{A,B,C}}.

Pro kardinalni ¢islo potenéni mnoziny P(X) bude tedy platit
card P(X)=2-2-2 =8 = 23 = 2¢ard(X),
A

Priklad 3.6. Nyni budeme pro nazornost uvazovat mnozinu vSech pfirozenych
¢isel N = {1,2,3,...}. Obdobné jako v predeslém ptikladé bude pro jeji po-
ten¢ni mnozinu platit, Ze mé celkem 2¢“" ™) prvki. Timto zptisobem ze spocetné
mnoziny vSech pfirozenych ¢isel N, kterda ma mohutnost Ny, vytvorime pomoci
poten¢ni mnoziny mnozinu nespocetnou. Nebude tedy existovat ekvivalence mezi

mnozinou N a jeji poten¢éni mnozinou P(N). JAN

Poten¢ni mnozina vSech ptirozenych ¢isel P(N) je ,nejjednodussi“ nespocetna

mnozina, ktera ma mohutnost kontinua.
Véta 3.10. Redlna cisla maji mohutnost kontinua, a plati
card R = 2% = card P(N) = ¥;.
Diikaz. Dukaz Véty 3.10. v [6] na str. 87. O

Timto zptsobem muizeme dale vytvafet nekonecné mnoziny s ¢im dal vétsi
mohutnosti, a to tak, ze vytvofime poten¢éni mnozinu potencéni mnoziny P(N),
ktera bude mit mohutnost Ny, a tak miizeme pokracovat dale. Takto dostaneme

hierarchii rostoucich nekonecen viz obrazek 4.
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Nyni ndm nastava otazka, kolik takovych nekonecen viibec je. Na obrazku 4
miizeme vidét, zZe nekonecna neustale stoupaji a zvétsuji se. Dostavame tedy po-
sloupnost kardinalnich ¢isel {Rg, Xy, ...}, kterd vyjadiuji ¢im dal vétsi nekonecna.
Vsechna tato kardinalni ¢isla jsou transfinitni. Jednotliva kardinéalni ¢isla v této
posloupnosti maji indexy patfici do mnoziny Ny, ktera je spocetnd a ma mo-

hutnost Nj, nekonecen je tedy spocetné mnoho. VysSe zminéné tivahy popisuje

L

zobecnéna hypotéza kontinua.

Ko

Obrazek 4: Nekonecné stoupajici ,,véz“ nekonecen.

Zobecnénou hypotézu kontinua zformuloval v roce 1908 F. Hausdorff nésle-

dujicim vztahem

PAIES NnH,Vn € No.

3.4 Shrnuti

Nyni si tedy shrneme, co jsme se vlastné v predchozim textu dozvédéli.

Jiz vime, ze velikost mnoziny vyjadiuje mohutnost, pomoci které vsak mno-
Ziny pouze porovnavame. Zda maji mnoziny stejnou mohutnost zjistujeme pomoci
bijektivniho zobrazeni mezi nimi. Pokud mezi mnozinami existuje bijektivni zob-
razeni, znaci to stejnou mohutnost danych mnozin.

Velikost mnoziny se da také vyjadrit c¢islem, kvantitativni vyjadfeni mohut-

nosti se provadi pomoci kardinalnich c¢isel. Mame dva typy kardindlnich cisel, a
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to finitni a transfinitni.

Finitni kardinélni ¢isla udavaji mohutnost konecnych mnozin a jsou vyjadiena
pfirozenymi ¢isly rozsifenymi o nulu, tj. Ng = {0, 1,2, ...}. Finitni kardinalni ¢isla
znaci presny pocet prvki, které danad mnozina obsahuje.

Transfinitni kardinalni ¢isla vyjadiuji mohutnosti nekonecnych mnozin, a to
jak spocetnych, tak nespocetnych, znaci se Ny, Ny, No, .. ..

Existuji tedy dva druhy nekoneénych mnozin, a to spocetné a nespocetné.
Mnoziny, které jsou nekonecné spocetné maji stejnou mohutnost jako mnozina
vsech prirozenych ¢isel N. Mohutnost spocetnych mnozin se znaci Ny.

Kardinalni cisla Ny, Ny, ... jiz vyjadiuji velikosti mnozin nekonecnych nespo-
cetnych. Jejich velikost se zvysujicim se indexem roste. Transfinitnich kardinal-
nich ¢isel je nekoneéné mnoho, avsak ve smyslu spocetného nekonecna.

Na zakladé vSech poznatki, které jsme zjistili v této kapitole, jsme jiz schopni

fict, Ze vSechna nekonecna opravdu nejsou stejné velka.

30



4 Pocitani s nekonecny

V této dopliikové kapitole si predstavime symbol oo, ktery se pouziva v ma-
tematice pro vyjadieni nekonecna.

Pro zpracovani této kapitoly byl vyuzit zdroj [5].

Nyni si vysvétlime, jaké aritmetické operace lze pfi pocitani s nekonecény uzit
a také kdy vyraz obsahujici nekonec¢no chapeme jako neurcity. Zakladnimi aritme-
tickymi operacemi je minéno s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a mocnéni celym
mocnitelem, pro zjednoduseni budeme uvazovat mocnéni prirozenym mocnite-
lem. Nez se zacneme témito operacemi zabyvat, musime si nejprve vysvétlit, co
to je rozsitena realné osa.

Vime, ze redlna cisla nemaji nejvetsi ani nejmensi prvek, proto je v nékterych
pripadech nutné mnozinu readlnych ¢isel R rozsitit o nevlastni ¢isla. Mnozinu

rozsitenych realnych ¢isel oznacime R* a bude pro ni platit
R* =R U {400, —00}.

Setkavame se zde s novym oznacenim oo, které symbolizuje nekonecno ne-
zévisle na velikosti, zahrnuje tedy vSechna nekonecna. Jelikoz nekone¢na nemaji
stejnou velikost, nastavaji zde problémy pfi riiznych vypoctech. S nekonecny ne-
miizeme pracovat jako s ,normalnimi ¢isly“, proto si nyni ukédzeme zakladni arit-
metické operace, ve kterych se pocita s nevlastnimi ¢isly.

U scitani a odcitani nekonecen musime davat pozor, protoze vyraz +oo — 0o
neni definovan. Vysvétlime si, pro¢ tomu tak je.

Jak jsme se dozvédéli v predchozi kapitole, vSechna nekonecna nemaji stejnou

velikost, od ¢ehoz se ,neurcitost vyrazu +oo — oo odviji.

Priiklad 4.1. Budeme-li uvazovat spocetna nekone¢na, napiiklad mnozinu vSech

prirozenych ¢isel N a mnozinu vSech sudych pfirozenych cisel S, tak bude platit
card N = card S = N,.

Pro rozdil téchto mnozin bude platit
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scard N— card S = card (N\ S) = Ro.

Protoze pokud od ptirozenych ¢isel odecteme suda ¢isla, tak nam ztistane mnozina
vSech lichych ¢isel, ktera maji mohutnost rovnu opét Ny. Dostavame zde vlastné

vyraz

A

Priklad 4.2. Jako dalsi priklad si uvedeme opét mnozinu vSech prirozenych ¢isel
N a mnozinu vSech pfirozenych ¢isel rozsifenou o 5 prvku N U {a,b,c, O, V},

kterou si oznac¢ime M. Nyni bude opét platit
card N = card M = N,.
Pro rozdil téchto mnozin bude platit
scard M—card N“= card (M \ N) = 5.

Po odecteni vSech prirozenych ¢isel N bude mnozina M obsahovat pouze 5 prvki.

Zde bude platit
,00 — 00 = b,
A

Priklad 4.3. Nyni budeme uvazovat i nespocetné nekonecna, a to mnozinu re-

alnych cisel R a interval I = (0, 1), ktery je také nespocetny. Vime, ze
card R = card I = N4
Pro jejich rozdil bude platit

wcard R— card [“= card (R\ ) = X;.
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Nyni dostavame

A

Priklad 4.4. Pro nazornost si jesté ukazeme, co bude platit pro rozdil realnych

a prirozenych ¢isel. Pro jejich mohutnosti plati
card N = Ny, card R = N;j.
Rozdil bude vypadat néasledovné
scard R—card N“= card (R\ N) = N;.

Opét dostaneme

A

Vidime, ze ve vSech prikladech vysel jiny vysledek. Vysledky Ptikladt 4.1., 4.3.
a 4.4. jsou oo, avsak pokazdé tento symbol vyjadiuje jinou velikost. Na zakladé
téchto tvah tedy vidime, Ze nekonecna mezi sebou opravdu nemtzeme odecitat,
protoze vSsechna nekonec¢na nejsou stejné velka a nelze tedy bez blizsich informaci
jednoznacné urcit, co pro rozdil +0o0 — oo bude platit.

Nyni tedy mtzeme jednotlivé aritmetické operace rozebrat a ukazat, jak se s

nevlastnimi ¢isly pocita.

Sc¢itani
Mé¢jme déana libovolna realna cisla aq, ao, .., a,, kde n € N. V pripadé, Ze se alespon

jedno realné cislo aq, as, .., a, rovna +oo, bude platit
a1+a2+...—i—an:—0—oo.

Pokud se nam v souctu vyskytne alespon jednou —oo a zaroven se nevyskytne

400, tak bude platit
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a +as+ ...+ a, = —0oQ.

Nastane-li vsak situace, Ze se mezi sCitanci vyskytne +oo i —oo, tak soucet
a; + as + ...+ a, neni definovéan, tj. +00 + (—oc) neni definovino. Pro¢ tomu

tak je, jiz bylo vysvétleno.

Odcitani
Vyrazy (4+00) — (4+00), (—00) — (—00) nebudeme definovat. Mame-li opét dana
libovolna redlna disla aq, as, .., a,, kde n € N. Definujeme a1 —ay — ... — a, =

a; + (—ag) + ...+ (—a,), mé-li soucet na pravé strané smysl, tj. je definovan.

Nasobeni
Opét budeme uvazovat libovolna realna ¢isla aq,as, .., a,, kde n € N. Bude-li

alespon jedno ¢islo rovno 400 nebo —oo, tak klademe

v pripadé, ze se zde bude vyskytovat sudy pocet zapornych ciniteli.

Pokud pocet zapornych cinitelt bude lichy, tak bude platit

Rovnosti budou platit pouze v pripadé, ze se mezi ¢isly aq, as, .., a, nevyskytne

0, protoze 0.(+00) a 0.(—oc0) neni definovano.

Déleni

Pro tuto operaci plati nasledujici vztahy:

T ="x=0VaeR

(+00),Va € R, kde a # 0
(—00),Va € R, kde a # 0

+oo

Q= Q=

Vyraz § neni definovéan, je-li a,b € {+o0, —oo}.
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Mocnéni pfirozenym mocnitelem

Pti vypoctech bude platit:

(+00)" = +00,Vn € N
(—o00)"™ = 400, Vn € N, ktera jsou suda

(—o0)™ = —00, Vn € N, kterd jsou licha

I v piipadé této operace se setkdme s vyrazem ktery neni definovan, a to (+00)°.

Nyni vysvétlime, pro¢ neni definovan vyraz % Mnoho lidi chybné tika, ze
tento podil by byl roven ¢islu 1 (pfip. -1), coz neni pravda, protoZe nekoneéné
mnoziny nejsou stejné velké. Nelze tedy opét jednoznacné urcit, cemu by se podil
rovnal a proto je % povazovan za neurcity vyraz.

Také jsme se dozvédéli, ze 0.(4+00) a 0.(—oc) neni definovano a to proto, ze
400 i 0 maji vyznamnou vlastnost. Pokud vezmeme jakékoliv ,,obycejné“ cislo a
vynasobime ho 0, vzdy dostaneme jako vysledek 0. V opacném pripadé, pokud
jakékoliv ,obycejné“ ¢islo vynasobime +oo, tak jako vysledek dostaneme +oo.
Bylo by tedy slozité urcit, ¢emu by se vyrazy 0.(4+00) a 0.(—o0) rovnaly.

To stejné bude platit i u mocnéni prirozenym mocnitelem, v pripadé, ze jaké-
koliv ¢islo kromé 0 a =00 umocnime ¢islem 0, dostaneme vzdy ¢islo 1. V opac¢ném
pripadé, vezmeme-li (+00) a umocnime ho jakymkoliv ¢islem mimo 0 dostaneme
opét (F00). Proto tedy (4-00)° neni definovano.

Nakonec si jesté zminime, ve které oblasti matematiky se s neurcitymi vyrazy
setkavame. Je tomu tak predevsim v teorii limit, kde se studenti ¢asto dopoustéji

mnoha chyb, k ¢emuz je vede nespravné pocitani vyrazi obsahujicich nevlastni

vy v “ .. o\ wr N 0
¢isla. Pii vypoctech limit se mizeme napriklad setkat s neurcitymi vyrazy g, <.
To je feseno L’Hospitalovou metodou.

Tato metoda dostala nazev podle francouzského matematika G. F. de I’'Hospi-
tala, ktery ji publikoval, avSak skutecnym autorem byl svycarsky matematik Jo-

hann Bernoulli. L'Hospitalova metoda vyuziva derivace funkce jedné proménné
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o)

v piipadé, kdy pri vypoctu limit dostaneme vyraz typu = prip. g. P1i vypoctu

uzivame (za splnéni jistych pfedpokladi viz napf. [5]) vzorec

lim,_,, () = lim, ., Lt

Q

Nyni si vsak ukazeme pro nazornost pouze priklady, v nichz se vyskytuje

e s s 0o
neurcity vyraz -

Priklad 4.5. Nyni si vypocitame nékolik ptikladd, ve kterych pouzijeme pii vy-
poctu stejny postup. Nejprve ,,dosadime co“ do dané funkce a dostaneme neurcity
vyraz ve tvaru 2. Proto uzijeme L’Hospitalovu metodu. Uvidime, Ze pokazdé vy-

jde podil dvou nekonecen jinak.

e lim, , 2z ™ = lim, o i—f = [2] = [I/H] = lim, e% = % =0

o lim, oo 2220 = [X] = [[/H| = lim, 0o & = 2 = 00

o lim, , 220 =[] = [/H|=lim, , % = =2 = —c0

o lim, oo 8 = [2] = [/H| =lim, ,c 5 =5 =4 A

Po prostudovani této kapitoly by jiz studenti méli byt schopni lépe rozumnét
nekoneénym mnozindm a vypoctim, které zahrnuji nevlastni ¢isla. Také by se jiz

méli vyvarovat chybam, kterych se pii téchto vypoctech dopousteéli.
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Zavér

Teorie mnozin je velice zajimava oblast matematiky, avsak tato problema-
tika je velice rozsahla a slozita. Jeji podrobné zpracovani by presahovalo ramec
bakalarské prace.

Doufam, ze tato bakalarské prace poslouzi studenttim (i dal$im zdjemcim)
nahlédnout do teorie mnozin. Vysvétlila jsem zakladni pojmy, které s touto oblasti
matematiky souvisi, a jejich zakladni vzajemné vztahy. Zpracovala jsem tivod do
problematiky nekone¢nych mnozin, vysvétlila jsem, jak je nekonecno definovano
a ze nekonecna mohou mit riiznou velikost. Na zavér jsem pak uvedla a ukazala
na prikladech, kdy je vyraz obsahujici nekone¢na chapan jako neurcity vyraz a
pro¢ tomu tak je.

P1i zpracovani bakalaiské prace jsem zdokonalila své znalosti tykajici se te-

orie mnozin, predevsim mnozin nekonecnych. Také jsem se naucila pracovat v

programu TEX.
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