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Abstrakt

Tato prace se zabyva studiem stability systému obycejnych diferencidlnich
rovnic prvniho fadu. Jsou zde uvedeny vybrané druhy stability a komen-
tovany na konkrétnich prikladech. Hlavni duraz je kladen na piipad au-
tonomnich linedrnich systému, kde jsou klasifikovany jednotlivé typy sin-
guldrnich bodu. V zavéru prace je pak aplikovana teorie stability v mate-
matickém modelu, ktery popisuje vedeni elektrického proudu v primarnim a
sekundarnim vinuti transforméatoru.

Summary

This thesis deals with a stability analysis of the first order systems of ordinary
differential equations. There are introduced some stability approaches in the
thesis and they are discussed in the several examples. The attention is focused
to the case of linear autonomous systems, where the classification of the
singular points is realized. The thesis is closed by the application of the
stability theory in mathematical model of electric current conduction in a
primary and secondary coil of a transformer.

Klicova slova
Stabilita, systém obycejnych diferencidlnich rovnic, singularni bod, fazovy
portrét

Keywords
Stability, ordinary differential equations system, singular point, phase por-
trait
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1 Uvod

Protoze systémem obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu je pop-
sano chovani mnoha redlnych jevu, je této problematice vénovana celd fada
¢lanku a publikaci. My zde na tuto problematiku navazeme a budeme se v
této bakalarské praci zabyvat ilohou, kdy je tfeba urcit, za jakych podminek
se systém chova v urc¢itém smyslu ustalené. Chovani uvedeného systému je
popsano jeho vlastnim feSenim, pricemz takovych feseni muze byt v zavislosti
na pocatecnich podminkach nekonecné mnoho. U vétsiny systému je zddouci,
aby jejich chovani bylo v urcitém smyslu blizké jednomu predem danému
chovani uvazovaného systému. Tato problematika je tedy predmeétem stu-
dia stability feSeni systému obycejnych diferencialnich rovnic prvniho radu.
Nejcastéji pozadujeme, aby toto chovani setrvavalo v klidu nebo v perio-
dickém pohybu. Predstavme si napiiklad zelezni¢ni most, ktery je v urcitém
casovém okamziku zatizen projizdéjicim vlakem. Vlivem hmotnosti projizde-
jictho vlaku dochézi k pruhybu tohoto mostu, jehoz matematickym mode-
lem je systém dvou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Poté co
vlak opusti most, dochazi k jeho odlehceni a nasledné oscilaci s amplitudou,
kterd se s rostoucim ¢asem zmensuje, dokud most nedosahne rovnovazné po-
lohy, ze které byl vychylen. V takovémto pripadé je casovy prubéh pruhybu
uvazovaného zeleznicniho mostu stabilni. Mohla by ovsem nastat takova situ-
ace, ze by hmotnost vlaku prekrocila nosnost mostu, coz by mélo za nasledek
jeho prolomeni a ¢asovy prubéh pruhybu by byl nestabilni. Teorie stability
se zacala budovat koncem 19. stoleti a za jeji zakladatele jsou povazovani
H.Poincaré a A.M.Ljapunov. Od té doby byla v této oblasti popsdna cela
fada pojmu (typu stability) a metod. My se budeme zabyvat predevsim lja-
punovskou stabilitou a tedy veskeré pojmy tykajici se stability, které budou
v této bakalarské praci vystupovat, chapejme v ljapunovském smyslu.

Nyni udélame rozbor hlavnich ¢asti obsahu této prace. Ve druhé kapi-
tole je provedena analyza jednotlivych typu ljapunovské stability feSeni pro
obecné nelinearni systém a dale je zde zpracovana zakladni teorie primé Lja-
punovovy metody. Tteti kapitola je vénovana studiu ljapunovské stability
feSeni linearnich systému. Soucasti této kapitoly je také metoda, jejiz po-
moci muzeme nelinearni systém ¢dstecné linearizovat. Naplni ¢tvrté kapitoly
je popis stability singularniho bodu autonomniho systému a nasledna klasi-
fikace tohoto bodu vzhledem k trajektoriim jeho feseni. V paté kapitole se
zabyvame aplikaci nékterych pojmu uvedenych v predchozich kapitolach na
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konkrétnim fyzikalnim prikladu z oblasti elektfiny a magnetismu. V ramci
prace byly vytvoreny v programovém prostiedi Maple 12 dvé aplikace, které
dédle vyuzivame ve ¢tvrté a paté kapitole k vypoctu a vykresleni reseni auto-
nomnich linearnich systému. Tyto aplikace jsou prilohou prace a nesou nazvy
aplfazovyportret.mw a apltransformator.mw.



2 Nelinearni systémy

2.1 Zakladni pojmy a definice

Nez se zacneme zabyvat stabilitou feSeni obycejnych diferencidlnich rov-
nic, je tieba fici, ze analyzu budeme provadét v euklidovském n-rozmérném
prostoru R”, jehoz prvky z = (z1, 22, .. ., z,)T uvazujme jako usporadané n-
tice realnych cisel. Prostor R™ chapeme jako normovany vektorovy prostor
a za normu vektoru obvykle volime normu sou¢tovou (||.||;), euklidovskou
(II-]l5) nebo normu ¢ebysevovu (||| ). Tyto normy jsou definovany predpisy

12lly = [z + |22] + .. 4 [zl

lall, =4/ (2 + 3+ + 22),

12]] o =max{|z1], [22] . s |2},

kde z = (21, 22,...,2,)F €R"a |z, i =1,2,...,n, znaéi absolutni hodnotu
realného cisla z;. Uvedené normy jsou vzajemné ekvivalentni.

V prostoru R” tedy uvazujme systém nelinearnich obycejnych diferencial-

nich rovnic prvniho fadu

yl = fl(t7yl7y27 s 7yn>7

yn = fn(t7y17y27 s 7yn>7

ktery budeme zapisovat ve vektorovém tvaru

y =f(t,y). (1)

Predpokladejme, ze funkce f je spojitd na mnoziné D = {[t,y] € R x R",
t € I = (tg,00), |yl < a}, kde 0 < a < oco. Cislo a nazyviame po-
lomérem mnoziny D. Také budeme predpokladat, ze parcialni derivace funkci
na pravych strandch systému (1), tj. %, i,7 = 1,2,...,n, existuji a jsou
omezené na mnoziné D. Déle bud y(t) fesenim systému (1).

Ulohu, kdy chceme najit feSeni systému (1), které v daném bodé 7 inter-
valu I splni poc¢atecni podminku

y(r) =", (2)
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kde 7 je pocédteéni bod (okamzik) a vektor v € R" je pocateéni hodnota,
nazyvame pocdatecni ulohou nebo také Cauchyovou ilohou a zapisujeme ji ve
tvaru

y="Ffty), y)=2 (3)

Nyni uvedeme vétu, ktera se vyjadiuje k existenci a jednoznac¢nosti reseni této
pocéteéni (Cauchyovy) tlohy. Tato véta je postavena na zékladé Peanovy a
Picardovy véty, jejichz znéni a dukazy lze najit v [10].

Véta 2.1. Necht vektorovd funkce £ vystupujici na pravé strané systému (1)
je spojitd a ohranicend na néjaké oblasti @ C R x R™ obsahugici bod [r,~].
Pak existuge alespon jedno reSeni pocdtecni (Cauchyovy) ilohy (3) definované
na jistém intervalu (1 — &, 7+¢€), £ € RT. Pokud navic v kazdém bodé oblasti
Q existugi parcidlni derivace g;;, 1,7 =1,2,...,n, které jsou v této oblasti 2

ohranicené, tj. existuje L > 0 takové, Ze plati

‘ dfi
y;

§L7 i?j:1727“‘7n7

potom existuje prdavé jedno rteSend pocdtecni ulohy (3) definované na jistém
intervalu (1 —&,7+&), £ € RT.

Necht je vektorova funkce yq(t) FeSenim pocatecni (Cauchyovy) tlohy
(3), tj. yo(t) je resenim systému (1), které v bodé ¢t = 7 vyhovuje pocatecni
podmince (2). Existenci a jednozna¢nost tohoto fesenif ndm vzhledem k pred-
chozi vété zarucuje diive kladeny pozadavek na funkci f systému (1), a sice,
ze funkce f je spojita na mnoziné D a také na mnoziné D existuji omezené

parcialni derivace g;;’_, 1,7 =1,2,...,n.

Poznamka 2.2. Ijvahy, ve kterych se zamérime na soustavy obycejnych di-
ferencialnich rovnic prvniho radu, lze aplikovat i na obycejné diferencidlni
rovnice n-tého fadu, tj. y™ = f(t,y,5,...,y" V). Provedeme to tak, ze
oby¢ejnou diferencialni rovnici n-tého radu prevedeme na systém obycejnych
diferencidlnich rovnic prvniho fadu a pouzijeme teorii stability na takto
vznikly systém.

Nyni uvedeme a rozlisime jednotlivé typy ljapunovské stability pro obecné
nelinedrni systém (1).

10



Definice 2.3. Reseni y(t) pocatecni tlohy (3) se nazyva stabilni (podle
Ljapunova), kdyz ke kazdému 7 > ty a kazdému € > 0 existuje d = 6(7,e) > 0
tak, ze pro kazdé feseni y(t) systému (1) plati néasledujici implikace:

ly (1) — yo(7)]]| < 0 = ||y(t) — yo(t)|| <&, pro vSechna t > 7.

Poznamka 2.4. Predchozi definici muzeme interpretovat takto: Malé zmény
dat (parametru, koeficientu) vyvolaji malou zménu feseni, ¢imz muzeme fici,
ze Teseni yo(t) je stabilni, pokud kazdé feseni y(t), které je mu dostatecné
blizké (6-blizké) v pocatetnim bodé t = 7 zustane v dostatecné tzkém (e-
uzkém) vélcovitém okoli feseni y(t) pro vSechna t > 7.

Poznamka 2.5. Pokud néjakému reseni systému (1) nevyhovuje podminka
stability uvedena v predchozi definici, pak o takovém fteseni fekneme, Ze
je nestabilni. Formalni definici nestability zapiSeme pomoci logické negace
pojmu stability.

Definice 2.6. Reseni y(t) pocatecni tlohy (3) se nazyva nestabilni (podle
Ljapunova), kdyz existuji 7 > ty a ¢ > 0 tak, ze pro kazdé 0 > 0 existuje
alespon jedno feseni y(t) systému (1) pro které plati ||y (7) — yo(7)|| < 0
a existuje ¢islo t; > 7 tak, ze ||y(t1) — yo(t1)|| > e.

Definice 2.7. Reseni yo(t) pocatecni tlohy (3) se nazyvé stejnomérné sta-
bilni (podle Ljapunova), kdyz ke kazdému € > 0 existuje § = d(¢) > 0 tak, ze
pro kazdé T > t( vSechna feseni y(¢) systému (1) spliuji nésledujici implikaci:

ly (1) — yo(7)]]| < 0 = ||y(t) — yo(t)|| <&, pro vSechna t > 7.

Poznamka 2.8. Definici 2.7 lze tedy obecné vyjadrit tak, ze feseni yo(t)

je stejnomérné stabilni pravé tehdy, kdyz je stabilni a cislo  vystupujici

v definici 2.3 zavisi pouze na ¢ a nikoli na 7. Je tedy zfejmé, Ze pojem

stejnomérné stability je silnéjsi nez pojem stability. To znamena, ze pokud

je TeSeni yo(t) pocatecni ilohy (3) stejnomérné stabilni je i stabilni.

Definice 2.9. Reseni y(t) pocatecni tlohy (3) se nazyva asymptoticky sta-

bilni (podle Ljapunova), kdyz

(i) je stabilni (podle Ljapunova),

(ii) ke kazdému 7 > to existuje 6 = d(7) > 0 tak, ze pro kazdé reseni y(¢)
systému (1) plati nasledujici implikace:

I¥(r) = yo(r) | < 6 = lim lly(t) — yo(0)| =0.
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Rozdil mezi stabilitou a asymptotickou stabilitou 1ze ukézat na néasledu-
jicim prikladu z mechaniky. Uvazujme sférickou plochu v tihovém poli s
kulickou umisténou uvnitt této plochy. Je ziejmé, ze tato kulicka zaujme rov-
novaznou polohu v nejnizsim bodé plochy. Pokud dojde k vychyleni kulicky
vlivem tteni a odporu vzduchu se budou amplitudy oscilaci zmensovat (v li-
mité se blizit k nule), tj. kulicka se bude asymptoticky blizit k rovnovézné po-
loze (z praktického hlediska rovnovéznou polohu zaujme za konecny cas). Pak
o této poloze muzeme na zakladé vyse uvedenych definic fici, ze je asympto-
ticky stabilni. Nyni si predstavme idealni situaci, kdyz tfeni mezi kulickou
a sférickou plochou neexistuje a pokus je realizovany v absolutnim vakuu.
Pak bude kulicka po vychyleni neustale oscilovat okolo rovnovazné polohy,
avSak tuto polohu nezaujme. Z toho je patrné, ze rovnovazna poloha kulicky
je stabilni, nikoli vSak asymptoticky stabilni.

7 geometrického hlediska muzeme stabilitu popsat tak, ze feseni, ktera
jsou si ”blizka” zustanou ”blizka” také pro vSechny hodnoty ¢t > 7. Pokud
chceme, aby platila podminka asymptotické stability musi navic platit, ze se
vzdalenost téchto feSeni pro ¢ — oo blizi nule. Je tedy ziejmé, ze asympto-
tickd stabilita implikuje stabilitu.

Definice 2.10. Regen{ y(t) pocatecn tlohy (3) nazveme stejnomérné asym-
ptoticky stabilni (podle Ljapunova), kdyz

(i) je stejnomeérné stabilni (podle Ljapunova)

(ii) existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé T > ty a pro kazdé reseni y(t) systému
(1) plati nasledujici implikace :

[y(7) = yo(r)[| < == lim [ly(t) = yo()]| = 0.

Poznamka 2.11. Stejnomérna asymptotickd stabilita je na rozdil od asym-
ptotické stability nezavisla na vybéru poc¢atecniho bodu 7. Pokud je feseni
yo(t) pocéteéni tlohy (3) stejnomérné asymptoticky stabilni, pak je stej-
nomeérné stabilni a zaroven asymptoticky stabilni.

Definice 2.12. Nechf feseni yq(t) pocatecni tlohy (3) je asymptoticky sta-
bilni. Mnozina vSech bodu v € R", pro které plati rovnost

lim ly(£) — yo(t)]| = 0.
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kde y(t) je libovolné feseni systému (1) se nazyva oblast pritazlivosti feseni
yo(t) pocatecni tlohy (3). Je-li oblasti pritazlivosti cely prostor R™ pak o
tomto Teseni fikdme, ze je globdlné asymptoticky stabilni (podle Ljapunova).

Poznamka 2.13. Je-li feseni yo(t) pocatecni tlohy (3) globalné asympto-
ticky stabilni, pak je také stejnomérné asymptoticky stabilni.

Definice 2.14. Reseni yo(t) pocatecni tlohy (3) se nazyva exzponencidlné
stabilni, pokud existuji konstanty £ > 0, « > 0 a 6 > 0 takové, ze pro kazdé
T > to je TeSeni y(t) systému (1) spliujici podminku ||y (7) — yo(7)|| < ¢
definované pro vsechna t > 7 a plati

—a(t—r)

[y () = yo@)ll <k |ly(7) — yo(7)[|exp ,
kde t > 7.

Poznamka 2.15. Protoze z nerovnosti uvedené v predchozi definici plyne
ly(t) —yo(t)|| < k|ly(r) —yo(7)||, je exponencialné stabilni feseni stejno-
meérné stabilni. Podminka uvedena v definici 2.14 zarucuje také asymptotic-
kou stabilitu.

Daéle ukazme, ze pii ovétovani podminek stability Feseni yo(t) pocatecni
ulohy (3) staci tyto podminky ovérit pro jedno libovolné 7y > tq a pak uz
musi platit pro vSechna 7 > .

Predpokladejme, ze k néjakému pevné danému bodu 7y > ¢y a ke kazdému
e > 0 existuje g > 0 tak, Ze pro kazdé feseni y () systému (1) plati ndsledujici
implikace:

1y(70) = yo(ro)ll < do = lly(t) = yo(D)ll <e, pro vsechna ¢ > 7,.

Zvolme nyni libovolné 7y > t, tak, ze napiiklad 7 < 1y (ptipad 7 > 79 lze
provést analogicky). Z podminek kladenych na funkei f, které jsou uvedeny
na zacatku kapitoly plyne, ze teseni yq(t) poc¢atecni ulohy (3) zavisi spojité
na t,7,7. Potom k ¢islum 79, 71, 99 a € existuje takové ¢islo 9, > 0, ze pro
vsechna feseni y(t) systému (1) spliujici podminku

1y (71) = yo(m)ll < é1

a pro vsechna t € (ry,79) plati
ly(t) = yo®ll <&, [[y(70) = yo(70)l| < do-
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Na zédkladé predeslych ivah muzeme tedy fici, ze pro kazdé teseni y(t) a pro
kazdé t > 1, plati nasledujici implikace:

ly(m) —yo(m)| < 61 = |ly(t) — yo(t)|| <&

Ta ndm zarucuje platnost podminky stability feseni y((t) poc¢atecni tlohy (3)
pro vSechna t > 71. Je tedy ziejmé, ze je tato podminka splnéna nejen pro
pevné dany bod 7, ale i pro libovolné zvoleny jiny bod 7 > to. Z toho tedy
plyne, ze pii ovérovani stability feseni yo(t) pocatecni ilohy (3) staci platnost
jeji podminky ukéazat na jednom libovolné zvoleném pocatecnim bodé 7 > .
Stejné tvrzeni lze uplatnit i pii dokazovani podminek asymptotické stability.

Systém (1) lze pomoci linearni transformace

y(t) = x(t) + yo(?), (4)

kde vektorova funkce x(¢) znaci odchylku mezi fesenim y(¢) systému (1)
a FeSenim yq(¢) pocatecni ilohy (3), prevést na novy systém

X = g(t,X), (5>

ve kterém plati g(¢, 0) = o. Nulovy vektor x(¢) = o nazveme trividlnim nebo
také rovnovaznym fesenim systému (5) (z linedrni transformace (4) plyne, ze
se teseni x(t) systému (5) stane nulovym vektorem pravé tehdy, kdyz plati
y(t) = yo(t))-

Nyni si toto tvrzeni ovérime. V systému (1) tedy provedeme linedrni trans-
formaci (4). Jelikoz je vektorové funkce yq(t) feSenim pocatecni tlohy (3)
plati

yo = £(t,y0).
Pak
x =y —yo=1f(ty)—£(t,yo) =£(t,x +yo0) — £(¢,y0).
Oznacime-li
g(t,x) = £(t,x+yo) — £(t, yo),
dostaneme systém
:‘X = g(t7 X)? g(t7 o) = 07
ktery je jiz zminénym systémem (5) a m4 trividlni feseni x(¢) = o. Na toto
trividlni feseni je linedrni transformaci (4) zobrazeno teseni yq(¢) poc¢atecni
tlohy (3). Je tedy patrné, ze bychom se pii vySettovani stability feseni y(t)
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pocatecni ulohy (3) mohli omezit pouze na zkoumani stability trividlniho
feseni x(t) = o systému (5) a ziskané vysledky nasledné prenést pomoci
linedrni transformace (4) na feSeni yo(¢) pocatecni ulohy (3). Pro vsechny
uvedené typy stability zfejmé plati, ze feSeni yo(t) pocatecni ulohy (3) je
stabilni prave tehdy, kdyz je stabilni trivialni feseni x(t) = o systému (5).

Poznamka 2.16. Definice uvedenych typu stability bychom pro trivialni
feseni x(t) = o systému (5) zavedli obdobné jako v piipadé Feseni yq(t)
pocatecni tlohy (3). Pro nézornost uvedeme nésledujici definici.
Definice 2.17. O trividlnim feSeni x(t) = o systému (5) fekneme, ze je
stabilni (podle Ljapunova), kdyz ke kazdému 7 > ¢4 a kazdému € > 0 existuje
d = d(r,e) > 0 tak, ze pro vSechna feseni x(t) systému (5) plati nasledujici
implikace:

[x(T)|| <0 =[x <e,
pro vSechna t > 7. Pokud navic plati

lim ||x(¢)]| =0

t—o0

pro kazdé feseni x(¢) systému (5), potom o trivialnim feSeni x(¢) = o systému
(5) fekneme, ze je asymptoticky stabilni (podle Ljapunova).

Nyni si shrnutou teorii stability ukazeme na konkrétnich piikladech.
Pi#iklad 2.18. Analyzujme stabilitu trividlniho feseni x(¢) = o systému

l"l = —31’1 + T2

(6)

l"z == —21’1.
Obecné feseni x(t) = (z1,72)7 systému (6) je tvaru
1
x(t) = (Cre™™ + §C2e_t, Cre ™ 4+ Cye ™, C1,Cy €R.

Po dosazeni tohoto feseni do vztahu, jez definuje euklidovskou normu, dosté-
vame rovnost

1
1x(@)ll, = \/(Cle_% + §Cze—t)2 + (Cre=2t + Chet)2

)
= \/20126_4t + 301026_3t + 10226_%, t e R.
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Pro kazdé ¢islo 7 < t plati

5
(@)l < [lx(7)l, = \/20126‘47 +3C1Coe 37 4 2CFe .

Polozime-1i kladné ¢islo 6 = ¢ dostaneme odhad
[x@ll, < llx(T)ll, <d=¢, t=>7

Ukazali jsme, ze trividlni feseni x(¢) = o systému (6) je stejnomérné stabilni
(stejnomérné proto, ze ¢islo § je zavislé pouze na e a nikoli na 7). Jelikoz
pro vsechna Cp,Cs je tliglo IIx(t)|| = 0, je toto trividlni feseni také globalné
asymptoticky stabilni. Aby byly ovéreny podminky vSech uvedenych typu
stability staci ukazat, ze trividlni feSeni x(¢) systému (6) je exponencialné
stabilni, tj. musi platit nerovnost

()]l < K [l(r) ||y e,

Zvolime-li &« = 1, 7 = 0, pak po jednoduchych tpravach dostaneme nerovnost

) )
e_t\/QCfe—zt + 301026_t + 1022 S ke_t\/QCf + 30102 + 1022,

Ztejmeé tedy pro kazdé t > 7 existuje k > 0 vyhovujici této nerovnosti, z ¢ehoz
plyne, ze trividlni feseni x(¢) = o systému (6) je exponencialné stabilni.

Piiklad 2.19. Ukazme, ze trividlni feseni x(¢) = o systému

l"l = —41’2
o (7)
To = 1
je vzhledem k pocatecnim podminkam
(1) =7, (1) =72 (8)

stejnomérné stabilni, nikoliv vSak asymptoticky stabilni.

Reseni pocétecni tlohy (7), (8) oznaéime xo(t) a zapiseme ve tvaru
Xo(t) = ((sin (27)vy1 — 2 cos (27)72) sin (2t) + (cos (27)7y1 + 272 sin (27)) cos (2t),

—%(sin (27)71 — 2 cos (27)72) cos (2t) + %(cos (27)71 + 272 sin (27)) sin (2t))7,
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t € R. Pouzitim souc¢tové normy dostavame pro toto reseni odhady

3. 3 .
llxo(t)]|; < 3 |sin (27)y1 — 2 cos (27)7ye| + 5 |cos (27)71 + 2792 sin (27)] <

3
71l + 3|2 + 5 71|+ 32| <67l +3|n| <6(7l,

pro kazdé t > 7 € R a~v = (71,72) € R2 Polozime-li § = és dostaneme
|%o(t)||; < 6|v], <60 =¢ prokazdét>rT.

Z posledni nerovnosti plyne, ze trividlni feSeni x(¢) = o systému (7) je vzhle-
dem k pocatecnim podminkam (8) stejnomérné stabilni. Protoze 1tlim |0 (2)]]
—00

neexistuje, neni toto trividlni feseni vzhledem k pocatecnim podminkam (8)
asymptoticky stabilni.

Piiklad 2.20. Ukazme, ze trividlni feseni x(¢) = o systému

l"l = 41’2

o (9)
To = 1
je vzhledem k pocateénim podminkam
21(7) =71, 22(T) =7 (10)

nestabilni.
Reseni pocétecni tlohy (9), (10) je tvaru
1 2(t—7) 1 —2(t—71)
Xo(t) = (59 (71 + 27%2) + 3¢ (11 — 272),
1 oq s 1 o,
162“ )(’Yl + 272) — Ze 2(t )(’)/1 — 2’)/2))T, t e R.

Zvolime-li libovolné ¢isla ¢ > 0 a 7, naptiklad e = 1, 7 = 0, pak pro libovolné
0 > 0 muzeme vzit
1.6

)
), tl > —5111—.

v = (711,72) = (6, 5 5
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Pomoci souc¢tové normy dostaneme odhad

) o 0 ) )
_ |2t - —2t1( 7 - 2t1 (7 N a2t Y
) 3 53 23
— 27516 2ty —| = 2t — —In 2—) = ——0) =
= [e*"°] + |e 2‘ e 2c5>e 26 626 3> ¢,

z néhoz je patrné, ze trividlni feSeni x(f) = o systému (9) je vzhledem k
pocatecnim podminkdm (10) nestabilni.

V dalsi ¢asti textu této kapitoly bych rad uvedl elegantni metodu, s jejiz
pomoci muzeme rozhodnout o stabilité trividlniho feseni x(¢) = o systému
(5), aniz bychom znali jeho obecné feseni. Tuto metodu, zndmou pod nazvem
Primad Ljapunovova metoda, vyvinul a v roce 1889 zvetejnil rusky matematik
A.M. Ljapunov.

2.2 Piima Ljapunovova metoda
Uvazujme uvedeny systém obycejnych diferencidlnich rovnic (5)
x = g(t,x)

a predpoklddejme, ze funkce g je spojitd na mnoziné D' = {[t,x] € R x
R™ t € (ty,),||x|]| < b}, kde b € R*. Také predpoklddejme, ze parcidlni
derivace 24

Dr 1,5 = 1,2,...,n, existuji a jsou omezené na mnoziné¢ D’. Déle
pripomenme, ze pro kazdé t > t, plati g(¢,0) = o. Pak systém (5) mé& trividlni

feseni x(t) = o. Déle budeme uvazovat pocatecni (Cauchyovu) tlohu

x=g(t,x), x(1)=7, (11)

kde t < 7 < oo. Tato pocétecni uloha je tedy pro kazdy bod [r,~/] € D’
jednoznacné fesitelna. Bud x(t) feSenim pocatecni lohy (11).

Nyni zavedme pomocnou funkci V (¢,x) a predpokladejme, ze ma nésle-
dujici vlastnosti:

(i) Funkce V(¢,x) je spojitd na mnozine H = {[t,x] € R x R",t € (T, 0),
IIx|]| < B}, kde to <T < 00,0 < B <b.

(ii) Funkce V(t,x) mé na mnoziné H spojité parcidln{ derivace 9, g—;;, kde
k=1,2,...,n.
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(iii) Funkce V(t,0) = o pro kazdé ¢t > T.

Kazdé funkci V (t,x) muzeme na mnoziné H piitadit funkei V (¢,x) defino-
vanou predpisem

V(t,x) = % +) Mgi(t,x).

Funkei V (¢, x) nazveme derivaci funkce V(¢,x) vzhledem k systému (5). Po-
kud do pfedchozi rovnice dosadime za vektor x vektor x((t), dostaneme funkci

() = VIR0 SV Ex@),

ot — Ox;
OV (1,%0(1)) = IV (t,x0(t)) . dV (t,x(t))
= + ; Tl’m(t) =@

kterd je zavisla pouze na parametru t. Je ziejmé, ze kdyz V(t,xo(t)) <0,
respektive V (¢, xo(t)) < 0, potom je funkce V (¢, x) na mnoziné H nerostouct,
respektive klesajici podél trajektorii feseni xo(t) pocatecni tlohy (11).

Podle urcitych vlastnosti funkce V (¢, x) a jeji derivace V (¢, x) jsme schop-
ni rozhodnout o stabilité trividlniho feseni daného systému. Nyni uvedeme
vycet nékterych vlastnosti funkce V' (¢, x), kterych vzapeéti vyuzijeme pii for-
mulaci Ljapunovovych vét, jez se vyjadiuji pravé k typu stability ¢i nestabi-
lité trividlniho feSeni x(¢) = o systému (5).

Definice 2.21. Vyse uvedend funkce V(t,x) se nazyva pozitivné, respek-
tive negativné, semidefinitni na mnoziné H pravé tehdy, kdyz V(t,x) > 0,
respektive V (¢,x) < 0, pro kazdé [t,x] € H.

Definice 2.22. Necht existuje funkce W (x) nezavisld na parametru ¢, ktera
je definovand a spojitd na mnoziné H' = {x € R", ||x|| < B}, takova, ze
plati W(o) = o. Potom funkci V(¢,x) nazveme pozitivné, respektive nega-
tivné, definitni na mnoziné H prave tehdy, kdyz plati V (¢,x) > W(x) > 0,
respektive V (¢, x) < =W (x) < 0, pro kazdé [t,x] € H, x # o.

Definice 2.23. Funkce V (¢, x) se nazyvé ohranicend (omezend) na mnoziné
H praveé tehdy, kdyz existuje konstanta k takova, ze pro kazdé [t,x] € H
plati |V (t,x)| < k.
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Definice 2.24. Necht funkce V' (¢,x) je ohrani¢end (omezend) na mnozing H
a ke kazdému £ > 0 existuje 6 = d(¢) > 0 takové, ze |V (¢,x)| < e pro vSechna
t>T a|x| <6, pak funkce V(¢,x) mé na mnoziné H infinitezimdlni horni
hranici.

Véta 2.25. Trwvidlnd reseni x(t) = o systému (5) je ljapunovsky stabilni,
pokud na mnozine H existuje pozitivne, respektive negativné, definitni funkce
V(t,x) takovd, Ze jeji derivace V(t,x) vzhledem k systému (5) je negativné,
respektive pozitivne, semidefinitni.

Véta 2.26. Trividini resent x(t) = o systému (5) je asymptoticky ljapunov-
sky stabilni, pokud na mnozZiné H existuje pozitivne, respektive negativne, de-
finitni funkce V (t,x), kterd md infinitezimdlni horni hranici, takovd, Ze jeji
derivace V(t,x) vzhledem k systému (5) je negationé, respektive pozitivne,
definitni.

Véta 2.27. Trividlni reseni x(t) = o systému (5) je ljapunovsky nestabilni,
pokud na mnoziné H existuje funkce V (t,x), kterd md infinitezimdlni horni
hranici, takovd, Ze jeji derivace V(t,x) vzhledem k systému (5) je definitni,
a pokud existuje t; > T takové, Ze pro kazdé t >t a & > 0 existuje alespon
jedno s, vyhovujici podmince ||s|| < &, pro které plati

V(t,s)V(t,s) > 0.

Diikazy uvedenych vét jsou podrobné popsany v [1]. Pouziti piimé Lja-
punovovy metody si budeme ilustrovat na nasledujicich prikladech.

Piiklad 2.28. Ukazme, ze trividlni feseni x(¢) = o systému

By = — (21 + 229) (1 — 22 — 22) (12)
ity = — (29 — 321)(1 — 23 — 23)

je asymptoticky stabilni.

Vektorova funkce g(t,x) = (— (21 +222) (1 — 22 — 22), — (22— 32) (1 —2? —
x3)) je spojitd na mnoziné D’ = {[t,x] € R x R? t € {ty,00), ||x|| < b}, kde
b € R", a také m4 na této mnoziné spojité parcialni derivace gi’j_, i,7=1,2.
Pocatecni (Cauchyova) tloha je tedy pro systém (12) jednoznacné fesitelna
pro vSechna [7,v'] € D" a zfejmé plati g(t,0) = o. Zavedeme-li funkei V (¢, x)
predpisem

V(t,x) =322 + 222, teR, xcR?
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je hned patrné, Ze je tato funkce pro vechna [t,x] € R x R? pozitivné defi-
nitni. Dale funkei V (¢, x) zderivujeme vzhledem k systému (12) a dostaneme

oV (t, oV (t,
_ X))+ VX
o0xy 0xo

= —6z1 (21 + 229) (1 — 1’% — 1’%) — 4xo(xe — 321)(1 — 1’% — 1’%)
= —2(1 — 22 — 22)(32% + 223).

V(t,x)

Vezmeme-li mnozinu H = {[t,x] € R x R%t € (T,0), ||x|| < 1}, kde t; <
T < oo, pak funkce V(t,x) m4 zfejmé na této mnoziné infiniteziméalni horni
hranici. Protoze je tato funkce pozitivné definitn{ pro vSechna [t,x] € R x R?,
je pozitivné definitni také na mnoziné H. Nerovnost ||x||, < 1 zarucuje, ze je
vyraz (1—a? —22) kladny. Stacf polozit W(x) = 2(1—2? —22)(32%+222) > 0
pro véechna ||x|| < 1 a pak uz plati V(t,x) < —W(x) < 0 pro viechna
[t,x] € H. Funkce V(t,x) je tedy na mnoziné H negativné definitni. Ukézali
jsme, ze trividlni feseni x(¢) = o systému (12) je asymptoticky stabilni.

Priklad 2.29. Ukazme, ze trividlni feseni x(¢) = o systému

T1 = 2x1 — T + x1€™
‘1 1 2 1 i (13>
l’zz—l’lcOSht—4l’2—l’ze 1

je nestabilni.

Vektorova funkce g(t,x) = (2x; — o + 2162, —21 cosht — 4xy — x0e™) je
spojitd na mnoziné D’ = {[t,x] € R x R?, t € (tg,0), ||x|| < b}, kde b € RT.
Pocatecni (Cauchyova) tloha je tedy pro systém (13) jednoznacné fesitelna
pro véechna [7,v'] € D'. Ztejmé plati g(t,0) = o. Funkci V (¢, x) zavedeme
predpisem

V(t,x) = zfcosht — a3, tcR, x¢cR%.

Poté ji zderivujeme vzhledem k systému (13) a dostaneme vztah

_ oV (t,x) n oV (t,x) oV (t,x)

1% t,X t,X)+ ——=go(t,X
(1) = S+ S 430+ S (4 x)
= x¥sinht + 427 cosht + 2x7e™ cosht + 813 + 2z5e™
1
= §xf(et —e )+ (' + e ) (227 + aTe™) + 8a5 + 2x5e™.

Vezmeme-li mnozinu H = {[t,x] € R x R%, ¢t > 0, ||x|| < B}, kde 0 < B < b,
pak funkce V(¢,x) ma ziejmé na této mnoziné infinitezimalni horni hranici.
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Polozme na parametru ¢ nezdvislou funkci W(x) = 127 + 222 + a?e™ + 823 +

23e". Jelikoz pro vsechna [t,x] € H plati V(t,x) > W(x) > 0, je funkce

V(t,x) na mnoziné H pozitivné definitni. Koneéné polozme ¢; > 0 as =
(s1,0),s1 # 0, pak pro kazdé t > ¢; plati nerovnost

. 1
V(t,s)V(t,s) = (isf(et —e ")+ (e' +e ") (257 + 57))sT cosh t
7 7
= sf(ﬁet +2¢ ") s? cosht = s‘f(ﬁet +2e7") > 0.

Ukézali jsme tedy, ze trividlni feSeni x(¢) = o systému (13) je nestabilni.

Timto koné¢i rozbor stability, tykajici se nelinearnich systému obycejnych
diferencialnich rovnic a v dalsi kapitole se budeme jiz zabyvat systémy linear-
nimy.

22



3 Linearni systémy

3.1 Zakladni pojmy

Protoze v ivahach tykajicich se stability feseni systému linearnich obycej-
nych diferencidlnich rovnic budeme mimo jiné vyuzivat normu ¢tvercové ma-
tice, uvedme nyni piedpisy, jez definuji obvykle pouzivané normy matice,
a sice normu sloupcovou (||.||;), euklidovskou (||.||,) a tadkovou (]|.||,.)-

n

n n
M, = max S (gl My = | D7 0mg)% 1M = max > gl

i=1 ij=1
kde my;, i,j = 1,2,...,n jsou prvky matice M typu n x n a |m;l|, i =
1,2,...,n, znaci absolutni hodnotu prvku matice M. Tyto normy jsou vza-

jemné ekvivalentni.

V euklidovském n-rozmérném prostoru R™ uvazujme systém obycejnych
diferencidlnich rovnic prvniho radu

y = A(l)y +b(t), (14)
kde
all(t) alz(t) e aln(t)
Alf) = 021:@) 022:@) " azrz:(t)
a1 (t)  ap2(t) <+ apn(t)

je maticova funkce typu nxn a b(t) je n-vektorova funkce. Déle predpoklddej-
me, ze funkce A(t) a b(t) jsou spojité na intervalu I = (t;,00). Resenim
systému (14) budeme rozumét vektorovou funkci y(t), ktera je spojité dife-
rencovatelnd na intervalu I a spliiuje na tomto intervalu podminku identity
y = A(t)y(t)+Db(t). Existenci a jednoznacnost reseni poc¢atecni (Cauchyovy)
ulohy

y=A()y+b(t), y)=n, (15)

kde 7 € I,y € R™, nam zajisti predpoklady nasledujici véty, jejiz dukaz lze
nalézt v [7].

Véta 3.1. Bud'te A(t) a b(t) spojité funkce na intervalu I. Potom je poédtec-
ni (Cauchyova) dloha (15) jednoznacné resitelnd na celém intervalu I.
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Abychom si nasledujici uvahy a formulace zjednodusili, prevedeme systém
(14) na systém, ktery m4 trividlni feseni. Necht y(t) je feSeni pocatecni ilohy
(15), pak pomoci linedrni transformace (4) dostaneme

X =y —Yo=A()y +b(t) - (A(t)yo + b(1))
=A(t)(x+yo) +b(t) — (A(t)yo + b(t)) = A(t)x.

Ukazali jsme, ze v piipadé linearnich systému stac¢i namisto vysetrovani stabi-
lity feSeni yo(t) nehomogenniho systému (14) vysetifovat stabilitu trividlniho
feseni x(¢) = o homogenniho systému

% = A(t)x. (16)

Protoze je maticova funkce A(t) spojitd na intervalu I, je podle véty 3.1
pocatecni (Cauchyova) tloha

x = A(t)x, x(7) =4/, (17)

kde 7 € I,4' € R", jednoznacné tesitelna. Bud xg(t) FeSeni pocatecni tlohy
(17) a U(t) fundamentédlni matice feseni této pocatecni ilohy.

Poznamka 3.2. V piipadé systému linearnich obycejnych diferencialnich
rovnic jsou bud vSechna feseni stabilni (stejnomérné stabilni, asymptoticky
stabilni, stejnomérné asymptoticky stabilni, exponencialné stabilni, globalné
asymptoticky stabilni) anebo vSechna nestabilni.

Nyni uvedeme soubor vét, které formuluji nutné a postacujici podminky
pro dany typ stability ¢i nestabilitu trividlniho feseni x(¢) = o systému (16).

Véta 3.3. Trividlni reseni x(t) = o systému (16) je ljapunovsky stabilni
pravé tehdy, kdyz je teseni xo(t) pocdtecni ulohy (17) omezené pro kazdé
t > 71, tj. existuje k > 0 tak, Ze ||xo(t)]| < k.

Veéta 3.4. Trividini reSeni x(t) = o systému (16) je ljapunovsky nestabilni
pravé tehdy, kdyz existuje t| > T tak, Ze pro vsechna t > t1, nend reSeni Xo(t)
pocdtecnd ulohy (17) omezené.

Véta 3.5. Trividlni reseni x(t) = o systému (16) je stejnomérné ljapunovsky
stabilni pravé tehdy, kdyz existuje k > 0 tak, Ze pro vsechna ™ <r <t < o0
plati

lU@U@r) | < k.
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Véta 3.6. Trividalnid reseni x(t) = o systému (16) je globdlné asympto-
ticky ljapunovsky stabilni prdvé tehdy, kdyz reseni xo(t) pocatecnt dlohy (17)
splnuge podminku

Jim [xo(t)[} = 0.
Véta 3.7. Trividlni reSeni x(t) = o systému (16) je exponencidlné stabilni
pravé tehdy, kdyz existuji konstanty k > 0, a > 0 tak, Ze pro vSechna ™ <
r <t < oo plati nerovnost

@U@ < ot

Poznamka 3.8. Implikace mezi jednotlivymi typy stability zde plati stejné
jako v predchozi kapitole.

Nasledujici véta se vyjadiuje k autonomnimu linearnimu systému obycej-
nych diferencialnich rovnic, kterym se budeme zabyvat v kapitole 4. Tato
véta je zde uvedena proto, ze ji vyuzijeme v Casti této prace nazvané ” Metoda
linearizace nelinearnich systému”, kterd je uvedena v ramci této kapitoly.

Véta 3.9. Trividlni resent x(t) = o systému (16) s konstantni matici A je
stejnomeérné ljapunovsky stabilni pravé tehdy, kdyz vsechny koteny charak-
teristické rovnice matice A, tj. apA\™ + a1 A" L+ - + ap_1 A + an, = 0, maji
nekladnou redlnou ¢dst, pricemz kazdy koren, ktery md nulovou redlnou ¢dst,
ma ndasobnost jedna.

Trividlni TeSend x(t) = o systému (16) s konstantni matici A je stej-
nomeérné asymptoticky ljapunovsky stabilni pravé tehdy, kdyz vsechny koreny
charakteristické rovnice této matice maji zapornou redlnou cdst.

Trividlni reseni x(t) = o systému (16) s konstantni matici A je ljapunov-
sky nestabilni prave tehdy, kdyz alespon jeden koren charakteristické rovnice
této matice mad kladnou redlnou cast.

Ptedeslou vétu doplnime Hurwitzovym kritériem, které udava nutnou
a postacujici podminku proto, aby vsechny koreny charakteristické rovnice
konstantni matice A byly zaporné.

Véta 3.10 (Hurwitzovo kritérium). Vsechny koreny charakteristické rovnice
(polynomu) konstantni matice A

f()\) = ao)\n + al)\”_l + cte + an—l)\ + ap = 07 (18>
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kde n > 1, ag > 0, a, # 0, jsou zdporné prdvé tehdy, kdyz vsechny hlavni
diagonalni minory matice

aq ag 0 0 0

as a9 aq Qo 0

as 4 as a9 0 19

ar Qg as ay 0 ( )
Aon—1 Q2n—2 Q2p-3 Q2p—4 " dn

jsou kladné. Pokud se v nékterém z hlavnich diagondlnich minoru vyskytne
prvek a, s indexem m > n nebo m < 0, poloZime a,, = 0. Kazdy Polynom
(18), jehoz vsechny nulové body maji zaporné redlné édsti nazgvdme hurwit-
zovsky a matici (19) nazgvdme Hurwitzovou matici.

Poznamka 3.11. Zda-li vSechny nulové body polynomu (18) maji zaporné
realné ¢asti ¢i nikoliv, muzeme rozhodnout také pomoci Michajlovova kritéria,
které vyuziva rozlozeni nulovych bodu tohoto polynomu v komplexni roviné.
Timto kritériem se zde zabyvat nebudeme, nybrz je uvedeno v [9]

Diisledek 3.12. V prostoru R? wvazujme linedrni systém obycejnijch dife-
rencidlnich rovnic s konstantni matici A

T1 = a1 + a12%2 (20)
Ty = Q2171 + A22T3.

Pak trividlnd teseni x(t) = o systému (20) je asymptoticky stabilni prdvé
tehdy, kdyz

a1 +az <0, ajiax > a2a2.
Duiikaz. Charakteristicka rovnice matice A je tvaru
M — (a1 + agn)A + ajjazn — ajpas = 0. (21)

Polozme a1 = —(a11 + ag2), as = ajjase — a12a91, pak charakteristickd rovnice
matice A (21) prechazi na tvar

N+ ai) +ag = 0. (22)

Aby byla splnéna podminka asymptotické stability trividlniho feseni x(¢) = o
systému (20), museji byt realné koteny A1, Ay charakteristické rovnice matice
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A (22) zaporne neboli museji byt vSechny hlavni diagonalni minory matice

( a1 ) kladné, tj. musi platit

1
deta; > 0, det ( a1 ) > 0.
0 a9
Z ptedchozich nerovnosti plyne, ze a; > 0, as > 0. Podminka asymptotické
stability trividlniho feseni x(¢) = o systému (20) je tedy splnéna pro

ay + az <0, ajjan > apas;.

7, predchozich 1vah je zfejmé, ze je mnohem snazsi vysSettovat stabilitu
trividlniho TeSeni systému linearnich obycejnych diferencialnich rovnic nez
stabilitu trivialniho feseni systému nelinearnich obycejnych diferencialnich
rovnic. Proto uvedme metodu, kterou je za uréitych piedpokladi mozné
systém nelinearnich obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic ¢astecné linearizovat
a pomoci déle uvedenych vét rozhodnout o stabilité trividlniho feSeni ta-
kovéhoto systému.

3.2 Metoda linearizace nelinearnich systémi

Uvazujme diive uvedeny systém nelinedrnich obycejnych diferencidlnich
rovnic (5)
x = g(t,x)
a predpokladejme, ze vektorova funkce g je dvakrat spojité diferencovatelna
na néjakém okoli O pocatku soutadnic (O C D' = {[t,x] € R x R", t €
(to, 00), ||x|| < b}, kde b € RT). Pak pomoci Taylorovy véty méame

og(t,
g(t,x) = g(t, o) +Z Blo) L R(t, ),

kde vektorova funkce R(t,x) je zbytek Taylorova polynomu. Bud'te

ag, t,0,0,...,O
aij(t>: ( O >7

J

ij=1,2,...n,
prvky maticové funkce A(t), potom g(t,x) = A(t)x + R(t,x). Dostali jsme
tedy systém

x = A(t)x + R({,x), (23)
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ktery se nazyva systém v prunim pribliZzeni. Ptipomenme, ze maticova funkce
A(t) je spojitd na mnozine D' = {[t,x] € R x R", t € (tp,0),||x|| < b},
kde b € R" a navic predpoklddejme, Ze je na mnoziné D’ spojita také vek-
torova funkce R(t,x) a ze plati R(¢,0) = o. Jelikoz tuto metodu nebudeme
v této praci dale pouzivat, uvedeme pouze na ukazku dvé véty, a sice vétu
vyjadiujici se k stejnomérné stabilité trividlniho feseni x(¢) = o systému (23)
a vetu, ktera se tyka stability, asymptotické stability a nestability trivialniho
feseni x(t) = o systému (23) v piipadé, ze matice A je konstantni.

Veéta 3.13. Predpoklidejme, Ze pro vSechna ™ < r <t < oo plati
lomu@E) | <k

a ddle necht |R(t,x)|| < 9(t)||x||, kde [t,x] € D" a 9 je nezdpornd spojitd
funkce takova, Ze

/ I(r)dr < oo
Potom trividlng reseni x(t) = o systému (23) je stejnomérné stabilnd.

Véta 3.14. Nechl systém (23) je systémem v pronim pribliZeni s konstantni
matici A, pricemz vektorovd funkce R(t,x) splniuje pro vsechna t > to pod-
minku

- IREX)|

=0, pak
Ixf—0  [[x]|

(1) trividini reseni x(t) = o systému (23) je asymptoticky ljapunovsky sta-
bilni pravé tehdy, kdyz vsechny koreny charakteristické rovnice matice
A maji zdpornou redlnou cast.

(1) trividini Teseni x(t) = o systému (23) je ljapunovsky nestabilni prdve
tehdy, kdyz alespon jeden koren charakteristické rovnice matice A md
kladnou redlnou cast.

Timto koné¢i druha kapitola a nyni se presunme ke studiu stability feseni
autonomnich systému obycejnych diferencialnich rovnic.
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4 Autonomni systémy a jejich stabilita

4.1 Zakladni pojmy

Systém obycejnych diferencialnich rovnic nazveme autonomnim systé-
mem, pokud na pravé strané tohoto systému nevyskytuje explicitné promén-
na t.

Autonomni systém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu bu-
deme tedy uvazovat ve tvaru

y =f(y), (24)

kde vektorova funkce f je definovana na néjaké oblasti €2 v euklidovském n-
rozmérném prostoru R”. Déale budeme predpokladat, ze je tato funkce spojita
v oblasti Q a také, ze pocéatecni (Cauchyova) tloha je pro systém (24) jedno-
znacneé TesSitelna. V této kapitole se budeme zabyvat vySetfovanim stability
singuldrniho bodu y* systému (24).

Definice 4.1. Konstantni vektor y* = (y7,y5,...,y") se nazyva singuldrni
bod (rovnovazny bod, staciondrni bod, klidovy stav, ekvilibrium), jestlize
f(y*) =o.

Abychom nésledujici ivahy zjednodusili, prevedeme systém (24) na novy

systém, jehoz singularnim bodem bude nulovy vektor o, tj. pocatek soutadnic.
Bud y(t) fesenim systému (24), pak pomoci substituce

x(t) =y(t) -y (25)

dostaneme vztah

x=y="1(y)=f(x+y").
Oznacime-li g(x) = f(x + y*), pak zfejmé g(o) = o a dostavame tak novy
autonomni systém obycejnych diferencialnich rovnic prvniho radu

x = g(x). (26)

Vysledky, které pii vysetfovani stability singuldrnitho bodu o systému (26)
ziskdme, lze pomoci substituce (25) prevést zpét na singuldrni bod y* systému
(24). V nasledujicich ivahéch se tedy pro jednoduchost omezime pouze na
zkoumani stability singularniho bodu o systému (26), pficemz budeme pied-
poklédat, ze vektorové funkce g je spojitda na mnoziné D* = {x € R", ||x|| <
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99:
6Zj7
D* omezené. Tyto predpoklady zarucuji existenci a jednoznacnost TeSeni

Xo(t) pocatecni (Cauchyovy) tilohy

b}, kde b € R", a ze parcidlni derivace 1,7 =1,2,...,n, jsou na mnoziné

x=g(x), x(1)=7 (27)

pro vSechna « € R". Jelikoz je systém (26) autonomni, muzeme bez ijmy na
obecnosti polozit 7 = 0. Pocatecni tloha (27) je pak tvaru

x=g(x), x(0)=1. (28)

V této kapitole budou kromé feSeni x((t) pocatecni tlohy (28) vystupovat
také trajektorie feseni systému (26) prochazejici bodem . Tyto trajektorie
feseni budeme chépat jako pruméty grafu reseni xo(¢) pocatecni ilohy (28)
z prostoru R x R™ do tzv. fdzového nebo také stavového prostoru R"™, tj.
prostor hodnot reseni x((t) pocatecni ulohy (28). Trajektorie feseni systému
(26) prochézejici bodem - je tedy kfivka definovana predpisem

Cy) ={x e R" : x=x¢(t),t € R}.

V dalsim textu budeme také uvazovat kladné polotrajektorie feseni systému
(26) vychézejici z bodu ~, tj. krivky

CHT) ={xeR":x =x¢(t),t >0}
a zaporné polotrajektorie resent systému (26) vychézejici z bodu «, tj. kiivky
Clv)={xeR":x=x((t),t <0}.

Véta 4.2. V pripadé autonomnich systému mohou nastat pouze tvi typy tra-
jektorii resend systému (26). A sice

(1) jednobodové trajektorie (singuldrni body) odpovidajici konstantnim rese-
nim,

(i) wzavrené trajektorie (cykly) odpovidajici nekonstantnim periodickym re-
senim,

(iii) trajektorie, jez samy sebe neprotinaji.
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Protoze je kiivka C(7) dana parametricky rovnici x = xo(t), pak z
predpokladu existence a jednoznacnosti feseni x((t) pocatecni ulohy (28)
plyne, ze kazdym bodem ~ prochazi pravé jedna trajektorie feseni systému
(26). Stejné tvrzeni plati v piipadé kladné, respektive zdporné polotrajek-
torie feseni systému (26). Nyni zavedeme jednotlivé typy ljapunovské stabi-
lity pro obecné autonomni nelinedrni systém (26). Nasledujici zavedeni jsou
pouhym preformulovanim definic uvedenych v kapitole 2 s tim rozdilem,
ze zde namisto stability trividlniho feseni x(t) = 0 systému (26) budeme
studovat stabilitu singularniho bodu o tohoto systému, piicemz je tieba
si uvédomit, ze tento singuldrni bod je prumeétem grafu trividlniho feSeni
x(t) = 0 systému (26) z prostoru R x R™ do fdzového prostoru R".

Definice 4.3. O singularnim bodu o systému (26) fekneme, ze je stabilni
(Podle Ljapunova), kdyz ke kazdému € > 0 existuje d > 0 takové, ze kazdd
kladna polotrajektorie feseni systému (26), kterd vychézi z néjakého bodu
v, pricemz bod - je ¢asti d-okoli bodu o, lezi celd v e-okoli tohoto bodu o.

Definice 4.4. O singuldrnim bodu o systému (26) fekneme, ze je nestabilni
(Podle Ljapunova), kdyz existuje € > 0 tak, ze pro kazdé 6 > 0 existuje bod
~, ktery je casti 0-okoli bodu o takovy, ze kazd4a kladna polotrajektorie feSeni
systému (26) vychézejici z tohoto bodu -y nelezi celd v e-okoli bodu o.

Definice 4.5. O singuldrnim bodu o systému (26) fekneme, ze je asympto-
ticky stabilni (Podle Ljapunova), kdyz

(i) je stabilni (Podle Ljapunova),

(ii) existuje B > 0 takové, ze kazdd kladnéd polotrajektorie Feseni systému
(26), kterd vychazi z néjakého bodu - leziciho v S-okoli bodu o, kon-
verguje pro t — 400 k bodu o.

Poznamka 4.6. Je-li singularni bod o autonomniho systému (26) stabilni,
pak je také stejnomérné stabilni a podobné - je-li asymptoticky stabilni, pak
je také stejnomérné asymptoticky stabilni. Pfipomenme, ze toto tvrzeni pro
neautonomni systémy obecné neplati.

Definice 4.7. Necht x = xy(t),t > 0, je parametrickd rovnice kladné po-
lotrajektorie feseni systému (26) vychazejici z bodu «, pak o singuldrnim
bodu o fekneme, zZe je globdlné asymptoticky stabilni (Podle Ljapunova) préavée
tehdy, kdyz
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(i) je asymptoticky stabilni (Podle Ljapunova),

(ii) pro kazdy bod « € R" plati tliﬂn Xo(t) = o.
—+0o0
Nasledujici ¢ast bude zalozena predevsim na partiich teorie obycejnych
diferencidlnich rovnic uvedenych v [3], [4], [7].

4.2 Klasifikace singularnich bodi v roviné

V tomto odstavci budeme studovat chovani trajektorii feseni autonomnich
systému obycejnych diferencialnich rovnic v okoli jejich singuldrnich bodu
a nasledné urcovat, zda-li jsou tyto singularni body stabilni ¢i nikoliv. Pro
snadnou predstavu a moznost interpretace trajektorii pomoci grafu budeme
dalsi ivahy provadét v prostoru R? (v roviné). Uvazujme tedy autonomni
systém dvou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu zapsany ve vek-

torovém tvaru
x = f(x) (29)

a predpokladejme existenci a jednoznacnost kazdého reseni pocatecni ulohy
pro systém (29). Dale predpokladejme, ze plati f(o) = o. V nésledujici defi-
nici rozlisime jednotlivé typy singuldrniho bodu o systému (29).

Definice 4.8. Singularni bod o systému (29) se nazyva

e stred, pokud kazdym bodem ~ ryziho okoli bodu o prochazi uzaviena
trajektorie feseni systému (29), kterd obsahuje ve svém vnitiku bod o,

e uzel, pokud kazdym bodem = ryziho okoli bodu o prochézi uzaviena
trajektorie feseni systému (29), kterd sama sebe neprotind a pro ¢t — oo,
respektive t — —oo se limitné blizi k bodu o, pricemz velikost oriento-
vaného thlu, jez je sviran kladnou ¢asti osy x; a tecnym vektorem této
trajektorie, ma konecnou limitu. V pripadé, kdy zminénd trajektorie
konverguje k bodu o pro t — oo, mluvime o pritazlivém uzlu a naopak
- jestlize konverguje k bodu o pro t — —oo, mluvime o odpudivém uzlu,

e ohnisko, pokud kazdym bodem -y ryziho okoli bodu o prochazi uzaviena
trajektorie feseni systému (29), kterd sama sebe neprotind a pro ¢t — oo,
respektive t — —oo se limitné blizi k bodu o a to tak, ze velikost ori-
entovaného thlu, jez svira kladna cast osy z; s tecnym vektorem této
trajektorie, ma nevlastni limitu. V pripadé, kdy zminénd trajektorie
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konverguje k bodu o pro t — oo, mluvime o pritazlivém ohnisku a nao-
pak - jestlize konverguje k bodu o pro t — —oo, mluvime o odpudivém
ohnisku,

e sedlo, pokud v ryzim okoli bodu o existuje pouze spoc¢etné mnoho tra-
jektorif feseni systému (29), které prochazeji body - tak, ze samy sebe
neprotinaji a pro t — oo, respektive t — —oo konverguji k bodu o.

Na zéakladé definic uvedenych v predchozi ¢asti této kapitoly muzeme
formulovat vétu, vyjadiujici se k typu stability singularniho bodu o systému
(29) vzhledem ke klasifikaci tohoto singularniho bodu, jez je naplni predchozi
definice.

Véta 4.9. Singuldrni bod o systému (29) je
(1) stabilni, pokud je stredem,

(ii) asymptoticky stabilni, pokud je pritazlivim uzlem nebo pritazlivim oh-
niskem,

(iii) nestabilni, pokud je odpudivgm uzlem nebo odpudivgm ohniskem nebo
sedlem.

Z druhé kapitoly vime, ze linearni systémy obycejnych diferencialnich rov-
nic se z hlediska stability mnohem lépe vySetiuji nez systémy, které linearni
nejsou. Tohoto poznatku zde vyuzijeme a budeme dale uvazovat autonomni
linearni systém dvou obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu ve vek-
torovém tvaru

X = Ax, (30)

kde A = ( le le ) je konstantni matice typu 2 x 2. Pripomenme, ze
21 022

analyza stability trividlniho reseni x(¢) = o obecného autonomniho linearniho
systému obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu v prostoru R x R”™
byla provedena na konci ¢asti 3.1 této préace, pricemz nutna a postacujici
podminka asymptotické stability pro nas konkrétni systém (30) je uvedena
v dusledku 3.12. Déle rozlisime piipad, kdy systém (30) ma pravé jeden sin-
gularni bod, a sice bod o a pripad, kdy tento systém mé& nekoneéné mnoho
singularnich bodu.
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Véta 4.10. Bod o = (0,0,...,0) je jedinym singuldrnim bodem systému
(30) prdvé tehdy, kdyz det A # 0, tj. pravé tehdy, kdyZ 0 neni kotenem
charakteristické rovnice matice A

N — (a11 + axn)\ + ajjazn — ajpas = 0. (31)

Jestlize det A = 0, pak systém (30) md nekoneéné mnoho singuldrnich bodi.

Charakteristickd rovnice matice A (31) ma kofeny

1
Ao = 5(011 + axp £ \/(011 + ag2)? — 4(aj1a92 — a12097)).

V zavislosti na téchto kofenech muzeme urcit o jaky typ singularniho bodu o
systému (30) se jednd a tedy rozhodnout o jeho stabilité. Nejprve predpokla-
dejme, ze det A # 0.

Véta 4.11. Uvazujme systém (30) s charakteristickou rovnici matice A (31),
kterd ma koteny A1, \o. Pak plati ndsledujici tvrzeni:

o Jsou-li oba koreny A, As redlné a zdporné, tj. \y < Ay < 0, pak sin-
guldrni bod o je pritazlivy uzel (stabilni uzel).

o Jsou-li oba koreny A1, Ao redlné a kladné, t5. 0 < Ay < Ag, pak singuldrni
bod o je odpudivy uzel (nestabilni uzel).

o Jsou-li oba koreny A1, \o redlné, pricemZ jeden je zdporny a druhy
kladny, tj. A1 < 0 < Ao, pak singuldrni bod o je sedlo.

o Jsou-li koreny A1, Ao komplexné sdruzené, pricemz maji zdpornou redl-
now cdst, tj. Mo = pEiv, kde pp < 0,v # 0, pak singularni bod o je
pritazlivé ohnisko (stabilni ohnisko).

o Jsou-li koreny A, Ay komplexné sdruzZené, pricemz mayji kladnou redlnou
édst, tj. Mo = pxiv, kde p > 0,v # 0, pak singuldrni bod o je odpudivé

ohnisko (nestabilni ohnisko).

o Jsou-li koreny A1, Ay ryze komplexné sdruzené, tj. Ao = %iv, kde v #
0, pak singuldrni bod o je stred.
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V nasledujici ¢asti tohoto odstavce si tyto poznatky ukazeme na konkrét-
nich prikladech, kde u kazdého piikladu budeme analyzovat singularni bod,
jeho stabilitu a provedeme diskuzi feSeni daného systému. Nakonec vykresli-
me tzv. fdzovy portrét teseni, tj. mnozinu vSech trajektorii feSeni daného
systému. K tomuto tcelu byla v programovém prostiedi Maple 12 vytvoiena
aplikace s ndzvem aplfazovyportret.mw, kterd je prilohou této prace. Pro-
toze uvedenych trajektorii je nekoneéné mnoho a vyplnuji cely fazovy pro-
stor R2, budeme vykreslovat jen nékteré z nich. Sipky, které vystupuji na
nasledujicich obrazcich znaci tok parametru ¢ (Casu).

Piiklad 4.12. Uvazujme autonomni linearni systém

T1 = —3x1 + 22
.1 1 2 (32)
Lo = 1 — 21’2.
: -3 2 L (o
Matice A = | _g ) leziejmeé regularni, tzn. det A # 0 a bod o

je tedy jedinym singuldrnim bodem systému (32). Charakteristickd rovnice
matice A je tvaru

A 4+5\+4=0.

Z uvedené rovnice plyne, ze \; = —1, Ao = —4. Protoze jsou oba kofeny
redlné a zaporné, je podle véty 4.11 singuldrni bod o (32) pritazlivym uzlem
a je tedy asymptoticky stabilni. Podivejme se nyni na obecné feSeni systému
(32), které je uréeno nasledujicim vztahem

x(t) = (—2C1e " + Che ™", Cre™ + Coe ™)', C1,Co,t €R.

Hned vidime, ze plati 1tlim IIx(¢)|| = 0. Tato podminka zarucuje, ze kazda
— 00

trajektorie feseni x = x(¢) systému (32) konverguje pro ¢ — oo k bodu
o. 7Z obrazku 1 je patrné, ze orientovany thel, jez svirda kladna cast osy
x1 s teénym vektorem podél kazdé trajektorie feseni systému (32) mé pro
t — oo konec¢nou limitu. Tato limita je dana orientovanym thlem ptislusné
poloptimkové trajektorie, kterd lezi na jedné ze dvou primek, jejichz rovnice
Ize ziskat volbou C; = 0,C5 # 0 a C; # 0,Cy = 0 v obecném feseni systému
(32). Timto jsme ovérili vlastnosti, jez jsme o singularnim bodu o systému
(32) prohlasili. Fézovy portrét feseni systému (32) je zndzornén na obrazku
1.
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Obrézek 1: Fazovy portrét feseni systému (32) - pritazlivy uzel

Priklad 4.13. Uvazujme autonomni linearni systém

1’1 = 31‘1 + T2
33
,7;’2 = —41’1 — T9. ( )

1
Matice A = _34 1 je regularni a bod o je tedy jedinym sin-

guldrnim bodem systému (33). Charakteristickd rovnice matice A m4 tvar
N —2X+1=0.

Z uvedené rovnice plyne, ze A\; = Ay = 1. Jelikoz se jedna o realné a kladné
koreny, tak na zakladé véty 4.11 muzeme fici, ze singularni bod o systému
(33) je odpudivym uzlem a tudiz je nestabilni. Nyni si ukazme souvislost
mezi obecnym fesenim systému (33) a klasifikaci singularntho bodu o tohoto
systému. Obecné feseni systému (33) je ddno vztahem

X(t) = (et(Cl + Czt), —et(QC’l + 202t - CQ))T, 01, Cz,t e R.

Vidime, ze plati 1tlim Ix(¢)|| = 0. Tato podminka zarucuje, ze kazda trajek-
——00

torie feseni x = x(t) systému (33) se pro ¢ — —oo limitné blizi k bodu o
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Obrazek 2: Fazovy portrét resen{ systému (33) - odpudivy uzel

(pro t — oo se od bodu o vzdaluji), coz vypovida o nestabilité singuldrniho
bodu o systému (33). Na obrazku 2 vystupuje jako trajektorie feseni systému
(33) mimo jiné také primka. Na rozdil od predchoziho piikladu je zde tato
piimka pravé jedna a jeji parametrické vyjadieni lze ziskat volbou konstant
(4, Cy vystupujicich v rovnici obecného feseni systému (33) a to tak, ze
C1 # 0,C5 = 0. Z obrazku 2 je patrné, ze velikost orientovaného ihlu tetného
vektoru podél kazdé trajektorie reseni systému (33) od kladné ¢ésti osy z;
ma pro t — —oo konec¢nou limitu (je omezena uvedenou piimkou). Tato
uvaha spolu s podminkou odpudivosti singuldrniho bodu o systému (33),
t]. 1tEl_nOO IIx(¢)|| = 0, poukazuje na zminénou klasifikaci tohoto singuldrniho

bodu a tedy i na jeho nestabilitu.

Piiklad 4.14. Uvazujme autonomni linearni systém

1
l"l = —51’1 — T2
) (34)
l"z = —21’1 — 51’2.

Matice A = ( 2 ) je regularni a bod o je tedy jedinym sin-
3
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guldrnim bodem systému (34). Charakteristicka rovnice matice A ma tvar
6A* + 7A — 10 = 0.

Resenim této rovnice dostiavame koteny A\ = %, Ao = —2 a vidime, Ze oba
koreny jsou redlné, pricemz jeden je kladny a druhy zaporny. Nyni muzeme
podle véty 4.11 fici, ze singularni bod o systému (34) je sedlem a tudiz je
nestabilni. Tato skutecnost vyplyvéa také z obecného feSeni systému (34),
které je dano vztahem

[=[9]

X(t) = (Cle_% + Cze%t, gCle_Qt — %CQG t)T, 01, Cz,t e R.
Nejprve uvazujme situaci, kdy C; # 0,Csy # 0, pak kazda trajektorie feseni
systému (34) se pro t — +oo vzdaluje od bodu o. Déle pokud C; # 0,Cs = 0,
respektive C7 = 0,Cy # 0, pak trajektorii feseni systému (34) je piimka,
kterd pro t — +o00, respektive t — —oo konverguje k bodu o. Vidime tedy,
ze trajektorie feseni systému (34), pro néz plati C; # 0,Cy # 0, jsou kiivky,
které maji pro t — +o00, respektive t — —oo asymptotu piimku vyhovujici
volbé konstant C; = 0,Cy # 0, respektive C; # 0,Cy = 0. Z provedenych
uvah vyplyva, ze existuji jak trajektorie, které se pro t — +oco blizi k bodu
o, tak trajektorie, které se pro ¢ — 400 vzdaluji od bodu o, ¢imz jsme
ukazali, ze singuldrni bod o systému (34) je sedlem. Graficka interpretace je
provedena na obrazku 3.

Priklad 4.15. Uvazujme autonomni linearni systém

l"l = —31’1 — 51’2 (35>
,7;’2 = 21’1 — To.

-3 _
2 -1
guldrnim bodem systému (35). Charakteristickd rovnice matice A m4 tvar

Matice A = ( je regularni a bod o je tedy jedinym sin-

A4\ +13=0.

Resenim této rovnice dostavame dva komplexné sdruzené koteny se zapornou
redlnou casti, a sice \; ; = —24£3i. Tato skutecnost nam podle vety 4.11 1iké,
ze singularni bod o systému (35) je pritazlivym ohniskem, coz znamena, ze
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Obrézek 3: Fazovy portrét fesen systému (34) - sedlo

je asymptoticky stabilni. Déle uvazujme obecné feseni systému (35), které je
ve tvaru

x(t) = (e7*(Cy sin (3t) + Cy cos (3t)),
- %e—%((c1 — 3Cy) sin (3t) + (3C, + Cy) cos (31))T,  Ch,Co,t € R.

Protoze funkce sin (3t), cos (3t) jsou omezené a funkce e 2 konverguje pro
t — oo k nule, plati, ze tliglo IIx(t)|| = 0. Timto jsme ukazali, ze kazda tra-
jektorie feseni x = x(t) systému (35) se pro t — oo limitné blizi k bodu o.
Na obrazku 4 vidime, ze orientovany ihel, ktery svira kladna cast osy x; s
tecnym vektorem kazdé trajektorie reseni systému (35), pro ¢ — oo neome-
zené roste. Pomoci pfedeslych ivah jsme na zakladé obecného feseni systému
(35) shrnuli vlastnosti singularniho bodu o systému (35) a sice, Ze tento bod
je pritazlivym ohniskem a je asymptoticky stabilni.

Piiklad 4.16. Uvazujme autonomni linearni systém

T, =311+
‘1 1 2 (36)
To = —4x1 + 329.
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Obrazek 4: Fazovy portrét feseni systému (35) - pritazlivé ohnisko

) 3 1
Matice A = 4 3

bodem systému (36). Charakteristickd rovnice matice A je tvaru

je regularni a bod o je tedy jedinym singuldrnim

A2 —6A+13=0.

Regenim této rovnice ziskdvame dva komplexné sdruzené kofeny s kladnou
realnou ¢asti A\j o = 3 £ 2i. Na zékladé véty 4.11 jsme ukazali, Ze singularni
bod o systému (36) je odpudivym ohniskem a tudiz je nestabilni. Rozhodnout
o stabilité ¢i nestabilité singularniho bodu o systému (36) muzeme také z
obecného teseni systému (36), které ma tvar

x(t) = (e (Cysin (2t) + Cy cos (2t)), 2% (O} cos (2t) — Cysin (2t)))7,

kde C1,Cs,t € R. Jelikoz funkce sin (2t), cos (2t) jsou omezené a funkce e
konverguje pro ¢ — —oo k nule, plati, ze 1tEr_nOO Ix(t)|| = 0. Tato podminka
zarucuje, ze kazda trajektorie feseni x = x(t) systému (36) se pro t — oo
vzdaluje od bodu o a tento bod je tedy nestabilni. Na obrazku 5 vidime,
ze orientovany thel sevieny kladnou ¢asti osy z; a te¢nym vektorem kazdé
trajektorie reseni systému (36) pro ¢ — —oo neomezené roste, coz z hle-
diska klasifikace singuldrniho bodu o systému (36) poukazuje na odpudivy
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Obréazek 5: Fazovy portrét fesen{ systému (36) - odpudivé ohnisko

uzel. Témito ivahami jsme shrnuli a ovérili vyicené zavery tykajici se tohoto
singuldrniho bodu s vyuzitim obecného feseni systému (36).

Piiklad 4.17. Uvazujme autonomni linearni systém

l"l = T1 — T2 (37>

l"z = 21’1 — I2.

1 -1
2 —1
singuldrnim bodem systému (37). Charakteristickd rovnice matice A ma tvar

Matice A = ( ) je zfejmé regularni a bod o je tudiz jedinym

AN +1=0.

Z uvedené rovnice plyne, ze A1 = =i, coz znamena, Ze tyto kofeny jsou
ryze komplexné sdruzené a singuldrni bod o systému (37) je podle véty 4.11
stfedem a tudiz je stabilni. Trajektorie feSeni systému (37) jsou uzaviené
krivky a body, které na nich lezi, rotuji pii ¢ — oo okolo tohoto singularniho
bodu. Pomoci obecného fesent systému (37), které je tvaru

X(t) = (01 sint + Cs cost, (02 — 01) cost + (01 + 02) sint)T, 01, Cz,t e R.
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nyni ur¢ime, o jaky typ uzaviené kiivky se jedna. Nejprve pro zjednoduseni
tohoto vyrazu zavedeme substituci

Cy=Ccosp, Cy=Csing, kdeype (—m,m).

Po dosazeni této substituce do vyrazu, jez definuje obecné tfeseni systému
(37) a naslednych upravach dostaneme soustavu dvou rovnic

x1(t) = Csin (t + ),
xo(t) = C(sin (t + ) — cos (t + ¢)).

Vyjadifme-li z prvni rovnice sin (f + ¢) a dosadime do druhé, pak po jedno-
duchych tpravach ziskame vztah

21’12(t) — 21’1(t>l’2(t> + 1’22(t) == 02, C 7£ 0.

Uvedena rovnice je rovnici elipsy. Provedené tivahy muzeme tedy shrnout tak,
ze trajektorie feSeni systému (37) jsou elipsy a singularni bod o systému (37)
je stied. Je tedy ziejmé, ze body lezici na trajektoriich feseni systému (37) se
v zavislosti na ¢ase pohybuji po téchto trajektoriich okolo singularniho bodu
o systému (37), pficemz zadny z nich nikdy nezaujme takovou polohu, aby
vzdélenost mezi timto bodem a singularnim bodem o systému (37) byla v
limité rovna nule. Timto jsme pripomnéli, ze singularni bod o systému (37) je
stabilni a ukazali jsme, Ze neni asymptoticky stabilni. Graficka interpretace
feSeni uvedeného systému je znazornéna na obrazku 6.

Nyni si na néasledujicim piikladu ukazeme situaci, kdy singuldrni bod o
neni jedinym singularnim bodem daného systému.

Priklad 4.18. Uvazujme autonomni linearni systém

Ty =-—x1+x
.1 1 2 (38)
To = 2z 1 — 21’2.
V tomto piipadé je na rozdil od predchozich prikladu matice
-1 1 . o .
A = 5 9 singuldrni a systém (38) mé tedy nekoneéné mnoho sin-

guldrnich bodu, mezi nimiz je také bod o, ktery budeme déle vySetrovat.
Charakteristickd rovnice matice A ma tvar

A2+ 3\ =0.
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Obrézek 6: Fazovy portrét feseni systému (37) - stred

Z uvedené rovnice plyne, ze A\; = 0 a Ay = —3. Protoze nulovy kofen \;
je jednoduchého typu, tj. ma nasobnost jedna a druhy kofen A je zaporny,
muzeme na zakladé véty 3.9, uvedené v predchozi kapitole, prohlasit, ze sin-
guldrni bod o systému (38) je stabilni. Nyni se podivejme na obecné feseni
systému (38), které ma tvar

x(t) = (Cy + Coe™™, —2Cye ™ + C))T, Oy, Cy,t €R.

Polozime-li kladné ¢islo § = ¢, pak zfejmé plati, ze ||x(t)|| < ||x(0)|| < 6 =
g, coz zarucuje, ze kazda kladna polotrajektorie feseni systému (38), ktera
vychazi z bodu x(0) leziciho v §-okoli singuldrniho bodu o systému (38), lezi
cela v e-okoli tohoto singuldrniho bodu. Timto jsme na zdkladé obecného
feseni systému (38) dokazali stabilitu singuldrniho bodu o. Déle vidime, ze
pokud Cy = 0,Cy # 0, pak Feseni systému (38) je konstantni podél piimky,
jejiz rovnice je x1 = 9. Na této piimce lezi nekonetné mnoho singularnich
bodu systému (38). Piipad kdy Cy # 0, Cy = 0 zobrazuje piimka dand rovnici
Ty = —%1’2‘

Muzou nastat samoziejmé i jiné piipady systému (30), jehoz singuldrni
bod o neni jedinym singularnim bodem. Dalsim pripad, ktery muze nastat je,
ze jeden koren charakteristické rovnice matice A je nulovy a druhy kladny.
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Obréazek 7: Fazovy portrét reseni systému (38)

Takovyto systém mé opét nekoneéné mnoho singuldrnich bodu podél urcité
primky prochéazejici pocatkem neboli singularnim bodem o, ktery je pak
podle véty 3.9 nestabilni. Nakonec, jsou-li oba kofeny charakteristické ma-
tice A nulové, méa dany systém také nekonecné mnoho singularnich bodu,
pricemz singularni bod o je nestabilni. Pokud navic plati, Zze matice A je
nulovd, pak tyto singuldrni body vypliuji cely fazovy prostor R2.

44



Obrazek 8: Schéma uvazovaného elektrického obvodu

5 Fyzikalni aplikace teorie stability systému
ODR 1

V této casti prace budeme vysSetrovat stabilitu casové proménnych elek-
trickych proudu i;(t) a iz(t) prochazejicich elektrickym obvodem, ktery je
znazornén na obrazku 8. Uvedeny obvod se sklada z transformatoru, k jehoz
primarnimu vinuti je v okamziku 7 pfipojen zdroj ¢asové proménného elek-
trického napéti u(t), které je ddno vztahem wu(t) = ¢ sinwt, kde < je amplituda
napéti a w je thlova frekvence napéti. K sekundarnimu vinuti transformatoru
je pripojen dvojpdl (jednobran). Tento dvojpdl zde vystupuje jako rezistor s
konstantnim elektrickym odporem Rj3. Vidime, ze do obvodu jsou zafazeny
také dva rezistory s konstantnimi elektrickymi odpory R;, Rs a tyto rezistory
zde zastupuji odpory vinuti v primarni a sekundarni vétvi transformatoru.
Transforméator sestava ze dvou civek navinutych na spolecném jadru, piicemz
tyto civky s nim nejsou vodivé spojeny. Na zakladé Faradayova zdkona a
vztaht, jez definuji vlastni a vzajemnou indukénost civek, napiseme dvé rov-
nice, které se vyjadiuji k casové proménnému elektromotorickému napéti na
primarnim a sekundirnim vinuti transformatoru. Prvni, respektive druha,
rovnice bude algebraickym souc¢tem elektomotorickych napéti buzenych na
primarni, respektive sekundarni, civce prochazejicimi elektrickymi proudy
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primarnim a sekundarnim vinutim transformatoru. Mame tedy

diy () dis(t) dia(t) diy(t)
unlt) = Li=g =+ M=3=, un(t) = Le=g,= + M=,
Déle pomoci druhého Kirchhoffova zdkona dostaneme rovnici pro primérni,

respektive sekundarni vétev uvazovaného elektrického obvodu, a sice

(39)

ur, (t) +ug, (t) = u(t) pro kazdé t > T,
respektive
ur,(t) + up,(t) + ugs(t) =0 pro kazdé t > .

Dosadime-li do téchto rovnic vztahy (39) a za hodnoty elektrickych napéti
prislusné souciny elektrickych odporu a proudu podle Ohmova zéakona, do-
staneme

diy(t) dia(t) , B
L T + M i + Rlll(t) = ’U,(t),
diy (¢ dig(t
M Zéi )L, Z;E ) 4 Rui(t) + Ryin(t) = 0

pro kazdé t > 7. Z této soustavy rovnic vyjadiime slozky d’éit), d’sit),

dostaneme systém linearnich obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic ve tvaru

¢imz

diy (t) RiLy . M(Ry + Rs) . Ly
— P M Gl N S I '
dt LlLQ—MQZl( )+ Ly, — M2 ilt) + L1L2—M2u( ), (40)
diy(t) MR,  Ly(Ry + Ry) . M

TR 7 v Rt sy v AUl oy sy y LA

pro kazdé ¢ > 7. Polozime-li

B RiLo B M(RQ + R3) B Lo
wm=-rr @ = oap W= et
MR, Li(Ry + R3) M
= ) = - ) ba(t) = — 2 ’
=77 == W= e
pak systém (40) piejde na tvar
diq (¢ . .
(il'[(; ) = allzl(t) + alzlz(t) + bl (t),
dis (1) (41)
(it = azlil(t) + (Zzziz(t) + bz(t).
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Odvodili jsme tedy systém, jehoz feSenim lze ziskat vztahy popisujici ¢asovy
prubéh elektrickych proudu i,(t) a iz(t). V programu Maple 12 jsem vy-
tvoril aplikaci, kterd pro nami zadané veli¢iny Li, Lo, M, Ry, Ry, R3 a u(t)
fesi autonomni linearni systém (41), vykresluje grafy funkei feseni i1 (), io(t)
a fazovy portrét téchto reseni. Tato aplikace je prilohou této prace a nese
nazev apltransformator.mw. Dale se budeme zabyvat konkrétni situaci, kde
uvedené vztahy a hodnoty budou generovany praveé touto aplikaci, piicemz
konstanty vzdy zaokrouhlime na t¥i desetinnd mista. Uvazujme tedy elek-
tricky obvod z obrazku 8 s nasledujicimi vstupy

Ly =4H, L,=3H, M =34H, Ry =250 Ry=1Q, Ry= 1009,
u(t) = 250sin (1007t)V.

Systém (41) mé pro zadané velic¢iny tvar

dzéiw = —17.045i1 (1) + 780.45505(t) + 1704.545 sin (1007t),

' (42)
dia(t

zjé ) - 19.318iy(¢) — 918.182i5(t) — 1931.818 sin (1007t).

Elektrické proudy i (t),i2(t) prochézejici obvodem jsou v case 7 = 0 nulové
a pocatecni podminky jsou tedy tvaru

i1(0) =0, i2(0) = 0. (43)
Pak fesenim pocatecni ulohy (42), (43) je vektorova funkce

i(t) =(0.192¢ 7001 10,531 234613 11 581 sin (1007t) — 0.723 cos (1007t),
0.004e %614 _ (0,625¢ 934613 1 (0,621 sin (1007t) — 1.858 cos (1007t))7,

jejiz casovy prubéh jednotlivych slozek i1 (t), io(t) je zndzornén na obrazcich 9,
10. Nyni se budeme zabyvat stabilitou feseni i(¢) pocéatecni ulohy (42), (43).
Z kapitoly 3 vime, ze namisto zkouméni stability feseni i(¢) poc¢atecni tlohy
(42), (43) staci zkoumat stabilitu trivialniho feseni i,(¢) = o homogenniho
systému

Y () _ 17 0453, (1) + 7804550, (1),
dt

L (44)
7”:% = 19.318ip, () — 918.182i,(t),
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Obrézek 9: Casovy priibéh elektrického proudu i1 (t) A
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Obrézek 10: Casovy priibéh elektrického proudu ia(t)A
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které se ve fiazovém prostoru R?, podle teorie uvedené v kapitole 4, zob-
razi na singuldrni bod o = [0,0] tohoto systému. Protoze je matice A =

—17.045 780.455
( 19.318 —918.182

nim bodem systému (44). Resenfm charakteristické rovnice matice A, tj.

) regularni, je tento bod o = [0, 0] jedinym singuldr-

—17.045 — A\ 780.455
det A = ( 19318 —918.182 — A ) =0
dostavame koteny A\; = —0.614, Ay = —934.613. Jelikoz jsou oba kofeny

zaporné, je podle véty 4.11 singularni bod o systému (44) pritazlivym uzlem,
coz znamena ze je asymptoticky stabilni a tudiz je asymptoticky stabilni také
feseni i(t) pocatecni lohy (42), (43). Grafem reseni i(¢) pocatecni tulohy (42),
(43) je krivka, ktera se pii t — oo limitné blizi k partikuldrnimu feseni i,(¢)
pocatecni tlohy (42), (43), tj. feseni systému

di,, (t

zl(’ilt_( ) _ 1704.545 sin (1007t),
di,, (t
Z%t() = —1931.818sin (1007t),

které ma tvar

i,(t) =(1.581sin (1007t) — 0.723 cos (1007t),

. T (45)

0.621 cos (1007t) — 1.858 sin (1007t))” .
Na obrazku 11 je predesld tivaha znizornéna ve fazovém prostoru R?. Zave-
rem tedy muzeme fici, ze se elektrické proudy i;(t), i2(t), které po zapo-
jeni zdroje elektrického napéti do studovaného obvodu, prochéazeji primarnim
a sekundarnim vinutim transformatoru za néjaky cas t v zavislosti na vstup-
nim napéti u(t) ustali.

6 Zaver

Cilem bakalarské prace bylo nastudovat a zpracovat teorii stability systé-
mu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu a nasledné ji aplikovat
na konkrétnim technickém problému. Jak jiz bylo uvedeno v uvodu, je v

této praci popsana stabilita obecné nelinearnich systému, linearnich systému
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Obrazek 11: Féazovy portrét feseni i1(t) pocatecni dlohy (42), (43)

a systému autonomnich. Prace je provazena piiklady, na kterych jsou inter-
pretovany druhy stability daného systému a v piipadé autonomnich systému
byla provedena klasifikace jeho singularniho bodu. V paté kapitole je zpra-
covana aplikace stability na linearnim autonomnim systému, jehoz feseni po-
pisuje ¢asovy prubeéh elektrickych proudu prochéazejicich primarnim a sekun-
darnim vinuti transformatoru. K této praci byly vypracovany v programu
Maple 12 dvé aplikace, které tesi a vykresluji fazové portréty reseni linearnich
autonomnich systému. Tyto aplikace maji nazvy aplfazovyportret.mw,
apltransformator.mw. Cile prace byly tedy splnény.
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7 Seznam priloh

1. CD s Dbakalarskou praci ve formatu pdf a programy
aplfazovyportret.mw, apltransformator.mw.

2. CD s programy aplfazovyportret.mw, apltransformator.mw.
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