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Anotace

Tato bakalářská práce se zabývá problematikou diferenčńıch rovnic, předevš́ım lineár-
ńıch diferenčńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. Prvńı, teoretická část této práce
je věnována základ̊um diferenćı a sumaćı, klasifikaci diferenčńıch rovnic a obecnému
zp̊usobu řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic. Nejprve se zaměř́ıme na konstrukci
fundamentálńıho systému řešeńı homogenńı rovnice. Následně v př́ıpadě nehomo-
genńı rovnice jsou představeny dva zp̊usoby řešeńı - metoda odhadu partikulárńıho
řešeńı a metoda variace konstant. Druhá část práce se pak zabývá konkrétńımi apli-
kacemi, které lze popsat právě pomoćı lineárńıch diferenčńıch rovnic s konstantńımi
koeficienty. Naše pozornost je zaměřena předevš́ım na aplikace v ekonomii, jako
např́ıklad současná a budoućı hodnota peněz, spořeńı na d̊uchod, umořováńı splátky
či vytvářeńı rovnováhy na trhu. V bakalářské práci je pak prakticky ilustrováno, že
ačkoliv jsou pro většinu populace diferenčńı rovnice nepř́ılǐs známé, setkávaj́ı se
s nimi relativně běžně a př́ıpadně je i použ́ıvaj́ı.

Kĺıčová slova:

diference; sumace; lineárńı diferenčńı rovnice s konstantńımi koeficienty; aplikace
v ekonomii
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Abstract

This bachelor thesis deals with the problem of difference equations, especially linear
difference equations with constant coefficients. The theoretical part of this work is
devoted to the basics of differences and antidifferences, classifications of difference
equations and the general way of solving linear difference equations. First, we deal
with the construction of a fundamental system for solving a homogeneous equation.
Subsequently, in the case of nonhomogeneous equation two methods of its solving are
introduced – the method of undetermined coefficients and the method of variation
of constants. The second part of the thesis deals with specific applications that
can be described using linear difference equations with constant coefficients. Our
attention focuses on applications in economics, such as the present and future value
of money, retirement saving, amortization installments or creating a balance in the
market. In the bachelor thesis it is practically illustrated that although for most of
the population the difference equations are not very familiar, they encounter them
relatively commonly, or even use them.

Key words:

difference; antidifference; linear differential equations with constant coefficients; ap-
plication in economics
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4.1 Pavučinový model – konvergentńı př́ıpad . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Úvod

Ústředńım pojmem této bakalářské práce je diferenčńı rovnice. Jedná se o oblast ma-
tematiky, se kterou se relativně často setkávaj́ı ekonomové, ačkoliv nevědomky se ob-
jevuje již ve středoškolské látce, konkrétně v oblasti finančńı matematiky, jak později
ilustrujeme na vybraných př́ıkladech.

Diferenčńı rovnice představuj́ı vhodnou alternativu v př́ıpadech, kdy již neńı
možné využ́ıt klasických metod, využ́ıvaj́ıćıch limitu funkce a diferenciálńı počet.
V tomto př́ıpadě definičńım oborem, na kterém dané rovnice řeš́ıme, je množina
bod̊u (obvykle ekvidistantńıch). Mı́sto derivaćı se použ́ıvaj́ı diference, mı́sto integrál̊u
sumace a mı́sto diferenciálńıch rovnic pak rovnice diferenčńı.

Ohlédneme-li se do historie, myšlenka poč́ıtáńı pomoćı rekurzivńıch vzorc̊u se
objevuje v jednoduché formě již kolem roku 2000 př. n. l. Kolem roku 450 př. n. l.
tuto myšlenku dále rozv́ıjej́ı Pythagorejci, později se problematikou zabývalo mnoho
daľśıch slavných matematik̊u. Kořeny základńı teorie lineárńıch diferenčńıch rovnic
sahaj́ı do 18. stolet́ı, kdy se j́ı zabývali de Moivre, Euler, Lagrange, Laplace a daľśı. Z
dnešńıho pohledu se diferenčńı rovnice, jak již bylo zmı́něno, hojně využ́ıvaj́ı v eko-
nomii. Své mı́sto však nalézaj́ı i ve statistice, např. pro sledováńı r̊ustu populace.
Velmi známá je Fibonacciho posloupnost použitá už v roce 1202 na modelováńı
r̊ustu populace kráĺık̊u, nicméně poprvé popsána až v 17. stolet́ı a vyřešena v 18.
stolet́ı (de Moivre). Dále se využ́ıvaj́ı také v kvantové fyzice či atomistice.

Právě již zmı́něná aplikace v ekonomii byla mou hlavńı motivaćı ke zpracováńı to-
hoto tématu, nebot’ z vlastńı zkušenosti v́ım, že daná problematika je často vysvětlo-
vána pouze z pohledu ekonomického, tedy bez hlubš́ı vazby na matematickou teorii.

Samotná bakalářská práce je uspořádána následovně. Nejprve jsou představeny
a definovány dva d̊uležité pojmy. Stejně, jako u diferenciálńıch rovnic se neobejdeme
bez znalosti derivaćı a integrál̊u, v př́ıpadě diferenčńıch rovnic to je diference a su-
mace. Následně můžeme zavést diferenčńı rovnice, které klasifikujeme na jednotlivé
typy a ilustrujeme jejich vzájemný vztah. Jádrem bakalářské práce jsou lineárńı di-
ferenčńı rovnice s konstantńımi koeficienty, pro které představ́ıme návod, jak nalézt
jejich řešeńı (obecné i partikulárńı). V posledńı kapitole tyto znalosti využijeme
na řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u, se kterými se můžeme setkat v praxi.

13



1 Úvod do teorie diferenćı

Než si představ́ıme samotné diferenčńı rovnice, je potřeba zavést dva d̊uležité pojmy.
Jedńım z nich je diference, t́ım druhým pojmem je potom sumace. Bez znalosti obou
těchto termı́n̊u neńı možné se posunout dále. V této kapitole si tedy nejprve zave-
deme samotný pojem diference, ukážeme si diferenci 1. řádu, jej́ı grafické znázorněńı
a diferenci vyšš́ıch řád̊u. Následuj́ı diference některých elementárńıch funkćı, z nichž
d̊uležité jsou pro nás zejména polynomy. Posledńı sekci věnujeme sumaćım. Definice
daných pojmů jsou převzaty z knihy [5].

1.1 Terḿın diference

Pokud v matematice hovoř́ıme o diferenci, máme na mysli, jak již název napov́ıdá,
rozd́ıl, konkrétně rozd́ıl dvou funkčńıch hodnot.

Definice 1. Je dán bod x0 a č́ıslo h > 0. Necht’ funkce f(x) je definována v bodech
x0 a x0 + h. Diferenćı funkce f(x) v bodě x0 nazýváme rozd́ıl f(x0 + h) − f(x0)
a znač́ıme ji ∆f(x0).

Pro názornost si ukážeme diferenci na př́ıkladech lineárńı a kvadratické funkce.

Př́ıklad 1. Vypoč́ıtejte diferenci funkćı f1(x) = 2x− 1 a f2(x) = 3x2 + 1 v obecném
bodě x0 pro obecný diferenčńı krok h.

Ř e š e n ı́: Užit́ım definice diference, můžeme psát

∆f1(x0) = f1(x0 + h)− f1(x0) = [2(x0 + h)− 1]− [2x0 − 1] = 2h,

∆f2(x0) = f2(x0 + h)− f2(x0) = [3(x0 + h)2 + 1]− [3x2
0 + 1] = 6x0h+ 3h2. ©

Na prvńım př́ıkladu si můžeme všimnout, že diferenćı dané lineárńı funkce je
konstanta 2h, zat́ımco v př́ıpadě kvadratické (tj. nelineárńı) funkce již hodnota di-
ference zálež́ı i na bodu x0. Lze ukázat, že tato vlastnost plat́ı vždy pro lineárńı
funkce, nebot’ poč́ıtáme-li diferenci funkce f(x) = ax+ b v obecném kroku h v bodě
x0, můžeme to zapsat následovně

∆f(x0) = f(x0 + h)− f(x0) = [a(x0 + h) + b]− [ax0 + b] = ah.

Z výše uvedeného vyplývá, že diference lineárńı funkce je za předpokladu kon-
stantńıho diferenčńıho kroku také konstantńı. Tuto vlastnost si později znovu uká-
žeme v Sekci 1.6 věnované diferenćım některých elementárńıch funkćı.
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Budeme-li namı́sto jednoho konkrétńıho bodu x0 uvažovat body nějaké neprázdné
množiny M, můžeme pojem diference rozš́ı̌rit ve smyslu funkce. Množina M bývá
v aplikačńıch úlohách nejčastěji reprezentována jako množina ekvidistantńıch bod̊u,
tj.

M = {x0;x0 + h;x0 + 2h, . . .}.

Definice 2. Necht’ funkce f(x) je definována ve všech bodech x ∈ M, kde M 6= ∅.
Potom ∆f(x) je funkce proměnné x, která každému bodu x ∈M přiřazuje hodnotu
∆f(x). Tuto funkci nazýváme diferenćı funkce f(x) a znač́ıme ji

∆f(x) = f(x+ h)− f(x), x ∈M.

1.2 Geometrické zobrazeńı diference

Diference lze také snadno graficky zobrazit. Pro názornost uvažujme dvojici lineárńı,
resp. kvadratické funkce z předchoźıho Př́ıkladu 1, resp. Př́ıkladu 2, tj. f1(x) = 2x−1
a f2(x) = 3x2 + 1, viz Obrázek 1.1. Zvoĺıme jednotkový diferenčńı krok a spoč́ıtáme
diference v bodech {0; 1; 2; 3}, viz Tabulka 1.1, která koresponduje s grafickými
výstupy.

Tabulka 1.1: Diference lineárńı a kvadratické funkce.

x0 ∆f1(x0) ∆f2(x0)
0,0 2,0 3,0
1,0 2,0 9,0
2,0 2,0 15,0
3,0 2,0 21,0

Na grafu je zřetelné (znázorněno přerušovanou čarou), že v př́ıpadě lineárńı
funkce je diference konstantńı, jak jsme si ukázali v předchoźı sekci. V př́ıpadě
polynomu druhého stupně již diference na dané množině bod̊u roste.

1.3 Vztah diference a derivace

Ten, kdo se již seznámil s pojmem derivace, tak se setkal i s diferenćı, a ačkoliv si
tento pojem bĺıže nedefinoval, běžně ho použ́ıval. Ukážeme si tedy nyńı vztah mezi
diferenćı a derivaćı funkce a budeme ilustrovat, jak jsou tyto dva termı́ny spolu velmi
úzce spjaty.

Připomeňme si, jak vypadá vztah pro výpočet derivace funkce (v bodě x0), a to

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= lim

h→0

∆f(x0)

h
= lim

∆x→0

∆y

∆x
,

kde ∆x znač́ı př́ır̊ustek v argumentu, tj. ∆x = h. Uvědomme si, že v čitateli tohoto
zlomku využ́ıváme vztahu pro výpočet diference funkce f . Pod́ıl ∆y/∆x, který na-
zveme poměrná diference, nám znač́ı velikost př́ır̊ustku funkce na jednotku př́ır̊ustku
argumentu.
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Obrázek 1.1: Geometrický význam diference

Dı́ky tomuto úzkému vztahu můžeme derivaci poměrnou diferenćı aproximovat,
čehož lze často využ́ıt v př́ıpadech, kdy neznáme analytický předpis funkce, a nejsme
tak schopni určit derivaci dle známých pravidel. Vztah mezi diferenćı a derivaćı
ilustrujeme na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 2. Vypoč́ıtejte přesnou a přiblǐznou hodnotu derivace funkce f(x) = 3x2 +1
v bodě x0 = 1 s diferenčńım krokem h ∈ {1,0; 0,5; 0,25; 0,125; 0,01; 0,001}.

Ř e š e n ı́: Derivace funkce v obecném bodě je f ′(x0) = 6x0, resp. v bodě x0 = 1 je
f ′(1) = 6. Přibližnou hodnotu derivace vyjádř́ıme pomoćı poměrných diferenćı pro
jednotlivé diferenčńı kroky, viz Tabulka 1.2, která ilustruje konvergenci poměrných
diferenćı k derivaci pro h→ 0+. Pro lepš́ı ilustraci přikládáme také Obrázek 1.2.©

Tabulka 1.2: Vztah mezi poměrnou diferenćı a derivaćı funkce.

h x0 + h f(x0 + h) ∆f(x0) ∆f(x0)
h

1,000 2,000 13,00000 9,000000 9,000
0,500 1,500 7,750000 3,750000 7,500
0,250 1,250 5,687500 1,687500 6,750
0,125 1,125 4,796875 0,796875 6,375
0,010 1,010 4,060300 0,060300 6,030
0,001 1,001 4,006003 0,006003 6,003

analytická hodnota f ′(x0) 6,0
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Obrázek 1.2: Vztah diference a derivace

1.4 Diference vyš̌śıch řád̊u

Analogicky, jako pro derivace vyšš́ıch řád̊u, umı́me pojmenovat a definovat i diference
vyšš́ıch řád̊u, které se zaváděj́ı obdobně, a to rekurentńım postupem.

Pro názornost mějme ∆f(x) jako funkci proměnné x a označme ∆f(x) = g(x).
Je-li funkce g(x) definována v bodech x a x + h, můžeme spoč́ıtat diferenci i této
funkce g(x) jako ∆g(x) = g(x+ h)− g(x). Po dosazeńı za g(x) źıskáme

∆g(x) = [f(x+ 2h)− f(x+ h)]− [f(x+ h)− f(x)]

= f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x).

Vztah výše je diference druhého řádu a lze tedy ř́ıci, že funkce ∆g(x) = ∆(∆f(x))
je druhou diferenćı funkce f(x).

Pojd’me se ale obecně pod́ıvat na diferenci vyšš́ıho, respektive n-tého řádu. Di-
ferenci n-tého řádu lze źıskat dvěma zp̊usoby. Nejprve si ukážeme prvńı možnost,
kdy postupně poč́ıtáme diference všech nižš́ıch řád̊u, což často neńı efektivńı zp̊usob
řešeńı.

Definice 3. Necht’ pro x ∈ M jsou definovány hodnoty f(x), f(x + h),
f(x + 2h), . . . , f(x + nh), kde h je dané kladné č́ıslo a n je přirozené č́ıslo. Potom
n-tou diferenci funkce f(x), kterou znač́ıme ∆nf(x), definujeme rekurentně vzorcem

∆nf(x) = ∆(∆n−1f(x)), pro n ≥ 2,

kde klademe ∆1f(x) = ∆f(x), x ∈M.
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Poznámka 1. Pokud bychom do ∆nf(x) dosadili za x konkrétńı č́ıslo x0, hovořili
bychom o n-té diferenci funkce f v bodě x0. Je d̊uležité si uvědomit, že v takovém
př́ıpadě diference se nejedná o funkci, ale diferenćı je jǐz konkrétńı hodnota této
funkce.

Př́ıklad 3. Pro funkci f(x) = 3x2 + 1 vypoč́ıtejte všechny diference až do třet́ıho
řádu včetně v bodech množiny {0; 1; 2; 3} pro jednotkový diferenčńı krok.

Ř e š e n ı́: Nejprve si spoč́ıtáme jednotlivé diference v obecném bodě x0 a následně
dosad́ıme př́ıslušné hodnoty, tj.

∆f(x0) = [3(x0 + 1)2 + 1]− [3x2
0 + 1] = 6x0 + 3,

∆2f(x0) = [6(x0 + 1) + 3]− [6x0 + 3] = 6,

∆3f(x0) = [6]− [6] = 0.

Potom ∆f(0) = 3, ∆f(1) = 9, ∆f(2) = 15 a ∆f(3) = 21. Druhá diference zadané
funkce je ve všech bodech množiny rovna 6. Jelikož diference konstantńı funkce je
ve všech bodech množiny rovna 0, tedy i v našem př́ıpadě je třet́ı diference dané
funkce nulová na celé množině. ©

Druhým zp̊usobem výpočtu diference n-tého řádu je použit́ı př́ımo (n + 1) fun-
kčńıch hodnot podle ńıže uvedené věty [5, Věta I,1].

Věta 1. Necht’ funkce f(x) je definována v bodech x, x+ h, . . . , x+ nh. Potom

∆nf(x) =

(
n

0

)
f(x+ nh)−

(
n

1

)
f(x+ (n− 1)h) + . . .+ (−1)n

(
n

n

)
f(x).

Př́ıklad 4. Pro funkci f(x) = cos(x) vypoč́ıtejte ∆3(0) pro diferenčńı krok h = π
3
.

Ř e š e n ı́: Pro výpočet použijeme vzorec z Věty 1 pro n = 3, tj.

∆3f(0) =

(
3

0

)
cos

(
0 +

3π

3

)
−
(

3

1

)
cos

(
0 +

2π

3

)
+

(
3

2

)
cos
(

0 +
π

3

)
−
(

3

3

)
cos(0)

= cos(π)− 3 cos

(
2π

3

)
+ 3 cos

(π
3

)
− cos(0) = 1. ©

1.5 Diference elementárńıch funkćı

Pro použit́ı diferenćı je dobré pamatovat si v obecném tvaru diference některých
elementárńıch funkćı. Z tohoto d̊uvodu definujeme ńıže polynom stupně n jako

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, an 6= 0.

Nenulovou konstantu P0(x) = a0 považujeme za polynom nultého stupně.
Nyńı se seznámı́me s diferencemi mocninných, exponenciálńıch a vybraných go-

niometrických funkćı v obecném tvaru podle [5, Věta I,2].
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Věta 2. Pro všechna x ∈ R a pro libovolný diferenčńı krok h plat́ı:

1) Je-li k konstanta, potom ∆k = 0.

2) Pro n = 1, 2, . . . je ∆xn = Pn−1(x), kde Pn−1(x) je jistý polynom stupně n−1.

3) Pro q > 0 a q 6= 1 je ∆qx = cqx, kde c je jistá konstanta.

4) Pro libovolné č́ıslo k je ∆ sin(kx) = a sin(kx) + b cos(kx), kde a a b jsou jisté
konstanty.

5) Pro libovolné č́ıslo k je ∆ cos(kx) = c sin(kx) + d cos(kx), kde c a d jsou jisté
konstanty.

V daľśım si připomene (bez d̊ukazu) pravidla pro výpočet diferenćı obecných
funkćı v určitém tvaru, viz [5, Věta I,3].

Věta 3. Pro libovolné h > 0 a pro všechna x, pro něž jsou současně definovány
∆f(x) a ∆g(x), plat́ı:

1) Diference součtu (resp. rozd́ılu) funkćı je rovna součtu (resp. rozd́ılu) jejich
diferenćı, tj.

∆[f(x)± g(x)] = ∆f(x)±∆g(x)

2) Multiplikačńı konstantu k lze vytknout před diferenci, tj.

∆[kf(x)] = k∆f(x).

3) Diference součinu funkćı splňuje vztah

∆[f(x)g(x)] = g(x)∆f(x) + f(x)∆g(x) + ∆f(x)∆g(x).

Pro názornost si shrneme, jak je to s diferenćı polynomů stupně n. Aplikaćı
Věty 2 a Věty 3 dostaneme, že diferenćı funkce Pn(x) je opět polynom, avšak stupně
nejvýše n− 1.

Věta 4. Pro všechna x ∈ R a libovolné h > 0 plat́ı

∆Pn(x) = Qn−1(x),

kde Qn−1(x) je jistý polynom stupně n− 1.

Př́ıklad 5. Pro funkci f(x) = (x2 + 1)2x vypoč́ıtejte diferenci s jednotkovým dife-
renčńım krokem.

Ř e š e n ı́: Funkce f(x) je utvořena součinem dvou funkćı, konkrétně f1(x) = (x2 +1)
a f2(x) = 2x. Využijeme tedy vztah pro výpočet diference součinu funkćı, kdy

∆f(x) = ∆[f1(x)f2(x)] = ∆[(x2 + 1)2x]

= 2x∆(x2 + 1) + (x2 + 1)∆2x + ∆(x2 + 1)∆2x.

Po dosazeńı d́ılč́ıch diferenćı a úpravě źıskáme požadovanou diferenci funkce f(x)

∆f(x) = ∆[(x2 + 1)2x] = (2x+ 1)2x + (x2 + 1)2x + (2x+ 1)2x

= 2x(x2 + 4x+ 3). ©
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1.6 Sumace

S pojmem diference je velice úzce spjat termı́n sumace. Analogicky jak spolu souviśı
pojmy derivace a integrál, tak spolu souviśı diference a sumace. Lze totiž ř́ıci, že su-
mace je komplementárńı operace k diferenci, kdy k dané diferenci funkce hledáme
určitou funkci, jej́ıž diference je právě tato daná funkce. Ačkoliv umı́me vypoč́ıtat
diferenci každé funkce (existuj́ı-li funkčńı hodnoty v bodech x a x + h), sumaci
neumı́me vždy obecně řešit. Můžeme tak sledovat analogii s integrálńım počtem,
kde situace, kdy neumı́me nalézt integrál každé elementárńı funkce, zat́ımco derivo-
vat ji umı́me, nastává také.

Definice 4. Je dána funkce f(x) definovaná na množině M. Necht’ funkce F (x) je
taková, že pro x ∈M je ∆F (x) = f(x). Funkci F (x) nazýváme sumaćı funkce f(x)
v M a znač́ıme

F (x) = ∆−1f(x).

Základńı vlastnosti sumace shrnuje následuj́ıćı věta převzatá z [5, Věta II,5].

Věta 5. Necht’ jsou F (x) a G(x) dvě funkce, které maj́ı pro x ∈M stejnou diferenci,
tj. ∆F (x) = ∆G(x). Potom F (x) = G(x) + p(x), kde p(x) je libovolná periodická
funkce s periodou h.

Speciálně, bude-li G(x) = 0, je ∆G(x) = 0, plyne z Věty 5, že vztahu
∆F (x) = 0 vyhovuje libovolná periodická funkce p(x) s periodou h. Např́ıklad lze
psát, že F (x) = k, kde k je libovolná konstanta, tud́ıž z věty vyplývá, že sumaćı
existuje nekonečně mnoho.

Poznámka 2. Bez újmy na obecnosti se pro snažš́ı zápis ve zbylém textu při výpočtu
sumace omeźıme pouze na speciálńı typ periodické funkce, a to na funkci konstantńı.

Analogicky jako u diferenćı si v daľśım připomene (bez d̊ukazu) pravidla pro výpo-
čet sumaćı obecných funkćı, viz [5, Věta II,6].

Věta 6. Necht’ ∆−1f(x) je sumace funkce f(x) a ∆−1g(x) je sumace funkce g(x),
pak plat́ı:

1) Sumace součtu (resp. rozd́ılu) funkćı je rovna součtu (resp. rozd́ılu) jejich su-
maćı, tj.

∆−1[f(x)± g(x)] = ∆−1f(x)±∆−1g(x)

2) Multiplikačńı konstantu k lze vytknout před sumaci, tj.

∆−1[kf(x)] = k∆−1f(x).

V prvńım př́ıpadě (Věta 6, bod 1) hovoř́ıme o aditivitě a v druhém př́ıpadě
(Věta 6, bod 2) o homogenitě operátoru sumace ∆−1, opět snadno nalezneme jistou
podobnost s vlastnostmi integrálu.

V následuj́ıćıch dvou větách poṕı̌seme sumaci pro polynomy a exponenciálńı
funkce v obecném tvaru, porovnej s Větou 2, body 2) a 3). Důkazy těchto vět
neuvád́ıme, lze je odvodit stejným postupem jako v ńıže uvedených př́ıkladech
pro konkrétńı funkce.
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Věta 7. Necht’ je dán polynom Pn(x) stupně n. Potom existuje polynom Qn+1(x)
stupně n + 1 takový, že ∆Qn+1(x) = Pn(x), tj. ∆−1Pn(x) = Qn+1(x) pro daný
libovolný diferenčńı krok h.

Př́ıklad 6. Určete všechny funkce F (x), x ∈ R, pro než plat́ı F (x) = ∆−1(2x− 1)
s krokem h = 0,5.

Ř e š e n ı́: Jelikož F (x) = ∆−1(2x− 1), můžeme psát ∆F (x) = 2x− 1, potom

F (x+ 0,5)− F (x) = 2x− 1.

Z Věty 7 a z vlastnost́ı diference v́ıme, že hledaná funkce bude polynom druhého
stupně, který můžeme zapsat ve tvaru kvadratické funkce ax2 + bx+ c. Tedy

[a(x+ 0,5)2 + b(x+ 0,5) + c]− [ax2 + bx+ c] = 2x− 1

a po úpravě źıskáváme rovnici

ax+ 0,25a+ 0,5b = 2x− 1.

Metodou neurčitých koeficient̊u, tj. porovnáńım koeficient̊u u př́ıslušných mocnin,
obdrž́ıme a = 2 a 0,25a+ 0,5b = −1, tj. b = −3. Výsledkem jsou tedy funkce

F (x) = 2x2 − 3x+ c,

kde c je jistá libovolná konstanta. ©

Věta 8. Necht’ q > 0 a q 6= 1, pak pro všechna x ∈ R a pro libovolný diferenčńı
krok h plat́ı

∆−1qx =
1

c
qx,

kde c je jistá nenulová konstanta.

Př́ıklad 7. Určete všechny funkce F (x), x ∈ R, pro než plat́ı F (x) = ∆−12x s kro-
kem h = 2.

Ř e š e n ı́: Vı́me, že F (x) = ∆−12x, proto ∆F (x) = 2x. Dle vlastnost́ı diference
můžeme psát

F (x+ 2)− F (x) = 2x.

Podle Věty 8 v́ıme, že hledaná funkce bude mı́t tvar 1
c
2x, proto lze psát

1

c
2x+2 − 1

c
2x = 2x,

a z této rovnice vyjádřit neznámou c = 3. Nakonec podle Věty 5 všechny hledané
funkce maj́ı tvar

F (x) =
1

3
2x +K,

kde K je jistá libovolná konstanta. ©
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2 Diferenčńı rovnice

V následuj́ıćı kapitole si představ́ıme již hlavńı téma této práce – diferenčńı rovnice
– a poṕı̌seme jejich klasifikaci. Nejprve si ukážeme diferenčńı rovnice 1. a 2. typu
a jak je lze mezi sebou převádět. U diferenčńıch rovnic 2. typu si dále uvedeme
rovnice prvńıho a vyšš́ıho, resp. k-tého řádu. Následně předvedeme jejich převody
na rekurentńı vzorce. Seznámı́me se také s pojmem řešeńı diferenčńı rovnice, které
lze reprezentovat vzorcem pro n-tý člen posloupnosti, jež splňuje předem daný vztah.

2.1 Typy diferenčńıch rovnic a jejich řešeńı

Nejprve představ́ıme definici diferenčńı rovnice, jež je analogická definici diferenciálńı
rovnice, jestliže derivace nahrad́ıme diferencemi př́ıslušného řádu. Definice jsou pře-
vzaty z knihy [5].

Definice 5. Necht’ pro všechna x ∈M je definována funkce f(x, y,∆y,∆2y, . . . ,∆ky).
Rovnici tvaru

f(x, y,∆y,∆2y, . . . ,∆ky) = 0,

ve které je neznámou funkce y(x), nazýváme diferenčńı rovnićı k-tého řádu 1. typu.
Partikulárńım řešeńım této rovnice nazýváme každou funkci y(x), která pro všechna
x ∈M splňuje danou rovnici. Obecným řešeńım nazýváme vzorec zahrnuj́ıćı všechna
partikulárńı řešeńı.

Speciálńım př́ıpadem diferenčńı rovnice 1.typu je rovnice ve tvaru ∆y = f(x),
se kterou jsme se již setkali v úlohách na sumaci, viz Sekce 1.6. Obecné řešeńı této
rovnice je tedy

y(x) = F (x) + p(x),

kde p(x) je libovolná periodická funkce s periodou h, resp. jistá libovolná konstanta.

Poznámka 3. Ve zbytku práce se bez újmy na obecnosti omeźıme na diferenčńı
krok h = 1 a budeme požadovat, aby bod x0 odpov́ıdal počátku. Tohoto předpokladu
lze snadno dosáhnout substitućı x = hn + x0, d́ıky které p̊uvodńı definičńı obor
M = {x0, x0 + h, x0 + 2h, . . . } přejde na množinu N0 = {0, 1, 2, . . . }. M̊užeme tak
ztotožnit y(x) = ϕ(n) a zavést obvykleǰśı značeńı ϕ(n+ j) = yn+j, j = 0, 1, 2, . . . , k.
Funkce ϕ(n) definované v množině N0 tak odpov́ıdaj́ı posloupnostem yn.

Uvedenou transformaci nezávislé proměnné v diferenčńı rovnici si bĺıže poṕı̌seme
na ńıže uvedeném př́ıkladu.
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Př́ıklad 8. Diferenčńı rovnici ∆y = xy definovanou pro x ∈ {1,5; 2,0; 2,5; . . .}
převed’te na rovnici s definičńım oborem N0.

Ř e š e n ı́: Pro převod se hledá taková transformace, která převád́ı dané definičńı
obory, a to podle vzorce

n =
x− x0

h
,

kde h = 0,5 a x0 = 1,5. Po dosazeńı těchto hodnot můžeme vyjádřit proměnnou x
jako x = 0,5n+ 1,5. Nyńı se tento výraz dosad́ı do p̊uvodńı rovnice, č́ımž se převede
tato rovnice na diferenčńı rovnici s definičńım oborem N0, tj.

∆y = (0,5n+ 1,5)y.
©

V daľśım se budeme zabývat alternativńım vyjádřeńım diferenčńı rovnice na mno-
žině N0 jakožto rovnice 2. typu. Vyjádř́ıme-li v diferenčńı rovnici 1. typu všechny
diference podle Věty 1, tj.

∆y = ϕ(n+ 1)− ϕ(n) = yn+1 − yn
∆2y = ϕ(n+ 2)− 2ϕ(n+ 1) + ϕ(n) = yn+2 − 2yn+1 + yn

...

∆ky = ϕ(n+ k)− kϕ(n+ k − 1) +

(
k

2

)
ϕ(n+ k − 2)− . . .+ (−1)kϕ(n)

= yn+k − kyn+k−1 +

(
k

2

)
yn+k−2 − . . .+ (−1)kyn

a slouč́ıme-li ve funkci f(x, y,∆y,∆2y, . . . ,∆ky) členy se stejnými indexy, źıskáme
novou funkci g(n, yn, yn+1, yn+2, . . . , yn+k). T́ımto postupem źıskáme nové vyjádřeńı
p̊uvodńı diferenčńı rovnice, viz definice ńıže.

Definice 6. Necht’ funkce g(n, yn, yn+1, yn+2, . . . , yn+k), kde yn+j = ϕ(n + j), je
definována pro všechna n ∈ N0. Rovnice tvaru

g(n, yn, yn+1, yn+2, . . . , yn+k) = 0,

ve které je neznámou funkce (posloupnost) yn = ϕ(n), nazýváme diferenčńı rovnićı
2. typu. Jestlǐze jsou v této rovnici koeficienty u yn a yn+k pro všechna n ∈ N0

nenulové, ř́ıkáme, že rovnice je k-tého řádu.
Obecným řešeńım diferenčńı rovnice 2. typu k-tého řádu budeme nazývat takové

řešeńı yn = ϕ(n), které obsahuje k libovolných nezávislých konstant C1, C2, . . . , Ck,
které se nedaj́ı nahradit menš́ım počtem obecných konstant.

Partikulárńı řešeńı je zvláštńı př́ıpad obecného řešeńı, ve kterém za obecné kon-
stanty dosad́ıme určité č́ıselné hodnoty.

Při sestavováńı partikulárńıho řešeńı je tedy potřeba určit hodnoty konstant C1,
C2, . . . , Ck. Tyto hodnoty se stanov́ı z počátečńıch podmı́nek, které tvoř́ı prvńıch k
člen̊u posloupnosti y0, y1, . . . , yk−1.

V definici obecného řešeńı se setkáváme s pojmem nezávislých konstant, který je
úzce spjat s definićı tzv. lineárně nezávislých funkćı. Vzájemný vztah ilustrujeme
také na přiloženém př́ıkladě.
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Definice 7. Řı́káme, že funkce ϕ1(n), ϕ2(n), . . . , ϕk(n), společně definované na N0

jsou lineárně závislé v množině N0, jestlǐze existuje aspoň jedna konstanta Cj 6= 0,
j = 1, 2, . . . , k, tak, aby pro všechna n ∈ N0 platila rovnice

C1ϕ1(n) + C2ϕ2(n) + . . .+ Ckϕk(n) = 0.

Neńı-li tomu tak, pak ř́ıkáme, že funkce ϕ1(n), ϕ2(n), . . . , ϕk(n) jsou lineárně nezá-
vislé.

Př́ıklad 9. Dokažte, že funkce 9n a 32n+1 jsou lineárně závislé v množině N0.

Ř e š e n ı́: Podle definice hledáme konstanty C1 a C2 takové, že plat́ı

C1 · 9n + C2 · 32n+1 = 0.

Výše uvedenou rovnici uprav́ıme a vyděĺıme členem 9n, č́ımž źıskáme novou rovnici
o dvou neznámých, tj.

C1 + 3C2 = 0.

Jednoduchou úpravou zjist́ıme, že C1 = −3C2, kde C2 klademe libovolné nenulové.
Protože existuje alespoň jedno netriviálńı řešeńı rovnice

C1 · 9n + C2 · 32n+1 = 0,

jsou funkce 9n a 32n+1 lineárně závislé.
©

Pro ověřeńı lineárńı nezávislosti funkćı v množině N0 se v teorii diferenčńıch
rovnic použ́ıvá následuj́ıćı vlastnosti vycházej́ıćı z řešitelnosti soustav lineárńıch al-
gebraických rovnic. Pro detailněǰśı výklad odkážeme čtenáře na [5, Věty III,1-2]
a uvedeme zde pouze postačuj́ıćı podmı́nky pro lineárńı nezávislost.

Věta 9. K tomu, aby funkce ϕ1(n), ϕ2(n), . . . , ϕk(n) byly lineárně nezávislé v mno-
žině N0 stač́ı, aby byl aspoň pro jedno n ∈ N0 determinant∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(n) · · · ϕk(n)
∆ϕ1(n) · · · ∆ϕk(n)

...
. . .

...
∆k−1ϕ1(n) · · · ∆k−1ϕk(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

resp. determinant ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(n) · · · ϕk(n)

ϕ1(n+ 1) · · · ϕk(n+ 1)
...

. . .
...

ϕ1(n+ k − 1) · · · ϕk(n+ k − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.
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2.2 Vzájemné p̌revody rovnic a rekurentńı vzorce

V literatuře se obvykle setkáme s definićı diferenčńı rovnice 2. typu včetně definice
jej́ıho řádu. Na následuj́ıćıch př́ıkladech si ukážeme vzájemné převody mezi dife-
renčńımi rovnicemi 1. a 2. typu, a že řád rovnice nemuśı být při převodu zachován.

Př́ıklad 10. Rovnici 1. typu ∆2y−2∆y−3y = x s krokem h = 1 převed’te na rovnici
2. typu a určete řád rovnice.

Ř e š e n ı́: Zavedeme-li přirozené značeńı x = n a y = yn, pak z vlastnost́ı diference
v́ıme, že

∆y = yn+1 − yn, ∆2y = yn+2 − 2yn+1 + yn.

Po dosazeńı do zadáńı źıskáme

yn+2 − 2yn+1 + yn − 2(yn+1 − yn)− 3yn = n,

a následnou úpravou
yn+2 − 4yn+1 = n.

Hledaná rovnice 2. typu však neńı rovnićı 2. řádu, nebot’ substitućı m = n+1 přejde
na rovnici

ym+1 − 4ym = m− 1,

která je pouze 1. řádu. Můžeme si všimnout, že při převodu rovnice nez̊ustal jej́ı řád
zachován. ©

Př́ıklad 11. Rovnici yn+2 + yn+1− yn = 0 převed’te na rovnici 1. typu s definičńım
oborem N0 a určete řád rovnice.

Ř e š e n ı́: Opět vycháźıme z vlastnost́ı diference, kdy

∆y = yn+1 − yn, ∆2y = yn+2 − 2yn+1 + yn.

Označ́ıme-li yn = y, pak snadno vyjádř́ıme členy

yn+1 = ∆y + y

yn+2 = ∆2y + 2(∆y + y)− y = ∆2y + 2∆y + y.

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice 2. typu máme rovnici

(∆2y + 2∆y + y) + (∆y + y)− y = 0,

kterou dále uprav́ıme a źıskáme rovnici 1. typu, jej́ıž řád je 2, tj.

∆2y + 3∆y + y = 0. ©

V závěru této kapitoly ukážeme, že ve speciálńım př́ıpadě můžeme diferenčńı
rovnici 2. typu reprezentovat pomoćı rekurentńıch vzorc̊u pro posloupnosti, nebot’
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pracujeme na množině N0. Uvažujeme tedy obecný tvar diferenčńı rovnice 2. typu
s definičńım oborem N0, tj.

g(n, yn, yn+1, yn+2, . . . , yn+k) = 0,

kde yn znač́ı n-tý člen posloupnosti.
Podař́ı-li se nám z této rovnice explicitně vyjádřit nejvyšš́ı člen dané posloup-

nosti, tj. nalezneme-li funkci G tak, že plat́ı

yn+k = G(n, yn, yn+1, yn+2, . . . , yn+k−1),

źıskáme obecný rekurentńı vzorec pro posloupnost yn. V tomto rekurentńım vzorci
je hodnota (n+k)-tého členu posloupnosti vyjádřena pomoćı jej́ıch k předcházej́ıćıch
člen̊u a nezávislé proměnné n.

Př́ıklad 12. Odvod’te rekurentńı vzorec pro partikulárńı řešeńı diferenčńı rovnice

yn+2 − yn+1 − yn = 0

s počátečńımi podmı́nkami y0 = 0 a y1 = 1. Vypoč́ıtejte prvńıch 10 člen̊u.

Ř e š e n ı́: Z počátečńıch podmı́nek známe hodnoty y0 = 0 a y1 = 1. Vyjádř́ıme-li
ze zadáńı nejvyšš́ı člen

yn+2 = yn+1 + yn,

zjist́ıme, že nová hodnota se vypoč́ıtá jako součet dvou předchoźıch hodnot. Tato
vlastnost je charakteristická pro tzv. Fibonacciho posloupnost, kterou se nazývá
nekonečná posloupnost přirozených č́ısel prvně popsaná italským matematikem Leo-
nardem Pisánským na př́ıkladu o r̊ustu populace kráĺık̊u.

Prvńıch 10 člen̊u této posloupnosti nabývá následuj́ıćıch hodnot y0 = 0, y1 = 1,
y2 = 1, y3 = 2, y4 = 3, y5 = 5, y6 = 8, y7 = 13, y8 = 21 a y9 = 34. ©
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3 Lineárńı diferenčńı rovnice

Nyńı se pozastav́ıme nad problematikou lineárńıch diferenčńıch rovnic – speciálńı
tř́ıdou diferenčńıch rovnic – jež zavedeme pomoćı diferenčńı rovnice 2. typu defino-
vané v množině N0, viz [5].

Definice 8. Diferenčńı rovnice tvaru

a0(n)yn + a1(n)yn+1 + a2(n)yn+2 + . . .+ ak(n)yn+k = b(n),

kde b(n), a0(n), a1(n), . . . , ak(n) jsou libovolné posloupnosti definované v N0, přičemž
a0(n) 6= 0 a ak(n) 6= 0 pro n ∈ N0, nazýváme lineárńımi diferenčńımi rovnicemi
k-tého řádu s nekonstantńımi koeficienty a pravou stranou. Posloupnosti a0(n),
a1(n), a2(n), . . . , ak(n) nazýváme koeficienty a b(n) pravou stranou.

Tato práce však bude zaměřena na řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty, tud́ıž všechny posloupnosti a0(n), a1(n), . . . , ak(n) budou kon-
stantńı, tj. a0(n) = a0, a1(n) = a1, . . . , ak(n) = ak, kde aj ∈ R, 0 ≤ j ≤ k. Opět
předpokládáme, že a0 6= 0 a an 6= 0. Pokud bude b(n) = 0 (nulová posloupnost),
ř́ıkáme, že se jedná o lineárńı diferenčńı rovnici bez pravé strany, nazývanou také
homogenńı lineárńı diferenčńı rovnice, tedy

k∑
j=0

ajyn+j = 0. (HLDR)

V opačném př́ıpadě, je-li b(n) 6= 0, se jedná o lineárńı diferenčńı rovnici s pravou
stranou, nazývanou také nehomogenńı lineárńı diferenčńı rovnice, tedy

k∑
j=0

ajyn+j = b(n). (NLDR)

Než si ukážeme postup řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic, at’ už homogenńıch
nebo nehomogenńıch, uvedeme si existenčńı větu pro lineárńı diferenčńı rovnici, jej́ıž
formulace je převzata z [5, Věta IV,1].

Věta 10. Necht’ je dáno k hodnot: yc, yc+1, . . . , yc+k−1 v k po sobě jdoućıch bodech
z definičńıho oboru N0 lineárńı diferenčńı rovnice (NLDR) k-tého řádu. Potom exi-
stuje v N0 jediné řešeńı rovnice (NLDR), které nabývá předepsaných hodnot yc,
yc+1, . . . , yc+k−1 v daných bodech c, c+ 1, . . . , c+ k − 1.
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Nutno podotknout, že tvrzeńı Věty 10, ačkoliv to neńı př́ımo zmı́něno, plat́ı i pro
homogenńı lineárńı diferenčńı rovnici, polož́ıme-li b(n) = 0. V daľśım se budeme
zabývat otázkou, jakého tvaru jsou řešeńı rovnice (HLDR).

Věta 11. Necht’ ϕ1(n) a ϕ2(n) jsou dvě r̊uzná partikulárńı řešeńı rovnice (HLDR).
Potom posloupnost

yn = C1ϕ1(n) + C2ϕ2(n), C1, C2 ∈ R,

je také řešeńım rovnice (HLDR).

Známe-li tedy partikulárńı řešeńı rovnice (HLDR), potom jsme schopni naj́ıt
nekonečně mnoho daľśıch řešeńı jako lineárńı kombinaci těchto partikulárńıch řešeńı.
Z Věty 11 plyne d̊usledek, a sice pokud dosad́ıme za konstanty C1 = C2 = 0, potom
je řešeńım rovnice (HLDR) yn = 0 ·ϕ1(n) + 0 ·ϕ2(n) = 0 pro n ∈ N0. Tomuto řešeńı
ř́ıkáme triviálńı řešeńı. Každá rovnice (HLDR) má tedy triviálńı řešeńı yn = 0.

Pro daľśı studium dané problematiky se seznámı́me s pojmem fundamentálńıho
systému řešeńı.

Definice 9. Řı́káme, že posloupnosti ϕ1(n), ϕ2(n), . . . , ϕk(n), které jsou partikulár-
ńım řešeńım (HLDR) v množině N0, tvoř́ı tzv. fundamentálńı systém řešeńı, jestlǐze
jsou posloupnosti ϕ1(n), ϕ2(n), . . . , ϕk(n) lineárně nezávislé.

V praktických úlohách tak lineárńı nezávislost př́ıslušné množiny funkćı ověřuje-
me podle Věty 9. Následuj́ıćı věta z [5, Věta IV,5] popisuje vztah mezi partikulárńım
řešeńım rovnice (HLDR) a jej́ım př́ıslušným fundamentálńım systémem.

Věta 12. Necht’ funkce ϕ1(n), ϕ2(n), . . . , ϕk(n) tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı
rovnice (HLDR) v N0. Necht’ ϕ(n) je libovolné partikulárńı řešeńı rovnice (HLDR)
v N0. Potom existuj́ı konstanty C1, C2, . . . , Ck tak, že

ϕ(n) =
k∑
j=1

Cjϕj(n).

Známe-li fundamentálńı systém řešeńı rovnice (HLDR), tak jako d̊usledek Věty 12
lze odvodit tvar obecného řešeńı této rovnice, tj.

yHn = C1ϕ1(n) + C2ϕ2(n) + · · ·+ Ckϕk(n)

kde C1, C2, . . . , Ck jsou libovolné konstanty.
Pro sestaveńı obecného řešeńı rovnice (NLDR) se pak použije následuj́ıćı věta,

viz [5, Věta IV,6].

Věta 13. Necht’ yHn =
∑k

j=1Cjϕj(n) je obecné řešeńı rovnice (HLDR) a necht’

yPn = ψ(n) je partikulárńı řešeńı rovnice (NLDR). Potom obecné řešeńı rovnice
(NLDR) je funkce

yn = yHn + yPn .

V následuj́ıćıch částech se podrobněji pod́ıváme na postup hledáńı řešeńı lineár-
ńıch diferenčńıch rovnic, a to jak homogenńıch, tak těch nehomogenńıch. Daná
látka je koncipována pouze jako návod, jak nalézt řešeńı, doplněná komentářem
bez d̊ukaz̊u jednotlivých tvrzeńı. Pro detailńı výklad včetně d̊ukaz̊u odkážeme čtenáře
na zdroje [2] a [5].
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3.1 Postup řešeńı homogenńıch lineárńıch
diferenčńıch rovnic s konstantńımi koeficienty

Nejprve budeme hledat netriviálńı řešeńı rovnice (HLDR), tj. rovnice tvaru

a0yn + a1yn+1 + · · ·+ akyn+k = 0,

kde a0, a1, . . . , ak ∈ R jsou dané konstanty, přičemž a0 6= 0 a ak 6= 0. Potom rovnici

a0 + a1λ+ · · ·+ akλ
k = 0,

nazveme charakteristickou rovnićı diferenčńı rovnice. Tuto rovnici źıskáme dosa-
zeńım partikulárńıho řešeńı yn = λn do rovnice, kde λ ∈ C je konstanta, a následným
vyděleńım celé rovnice λn. Vzhledem k tomu, že hledáme netriviálńı řešeńı, tud́ıž
předpokládáme yn 6= 0, resp. λ 6= 0, můžeme tento krok provést. Tento předpoklad
je splněn, protože a0 6= 0, a tak charakteristická rovnice nemá nulový kořen.

Můžeme si všimnout, že tato charakteristická rovnice neobsahuje proměnnou n,
ale pouze jednu neznámou λ. Přecháźıme tedy z diferenčńı rovnice na algebraickou
rovnici k-tého stupně s neznámou λ. Tato rovnice má nejvýše k r̊uzných kořen̊u,
které určuj́ı daľśı postup. Kořeny charakteristické rovnice mohou být reálné i kom-
plexně sdružené, kladné i záporné, r̊uzné i v́ıcenásobné. V následuj́ıćıch částech si
rozebereme jednotlivé možnosti.

A) Kořeny charakteristické rovnice jsou jednonásobné reálné r̊uzné.

Pokud má charakteristická rovnice k r̊uzných reálných kladných kořen̊u λ1, . . . , λk,
obecné řešeńı př́ıslušné rovnice (HLDR) můžeme zapsat ve tvaru

yHn = C1λ
n
1 + C2λ

n
2 + · · ·+ Ckλ

n
k ,

kde C1, C2, . . . , Ck jsou libovolné konstanty.
Situace je poněkud komplikovaněǰśı v př́ıpadě záporných reálných kořen̊u, jelikož

hodnota λn, je-li n ∈ R, lež́ı obecně v oboru komplexńıch č́ısel. Tato situace však
nenastane pro n ∈ N0, kdy źıskáme př́ımo reálné řešeńı yn, proto tuto možnost
nebereme v potaz a výše uvedený vzorec pro yHn plat́ı i pro př́ıpad λj < 0.

B) Charakteristická rovnice má komplexně sdružené jednonásobné kořeny.

Má-li charakteristická rovnice komplexńı kořeny λ1,2 = r(cos(ω)± i sin(ω)), po-
tom partikulárńı řešeńı rovnice (HLDR) můžeme zapsat jako dvojici reálných řešeńı

ϕ1(n) = rn cos(ωn), ϕ2(n) = rn sin(ωn),

která jsou lineárně nezávislá. Tedy za řešeńı rovnice (HLDR) můžeme pak považovat
i funkci

ϕ1,2(n) = rn (C1 cos(ωn) + C2 sin(ωn)) ,
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kde C1 a C2 jsou opět libovolné konstanty.

C) Charakteristická rovnice má v́ıcenásobný (s-násobný) kořen.

V tomto př́ıpadě lze charakteristickou rovnici zapsat ve tvaru součinu

(λ− λ1)sPk−s(λ) = 0,

kde Pk−s(λ) je nenulový polynom stupně k − s.
Předpokládejme nejprve, že daná charakteristická rovnice má s-násobný reálný

kořen λ1, přičemž 1 < s ≤ k. Pak lze sestrojit s lineárně nezávislých partikulárńıch
řešeńı př́ıslušné diferenčńı rovnice, která maj́ı následuj́ıćı tvar

ϕ1(n) = λn1 , ϕ2(n) = nλn1 , . . . , ϕs(n) = ns−1λn1 .

Tedy funkci představuj́ıćı řešeńı rovnice (HLDR) lze pak zapsat souhrnně jako

ϕ1,2,...s(n) = C1ϕ1(n) + C2ϕ2(n) + · · ·+ Csϕs(n) = (C1 + C2n+ · · ·+ Csn
s−1)λn1

= Ps−1(n)λn1 ,

kde Ps−1(n) je libovolný polynom stupně s− 1 s koeficienty C1, . . . , Cs.
Ačkoliv se předchoźı př́ıpad týkal reálných v́ıcenásobných kořen̊u, lze jej s drob-

nou úpravou uplatnit i v situaci, kdy charakteristická rovnice má komplexně sdružené
kořeny λ1,2 = r (cos(ω)± i sin(ω)). V tomto př́ıpadě jsou partikulárńımi řešeńımi
rovnice (HLDR) funkce

ϕ1(n) = rn cos(ωn), ϕ3(n) = nrn cos(ωn), . . . , ϕ2s−1(n) = ns−1rn cos(ωn),

ϕ2(n) = rn sin(ωn), ϕ4(n) = nrn sin(ωn), . . . , ϕ2s(n) = ns−1rn sin(ωn),

resp. řešeńım (HLDR) je jejich libovolná (netriviálńı) lineárńı kombinace.
Nyńı jsme si rozebrali, jaké mohou nastat situace při řešeńı homogenńıch dife-

renčńıch rovnic s konstantńımi koeficienty. V následuj́ıćı části si předchoźı př́ıpady
ilustrujeme na třech konkrétńıch př́ıkladech. Jedna úloha bude mı́t za řešeńı charakte-
ristické rovnice reálné r̊uzné kořeny, druhá úloha reálný v́ıcenásobný kořen a posledńı
úloha komplexně sdružené kořeny.

Př́ıklad 13. Nalezněte obecné řešeńı rovnice yn+2 + 4yn+1 + 3yn = 0.

Ř e š e n ı́: Charakteristická rovnice má tvar

λ2 + 4λ+ 3 = 0

a kořeny jsou reálná č́ısla λ1 = −3 a λ2 = −1. Potom obecné řešeńı rovnice má tvar

yn = C1(−3)n + C2(−1)n, C1, C2 ∈ R. ©
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Př́ıklad 14. Nalezněte obecné řešeńı rovnice yn+2 − 6yn+1 + 9yn = 0.

Ř e š e n ı́: Charakteristická rovnice je tvaru

λ2 − 6λ+ 9 = 0

a má pouze dvojnásobný reálný kořen λ1,2 = 3. Obecné řešeńı dané rovnice pak je

yn = C13n + C2n3n = 3n(C1 + C2n), C1, C2 ∈ R. ©

Př́ıklad 15. Nalezněte obecné řešeńı rovnice yn+2 + 4yn = 0.

Ř e š e n ı́: Kořeny př́ıslušné charakteristické rovnice

λ2 + 4 = 0

jsou komplexně sdružená č́ısla λ1,2 = ±2i. Následně tento algebraický tvar kom-
plexńıho č́ısla převedeme na goniometrický tvar, tj. λ1,2 = 2

(
cos
(
π
2

)
± i sin

(
π
2

))
.

Potom obecné řešeńı diferenčńı rovnice lze psát jako

yn = 2n
(
C1 cos

(πn
2

)
+ C2 sin

(πn
2

))
, C1, C2 ∈ R. ©

3.2 Postup řešeńı nehomogenńıch lineárńıch
diferenčńıch rovnic s konstantńımi koeficienty

Častěji než s homogenńımi lineárńımi diferenčńımi rovnicemi se setkáváme s ne-
homogenńımi rovnicemi, tedy s rovnicemi s pravou stranou, které maj́ı následuj́ıćı
tvar

a0yn + a1yn+1 + . . .+ akyn+k = b(n),

kde a0, a1, ..., ak jsou, stejně jako v předchoźı sekci, dané reálné konstanty, přičemž
a0 6= 0 a ak 6= 0.

V závislosti na tvaru pravé strany můžeme k řešeńı použ́ıt r̊uzné metody. Má-
li pravá strana speciálńı tvar, lze použ́ıt metodu odhadu partikulárńıho řešeńı,
v obecném př́ıpadě můžeme vždy použ́ıt metodu variace konstant. Obě tyto metody
si podrobně poṕı̌seme v této sekci. Poznamenejme na úvod, at’ zvoĺıme jakoukoliv
metodu, muśıme nejprve naj́ıt obecné řešeńı přidružené homogenńı rovnice

a0yn + a1yn+1 + . . .+ akyn+k = 0,

což je podle Věty 12, resp. jej́ıho d̊usledku, lineárńı kombinace funkćı z funda-
mentálńıho systému řešeńı, tj. yHn =

∑k
j=1Cjϕj(n).
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A) Metoda odhadu partikulárńıho řešeńı

Tuto metodu lze použ́ıt pouze při řešeńı diferenčńıch rovnic, kdy na pravé straně
jsou speciálńı funkce. Přesněji jde o funkce, které lze sestavit ze součtu, rozd́ılu
a součinu funkćı k, ns, qn, sin(αn), cos(αn). Tyto funkce maj́ı tu vlastnost, že jejich
diference patř́ı opět do stejné tř́ıdy funkćı. Této vlastnosti můžeme využ́ıt i obráceně,
tzn. pokud známe výslednou funkci b(n), jež je dána př́ıslušnou kombinaćı výše
uvedených funkćı, bude hledané partikulárńı řešeńı také funkce stejného typu. Toto
řešeńı urč́ıme tak, že do p̊uvodńı diferenčńı rovnice dosad́ıme odhadnutou funkci
v obecném tvaru, který později specifikujeme metodou neurčitých koeficient̊u.

Zadaná nehomogenńı rovnice má tedy požadovaný tvar

k∑
j=0

ajyn+j = qn (Pu(n) cos(αn) +Qv(n) sin(αn)) .

kde Pu(n), resp Qv(n), je polynom stupně u ≥ 0, resp. v ≥ 0, přičemž může nastat
i q = 1 nebo α = 0.

Má-li charakteristická rovnice kořeny λj 6= q(cos(α) ± i sin(α)), potom parti-
kulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yPn = qn (Rt(n) cos(αn) + St(n) sin(αn)) ,

kde Rt(n) a St(n) jsou polynomy stupně t = max(u, v).
Oproti tomu, plat́ı-li pro některý kořen charakteristické rovnice

λj = q(cos(α)± i sin(α)), potom partikulárńı řešeńı hledáme ve tvaru

yPn = nsqn (Rt(n) cos(αn) + St(n) sin(αn)) ,

kde s ≥ 1 je násobnost daného kořene charakteristické rovnice.
Nakonec výsledné obecné řešeńı nehomogenńı diferenčńı rovnice zaṕı̌seme ve

tvaru yn = yHn + yPn . Výše uvedný postup si nyńı uvedeme na dvou konkrétńıch
př́ıkladech.

Př́ıklad 16. Vyřešte metodou odhadu partikulárńıho řešeńı diferenčńı rovnici
yn+2 − 4yn = (n− 1)2n.

Ř e š e n ı́: Charakteristická rovnice přidružené homogenńı diferenčńı rovnice má tvar

λ2 − 4 = 0

a jej́ı kořeny jsou λ1 = 2 a λ2 = −2. Tedy obecné řešeńı homogenńı rovnice je

yHn = C12n + C2(−2)n, C1, C2 ∈ R.

Pravá strana diferenčńı rovnice je ve tvaru P1(n)qn, kde q = 2 = λ1. Jelikož
násobnost tohoto kořene charakteristické rovnice je s = 1, hledáme partikulárńı
řešeńı ve tvaru

yPn = n1qn(an+ b) = 2n(an2 + bn).
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Neurčité koeficienty a, b ∈ R se źıskaj́ı dosazeńım tohoto odhadu do p̊uvodńıho
zadáńı za yn a yn+2, tj.

[2n+2(a(n+ 2)2 + b(n+ 2)]− 4[2n(an2 + bn)] = (n− 1)2n.

Vyděleńım celé rovnice členem 2n, roznásobeńım a upraveńım výraz̊u se źıská rovnice

16an+ 16a+ 8b = n− 1,

ze které lze přej́ıt k porovnáńı koeficient̊u u př́ıslušných mocnin, tj.

16a = 1

16a+ 8b = −1

Tedy a = 1
16

a b = −1
4
, potom hledaným partikulárńım řešeńım je

yPn =

(
n2

16
− n

4

)
2n.

Nakonec obecné řešeńı nehomogenńı diferenčńı rovnice zaṕı̌seme ve tvaru součtu

yn = yHn + yPn =

(
n2

16
− n

4
+ C1

)
2n + C2(−2)n, C1, C2 ∈ R. ©

Př́ıklad 17. Vyřešte metodou odhadu partikulárńıho řešeńı diferenčńı rovnici
yn+2 − 4yn = cos(2n) + 2 sin(2n).

Ř e š e n ı́: Postup řešeńı tohoto př́ıkladu je stejný jako u př́ıkladu předchoźıho. Nej-
prve se stanov́ı obecné řešeńı přidružené homogenńı rovnice, analogicky k předcho-
źımu Př́ıkladu 16 můžeme psát

yHn = C12n + C2(−2)n, C1, C2 ∈ R.

Pravá strana diferenčńı rovnice je nyńı tvaru 1n (P0(n) cos(2n) +Q0(n) sin(2n)). Je-
likož č́ıslo±2i neńı kořenem charakteristické rovnice, hledáme tak partikulárńı řešeńı
ve tvaru

yPn = a cos(2n) + b sin(2n), a, b ∈ R.

Dosazeńım tohoto odhadu do p̊uvodńı diferenčńı rovnice obdrž́ıme

[a cos(2n+ 4) + b sin(2n+ 4)]− 4[a cos(2n) + b sin(2n)] = cos(2n) + 2 sin(2n),

a užit́ım součtových vzorc̊u pro goniometrické funkce

sin(2n+ 4) = sin(2n) cos(4) + cos(2n) sin(4),

cos(2n+ 4) = cos(2n) cos(4)− sin(2n) sin(4)

uprav́ıme na tvar

[a cos(4)−4a+b sin(4)] cos(2n)+[−a sin(4)+b cos(4)−4b] sin(2n) = cos(2n)+2 sin(2n).
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Následně porovnáme koeficienty u př́ıslušných goniometrických funkćı

a cos(4)− 4a+ b sin(4) = 1

−a sin(4) + b cos(4)− 4b = 2

Užit́ım dosazovaćı metody, kdy z druhé rovnice vyjádř́ıme neznámou

b =
2 + a sin(4)

cos(4)− 4

a dosad́ıme ji do prvńı rovnice, dostaneme

a cos(4)− 4a+
2 + a sin(4)

cos(4)− 4
sin(4) = 1,

resp.

a =
cos(4)− 2 sin(4)− 4

[cos(4)− 4]2 + sin2(4)
.

Následně vyjádř́ıme

b =
2 + cos(4)−2 sin(4)−4

[cos(4)−4]2+sin2(4)
sin(4)

cos(4)− 4
.

Potom hledaným partikulárńım řešeńım je

yPn =
cos(4)− 2 sin(4)− 4

[cos(4)− 4]2 + sin2(4)
cos(2n) +

2 + cos(4)−2 sin(4)−4

[cos(4)−4]2+sin2(4)
sin(4)

cos(4)− 4
sin(2n)

a výsledné obecné řešeńı nehomogenńı diferenčńı rovnice opět zaṕı̌seme ve tvaru
součtu yn = yHn + yPn . ©

B) Metoda variace konstant

Druhou metodou řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic s pravou stranou je metoda
variace konstant. Název vyplývá ze skutečnosti, že p̊uvodńı konstanty Cj, ve vyjádře-
ńı obecného řešeńı přidružené rovnice (HLDR), nahrad́ıme jistými funkcemi Cj(n).

Při hledáńı partikulárńıho řešeńı postupujeme tak, že nejprve najdeme obecné
řešeńı přidružené rovnice (HLDR), tj. yHn =

∑k
j=1Cjϕj(n) a následně aplikujeme

metodu variace konstant, kdy konstanty Cj zaměńıme za funkce Cj(n) a v tomto
tvaru hledáme partikulárńı řešeńı, tj.

yPn = C1(n)ϕ1(n) + C2(n)ϕ2(n) + · · ·+ Ck(n)ϕk(n).

Máme tedy k neznámých funkćı Cj(n), 1 ≤ j ≤ k, a pro jejich určeńı potřebujeme
k podmı́nek. Jejich detailńı odvozeńı nalezneme v [5] a maj́ı tvar soustavy rovnic
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pro neznámé diference ∆Cj(n), 1 ≤ j ≤ k, s nulovými pravými stranami s výjimkou
posledńı rovnice, kdy je na pravé straně funkce b(n), tj.

ϕ1(n+ 1)∆C1 + ϕ2(n+ 1)∆C2 + . . .+ ϕk(n+ 1)∆Ck = 0

ϕ1(n+ 2)∆C1 + ϕ2(n+ 2)∆C2 + . . .+ ϕk(n+ 2)∆Ck = 0
...

ϕ1(n+ k − 1)∆C1 + ϕ2(n+ k − 1)∆C2 + . . .+ ϕk(n+ k − 1)∆Ck = 0

ak[ϕ1(n+ k)∆C1 + ϕ2(n+ k)∆C2 + . . .+ ϕk(n+ k)∆Ck] = b(n)

Jelikož funkce ϕ1(n), ϕ2(n), . . ., ϕk(n) jsou lineárně nezávislé, je matice této soustavy
rovnic regulárńı, viz Věta 9, a proto existuje právě jedno řešeńı, které lze zapsat jako

∆C1 = d1(n), ∆C2 = d2(n), . . . , ∆Ck = dk(n).

Následně z vlastnost́ı sumace vypoč́ıtáme

Cj(n) = ∆−1dj(n), 1 ≤ j ≤ k.

Poznamenejme, že funkce Cj(n) jsou určeny jednoznačně až na aditivńı konstantu
(resp. periodickou funkci). Přesněji tedy můžeme psát

Cj(n) = ∆−1dj(n) +Kj, Kj ∈ R, 1 ≤ j ≤ k.

Nezahrneme-li konstanty Kj do výše uvedeného zápisu, źıskáme po dosazeńı parti-
kulárńı řešeńı rovnice (NLDR) ve tvaru

yPn =
k∑
j=1

[
∆−1dj(n)

]
ϕj(n).

Pokud tyto konstanty do zápisu zahrneme, źıskáme př́ımo obecné řešeńı rovnice
(NLDR), a sice

yn =
k∑
j=1

[
∆−1dj(n) +Kj

]
ϕj(n) =

k∑
j=1

[
∆−1dj(n)

]
ϕj(n) +

k∑
j=1

Kjϕj(n)

= yPn + yHn ,

které je opět ve tvaru součtu obecného řešeńı rovnice (HLDR) s jedńım partikulárńım
řešeńım rovnice (NLDR). Uvedený postup si nyńı ilustrujeme na př́ıkladu.

Př́ıklad 18. Vyřešte metodou variace konstant rovnici yn+2 − 4yn+1 + 3yn = 2.

Ř e š e n ı́: Začneme řešeńım př́ıslušné homogenńı rovnice, jej́ıž charakteristická rov-
nice

λ2 − 4λ+ 3 = 0

má dva r̊uzné reálné kořeny λ1 = 3 a λ2 = 1. Potom obecným řešeńım př́ıslušné
homogenńı rovnice je

yHn = C13n + C2, C1, C2 ∈ R.
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Dále pro nalezeńı řešeńı rovnice (NLDR) použijeme metodu variace konstant, tj.

yn = C1(n)3n + C2(n),

kde

3n+1∆C1 + ∆C2 = 0

3n+2∆C1 + ∆C2 = 2.

Užit́ım sč́ıtaćı metody, přesněji odečteńım prvńı rovnice od druhé a následnou úpra-
vou se vyjádř́ı (

3n+2 − 3n+1
)

∆C1 = 2⇒ ∆C1 =
1

3n+1

a dopoč́ıtá se ∆C2 = −1.
V následuj́ıćım kroku je nutné využ́ıt vlastnost́ı sumace, které jsme uvedli ve

Větě 8, resp. Větě 7. Podle těchto vět plat́ı

C1(n) =
1

a
3−n−1 +K1, C2(n) = bn+K2, a, b,K1, K2 ∈ R.

Neznámé konstanty a, b urč́ıme dle definice diference jako

∆C1 =

[
3−n

a
+K1

]
−
[

3−n−1

a
+K1

]
1

3n+1
=

2

a
3−n−1

a = 2,

resp.

∆C2 = [b(n+ 1) +K2]− [bn+K2]

−1 = b.

Př́ıslušné funkce tedy maj́ı tvar

C1(n) =
1

2
3−n−1 +K1, C2(n) = −n+K2, K1, K2 ∈ R

a po jejich dosazeńı do předpokládaného tvaru řešeńı, źıskáme obecné řešeńı

yn =

(
1

2
3−n−1 +K1

)
3n + (−n+K2) , K1, K2 ∈ R,

které po úpravě zaṕı̌seme ve tvaru

yn = K13n − n+K2 +
1

6
= K13n + K̃2 − n,

kde K1 a K̃2 = K2 + 1
6

jsou libovolné konstanty. ©
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4 Aplikace

V předchoźıch kapitolách jsme se seznámili s pojmem diference, sumace, diferenčńı
rovnice a ukázali jsme si postup řešeńı v př́ıpadě lineárńıch rovnic. Tyto postupy
jsme pro představu dále aplikovali na ilustrativńıch př́ıkladech. Nyńı se zaměř́ıme
na samotné využit́ı těchto typ̊u rovnic z praktického hlediska. Již v úvodu bylo
zmı́něno, že se tato práce zaměř́ı na aplikace diferenčńıch rovnic v ekonomii, kde se
využ́ıvaj́ı poměrně často. Mezi takové př́ıklady patř́ı např́ıklad budoućı a současná
hodnota peněz, výpočet úspor na d̊uchod, umořováńı dluhu, modely na utvářeńı
tržńı rovnováhy (známý pavučinový model, Cournot̊uv model duopolu), či model
ruinováńı hráče. V práci rozebereme výše konkrétně uvedené aplikace.

V prvńıch pěti sekćıch si představ́ıme aplikace řešené pomoćı diferenčńıch rovnic
prvńıho řádu, zbytek aplikaćı je pak popsán diferenčńımi rovnicemi druhého řádu.

4.1 Složené úročeńı, budoućı a současná hodnota
peněz

Problematika finančńı gramotnosti je v současnosti velmi aktuálńı. Mezi základńı
úlohy řad́ıme p̊ujčky, spořeńı či pouze hodnotu peněz. Ačkoliv jsou jejich řešeńı
popsána pomoćı jednoduchých vzorc̊u, v pozad́ı stoj́ı diferenčńı rovnice, viz [1].

Př́ıklad 19. Dnes p̊ujč́ıme svému známému 100 000 Kč s t́ım, že nám celou částku
i s úroky splat́ı za 10 let. Jakou částku nám vrát́ı, je-li ročńı úroková mı́ra 5%?

Ř e š e n ı́: Po n letech (v našem př́ıpadě n = 10) chceme splatit stejnou částku pn,
kterou bychom měli za stejnou dobu na spořićım účtu. Pokud bychom uložili částku
p0 = K (v našem př́ıpadě 100 000 Kč) na účet, na konci prvńıho roku bychom měli
tuto částku navýšenou o úrok Ki, kde i je ročńı úroková mı́ra (v našem př́ıpadě
i = 0,05). Daľśı rok by se z̊ustatek znova úročil a takto by se pokračovalo celých
n let. Celý proces bychom zapsali následně jako

p1 = 100 000 + 100 000 · 0,05 = p0 + p0 · i = 100 000 · 1,05 = p0(1 + i),

p2 = [100 000 · 1,05] · 1,05 = p1(1 + i) = 100 000 · 1,052 = p0(1 + i)2,
...

p10 = 100 000 · 1,0510 = p0(1 + i)10 .
= 162 889.

Po 10 letech by nám náš známý vrátil 163 000 Kč (zaokrouhleno na tiśıce).
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Druhým postupem, jak určit hodnotu členu p10, je nalézt řešeńı homogenńı di-
ferenčńı rovnice

pn+1 − 1,05pn = 0,

kterou jsme odvodili ze skutečnosti, že následuj́ıćı člen posloupnosti je vždy o 5%
větš́ı než člen předchoźı. Př́ıslušná charakteristická rovnice

λ− 1,05 = 0

má pouze jeden reálný kořen λ = 1,05 a obecné řešeńı je tvaru

pn = C · 1,05n, C ∈ R.

Z počátečńı podmı́nky p0 = 100 000 pak plyne, že C = 100 000 a źıskáme stejný
výsledek jako v prvńım postupu, tj. p10 = 100 000 · 1,0510. ©

V tomto př́ıkladě jsme si ukázali, jak spoč́ıtat budoućı hodnotu peněz. Snadno
nahlédneme, že obecně lze použ́ıt vzorec na složené úročeńı

pn = K(1 + i)n,

kde n je počet časových obdob́ı p̊ujčky/uložeńı peněz, K je p̊ujčený/uložený kapitál
a i je ročńı úroková mı́ra. Daný vzorec je ve skutečnosti řešeńım diferenčńı rovnice

pn+1 − (1 + i)pn = 0

pro p0 = K. V praxi se často ale můžeme setkat i s opačným typem úloh, kdy hledáme
současnou hodnotu peněz, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 20. Kolik peněz dnes p̊ujč́ıme svému známému, vrát́ı-li nám za 10 let
100 000 Kč při ročńı úrokové mı́ře 5%?

Ř e š e n ı́: V tuto chv́ıli známe, na rozd́ıl od předchoźıho Př́ıkladu 19, vrácenou částku
p0 = 100 000 a chceme zjistit, jakou částku p̊ujč́ıme se splatnost́ı na n let (v našem
př́ıpadě n = 10). Postup je tedy přesně opačný. Necht’ pn znač́ı p̊ujčenou částku se
splatnost́ı na n let. Pak za každý rok před vráceńım částky p0 je tato částka sńıžena,
tj.

p1 =
100 000

1,05
=

p0

1 + i

p2 =

100 000
1,05

1,05
=

p1

1 + i
=

100 000

1,052
=

p0

(1 + i)2

...

p10 =
100 000

1,0510
=

p0

(1 + i)10

.
= 61 391,

kde i = 0,05 je ročńı úroková mı́ra. Př́ıslušná vyplacená částka 100 000 Kč tak
odpov́ıdá dnešńımu ekvivalentu 61 400 Kč (po zaokrouhleńı na sta).
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Analogicky jako v předchoźım Př́ıkladu 19 druhým postupem, jak určit hodnotu
členu p10, je nalézt řešeńı homogenńı diferenčńı rovnice

pn+1 −
1

1,05
pn = 0,

kterou jsme odvodili na základě vlastnosti, že následuj́ıćı člen posloupnosti je vždy
sńıžen faktorem 0,05 z členu předchoźıho. Př́ıslušná charakteristická rovnice

λ− 1

1,05
= 0

má pouze jeden reálný kořen λ = 1
1,05

a obecné řešeńı je tvaru

pn =
C

1,05n
, C ∈ R.

Z počátečńı podmı́nky p0 = 100 000 urč́ıme C = 100 000 a źıskáme stejný výsledek
jako v prvńım postupu, tj. p10 = 100 000

1,0510
. ©

Obecný postup pro výpočet současné hodnoty peněz vede na řešeńı homogenńı
diferenčńı rovnice

pn+1 −
1

1 + i
pn = 0

s počátečńı podmı́nkou p0 = K, jej́ımž řešeńım je posloupnost

pn =
K

(1 + i)n
,

kde n je počet časových obdob́ı do vyplaceńı částky K a i je ročńı úroková mı́ra.
Na předchoźıch dvou př́ıkladech vid́ıme, že je podstatný rozd́ıl, zda máme částku

100 000 Kč nyńı, nebo za několik let. Je vidět, že dnešńı (současná) hodnota je nižš́ı,
než ta budoućı a rozd́ıl neńı zrovna zanedbatelný. Tedy dnes je 100 000 Kč v́ıce,
než 100 000 Kč za rok, dva či v́ıce. Časová hodnota peněz je metoda, která slouž́ı
k porovnáńı r̊uzných investic (částek) v několika časových obdob́ıch. Rozlǐsujeme
budoućı a současnou hodnotu peněz, kdy současnou hodnotou rozumı́me právě
počátečńı (vložený, p̊ujčený) kapitál. Na druhé straně budoućı hodnota peněz nám
znač́ı počátečńı kapitál navýšený o naběhlé úroky za dané obdob́ı. Kromě časové
hodnoty peněz jsme se také seznámili se složeným úročeńım. To se od toho jed-
noduchého lǐśı t́ım, že úrok se nepoč́ıtá pouze z počátečńıho vloženého kapitálu,
ale z vloženého kapitálu a již připsaných úrok̊u.

V př́ıkladech se využ́ıvá dvou faktor̊u. Prvńım z nich je úročitel a druhým z nich
odúročitel, neboli diskontńı faktor. Jak již název vypov́ıdá, úročitel nám navyšuje
počátečńı kapitál a obecně ho můžeme značit jako (1 + i), kde i je úroková mı́ra.
Diskontńı faktor je převrácená hodnota úročitele, tedy 1

(1+i)
.
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4.2 Současná hodnota polh̊utńıho d̊uchodu

Důchodem rozumı́me posloupnost peněžńıch tok̊u (jedná se o pravidelnou platbu,
jej́ıž nominálńı hodnota se neměńı) a poč́ıtáme jeho současnou hodnotu. Jedná-li
se o platby na konci obdob́ı (např. na konci měśıce, roku), mluv́ıme o polh̊utńım
d̊uchodu.

Př́ıklad 21. Jaká je hodnota d̊uchodu vyplaceného za celé obdob́ı 10 let, jestlǐze
na konci každého roku se uskutečńı platba ve výši 150 000 Kč? Ročńı úroková mı́ra
je 10%.

Ř e š e n ı́: Nejprve si muśıme uvědomit, že známe budoućı hodnotu každé vypla-
cené částky. Abychom mohli spoč́ıtat hodnotu vyplaceného d̊uchodu, potřebujeme
znát jejich současné hodnoty. Protože se jedná o polh̊utńı d̊uchod, prvńı částka
přijde na konci obdob́ı a jej́ı současná hodnota je upravena o diskontńı faktor, tedy
150 000 · 1

1,1
. Na konci druhého roku bude současná hodnota vyplaceného d̊uchodu

navýšena o daľśı platbu ve výši 150 000 · 1
1,12

. Označme pn jako současnou hod-
notu d̊uchodu vyplaceného za n let. Platby se tedy budou každý rok kumulovat
a současnou hodnotu d̊uchodu za dané roky můžeme zapsat následovně

p1 = 150 000 · 1

1,1
,

p2 = 150 000 · 1

1,1
+ 150 000 · 1

1,12
,

...

p10 = 150 000
10∑
n=1

1

1,110
.

Abychom využili znalosti diferenčńıch rovnic, budeme vycházet z rozd́ılu dvou po
sobě jdoućıch hodnot pn+1 a pn. Jelikož každá následuj́ıćı hodnota je navýšena
o jednu platbu upravenou o diskontńı faktor př́ıslušného roku, je právě tato upravená
platba rozd́ılem současných hodnot vyplaceného d̊uchodu. Obecně potom

pn+1 − pn = 150 000 · 1

1,1n+1

Z charakteristické rovnice λ− 1 = 0 urč́ıme λ = 1 a potom obecné řešeńı př́ıslušné
homogenńı rovnice je pHn = C, C ∈ R. Podle tvaru pravé strany diferenčńı rovnice
hledáme partikulárńı řešeńı ve speciálńım tvaru

pPn = A · 1

1,1n+1
,

kde A je jistá reálná konstanta. Po dosazeńı pPn do diferenčńı rovnice źıskáme vztah

A · 1

1,1n+2
− A · 1

1,1n+1
= 150 000 · 1

1,1n+1
,
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ze kterého vyjádř́ıme neznámou A = −1 650 000. Potom obecné řešeńı dané dife-
renčńı rovnice je

pn = pHn + pPN = C − 1 650 000 · 1

1,1n+1
.

Nyńı pro vyjádřeńı konstanty C využijeme znalosti počátečńı podmı́nky, kdy hod-
nota d̊uchodu na počátku obdob́ı je nulová, tedy p0 = 0. Po dosazeńı tak dostaneme
rovnici

0 = C − 1 650 000 · 1

1,1
,

resp. urč́ıme, že konstanta C = 1 500 000. Následně obecné řešeńı rovnice zaṕı̌seme
jako

pn = 1 500 000− 1 650 000 · 1

1,1n+1
.

Nyńı máme vše potřebné pro zjǐstěńı současné hodnoty polh̊utńıho d̊uchodu
po určité době, v našem př́ıpadě po 10 letech jeho pob́ıráńı. Zvoĺıme-li n = 10,
obdrž́ıme

p10 = 1 500 000− 1 650 000 · 1

1,111

.
= 921 685.

Současná hodnota polh̊utńıho d̊uchodu, kdy pob́ıráme 10 let částku 150 000 Kč
ročně, je ekvivalentńı částce 921 685 Kč (zaokrouhleno na jednotky). ©

Pokud bychom chtěli obecný návod na řešeńı př́ıkladu tohoto typu, postupovali
bychom následovně. Za předpokladu, že Z je ročńı platba d̊uchodu, i je nominálńı
úroková mı́ra a n znač́ı počet let pob́ıráńı d̊uchodu, má př́ıslušná diferenčńı rovnice
obecný tvar

pn+1 − pn = Z · 1

(1 + i)n+1
.

Stejným postupem jako v Př́ıkladě 21, plyne z charakteristické rovnice λ − 1 = 0,
resp. z jej́ıho jediného kořene λ = 1, že obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı diferenčńı
rovnice je

pHn = C · 1n = C, C ∈ R.

Partikulárńı řešeńı opět hledáme ve tvaru

pPn = A · 1

(1 + i)n+1
, A ∈ R.

Dosad́ıme-li pPn do p̊uvodńı diferenčńı rovnice, źıskáme

A · 1

(1 + i)n+2
− A · 1

(1 + i)n+1
= Z · 1

(1 + i)n+1
,

a po úpravě vyjádř́ıme A = −Z · 1+i
i

. Obecné řešeńı diferenčńı rovnice je tedy

pn = pHn + pPn = C − Z · 1 + i

i
· 1

(1 + i)n+1
= C − Z

i(1 + i)n
, C ∈ R.
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Z počátečńı podmı́nky p0 = 0 plyne

0 = C − Z

i
⇒ C =

Z

i
.

Nakonec řešeńım dané diferenčńı rovnice s př́ıslušnou počátečńı podmı́nkou je po-
sloupnost

pn =
Z

i
− Z

i(1 + i)n
=
Z

i

(
1− 1

(1 + i)n

)
.

4.3 Úspory na d̊uchod

Se současnou a budoućı hodnotou peněz souviśı i úspory na d̊uchod, tedy možnost
zajǐstěńı si vyšš́ıho př́ıjmu v d̊uchodovém věku. Jedná se o platby placené v pravidel-
ných intervalech za účelem jejich zhodnoceńı pro potřeby jejich pozděǰśıho čerpáńı.

Př́ıklad 22. Jakou částku je nutno naspořit, aby po odchodu do d̊uchodu za 10
let bylo možné krýt (současné) ročńı životńı náklady ve výši 200 000 Kč (upravené
o inflaci), a to po dobu 15 let, jestlǐze ročńı úroková mı́ra je 10% a mı́ra inflace je
5%?

Ř e š e n ı́: Necht’ pn znač́ı naspořenou částku po n letech. Hledaná hodnota odpov́ıdá
naspořené částce za 10 let, tedy p10. V tento moment přestáváme spořit a zač́ınáme
čerpat částku Z = 200 000 Kč ročně (upravenou o inflaci) po daľśıch 15 let, kdy se
celá částka vyčerpá, tj. p25 = 0. Uvědomme si, že každý rok pro n > 10 se zbývaj́ıćı
částka sice navýš́ı o úrok 0,1 · pn−1, ale zároveň sńıž́ı právě o vyplacenou částku
upravenou o inflaci za n let, tj. o 1,05n · Z. Pro prvńı rok čerpáńı d̊uchodu plat́ı
vztah

p11 = 1,1 · p10 − 1,0510 · 200 000

a obecně pro částku, která nám zbývá na čerpáńı d̊uchodu po n letech

pn+1 = 1,1 · pn − 1,05n · 200 000, 10 ≤ n < 25.

Po úpravě snadno odvod́ıme diferenčńı rovnici

pn+1 − 1,1 · pn = −1,05n · 200 000, 10 ≤ n < 25.

Kořenem př́ıslušné charakteristické rovnice λ − 1,1 = 0 je λ = 1,1 a obecným
řešeńım přidružené homogenńı rovnice je tedy

pHn = C · 1,1n, C ∈ R.

Nyńı metodou odhadu nalezneme partikulárńı řešeńı, které hledáme ve tvaru

pPn = A · 1,05n, A ∈ R.

Tento odhad partikulárńıho řešeńı dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice, uprav́ıme a vyjá-
dř́ıme A, tj.

A · 1,05n+1 − 1,1 · A · 1,05n = −1,05n · 200 000⇒ A = 4 000 000.
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Obecné řešeńı dané diferenčńı rovnice je pak

pn = pHn + pPn = C · 1,1n + 4 000 000 · 1,05n, C ∈ R.

Neznámou konstantu C urč́ıme podle koncové podmı́nky p25 = 0, nebot’ za 25 let
budeme mı́t již všechny naspořené peńıze vyčerpány. Tedy

0 = C · 1,125 + 4 000 000 · 1,0525

a po vyjádřeńı C = −1 250 188, 038 můžeme dopoč́ıtat hodnotu naspořených peněz,
ze kterých se za 10 let začne vyplácet d̊uchod. Konkrétně

p10 = −1 250 188, 038 · 1,110 + 4 000 000 · 1,0510 .
= 3 272 913.

Abychom pob́ırali ročńı d̊uchod 200 000 Kč (upravený o inflaci) po dobu 15 let, je
nutno mı́t za 10 let naspořeno částku 3 272 913 Kč (zaokrouhleno na jednotky).©

Pojd’me se nyńı pod́ıvat na Př́ıklad 22 obecně. Označme Z jako ročńı d̊uchod,
i jako ročńı úrokovou sazbu a π mı́ru inflace. Dále necht’ S je zbývaj́ıćı počet let
do odchodu do d̊uchodu, tedy doba, po kterou budeme aktivně spořit, a T je doba,
po kterou budeme pob́ırat d̊uchod. Naspořenou částku v n-tém roce označ́ıme pn.
Diferenčńı rovnice má pak následuj́ıćı tvar

pn+1 − (1 + i)pn = −Z(1 + π)n, S ≤ n < S + T.

Př́ıslušná charakteristická rovnice λ − (1 + i) = 0 má jediný kořen λ = (1 + i)
a obecné řešeńı přidružené homogenńı diferenčńı rovnice je

pHn = C · (1 + i)n, C ∈ R.

Je-li π 6= i, můžeme partikulárńı řešeńı hledat ve tvaru

pPn = A · (1 + π)n, A ∈ R.

Po dosazeńı pPn do p̊uvodńı diferenčńı rovnice źıskáme vztah

A · (1 + π)n+1 − (1 + i) · A · (1 + π)n = −Z · (1 + π)n,

ze kterého po zkráceńı výrazem (1 + π)n vyjádř́ıme A = − Z
π−i . Obecné řešeńı dife-

renčńı rovnice můžeme psát ve tvaru

pn = C · (1 + i)n − Z

π − i
· (1 + π)n, C ∈ R.

Z koncové podmı́nky pS+T = 0 plyne

0 = C · (1 + i)S+T − Z

π − i
(1 + π)S+T ⇒ C =

Z

π − i
· (1 + π)S+T

(1 + i)S+T
.
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Po dosazeńı do obecného řešeńı a úpravě źıskáme předpis pro výpočet n-tého členu
posloupnosti, tj.

pn =
Z

π − i
· (1 + π)S+T

(1 + i)S+T
· (1 + i)n − Z

π − i
(1 + π)n

=
Z

π − i

(
(1 + π)S+T

(1 + i)S+T
(1 + i)n − (1 + π)n

)
, S ≤ n < S + T.

Výše uvedený postup řeš́ı úlohu úspor na d̊uchod, jsou-li úroková mı́ra a mı́ra in-
flace r̊uzné (i 6= π). V opačném př́ıpadě i = π by se postup při hledáńı partikulárńıho
řešeńı musel modifikovat, nebot’ nově bychom řešeńı hledali ve tvaru

pPn = A · n(1 + i)n, A ∈ R.

Tento př́ıpad již v práci neuvažujeme.

4.4 Umǒrováńı dluhu

S umořováńım, amortizaćı, neboli spláceńım dluhu se již setkala většina lid́ı. Umořo-
váńı je tedy proces, kdy dlužńık spláćı sv̊uj dluh, vetšinou konstantńımi splátkami,
a to v pravidelných neměnných intervalech. Pravidelná splátka se jinak nazývá anu-
ita.

Př́ıklad 23. Jaká bude měśıčńı splátka p̊ujčky ve výši 500 000 Kč, jestlǐze se tato
p̊ujčka bude splácet 10 let a ročńı úroková mı́ra je 5%?

Ř e š e n ı́: Od předchoźıch př́ıklad̊u se tato úloha lǐśı t́ım, že se platby neuskutečňuj́ı
jednou za rok, ale každý měśıc, tj. za rok se uskutečńı daná platba dvanáctkrát.
Tato skutečnost se projev́ı při poč́ıtáńı s úrokovou mı́rou, kterou muśıme vzhle-
dem k ročńımu zadáńı patřičně upravit, přesněji vydělit počtem úrokových obdob́ı
v daném roce. Necht’ pn znač́ı zbývaj́ıćı částku ke splaceńı po n měśıćıch, potom
nutně nultý člen před na začátku spláceńı, resp. posledńı člen na konci všech splátek
po 10 letech (120 měśıćıch), maj́ı hodnoty p0 = 500 000, resp. p120 = 0.

Nyńı již přejdeme ke splátkám, kdy amortizace bude prob́ıhat podle následuj́ıćıho
schématu. V prvńım měśıci se dlužná částka p0 navýš́ı o měśıčńı úrok 0,05

12
· p0 a sńıž́ı

o neznámou anuitńı splátku A, tj.

p1 = 500 000

(
1 +

0,05

12

)
− A.

Ve druhém měśıci už dluž́ıme částku p1, a tak plat́ı

p2 = p1

(
1 +

0,05

12

)
− A.

Obecně tento proces můžeme zapsat

pn+1 =
12,05

12
· pn − A,
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resp. pomoćı diferenčńı rovnice

pn+1 −
12,05

12
· pn = −A, 0 ≤ n ≤ 120.

Charakteristická rovnice λ − 12,05
12

= 0 má jediný kořen λ = 12,05
12

a obecné řešeńı
přidružené homogenńı rovnice je

pHn = C ·
(

12,05

12

)n
, C ∈ R.

Jelikož pravou stranu diferenčńı rovnice tvoř́ı pouze konstantńı posloupnost, tak par-
tikulárńı řešeńı hledáme také ve tvaru konstantńı posloupnosti pPn = P , kde P je jistá
reálná konstanta. Dosazeńım tohoto odhadu do diferenčńı rovnice źıskáme vztah

P − 12,05

12
P = −A,

ze kterého snadno vyjádř́ıme P = 12A
0,05

. Potom obecným řešeńım diferenčńı rovnice
je posloupnost

pn = pHn + pPn = C ·
(

12,05

12

)n
+

12A

0,05
,

ve které máme stále dvě neznámé konstanty, jež urč́ıme z okrajových podmı́nek
p0 a p120. Dosazeńım hodnot z obou podmı́nek do obecného řešeńı, źıskáme soustavu
dvou rovnic

500 000 = C +
12A

0,05
,

0 = C ·
(

12,05

12

)120

+
12A

0,05
.

Z prvńı rovnice si vyjádř́ıme konstantu C a dosad́ıme do druhé rovnice

0 =

(
500 000− 12A

0,05

)(
12,05

12

)120

+
12A

0,05
.

Odtud, pak vypoč́ıtáme A
.
= 5 303. Měśıčńı splátka pro daný scénář spláceńı p̊ujčky

tedy čińı 5 303 Kč (zaokrouhleno na jednotky). ©

Nyńı zobecńıme postup z Př́ıkladu 23. Označme výši p̊ujčky D, úrokovou mı́ru
i = r

m
, kde r je ročńı úroková mı́ra a m je počet úrokových obdob́ı v jednom roce,

anuitńı splátku A, celkový počet úrokových obdob́ı N a zbývaj́ıćı hodnotu p̊ujčky
v n-tém úrokovém obdob́ı pn. Diferenčńı rovnice pro proces spláceńı má pak tvar

pn+1 − (1 + i)pn = −A, 0 ≤ n ≤ N.

Z charakteristické rovnice λ − (1 + i) = 0, resp. jej́ıho kořenu λ = (1 + i), źıskáme
obecné řešeńı přidružené homogenńı rovnice

pHn = C · (1 + i)n, C ∈ R.
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Partikulárńı řešeńı pak hledáme ve tvaru pPn = P a po jeho dosazeńı do diferenčńı
rovnice vypoč́ıtáme P = A

i
. Obecným řešeńım diferenčńı rovnice je tedy

pn = pHn + pPn = C · (1 + i)n +
A

i

Opět jsme dospěli k řešeńı se dvěma neznámými C a A, jež urč́ıme z okrajových
podmı́nek p0 = D a pN = 0, tj.

D = C +
A

i
,

0 = C(1 + i)N +
A

i
.

Z prvńı rovnice si vyjádř́ıme C = D − A
i

a dosad́ıme do druhé rovnice

0 =

(
D − A

i

)
(1 + i)N +

A

i
,

ze které nakonec źıskáme vzorec pro výpočet anuitńı platby

A = D
i(1 + i)N

(1 + i)N − 1
.

4.5 Pavučinový model utvá̌reńı tržńı rovnováhy

Pavučinový model, který p̊uvodně představil H. Moore v roce 1914 pro analýzu
cyklického chováńı zemědělských trh̊u, byl jedńım z prvńıch dynamických model̊u
v ekonomii, viz [3]. Model ve své nejjednodušš́ı formě analyzuje krátkodobé ce-
nové výkyvy na volném trhu s jednou komoditou, kde je v každém časovém obdob́ı
určována cenová hladina tak, aby se rovnala množstv́ı zbož́ı reprezentuj́ıćı poptávku
D a nab́ıdku S. Zbož́ı obchodované na tomto trhu neńı skladovatelné a je vyráběno
s pevným zpožděńım výroby v jednom obdob́ı, t́ım docháźı k nerovnováze na trhu.

Označ́ıme-li pn cenu za jednotku zbož́ı v diskrétńım čase n ∈ N0, pak stav trhu,
resp. poptávka a nab́ıdka jsou popsány v každém diskrétńım čase funkćı ceny zbož́ı
jako

Dn = D(pn), Sn = S(pn−1), n ∈ N0.

Rozhodnut́ı o nab́ıdce výrobc̊u v obdob́ı n je tak založeno na ceně zbož́ı, u které
očekávaj́ı, že se zachová z předchoźıho obdob́ı n−1. Rovnováhou na trhu rozumı́me
stav, kdy množstv́ı a cena nab́ızeného zbož́ı je rovno množstv́ı a ceně poptávaného
statku, tj. Dn = Sn, n ∈ N0.

Pro názornost si pavučinový model představme nejprve na ilustrativńım př́ıkladě,
který později zobecńıme.

Př́ıklad 24. Uvažujte funkci poptávky Dn = 31 − 4pn a nab́ıdky se zpožděńım
Sn = 7+2pn−1. Rozhodněte o stabilitě trhu a určete graficky i analytickým výpočtem
rovnovážnou úroveň ceny, je-li současná cena p0 = 2.
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Ř e š e n ı́: Nejprve rozhodneme o rovnováze na trhu a urč́ıme tzv. rovnovážnou
cenu p∗. Z podmı́nky kladené na rovnost množstv́ı poptávky a nab́ıdky (D = S)
źıskáme rovnici pro rovnovážnou cenu

31− 4p∗ = 7 + 2p∗.

Jelikož p∗ = 4 6= p0, je na trhu nerovnováha. O tom, zda tedy model bude konvergo-
vat k rovnovážné hodnotě p∗ nebo bude divergovat, rozhodne tvar řešeńı následuj́ıćı
lineárńı diferenčńı rovnice

4pn + 2pn−1 = 24,

kterou źıskáme dosazeńım funkčńıch předpis̊u pro poptávku a nab́ıdku do rovnosti
Dn = Sn. Substitućı m = n − 1 ji pak převedeme na tvar použ́ıvaný v Kapitole 3,
tj.

2pm+1 + pm = 12

a následně řeš́ıme standardńım postupem. Nejprve pro přidruženou homogenńı rov-
nici sestav́ıme charakteristickou rovnici

2λ+ 1 = 0,

jej́ımž řešeńım je λ = −1
2
. Př́ıslušné obecné řešeńı homogenńı rovnice má pak tvar

pHm = C

(
−1

2

)m
, C ∈ R.

Jelikož pravou stranu diferenčńı rovnice představuje konstantńı posloupnost, tak pro
partikulárńı řešeńı použijeme odhad tvaru pPm = A a po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice
źıskáme

2A+ A = 12,

resp. A = 4. Př́ıslušné obecné řešeńı nehomogenńı rovnice má pak tvar

pm = pHm + pPm = C

(
−1

2

)m
+ 4, C ∈ R.

Dále z počátečńı podmı́nky p0 = 2 urč́ıme konstantu C následně

2 = C

(
−1

2

)0

+ 4⇒ C = −2.

Po zpětné substituci má výsledné řešeńı tvar

pn = −2

(
−1

2

)n
+ 4.

Nakonec limitńım přechodem (nebo z vlastnost́ı geometrické posloupnosti)

lim
n→∞

pn = lim
n→∞

−2

(
−1

2

)n
+ 4 = 0 + 4 = 4
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ověř́ıme, že cena konverguje k rovnovážné poloze a model trhu je tedy stabilńı.
Výše uvedené závěry dokládáme na grafických výstupech na Obrázku 4.1. V levé

části je zachycen tzv. pavučinový graf a napravo vývoj diskrétńıch cen a množstv́ı
zbož́ı. Při konstrukci pavučinového grafu vycháźıme z počátečńı ceny p0 a v souřad-
nicovém systému cena vs. množstv́ı vynáš́ıme a spojujeme postupně body [p0, S0],
[p1, D1], [p1, S1] [p2, D2] a podobně pro daľśı časová obdob́ı. Tyto body lež́ı stř́ıdavě
na př́ımkách popisuj́ıćıch funkce nab́ıdky a poptávky. V př́ıpadě modelu stabilńıho
trhu tato posloupnost bod̊u tak konverguje k pr̊useč́ıku funkćı nab́ıdky a poptávky
[p∗, S(p∗)] = [p∗, D(p∗)]. ©

Obrázek 4.1: Pavučinový model – konvergentńı př́ıpad

Nyńı přistouṕıme k obecnému popisu pavučinového modelu rovnováhy trhu.
Pro jednoduchost budeme stále předpokládat, že funkce poptávky a nab́ıdky jsou
lineárńı, tj.

Dn = a− bpn, Sn = c+ dpn−1, a, b, c, d > 0, n ∈ N0.

Jinými slovy, směrnice poptávky je záporná, protože s r̊ustem ceny poptávka klesá.
Oproti tomu směrnice nab́ıdky je kladná, nebot’ nab́ıdka roste s cenou. Ústředńım
problémem je tedy v rámci utvářeńı rovnováhy trhu chováńı posloupnosti cen
pn, n ∈ N0, která je popsána lineárńı diferenčńı rovnićı 1. řádu

bpn + dpn−1 = a− c.

Řešeńı této rovnice źıskáme obdobně jako v předchoźım př́ıkladě z d́ılč́ıch řešeńı

pHn = C

(
−d
b

)n
, pPn =

a− c
b+ d

, C = p0 −
a− c
b+ d

,

tedy

pn =

(
p0 −

a− c
b+ d

)(
−d
b

)n
+
a− c
b+ d

.
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Na výsledné chováńı posloupnosti cen má tak rozhoduj́ıćı vliv poměr −d
b
. Jelikož

tento poměr je vždy záporný, bude posloupnost cen oscilovat, a to bud’ tlumeně, neo-
mezeně nebo konstantně, viz [4]. Bude-li b > d, tak posloupnost cen konverguje k rov-
novážné hodnotě a řešeńı označujeme za asymptoticky stabilńı. Je-li b = d, tak cena
osciluje s konstantńı amplitudou kolem rovnovážné hodnoty, viz Obrázek 4.2. V
př́ıpadě b < d řešeńı osciluje s rostoućı amplitudou kolem rovnovážného stavu,
viz Obrázek 4.3. V posledńıch dvou př́ıpadech hovoř́ıme o nestabilńım řešeńı. Výše
uvedenou klasifikaci můžeme snadno také interpretovat geometricky podle směrnic
př́ıslušných př́ımek poptávky kD a nab́ıdky kS, např. pro stabilńı př́ıpad muśı platit
|kS| ≤ |kD| a podobně pro ostatńı př́ıpady.

Obrázek 4.2: Pavučinový model – oscilace (b = d = 2)

Obrázek 4.3: Pavučinový model – divergentńı př́ıpad (b = 2, d = 3)

Nyńı se přesouváme k diferenčńım rovnićım 2. řádu, kdy si představ́ıme
dva modely. Jedńım z nich je ruinováńı hráče a druhým je Cournot̊uv model duo-
polu.
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4.6 Ruinováńı hráče

V následuj́ıćı části si představ́ıme aplikaci lineárńıch diferenčńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u
v úlohách z pravděpodobnosti, konkrétně na př́ıpadu tzv. ruinováńı hráče při rizikové
hře.

Nyńı představ́ıme pravidla dané hry podle [6]. Předpokládejme hru pro dva hráče,
které označ́ıme X a Y. Jejich hra se skládá z posloupnosti partíı, přičemž výsledky
jednotlivých partíı jsou na sobě nezávislé a v každé partii mohou nastat pouze
dvě situace: hráč X vyhraje partii s pravděpodobnost́ı p ∈ (0, 1) nebo ji prohraje
s pravděpodobnost́ı q = 1 − p. Na začátku hry maj́ı hráči k dispozici dohromady
částku z ∈ N, z toho hráč X právě n, kde 0 < n < z. Vyhraje-li partii hráč X,
źıská od hráče Y jednotkovou částku, naopak v př́ıpadě prohry vyplat́ı hráči Y
tutéž částku. Hra konč́ı, jakmile jednomu z hráč̊u klesne jeho obnos na nulu, tj. je
zruinován. Podrobněji si hru vysvětĺıme na modifikovaném př́ıkladě hrańı rulety
z [6].

Př́ıklad 25. Uvažujme evropskou ruletu, která obsahuje 37 č́ıselných poĺıček s ba-
revným rozložeńım: 18 červených, 18 černých a 1 zelené. Na začátku hry má hráč X
k dispozici 10 žeton̊u a hráč Y (vlastńık rulety) 20 žeton̊u, přičemž všechny žetony
maj́ı stejnou hodnotu. Strategíı hráče je opakovaně sázet po 1 žetonu na červenou.
Určete pravděpodobnost zruinováńı hráče X, resp. hráče Y.

Ř e š e n ı́: Pravděpodobnost výhry hráče X v jedné partii je 18
37

, resp. jeho prohry
je 19

37
. Dále označme rn jako pravděpodobnost, že je zruinován hráč X, který právě

vlastńı n žeton̊u, kde 0 < n < 30. V daľśı partii mohou nastat pro hráče X pouze dva
scénáře, bud’to partii vyhraje, bude vlastnit n+1 žeton̊u a může být nově zruinován
s pravděpodobnost́ı rn+1, nebo partii prohraje, bude vlastnit n − 1 žeton̊u a může
být nově zruinován s pravděpodobnost́ı rn−1. Tedy muśı platit

rn =
18

37
rn+1 +

19

37
rn−1.

Posunem v indexaci źıskáme homogenńı lineárńı diferenčńı rovnici druhého řádu

rn+2 −
37

18
rn+1 +

19

18
rn = 0

pro 0 ≤ n ≤ 30. Pro nalezeńı obecného řešeńı sestav́ıme charakteristickou rovnici

λ2 − 37

18
λ+

19

18
= 0,

která má kořeny λ1 = 1 a λ2 = 19
18

. Př́ıslušné řešeńı má pak tvar

rn = C1 + C2

(
19

18

)n
, C1, C2 ∈ R.

pro 0 ≤ n ≤ 30.
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Pro nalezeńı partikulárńıho řešeńı je však třeba danou diferenčńı rovnici doplnit
okrajovými podmı́nkami, které plynou z koncových partíı hry. Přesněji, hra konč́ı,
je-li hráč X zruinován a má tedy 0 žeton̊u, tj. r0 = 1 (jistý jev). Nebo došlo ke zrui-
nováńı hráče Y, pak hráč X má 30 žeton̊u, tj. r30 = 0 (nemožný jev). Na základě
těchto podmı́nek urč́ıme soustavu lineárńıch rovnic pro neznámé konstanty C1 a C2,
tj.

C1 + C2 = r0 = 1,

C1 + C2

(
19

18

)30

= r30 = 0,

která má řešeńı

C1 =
−
(

19
18

)30

1−
(

19
18

)30 , C2 =
1

1−
(

19
18

)30 .

Jelikož hráč X má na začátku hry 10 žeton̊u, tak nás zaj́ımá hodnota členu

r10 =

(
19
18

)10 −
(

19
18

)30

1−
(

19
18

)30

.
= 0,8235

která určuje pravděpodobnost jeho zruinováńı. Na druhou stranu př́ıpad, že dojde
ke zruinováńı vlastńıka rulety, tj. že hráč X ztrojnásob́ı svoji p̊uvodńı částku, nastane
s pravděpodobnost́ı 1− r10

.
= 0, 1765. ©

Nyńı zobecńıme postup uvedený v předchoźım př́ıkladě. Necht’ p znač́ı pravděpo-
dobnost výhry hráče X a q = 1−p pravděpodobnost výhry hráče Y. Předpokládejme,
že oba hráči maj́ı pro hru k dispozici celkový obnos z ∈ N. Dále necht’ rn opět znač́ı
pravděpodobnost zruinováńı hráče X, má-li k dispozici obnos n, kde 0 ≤ n ≤ z.
Pak z věty o úplné pravděpodobnosti plat́ı vztah

rn = prn+1 + qrn−1,

resp.

rn+2 −
1

p
rn+1 +

q

p
rn = 0, 0 ≤ n ≤ z.

Analogicky jako v př́ıkladu výše sestav́ıme charakteristickou rovnici

λ2 − 1

p
λ+

q

p
= 0,

která má kořeny λ1 = 1 a λ2 = q
p
. Dále rozlǐśıme dva př́ıpady: p = q a p 6= q.

Jsou-li pravděpodobnosti zruinováńı obou hráč̊u stejné (p = 1
2

= q), pak má cha-
rakteristická rovnice pouze jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = 1 a obecné řešeńı má
tvar

rn = C1 + C2n, C1, C2 ∈ R, 0 ≤ n ≤ z.
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Hodnoty neznámých konstant stanov́ıme podle okrajových podmı́nek

C1 = r0 = 1,

C1 + C2z = rz = 0⇒ C2 = −1

z
.

Př́ıslušné řešeńı má pak tvar

rn =
z − n
z

, 0 ≤ n ≤ z.

Na druhou stranu, jsou-li pravděpodobnosti zruinováńı hráč̊u r̊uzné (p 6= q),
tak má charakteristická rovnice pouze dva r̊uzné jednoduché kořeny a obecné řešeńı
má tvar

rn = C1 + C2

(
q

p

)n
, C1, C2 ∈ R, 0 ≤ n ≤ z.

Opět neznámé konstanty stanov́ıme podle okrajových podmı́nek

C1 + C2 = r0 = 1,

C1 + C2

(
q

p

)z
= rz = 0,

odkud

C1 =
−
(
q
p

)z
1−

(
q
p

)z , C2 =
1

1−
(
q
p

)z .
Př́ıslušné řešeńı má pak tvar

rn =

(
q
p

)n
−
(
q
p

)z
1−

(
q
p

)z , 0 ≤ n ≤ z.

4.7 Cournot̊uv model duopolu

Cournot̊uv model duopolu se věnuje dynamice tvorby rovnovážné ceny, kdy na trhu
s jednou komoditou p̊usob́ı právě dva výrobci. Model prvně zformuloval francouzský
matematik A. A. Cournot v roce 1838 ve své práci zabývaj́ıćı se teoríı konkurence.
V modelu se předpokládá, že oba producenti se snaž́ı souběžně rozhodovat o roz-
sahu své výroby, aby maximalizovali sv̊uj zisk, přičemž každý producent vycháźı
z rozsahu produkce svého konkurenta v předchoźım obdob́ı. Z teorie je pak známo,
že na tomto Cournotově duopolńım trhu se postupně vytvoř́ı tzv. ekvilibrum s kon-
stantńımi produkcemi, resp. zisky obou výrobc̊u. Tento stav je v ekonomickém světě
nazýván Cournot-Nashova rovnováha. Naš́ım ćılem bude popsat daný model za ńıže
uvedených zjednodušeńı pomoćı diferenčńıch rovnic a ilustrovat jej na konkrétńım
př́ıkladě.
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Necht’ yn a zn označuj́ı produkci prvńıho a druhého výrobce v diskrétńıch časových
obdob́ıch n ∈ N0. Dále předpokládáme podle [6], že cena vztažená na jednotku pro-
duktu je určená pomoćı lineárńı funkce

pn = p(yn, zn) = a− b(yn + zn), a, b > 0, n ∈ N0.

Potom zisk obou výrobc̊u lze v každém obdob́ı n ∈ N0 vyjádřit jako

Πy = ynpn − cyn = −by2
n + (a− c)yn − bynzn,

Πz = znpn − dzn = −bz2
n + (a− d)zn − bynzn,

kde c, resp. d znač́ı cenu výroby vztaženou na jednotku produktu pro prvńıho,
resp. druhého výrobce. Oba výrobci se nyńı souběžně snaž́ı maximalizovat sv̊uj zisk,
tj. hledáme vrchol parabolické funkce zisku Πy pro hodnotu yn+1 za fixńı hodnoty
zn dle Cournotova předpokladu a obráceně pro zisk druhého producenta Πz. Pro op-
timálńı produkce muśı platit

∂Πy

∂y
(yn+1, zn) = −2byn+1 + (a− c)− bzn = 0,

∂Πz

∂z
(yn, zn+1) = −2bzn+1 + (a− d)− byn = 0,

resp.

yn+1 =
a− c

2b
− 1

2
zn,

zn+1 =
a− d

2b
− 1

2
yn.

Nyńı můžeme přistoupit ke konkrétńımu př́ıkladu.

Př́ıklad 26. Uvažujme Cournot̊uv model duopolu s cenovou funkćı pro produkt
pn = 10 − (yn + zn), kde yn, zn znač́ı produkci jednotlivých výrobc̊u. Počátečńı
stavy produkce jsou y0 = 4, z0 = 7 a cena výroby vztažená na jednotku produktu
pro rvńıho výrobce je 2, resp. pro druhého výrobce je 3. Stanovte rovnovážné stavy
pro produkce a zisky obou výrobc̊u.

Ř e š e n ı́: Na základě předcházej́ıćıho výkladu plat́ı pro zisk obou výrobc̊u v každém
obdob́ı n ∈ N0 vztah

Πy = ynpn − 2yn = −y2
n + 8yn − ynzn,

Πz = znpn − 3zn = −z2
n + 7zn − ynzn,

resp. pro jejich optimálńı produkce

yn+1 = 4− 1

2
zn,

zn+1 =
7

2
− 1

2
yn.
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kde y0 = 4 a z0 = 7.
Vyjádř́ıme-li prvńı rovnici vzhledem k n+ 1 namı́sto n, dosad́ıme-li tento vztah

do druhé rovnice a provedeme-li ten samý postup v opačném pořad́ı rovnic, pak p̊uvodńı
soustavu diferenčńıch rovnic prvńıho řádu můžeme převést na dvě lineárńı diferenčńı
rovnice druhého řádu

yn+2 −
1

4
yn =

9

4
,

zn+2 −
1

4
zn =

3

2
,

kde y0 = 4 a z0 = 7.
Oběma rovnićım př́ısluš́ı stejná přidružená homogenńı rovnice s charakteristickou

rovnićı

λ2 − 1

4
= 0,

jej́ımiž kořeny jsou λ1 = −1
2

a λ2 = 1
2
. Př́ıslušné obecné řešeńı homogenńı rovnice

má pak tvar

C1

(
−1

2

)n
+ C2

(
1

2

)n
, C1, C2 ∈ R.

Jelikož pravé strany obou diferenčńıch rovnic jsou konstantńı posloupnosti, tak z me-
tody odhadu plyne, že partikulárńı řešeńı jsou také konstantńı posloupnosti yPn = A
a zPn = B. Dosazeńım do p̊uvodńı rovnice źıskáme

A− 1

4
A =

9

4
⇒ A = 3,

B − 1

4
B =

3

2
⇒ B = 2.

Obecná řešeńı pro produkce obou výrobc̊u maj́ı tedy tvar

yn = C1

(
−1

2

)n
+ C2

(
1

2

)n
+ 3, C1, C2 ∈ R,

zn = K1

(
−1

2

)n
+K2

(
1

2

)n
+ 2, K1, K2 ∈ R.

Neznámé konstanty dopoč́ıtáme z počátečńıch stav̊u produkćı, tj.

C1 + C2 + 3 = y0 = 4,

−1

2
C1 +

1

2
C2 + 3 = y1 = 4− 1

2
z0 =

1

2
,

resp.

K1 +K2 + 2 = z0 = 7,

−1

2
K1 +

1

2
K2 + 2 = z1 =

7

2
− 1

2
y0 =

3

2
,
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odkud po úpravě źıskáme C1 = 3, C2 = −2, K1 = 3 a K2 = 2.
Vývoj produkćı obou výrobc̊u tak můžeme popsat pomoćı posloupnost́ı

yn = 3

(
−1

2

)n
− 2

(
1

2

)n
+ 3,

zn = 3

(
−1

2

)n
+ 2

(
1

2

)n
+ 2.

Abychom nalezli rovnovážné stavy těchto produkćı, spoč́ıtáme limity těchto posloup-
nost́ı

lim
n→∞

yn =

(
3

(
−1

2

)n
− 2

(
1

2

)n
+ 3

)
= 3,

lim
n→∞

zn =

(
3

(
−1

2

)n
+ 2

(
1

2

)n
+ 2

)
= 2,

které odpov́ıdaj́ı ustáleným zisk̊um

lim
n→∞

Πy(yn, zn) = Πy(3, 2) = −32 + 8 · 3− 3 · 2 = 9,

lim
n→∞

Πz(yn, zn) = Πz(3, 2) = −22 + 7 · 2− 3 · 2 = 4.

Závěrem pro ilustraci uvád́ıme vývoj produkćı a zisk̊u obou výrobc̊u pomoćı fázových
portrét̊u na Obrázku 4.4. ©

Obrázek 4.4: Cournot̊uv model – fázové portréty produkćı a zisk̊u pro počátečńı
produkce y0 = 4 a z0 = 7

Zobecńıme-li postup ve výše uvedeném Př́ıkladě 26, můžeme systém dvou dife-
renčńıch rovnic prvńıho řádu, vyjadřuj́ıćı jednotlivé optimálńı produkce, vyjádřit
pomoćı dvou rovnic druhého řádu se separovanými proměnnými, tj.

yn+2 −
1

4
yn =

a− 2c+ d

4b
,

zn+2 −
1

4
zn =

a− 2d+ c

4b
.
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Analogicky jako výše př́ıslušná obecná řešeńı homogenńıch rovnic maj́ı tvar

C1

(
−1

2

)n
+ C2

(
1

2

)n
, C1, C2 ∈ R.

Jelikož pravé strany obou diferenčńıch rovnic jsou konstantńı posloupnosti, tak pro
partikulárńı řešeńı použijeme odhady yPn = A a zPn = B. Dosazeńım do p̊uvodńı
rovnice źıskáme

A =
a− 2c+ d

3b
,

B =
a− 2d+ c

3b
.

Obecná řešeńı pro produkce obou výrobc̊u maj́ı tedy tvar

yn = C1

(
−1

2

)n
+ C2

(
1

2

)n
+
a− 2c+ d

3b
, C1, C2 ∈ R,

zn = K1

(
−1

2

)n
+K2

(
1

2

)n
+
a− 2d+ c

3b
, K1, K2 ∈ R.

Známe-li počátečńı hodnoty produkćı y0 a z0, můžeme následně dopoč́ıtat konstanty
C1 a C2, resp. K1 a K2. Přesněji

C1 + C2 +
a− 2c+ d

3b
= y0,

−1

2
C1 +

1

2
C2 +

a− 2c+ d

3b
= y1 =

a− c
2b
− 1

2
z0,

resp.

K1 +K2 +
a− 2d+ c

3b
= z0,

−1

2
K1 +

1

2
K2 +

a− 2d+ c

3b
= z1 =

a− d
2b
− 1

2
y0

odkud po úpravě

C1 =
1

2
y0 +

1

2
z0 −

2a− c− d
6b

, C2 =
1

2
y0 −

1

2
z0 +

c− d
2b

,

resp.

K1 =
1

2
z0 +

1

2
y0 −

2a− c− d
6b

, K2 =
1

2
z0 −

1

2
y0 +

d− c
2b

.

Nakonec provedeme-li limitńı přechod v yn a zn, źıskáme rovnovážné stavy pro-
dukćı obou výrobc̊u

lim
n→∞

[yn, zn] =

[
a− 2c+ d

3b
,
a− 2d+ c

3b

]
,

kterým odpov́ıdaj́ı konstantńı zisky

[Πy,Πz] =

[
(a− 2c+ d)2

9b
,
(a− 2d+ c)2

9b

]
.
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Závěr

V této bakalářské práci jsme se zabývali diferenčńımi rovnicemi a představili jsme
jejich praktické využit́ı. Na základě teoretického př́ıstupu uvedeného v prvńı části
jsme aplikovali obecné postupy řešeńı na vybraných úlohách z ekonomie. Kromě
základńıch úloh z finančńı matematiky jsme představili i trochu složitěǰśı př́ıklady,
popisuj́ıćı jednak rovnováhu statk̊u na trhu v závislosti na nab́ıdce a poptávce
po tomto statku a jednak systém utvářeńı rovnovážné ceny statku. Muśıme však
poznamenat, že o této problematice se dá psát mnohem v́ıce, nebot’ naše práce ne-
zahrnula všechny možné př́ıpady. Omezili jsme se pouze na ty, které jsou v praxi
nejčastěǰśı.
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