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Anotace

Tato bakalarska prace se zabyva problematikou diferencénich rovnic, predevsim linear-
nich diferen¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty. Prvni, teoreticka ¢ast této prace
je vénovana zakladum diferenci a sumaci, klasifikaci diferen¢nich rovnic a obecnému
zpusobu teseni linearnich diferen¢nich rovnic. Nejprve se zamérime na konstrukei
fundamentalniho systému feseni homogenni rovnice. Nasledné v pripadé nehomo-
genni rovnice jsou predstaveny dva zpusoby feSeni - metoda odhadu partikularniho
feSeni a metoda variace konstant. Druha ¢ést prace se pak zabyva konkrétnimi apli-
kacemi, které lze popsat pravé pomoci linearnich diferenénich rovnic s konstantnimi
koeficienty. NaSe pozornost je zamérena predevsim na aplikace v ekonomii, jako
napriklad soucasna a budouci hodnota penéz, sporeni na duchod, umorovani splatky
¢l vytvareni rovnovahy na trhu. V bakalarské praci je pak prakticky ilustrovano, ze
ackoliv jsou pro vétsinu populace diferencni rovnice nepftilis znamé, setkavaji se
s nimi relativné bézné a pripadné je i pouzivaji.

Kli¢ova slova:

diference; sumace; linearni diferen¢éni rovnice s konstantnimi koeficienty; aplikace
v ekonomii



Abstract

This bachelor thesis deals with the problem of difference equations, especially linear
difference equations with constant coefficients. The theoretical part of this work is
devoted to the basics of differences and antidifferences, classifications of difference
equations and the general way of solving linear difference equations. First, we deal
with the construction of a fundamental system for solving a homogeneous equation.
Subsequently, in the case of nonhomogeneous equation two methods of its solving are
introduced — the method of undetermined coefficients and the method of variation
of constants. The second part of the thesis deals with specific applications that
can be described using linear difference equations with constant coefficients. Our
attention focuses on applications in economics, such as the present and future value
of money, retirement saving, amortization installments or creating a balance in the
market. In the bachelor thesis it is practically illustrated that although for most of
the population the difference equations are not very familiar, they encounter them
relatively commonly, or even use them.

Key words:

difference; antidifference; linear differential equations with constant coefficients; ap-
plication in economics
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Uvod

Ustiednim pojmem této bakalarské prace je diferenéni rovnice. Jednd se o oblast ma-
tematiky, se kterou se relativné casto setkavaji ekonomové, ackoliv nevédomky se ob-
jevuje jiz ve stiedoskolské latce, konkrétné v oblasti finanéni matematiky, jak pozdéji
ilustrujeme na vybranych piikladech.

Diferenc¢ni rovnice predstavuji vhodnou alternativu v ptipadech, kdy jiz neni
mozné vyuzit klasickych metod, vyuzivajicich limitu funkce a diferencialni pocet.
V tomto piipadé definicnim oborem, na kterém dané rovnice feSime, je mnozina
bodu (obvykle ekvidistantnich). Misto derivaci se pouzivaji diference, misto integrélu
sumace a misto diferencidlnich rovnic pak rovnice diferenéni.

Ohlédneme-li se do historie, myslenka pocitani pomoci rekurzivnich vzorcu se
objevuje v jednoduché forme jiz kolem roku 2000 pt. n. l. Kolem roku 450 pft. n. 1.
tuto myslenku dale rozvijeji Pythagorejci, pozdéji se problematikou zabyvalo mnoho
dalgich slavnych matematiku. Koreny zdkladni teorie linearnich diferenénich rovnic
sahaji do 18. stoleti, kdy se ji zabyvali de Moivre, Euler, Lagrange, Laplace a dalsi. Z
dnesniho pohledu se diferenéni rovnice, jak jiz bylo zminéno, hojné vyuzivaji v eko-
nomii. Své misto vsak nalézaji i ve statistice, napt. pro sledovani rustu populace.
Velmi znama je Fibonacciho posloupnost pouzitda uz v roce 1202 na modelovani
rustu populace kraliki, nicméné poprvé popsana az v 17. stoleti a vyresena v 18.
stoleti (de Moivre). Déle se vyuzivaji také v kvantové fyzice ¢i atomistice.

Praveé jiz zminéna aplikace v ekonomii byla mou hlavni motivaci ke zpracovani to-
hoto tématu, nebot z vlastni zkusenosti vim, Ze dand problematika je ¢asto vysvétlo-
vana pouze z pohledu ekonomického, tedy bez hlubsi vazby na matematickou teorii.

Samotna bakalarska prace je usporadana nasledovné. Nejprve jsou predstaveny
a definovany dva dulezité pojmy. Stejné, jako u diferencidlnich rovnic se neobejdeme
bez znalosti derivaci a integralu, v piipadé diferencnich rovnic to je diference a su-
mace. Nasledné muzeme zavést diferen¢ni rovnice, které klasifikujeme na jednotlivé
typy a ilustrujeme jejich vzajemny vztah. Jadrem bakalarské prace jsou linearni di-
ferencni rovnice s konstantnimi koeficienty, pro které predstavime navod, jak nalézt
jejich teseni (obecné i partikuldrni). V posledni kapitole tyto znalosti vyuzijeme
na feSeni konkrétnich prikladu, se kterymi se muzeme setkat v praxi.
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1 Uvod do teorie diferenci

Nez si predstavime samotné diferenéni rovnice, je potieba zavést dva dulezité pojmy.
Jednim z nich je diference, tim druhym pojmem je potom sumace. Bez znalosti obou
téchto terminu neni mozné se posunout déle. V této kapitole si tedy nejprve zave-
deme samotny pojem diference, ukazeme si diferenci 1. fadu, jeji grafické znazornéni
a diferenci vyssich radu. Nasleduji diference nékterych elementarnich funkci, z nichz
dulezité jsou pro nas zejména polynomy. Posledni sekci vénujeme sumacim. Definice
danych pojmi jsou prevzaty z knihy [5].

1.1 Termin diference

Pokud v matematice hovotrime o diferenci, mame na mysli, jak jiz ndzev napovida,
rozdil, konkrétné rozdil dvou funkcénich hodnot.

Definice 1. Je ddn bod xg a ¢islo h > 0. Necht funkce f(x) je definovdna v bodech
xo a xo + h. Diferenci funkce f(z) v bodé xy nazgvdme rozdil f(xo + h) — f(xo)
a znacime ji Af(xo).

Pro nazornost si ukazeme diferenci na piikladech linedrni a kvadratické funkce.

Priklad 1. Vypocitejte diferenci funkei fi(z) = 2x —1 a fo(x) = 322 +1 v obecném
bode xo pro obecny diferencni krok h.

Reseni: Uzitim definice diference, muzeme psat

Af1(1’0> = fl(l’() + h) - fl(.Io) = [2(%0 + h) — 1] - [2I0 — 1] = 2h,
Afa(zo) = falwo+h) — fa(zo) = [3(mo + h)* + 1] — [325 + 1] = 6x0h + 3h%. O

Na prvnim piikladu si muzeme vSimnout, ze diferenci dané linearni funkce je
konstanta 2h, zatimco v piipadé kvadratické (tj. nelinedrni) funkce jiz hodnota di-
ference zalezi i na bodu xg. Lze ukazat, ze tato vlastnost plati vzdy pro linedrni
funkce, nebot pocitdme-li diferenci funkce f(x) = ax +b v obecném kroku h v bodé
T, muzeme to zapsat nasledovné

Af(xo) = f(xo+ h) — f(xo) = [a(xo + h) + V] — [azxe + b] = ah.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze diference linearni funkce je za ptredpokladu kon-
stantniho diferenc¢niho kroku také konstantni. Tuto vlastnost si pozdéji znovu uka-
zeme v Sekci 1.6 vénované diferencim nékterych elementarnich funkei.

14



Budeme-li namisto jednoho konkrétniho bodu xg uvazovat body néjaké neprazdné
mnoziny M, muzeme pojem diference rozsitit ve smyslu funkce. Mnozina M byva
v aplika¢nich ilohach nejcastéji reprezentovana jako mnozina ekvidistantnich bodu,
t].

M = {xo;x0 + h;xo + 2h, ...}
Definice 2. Necht funkce f(z) je definovdna ve viech bodech x € M, kde M # .
Potom Af(x) je funkce proménné x, kterd kazdému bodu x € M prirazuje hodnotu
Af(x). Tuto funkei nazgvdme diferenci funkce f(x) a znacéime ji

Af(z) = f(x+h)— f(x), xeM.

1.2 Geometrické zobrazeni diference

Diference lze také snadno graficky zobrazit. Pro ndzornost uvazujme dvojici linearni,
resp. kvadratické funkce z predchoziho Ptikladu 1, resp. Piikladu 2, tj. fi(z) = 2x—1
a fo(r) = 322 + 1, viz Obrazek 1.1. Zvolime jednotkovy diferen¢ni krok a spocitame
diference v bodech {0;1;2;3}, viz Tabulka 1.1, kterd koresponduje s grafickymi

vystupy.

Tabulka 1.1: Diference linearni a kvadratické funkce.

T Afi(zo) A fa(zo)
0,0 2,0 3,0
1,0 2,0 9,0
2,0 2,0 15,0
3.0 2.0 21,0

Na grafu je zfetelné (zndzornéno prerusovanou cCarou), ze v piipadé linedrni
funkce je diference konstantni, jak jsme si ukazali v predchozi sekci. V piipadé
polynomu druhého stupné jiz diference na dané mnoziné bodu roste.

1.3 Vztah diference a derivace

Ten, kdo se jiz seznamil s pojmem derivace, tak se setkal i s diferenci, a ackoliv si
tento pojem blize nedefinoval, bézné ho pouzival. Ukdazeme si tedy nyni vztah mezi
diferenci a derivaci funkce a budeme ilustrovat, jak jsou tyto dva terminy spolu velmi
uzce spjaty.

Piipomenme si, jak vypadd vztah pro vypocet derivace funkce (v bodé xg), a to
f(zo +h) = f(zo) Af(xo) lim Ay

h = jim — = = lim

/ s
fwo) = g

kde Az zna¢i prirustek v argumentu, tj. Az = h. Uvédomme si, ze v Citateli tohoto
zlomku vyuzivame vztahu pro vypocet diference funkce f. Podil Ay/Ax, ktery na-
zveme pomeérna diference, nam znadi velikost prirustku funkce na jednotku prirtstku
argumentu.
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- |, (x)=3x*+1

Obréazek 1.1: Geometricky vyznam diference

Diky tomuto uzkému vztahu muzeme derivaci pomérnou diferenci aproximovat,
¢ehoz lze casto vyuzit v pripadech, kdy nezname analyticky predpis funkce, a nejsme
tak schopni urcit derivaci dle znamych pravidel. Vztah mezi diferenci a derivaci

ilustrujeme na nasledujicim prikladeé.

Priklad 2. Vypocitejte presnou a pribliznou hodnotu derivace funkce f(x) = 3z%+1
v bodé xoy =1 s diferencnim krokem h € {1,0;0,5;0,25;0,125;0,01;0,001}.

Reseni: Derivace funkce v obecném bodé je f'(x¢) = 60, resp. v bodé zy = 1 je
f'(1) = 6. Pribliznou hodnotu derivace vyjadiime pomoci pomérnych diferenci pro
jednotlivé diferenc¢ni kroky, viz Tabulka 1.2, ktera ilustruje konvergenci pomérnych
diferenci k derivaci pro h — 0+. Pro lepsi ilustraci prikladame také Obréazek 1.2. O

Tabulka 1.2: Vztah mezi pomérnou diferenci a derivaci funkce.

h 20+ h flzo+ h) Af(zo) Allzo)
1,000 2,000 13,00000 9,000000 9,000
0,500 1,500 7.750000 3750000 7,500
0,250 1,250 2,687500 1,687500 6,750
0,125 1,125 4,796875 0,796875 6,375
0,010 1,010 4,060300 0,060300 6,030
0,001 1,001 4,006003 0,006003 6,003

analyticka hodnota f'(x) 6,0

16



—f(x)=3x+1
""" ty-4=6(x-1)
15}

107

Obrazek 1.2: Vztah diference a derivace

o

1.4 Diference vyssich radu

Analogicky, jako pro derivace vyssich fadu, umime pojmenovat a definovat i diference
vyssich radu, které se zavadéji obdobné, a to rekurentnim postupem.

Pro ndzornost méjme Af(x) jako funkeci proménné x a oznacme Af(z) = g(z).
Je-li funkce g(z) definovdna v bodech = a = + h, muzeme spocitat diferenci i této
funkce g(z) jako Ag(z) = g(x + h) — g(x). Po dosazeni za g(z) ziskame

Ag(z) = [fle+2h) = flz+h)] = [flx+h) = fz)]
= f(z+2h)—2f(x+h)+ f(x).

Vztah vyse je diference druhého fadu a lze tedy tici, ze funkce Ag(x) = A(Af(z))
je druhou diferenci funkce f(x).

Pojdme se ale obecné podivat na diferenci vyssiho, respektive n-tého fadu. Di-
ferenci n-tého radu lze ziskat dvéma zpusoby. Nejprve si ukdzeme prvni moznost,
kdy postupné pocitame diference vsech nizsich radu, coz casto neni efektivni zpusob
reSeni.

Definice 3. Necht pro x € M jsou definoviny hodnoty f(x), f(x + h),
f(x+2h),..., f(x 4+ nh), kde h je dané kladné ¢islo a n je prirozené ¢islo. Potom
n-tou diferenci funkce f(x), kterou znacime A" f(x), definujeme rekurentné vzorcem

A"f(x) = A(A" 1 f(x)), pron > 2,
kde klademe A'f(z) = Af(x), v € M.

17



Poznamka 1. Pokud bychom do A" f(x) dosadili za x konkrétni ¢islo xo, hovorili
bychom o n-té diferenci funkce f v bodé xqy. Je duleZité si uvédomit, Ze v takovém
pripadé diference se mejednd o funkci, ale diferenci je jiZ konkrétni hodnota této
funkce.

Priklad 3. Pro funkci f(x) = 32 + 1 wypoéitejte vsechny diference aZ do tretiho
radu véetné v bodech mnoziny {0;1;2; 3} pro jednotkovy diferencni krok.
Reseni: Nejprve si spocitdme jednotlivé diference v obecném bodé z, a nésledné
dosadime prtislusné hodnoty, t;j.

Af(zo) = [3(wo+1)*+1] = [325 + 1] = 6z + 3,

A’f(xo) = [6(xo+1)+3]—[6z9+ 3] =6,

A f(zo) = [6] - [6] = 0.
Potom Af(0) =3, Af(1) =9, Af(2) = 15 a Af(3) = 21. Druha diference zadané
funkce je ve vSech bodech mnoziny rovna 6. Jelikoz diference konstantni funkce je

ve vSech bodech mnoziny rovna 0, tedy i v nasem pripadé je tfeti diference dané
funkce nulova na celé mnozineé. O

Druhym zpusobem vypoctu diference n-tého radu je pouziti piimo (n + 1) fun-
kénich hodnot podle nize uvedené véty [5, Véta L1].
Véta 1. Necht funkce f(x) je definovdna v bodech x,x + h,...,x + nh. Potom

A™f(z) = (g) fla +nh) — (T) Fla+ (n—1Dh) + ...+ (=1)" (”> f(a).

n

Piiklad 4. Pro funkci f(z) = cos(z) vypocitejte A*(0) pro diferencni krok h = .

Reseni: Pro vypocet pouzijeme vzorec z Véty 1 pro n = 3, tj.

ARF(0) — (g) cos (o + %W) - G’) cos (o + %”)
+ (2) cos (0+ g) = (2) cos(0)

2T

= cos(m) — 3 cos (?> + 3cos (g) — cos(0) = 1. O

1.5 Diference elementarnich funkci

Pro pouziti diferenci je dobré pamatovat si v obecném tvaru diference nékterych
elementarnich funkei. Z tohoto duvodu definujeme nize polynom stupné n jako

P.(2) = apz™ + ap_12" 7t + .. dayz +ag, a, #0.

Nenulovou konstantu Fy(z) = ap povazujeme za polynom nultého stupné.
Nyni se seznamime s diferencemi mocninnych, exponencialnich a vybranych go-
niometrickych funkei v obecném tvaru podle [5, Véta 1,2].
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Véta 2. Pro vsechna x € R a pro libovolny diferencni krok h plati:

1) Je-li k konstanta, potom Ak = 0.

2) Pron=1,2,... je Ax™ = P,_1(x), kde P,_1(x) je jisty polynom stupné n— 1.

3) Proq>0aq#1 je A¢® = cq”, kde ¢ je jistd konstanta.

4) Pro libovolné cislo k je Asin(kx) = asin(kz) + bcos(kx), kde a a b jsou jisté
konstanty.

5) Pro libovolné ¢islo k je Acos(kx) = csin(kx) + dcos(kx), kde ¢ a d jsou jisté
konstanty.

V dalsim si piipomene (bez dukazu) pravidla pro vypocet diferenci obecnych
funkei v uréitém tvaru, viz [5, Véta 1,3].

Veéta 3. Pro libovolné h > 0 a pro vSechna x, pro néz jsou soucasné definovdny
Af(x) a Ag(x), plati:

1) Diference souctu (resp. rozdilu) funkci je rovna souctu (resp. rozdilu) jejich
diferenct, tj.

Alf(z) £ g(z)] = Af(x) £ Ag(x)
2) Multiplikacni konstantu k lze vytknout pred diferenci, tj.
Alkf(x)] = kA [ ().
3) Diference soucinu funkei spliiuje vztah

Alf(x)g(x)] = g(x)Af(x) + f(2)Ag(x) + Af(2)Ag(x).

Pro nézornost si shrneme, jak je to s diferenci polynomu stupné n. Aplikaci
Véty 2 a Véty 3 dostaneme, ze diferenci funkce P, (z) je opét polynom, avsak stupné
nejvyse n — 1.

Véta 4. Pro vsechna x € R a libovolné h > 0 plati
AP”(‘CE) = Qn_l(ﬂf),
kde Qn_1(x) je jisty polynom stupné n — 1.

Priklad 5. Pro funkci f(z) = (2% + 1)2% vypocitejte diferenci s jednotkovym dife-
rencnim krokem.

Regent: Funkce f(x) je utvofena soucinem dvou funkei, konkrétne fi(z) = (22 41)
a fo(x) = 2%. Vyuzijeme tedy vztah pro vypocet diference souc¢inu funkei, kdy

Af(z) = Alfi(z)fo(a)] = Al(2® + 1)27]
2°A(z® 4+ 1) + (2% + 1)A2° + A(z® + 1) A2”.

Po dosazeni dil¢ich diferenci a uprave ziskdme pozadovanou diferenci funkce f(z)

Af(z) = Al(z®+1)2"] = 2z + 1)2" + (2 + 1)2" + (22 + 1)2°
27 (2% + 4z + 3). O
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1.6 Sumace

S pojmem diference je velice tizce spjat termin sumace. Analogicky jak spolu souvisi
pojmy derivace a integral, tak spolu souvisi diference a sumace. Lze totiz Tici, ze su-
mace je komplementarni operace k diferenci, kdy k dané diferenci funkce hleddame
urcitou funkci, jejiz diference je prave tato dana funkce. Ackoliv umime vypocitat
diferenci kazdé funkce (existuji-li funkéni hodnoty v bodech x a z + h), sumaci
neumime vzdy obecné tesit. Muzeme tak sledovat analogii s integralnim poctem,
kde situace, kdy neumime nalézt integral kazdé elementarni funkce, zatimco derivo-
vat ji umime, nastava také.

Definice 4. Je ddna funkce f(x) definovand na mnoziné M. Necht funkce F(x) je
takovd, Ze pro x € M je AF(z) = f(x). Funkci F(x) nazgvdame sumact funkce f(x)
v M a znacime

F(z) =A™ f(2).

Zakladni vlastnosti sumace shrnuje nésledujici véta prevzatd z [5, Véta I1,5].

Véta 5. Necht jsou F(z) a G(x) dvé funkce, které magji pro z € M stejnou diferenci,
. AF(xz) = AG(x). Potom F(z) = G(z) + p(x), kde p(x) je libovolnd periodickd
funkce s periodou h.

Specidlné, bude-li G(z) = 0, je AG(z) = 0, plyne z Véty 5, ze vztahu
AF(z) = 0 vyhovuje libovolna periodické funkce p(x) s periodou h. Naptiklad lze
psat, ze F(z) = k, kde k je libovolnd konstanta, tudiz z véty vyplyva, ze sumaci
existuje nekoneéné mnoho.

Poznamka 2. Bez ijmy na obecnosti se pro snazsi zdpis ve zbylém textu pri vypoctu
sumace omezime pouze na specialni typ periodické funkce, a to na funkci konstantnyi.

Analogicky jako u diferenci si v dalsim pripomene (bez diikazu) pravidla pro vypo-
¢et sumaci obecnych funkei, viz [5, Véta I1,6].

Véta 6. Necht A~ f(x) je sumace funkce f(x) a A g(x) je sumace funkce g(z),
pak plati:

1) Sumace souctu (resp. rozdilu) funkci je rovna souctu (resp. rozdilu) jejich su-
mact, tj.

A7 f(x) £ g(x)] = A7 f(x) £ AT g(2)
2) Multiplikacni konstantu k lze vytknout pred sumact, tj.
Ak f(2)] = KA F(@).

V prvnim piipadé (Véta 6, bod 1) hovoiime o aditivité a v druhém piipadé
(Véta 6, bod 2) o homogenité operdtoru sumace A, opét snadno nalezneme jistou
podobnost s vlastnostmi integralu.

V nasledujicich dvou vétach popiSeme sumaci pro polynomy a exponencialni
funkce v obecném tvaru, porovnej s Vétou 2, body 2) a 3). Dukazy téchto vét
neuvadime, 1ze je odvodit stejnym postupem jako v nize uvedenych ptikladech
pro konkrétni funkce.
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Véta 7. Necht je ddn polynom P,(x) stupné n. Potom existuje polynom Q. 1(x)
stupné n + 1 takovy, Ze AQ,1(x) = P,(2), tj. A P, () = Qni1(x) pro dany
libovolny diferencni krok h.

Priklad 6. Urcete vsechny funkce F(x), x € R, pro nez plati F(z) = A~'(2x — 1)
s krokem h = 0,5.

Resent: Jelikoz F(z) = A~ (2z — 1), mizeme psat AF(x) = 2z — 1, potom
F(z+05) — F(x) =2z — 1.

Z Véty 7 a z vlastnosti diference vime, ze hledana funkce bude polynom druhého
stupné, ktery muzeme zapsat ve tvaru kvadratické funkce ax? + bz + c. Tedy

[a(z 4+ 0,5)* + b(x +0,5) + c] — [ax® + bx + ] =22 — 1
a po uprave ziskavame rovnici
ar + 0,25a + 0,5b = 2x — 1.

Metodou neurcitych koeficientu, tj. porovnanim koeficientu u ptislusnych mocnin,
obdrzime a = 2 a 0,25a 4+ 0,5b = —1, tj. b = —3. Vysledkem jsou tedy funkce

F(z) = 22> — 3z +c,
kde c je jista libovolna konstanta. O
Véta 8. Necht ¢ > 0 a q # 1, pak pro vsechna x € R a pro libovolny diferencéni
krok h plati
A—lq:c — _qx’
c
kde ¢ je jista nenulovd konstanta.

Priklad 7. Urcete vsechny funkce F(x), x € R, pro neZ plati F(x) = A™12% s kro-
kem h = 2.

Regent: Vime, ze F(z) = A™'2%, proto AF(x) = 2°. Dle vlastnosti diference
muzeme psat
F(x+2) — F(x) = 2°.

Podle Véty 8 vime, ze hledana funkce bude mit tvar %2“”, proto lze psat

1 1
_2x+2 o _2J3 _ 2:1:7
C C

a 7z této rovnice vyjadrit neznamou ¢ = 3. Nakonec podle Véty 5 vSechny hledané

funkce maji tvar

1

kde K je jista libovolna konstanta. O
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2 Diferenéni rovnice

V nasledujici kapitole si predstavime jiz hlavni téma této prace — diferenéni rovnice
— a popiseme jejich klasifikaci. Nejprve si ukdazeme diferencéni rovnice 1. a 2. typu
a jak je lze mezi sebou prevadét. U diferencnich rovnic 2. typu si dale uvedeme
rovnice prvniho a vyssiho, resp. k-tého radu. Nasledné predvedeme jejich prevody
na rekurentni vzorce. Seznamime se také s pojmem feSeni diferencni rovnice, které
lze reprezentovat vzorcem pro n-ty ¢len posloupnosti, jez splnuje predem dany vztah.

2.1 Typy diferencnich rovnic a jejich feseni

Nejprve predstavime definici diferencni rovnice, jez je analogicka definici diferencialni
rovnice, jestlize derivace nahradime diferencemi piislusného radu. Definice jsou pre-
vzaty z knihy [5].

Definice 5. Necht pro vsechna x € M je definovdna funkce f(x,y, Ay, A%y, ..., AFy).
Rowvnici tvaru
[y, Ay, A%y, ..., Afy) = 0,

ve které je nezndmou funkce y(x), nazgvame diferencni rovnici k-tého rddu 1. typu.
Partikuldrnim tesenim této rovnice nazgvdme kazdou funkci y(x), kterd pro viechna
x € M spliuge danou rovnici. Obecnym reSenim nazyvdme vzorec zahrnujici vsechna
partikuldarni resent.

Specidlnim piipadem diferen¢ni rovnice 1.typu je rovnice ve tvaru Ay = f(z),
se kterou jsme se jiz setkali v tilohdch na sumaci, viz Sekce 1.6. Obecné feseni této
rovnice je tedy

y(z) = F(z) + p(z),

kde p(z) je libovolna periodicka funkce s periodou h, resp. jista libovolné konstanta.

Poznamka 3. Ve zbytku prdce se bez ujmy na obecnosti omezime na diferencni
krok h = 1 a budeme poZadovat, aby bod xq odpovidal pocdtku. Tohoto predpokladu
lze snadno dosahnout substituci v = hn + xo, diky které pivodni definicni obor
M = {xg, 0 + h,zo + 2h, ...} prejde na mnozinu Ny = {0,1,2,...}. MuZeme tak
ztotoznit y(x) = @(n) a zavést obvyklejsi znacent o(n+ j) = yp+s, j = 0,1,2, ... k.
Funkce ¢(n) definované v mnoziné Ny tak odpovidaji posloupnostem y,,.

Uvedenou transformaci nezavislé proménné v diferenéni rovnici si blize popiseme
na nize uvedeném prikladu.
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Piiklad 8. Diferencéni rovnici Ay = wxy definovanou pro x € {1,5;2,0;2,5;...}
prevedte na rovnici s definicnim oborem Ny.

Reseni: Pro pievod se hledd takovd transformace, kterd prevadi dané definiéni
obory, a to podle vzorce

T —To

n= P

kde h = 0,5 a g = 1,5. Po dosazeni téchto hodnot muzeme vyjadrit proménnou x
jako x = 0,5n+ 1,5. Nyni se tento vyraz dosadi do puvodni rovnice, ¢imz se prevede
tato rovnice na diferen¢ni rovnici s definicnim oborem Ny, tj.

Ay = (0,5n+1,5)y. O

V dalsim se budeme zabyvat alternativnim vyjadrenim diferen¢ni rovnice na mno-
ziné Ny jakozto rovnice 2. typu. Vyjadiime-li v diferen¢ni rovnici 1. typu vSechny
diference podle Véty 1, tj.

Ay = @n+1)=¢((n) =yn1 = Yn
A%y = @n+2)=2p(n+1)+¢(n) =Yur2 = War1 +Yn

| k
Afy = o+ k) —ko(n+k—1)+ (2
k
2

)gp(n +k—2)— ...+ (=DFp(n)

= Yn+k — kyn—‘rk—l + ( )yn—i-lc—Q —...+ (_1)kyn

a slouéime-li ve funkci f(z,y, Ay, A%y, ..., AFy) cleny se stejnymi indexy, ziskdme
novou funkci (7, Yn, Ynt1, Ynt2s - - -, Ynik)- Limto postupem ziskdme nové vyjadreni
puvodni diferenéni rovnice, viz definice nize.

Definice 6. Necht funkce g(n,Yn, Yns1, Yni2; - Ynik), kde Yntj = p(n+ 7). je
definovana pro vsechna n € Ny. Rovnice tvaru

(N Yy Ynt1s Ynt2s - - > Yngk) = 0,

ve které je mneznamou funkce (posloupnost) y, = p(n), nazjvame diferenéni rovnici
2. typu. Jestlize jsou v této rovnici koeficienty u vy, @ Ypir pro vsechna n € Ny
nenulové, rikame, Ze rovnice je k-tého rddu.

Obecnym Tesenim diferencni rovnice 2. typu k-tého radu budeme nazyvat takové
resent y, = @(n), které obsahuje k libovolnijch nezavislych konstant Cy,Cs, ..., Cy,
které se nedaji nahradit mensim poctem obecnijch konstant.

Partikularni Tesent je zvldstni pripad obecného tesent, ve kterém za obecné kon-
stanty dosadime urcité ciselné hodnoty.

Pii sestavovani partikularniho feseni je tedy potieba urcit hodnoty konstant C',
Cs, ..., Cy. Tyto hodnoty se stanovi z pocatecnich podminek, které tvoii prvnich k
¢lenu posloupnosti yo, Y1, - - -, Yr_1-

V definici obecného feseni se setkdavame s pojmem nezavislych konstant, ktery je
uzce spjat s definici tzv. linearné nezavislych funkci. Vzdjemny vztah ilustrujeme
také na prilozeném ptikladeé.
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Definice 7. Rikdme, Ze funkce ©1(n), ga(n),. .., r(n), spolecné definované na Ny
gsou linedrné zdvislé v mnoziné Ny, jestlize existuje asponi jedna konstanta C; # 0,
3=12,...k, tak, aby pro vSechna n € Ny platila rovnice

Crp1(n) + Capa(n) + ... + Crpr(n) = 0.

Neni-li tomu tak, pak ikdme, Ze funkce @1(n),pa(n), ..., or(n) jsou linedrné nezd-
vislé.

Piiklad 9. Dokazte, Ze funkce 9" a 32" jsou linedrné zdvislé v mnoziné Ny.
Reseni: Podle definice hleddme konstanty C; a Cy takové, ze plati
Ci-9"+Cy- 3" = 0.

Vyse uvedenou rovnici upravime a vydélime ¢lenem 9", ¢imz ziskame novou rovnici
o dvou neznamych, tj.

Cy+3C, =0.

Jednoduchou tpravou zjistime, ze | = —3C5, kde C5 klademe libovolné nenulové.
Protoze existuje alespon jedno netrividlni feseni rovnice

Ci-9"+ Cy - 3" =0,
O
jsou funkce 9" a 32"*! linedrné zavislé.

Pro ovéreni linearni nezavislosti funkei v mnoziné Ny se v teorii diferencénich
rovnic pouziva néasledujici vlastnosti vychazejici z tesitelnosti soustav linearnich al-
gebraickych rovnic. Pro detailngjsi vyklad odkazeme ¢tendie na [5, Véty II1,1-2]
a uvedeme zde pouze postacujici podminky pro linearni nezavislost.

Véta 9. K tomu, aby funkce p1(n), pa(n), ..., or(n) byly linedrné nezdvislé v mno-
ziné Nqy staci, aby byl aspon pro jedno n € Ny determinant

o) o)
ASO?(”) - A@lf(n) 40
Ay () e A (n)
resp. determinant
o) )
gpl(n'+ 1) . <pk(n'—|— 1) L0,
ot k—1) - ot k—1)
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2.2 Vzajemné prevody rovnic a rekurentni vzorce

V literatute se obvykle setkame s definici diferencni rovnice 2. typu véetné definice
jejtho tadu. Na nasledujicich ptikladech si ukazeme vzdjemné prevody mezi dife-
rencnimi rovnicemi 1. a 2. typu, a ze fad rovnice nemusi byt pfi prevodu zachovan.

Piiklad 10. Rovnici 1. typu A%y—2Ay—3y = x s krokem h = 1 prevedte na rovnici
2. typu a urcete rad rovnice.

Reseni: Zavedeme-li prirozené znaceni x = n a y = y,, pak z vlastnosti diference
vime, ze

Ay = Yn+1 — Yn, AQ?J = Un4+2 — 2yn+1 + Yn.

Po dosazeni do zadani ziskame

Ynt2 — 2Yns1 + Yn — 2(yn+1 - yn) — 3y = n,

a naslednou upravou
Yn+2 — 4yn+1 =n.

Hledand rovnice 2. typu vSak neni rovnici 2. fadu, nebot substituci m = n+1 piejde
na rovnici

Ymi1 — Yym = m — 1,

ktera je pouze 1. fadu. Muzeme si vSimnout, ze pti prevodu rovnice nezustal jeji rad
zachovan. O

Piiklad 11. Rovnici ypio + Yni1 — Yn = 0 prevedte na rovnici 1. typu s definicnim
oborem Ny a urcete rad rovnice.

Reseni: Opét vychdzime z vlastnosti diference, kdy
AY = Y1 = Yns A% = Ynso = 2Wni1 + Yn-
Oznac¢ime-li y,, = y, pak snadno vyjadiime ¢leny

Ynt1 = Ay +y
Ynio = A%y +2(Ay +y) —y = A%y + 2Ay + y.

Po dosazeni do puvodni rovnice 2. typu mame rovnici
(A% +2Ay+y) + (Ay+y) —y =0,
kterou déle upravime a ziskdme rovnici 1. typu, jejiz tad je 2, tj.
A*y +3Ay 4y = 0. O

V zavéru této kapitoly ukazeme, ze ve specidlnim pripadé muzeme diferencéni
rovnici 2. typu reprezentovat pomoci rekurentnich vzorci pro posloupnosti, nebot

25



pracujeme na mnoziné Ny. Uvazujeme tedy obecny tvar diferenc¢ni rovnice 2. typu
s definiénim oborem Ny, tj.

g(”? Yns Yn+15 Yn+2, - - - 7yn+k:) = 0,

kde vy,, zna¢i n-ty clen posloupnosti.
Podari-li se ndm z této rovnice explicitné vyjadrit nejvyssi ¢len dané posloup-
nosti, tj. nalezneme-li funkci G tak, ze plati

Yntk = G(”? Yns Yn+1, Yn425 - - - 7yn+k71)7

ziskdme obecny rekurentni vzorec pro posloupnost y,. V tomto rekurentnim vzorci
je hodnota (n+k)-tého ¢lenu posloupnosti vyjadiena pomoci jejich k predchazejicich
¢lenu a nezavislé proménné n.

Piiklad 12. Odvod’te rekurentni vzorec pro partikuldrni veseni diferencni rovnice

Yn+2 — Yn+1 — yn - O
s pocdtecnimi podminkami yo = 0 a y; = 1. Vypocitejte prunich 10 cleni.

Resent: Z pocatecénich podminek zndme hodnoty yo = 0 a y; = 1. Vyjadifme-li
ze zadani nejvyssi clen
Yn+2 = Ynt1 + Yn,

zjistime, Ze nova hodnota se vypocita jako soucet dvou predchozich hodnot. Tato
vlastnost je charakteristickd pro tzv. Fibonacciho posloupnost, kterou se nazyva
nekonecnd posloupnost prirozenych ¢isel prvné popsand italskym matematikem Leo-
nardem Pisanskym na ptikladu o rustu populace kralik.

Prvnich 10 ¢lenu této posloupnosti nabyva nasledujicich hodnot yo = 0, y; = 1,
ypo=1,4y3=2,y1=3,y5=5,y6 =8, yr = 13, ys = 21 a yg = 34. O
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3 Linearni diferenéni rovnice

Nyni se pozastavime nad problematikou linearnich diferen¢nich rovnic — specialni
ttidou diferen¢énich rovnic — jez zavedeme pomoci diferenéni rovnice 2. typu defino-
vané v mnoziné Ny, viz [5].

Definice 8. Diferencni rovnice tvaru

aO(n)yn + ap (”)?Jnﬂ + as (n)ynJrQ + ..ot ag (n)ynJrk = b(”)a

kde b(n), ag(n), ar1(n), ..., ar(n) jsou libovolné posloupnosti definované v Ny, pricemz
ap(n) # 0 a ag(n) # 0 pro n € Ny, nazgvdme linedrnimi diferencénimi rovnicems
k-tého Tddu s mekonstantnimi koeficienty a pravou stranou. Posloupnosti ag(n),
ai(n), az(n), ..., ax(n) nazgvame koeficienty a b(n) pravou stranou.

Tato prace vsak bude zameérena na feSeni linedrnich diferenc¢nich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty, tudiz vsechny posloupnosti ag(n), a;(n), ..., ax(n) budou kon-
stantni, tj. ap(n) = ag, a1(n) = ay,...,ax(n) = a3, kde a; € R, 0 < j < k. Opét
predpoklddédme, ze ag # 0 a a, # 0. Pokud bude b(n) = 0 (nulové posloupnost),
fikame, ze se jedna o linearni diferenc¢ni rovnici bez pravé strany, nazyvanou také
homogenni linedrni diferen¢ni rovnice, tedy

k
> ayns; = 0. (HLDR)
=0

V opa¢ném pripadé, je-li b(n) # 0, se jedna o linedrni diferenéni rovnici s pravou
stranou, nazyvanou také nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice, tedy

k
" s = bln). (NLDR)
j=0

Nez si ukdzeme postup fesen{ linedrnich diferenénich rovnic, at uz homogennich
nebo nehomogennich, uvedeme si existencni vétu pro linedarni diferenéni rovnici, jejiz
formulace je prevzata z [5, Véta IV, 1].

Véta 10. Necht je ddino k hodnot: ye, Yei1,- .-, Yesrh—1 v k po sobé jdoucich bodech
z definicniho oboru Ny linedrni diferencni rovnice (NLDR) k-tého tddu. Potom exi-
stuje v Ny jediné reseni rovnice (NLDR), které nabyvd predepsanych hodnot .,
Ye+ls - - - Yerk—1 U dangch bodech c,c+1,...,c+k —1.
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Nutno podotknout, ze tvrzeni Véty 10, ackoliv to neni ptimo zminéno, platii pro
homogenni linedrni diferenéni rovnici, polozime-li b(n) = 0. V dalsim se budeme
zabyvat otdzkou, jakého tvaru jsou feseni rovnice (HLDR).

Véta 11. Necht p1(n) a p2(n) jsou dvé riznd partikuldrni Fesend rovnice (HLDR).
Potom posloupnost

yn = Crp1(n) + Capa(n), C1, Gy € R,
je také resenim rovnice (HLDR).

Zname-li tedy partikuldrni reseni rovnice (HLDR), potom jsme schopni najit
nekonecné mnoho dalsich feseni jako linearni kombinaci téchto partikularnich feseni.
Z Veéty 11 plyne dusledek, a sice pokud dosadime za konstanty C; = Cy = 0, potom
je fesenim rovnice (HLDR) v, = 0-¢1(n) +0-¢2(n) = 0 pro n € Ny. Tomuto feseni
fikdme trividlni feseni. Kazda rovnice (HLDR) ma tedy trividlni feseni y,, = 0.

Pro dalsi studium dané problematiky se seznamime s pojmem fundamentélniho
systému fesend.

Definice 9. Rikdme, Ze posloupnosti ¢1(n), ga(n), ..., on(n), které jsou partikuldr-
nim tesenim (HLDR) v mnoziné Ny, tvori tzv. fundamentdlni systém tesent, jestlize
jsou posloupnosti p1(n), @a(n), ..., er(n) linedrné nezdvislé.

V praktickych ulohédch tak linearni nezavislost ptislusné mnoziny funkei ovéruje-
me podle Véty 9. Nasledujici véta z [5, Véta IV, 5] popisuje vztah mezi partikuldrnim
resenim rovnice (HLDR) a jejim ptislusnym fundamentélnim systémem.

Véta 12. Necht funkce p1(n), pa(n), ..., op(n) tvord fundamentdini systém resent

rovnice (HLDR) v Ny. Necht o(n) je libovolné partikuldrni reseni rovnice (HLDR)
v Ng. Potom existuji konstanty Cy,Cy, ..., Cy tak, Ze

p(n) = Z Cjpi(n).

Zname-li fundamentdlni systém feseni rovnice (HLDR), tak jako dusledek Véty 12
lze odvodit tvar obecného teseni této rovnice, tj.

yn = Crp1(n) + Copa(n) + - - - + Crepr(n)

kde C1, Cy, ..., Cy jsou libovolné konstanty.

Pro sestaveni obecného feseni rovnice (NLDR) se pak pouzije nésledujici véta,
viz [5, Véta IV,6].

Véta 13. Necht yi = Zle Cjp;i(n) je obecné reseni rovnice (HLDR) a necht
yl = o(n) je partikuldrni Feseni rovnice (NLDR). Potom obecné Feseni rovnice
(NLDR) je funkce

Yn = Yo + Y-

V nasledujicich ¢astech se podrobnéji podivame na postup hledani feseni linear-
nich diferen¢nich rovnic, a to jak homogennich, tak téch nehomogennich. Dana
latka je koncipovana pouze jako navod, jak nalézt feSeni, doplnénd komentarem
bez dikazu jednotlivych tvrzeni. Pro detailni vyklad véetné dukazu odkazeme ¢tenéare
na zdroje [2] a [5].
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3.1 Postup feseni homogennich linearnich
diferencnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Nejprve budeme hledat netrividlni feseni rovnice (HLDR), tj. rovnice tvaru
aoYn + Q1Ynt1 + -+ @Ytk = 0,
kde ag,ay,...,ar € R jsou dané konstanty, pricemz ag # 0 a a; # 0. Potom rovnici
ap + atA + - + A =0,

nazveme charakteristickou rovnici diferenc¢ni rovnice. Tuto rovnici ziskdme dosa-
zenim partikularniho feseni y,, = A" do rovnice, kde A € C je konstanta, a naslednym
vydélenim celé rovnice A". Vzhledem k tomu, ze hledame netrividlni feseni, tudiz
predpokladame y,, # 0, resp. A # 0, muzeme tento krok provést. Tento predpoklad
je splnén, protoze ay # 0, a tak charakteristicka rovnice nemé nulovy kofen.

Muzeme si vSimnout, ze tato charakteristicka rovnice neobsahuje proménnou n,
ale pouze jednu nezndmou A. Prechazime tedy z diferenéni rovnice na algebraickou
rovnici k-tého stupné s neznamou A. Tato rovnice ma nejvyse k ruznych kotfenu,
které urcuji dalsi postup. Kofeny charakteristické rovnice mohou byt realné i kom-
plexné sdruzené, kladné i zaporné, ruzné i vicenasobné. V nasledujicich castech si
rozebereme jednotlivé moznosti.

A) Koreny charakteristické rovnice jsou jednondsobné redlné ruzné.

Pokud ma charakteristicka rovnice k ruznych realnych kladnych kotenu Aq, ..., \g,
obecné feseni pifslusné rovnice (HLDR) muzeme zapsat ve tvaru

Yy = O] + Oy 4 - 4+ Cp Y,

kde C1, Cy, ..., C} jsou libovolné konstanty.

Situace je ponékud komplikovanéjsi v pripadé zapornych realnych kotenu, jelikoz
hodnota A", je-li n € R, lezi obecné v oboru komplexnich ¢isel. Tato situace vsak
nenastane pro n € Ny, kdy ziskdme piimo realné reseni y,, proto tuto moznost
nebereme v potaz a vyse uvedeny vzorec pro y2 plati i pro pifpad \; < 0.

B) Charakteristické rovnice ma komplexné sdruzené jednonasobné koteny.

Ma-li charakteristickd rovnice komplexni kofeny A; 5 = r(cos(w) £ isin(w)), po-
tom partikuldrni feseni rovnice (HLDR) muzeme zapsat jako dvojici redlnych reseni

@1(n) = r" cos(wn), pa(n) = r"sin(wn),

kterd jsou linedrné nezavisla. Tedy za feseni rovnice (HLDR) muzeme pak povazovat
i funkeci
@12(n) = 1" (Cy cos(wn) + Cysin(wn)) ,
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kde 'y a (% jsou opét libovolné konstanty.

C) Charakteristickd rovnice mé vicendsobny (s-nasobny) kofen.

V tomto ptipadé lze charakteristickou rovnici zapsat ve tvaru soucinu
(A= X)°Pr_s(N\) =0,

kde P;_s(A) je nenulovy polynom stupné k — s.

Predpokladejme nejprve, ze dana charakteristickd rovnice ma s-néasobny realny
koten Ay, pricemz 1 < s < k. Pak lze sestrojit s linearné nezavislych partikularnich
feSeni prislusné diferencni rovnice, kterd maji nésledujici tvar

e1(n) = A, pa(n) = nAY, e 0s(n) = n* I\
Tedy funkci predstavujici feseni rovnice (HLDR) lze pak zapsat souhrnné jako

()01’27_“5(71) = Clg01 (n) + CQQOQ('TZ) + -+ CS(PS('I?,) = (Cl + an + -+ Csn871))\711
= PS—1<n) ?7

kde P;_1(n) je libovolny polynom stupné s — 1 s koeficienty C1, ..., Cs.

Ackoliv se predchozi pripad tykal realnych vicenasobnych kotenu, Ize jej s drob-
nou upravou uplatnit i v situaci, kdy charakteristickd rovnice mé komplexné sdruzené
kofeny Ajo = 7 (cos(w) £ isin(w)). V tomto piipadé jsou partikuldrnimi fesenimi
rovnice (HLDR) funkce

1

cos(wn), @3(n)=nr"cos(wn), ..., po_1(n)=n"""r"cos(wn),

5
S
!

r"l
r"sin(wn), p4(n) = nrsin(wn), ..., @(n) =n*" " sin(wn),
resp. feSenim (HLDR) je jejich libovolna (netrividlni) linedrni kombinace.

Nyni jsme si rozebrali, jaké mohou nastat situace pti feseni homogennich dife-
renc¢nich rovnic s konstantnimi koeficienty. V nasledujici ¢asti si predchozi piipady
ilustrujeme na trech konkrétnich prikladech. Jedna tiloha bude mit za feseni charakte-
ristické rovnice realné ruzné kotreny, druha 1loha realny vicenasobny koten a posledni
uloha komplexné sdruzené koteny.

Priklad 13. Naleznéte obecné reseni rovnice Y19 + 4ypt1 + 3y, = 0.

ResSeni: Charakteristickd rovnice ma tvar

N 4+4X+3=0
a kofeny jsou realnd ¢isla Ay = —3 a Ay = —1. Potom obecné feseni rovnice ma tvar
UYUn = Cl(—3>n + 02(_1)n, Cl, Cy eR. O
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Priklad 14. Nalezneéte obecné reseni rovnice Yy 1o — 6ypt1 + 9y, = 0.

Resen{: Charakteristickd rovnice je tvaru
M —6A+9=0
a mé pouze dvojnasobny redlny kofen A; o = 3. Obecné feSeni dané rovnice pak je

UYp = Clgn + CQHS” = 3”(01 + CQTL), Cl, CQ c R. O

Priklad 15. Naleznéte obecné reseni rovnice y,1o + 4y, = 0.

Resent: Kofeny pifslusné charakteristické rovnice
N+4=0

jsou komplexné sdruzena cisla A\, = £2i. Nasledné tento algebraicky tvar kom-
plexniho ¢isla pievedeme na goniometricky tvar, tj. Ao = 2 (cos (g) + ¢sin (%))
Potom obecné teseni diferencni rovnice lze psat jako

Yp = 2" <01 cos <%> + Cysin <%>> , C1,Cy €R. O

3.2 Postup feseni nehomogennich linearnich
diferencnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Castéji nez s homogennimi linedrnimi diferenénimi rovnicemi se setkavame s ne-
homogennimi rovnicemi, tedy s rovnicemi s pravou stranou, které maji nasledujici
tvar

aoYn + 1Ynt1 + - .. + Ynir = b(n),

kde ag, aq, ..., a jsou, stejné jako v predchozi sekci, dané redlné konstanty, piricemz
ag # 0 a ap # 0.

V zavislosti na tvaru pravé strany muzeme k feseni pouzit ruzné metody. Ma-
li pravd strana specialni tvar, lze pouzit metodu odhadu partikularniho feSeni,
v obecném piipadé muzeme vzdy pouzit metodu variace konstant. Obé tyto metody
si podrobné popiseme v této sekci. Poznamenejme na tivod, at zvolime jakoukoliv
metodu, musime nejprve najit obecné feseni pridruzené homogenni rovnice

AoYn + Q1Ynt1 + ...+ apYpyr = 0,

coz je podle Veéty 12, resp. jejitho dusledku, linearni kombinace funkci z funda-
mentdlnfho systému feseni, tj. y2 = Z§:1 Cjpj(n).
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A) Metoda odhadu partikuldrniho feseni

Tuto metodu lze pouzit pouze pti feseni diferenc¢nich rovnic, kdy na pravé strané
jsou specidlni funkce. Ptesnéji jde o funkce, které lze sestavit ze souctu, rozdilu
a soucinu funkei k, n®, ¢, sin(an), cos(an). Tyto funkce maji tu vlastnost, ze jejich
diference patii opét do stejné tiidy funkci. Této vlastnosti muzeme vyuzit i obraceneé,
tzn. pokud zndme vyslednou funkci b(n), jez je dana piislusnou kombinaci vyse
uvedenych funkci, bude hledané partikularni reseni také funkce stejného typu. Toto
feSeni urcime tak, ze do puvodni diferenéni rovnice dosadime odhadnutou funkci
v obecném tvaru, ktery pozdéji specifikujeme metodou neurcitych koeficientu.

Zadana nehomogenni rovnice mé tedy pozadovany tvar

Z aiYntj = q" (Py(n) cos(an) + Q,(n) sin(an)) .

kde P,(n), resp Q,(n), je polynom stupné u > 0, resp. v > 0, pficemz muze nastat
ig=1nebo a=0.

Ma-li charakteristickd rovnice kofeny \; # g(cos(a) & isin(«)), potom parti-
kuldrni feSeni hledame ve tvaru

yY = ¢" (Ry(n) cos(an) + S;(n)sin(an)),

kde R¢(n) a S¢(n) jsou polynomy stupné ¢ = max(u,v).
Oproti  tomu, plati-li  pro néktery kofen charakteristické rovnice
A; = q(cos(ar) £isin(a)), potom partikuldrni feseni hleddme ve tvaru

vl = n*q" (R,(n) cos(an) + Sy(n)sin(an)),

kde s > 1 je ndsobnost daného kotene charakteristické rovnice.
Nakonec vysledné obecné teSeni nehomogenni diferencni rovnice zapiSeme ve
tvaru y, = y + y. Vyse uvedny postup si nyni uvedeme na dvou konkrétnich

prikladech.

Priklad 16. Vyreste metodou odhadu partikuldrniho veseni diferencéni rovnici
Yntr2 — 4y, = (n —1)2".

Resent: Charakteristickd rovnice pridruzené homogenni diferenéni rovnice mé tvar
N —4=0
a jeji koreny jsou A\; = 2 a Ay = —2. Tedy obecné teseni homogenni rovnice je
y? = 12" 4+ Cy(=2)", C1,Cr €R.

Prava strana diferen¢ni rovnice je ve tvaru Py(n)q¢", kde ¢ = 2 = \;. Jelikoz
nasobnost tohoto kotene charakteristické rovnice je s = 1, hledame partikuldrni
reSeni ve tvaru

yY = n'q"(an + b) = 2"(an® + bn).
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Neurcité koeficienty a,b € R se ziskaji dosazenim tohoto odhadu do puvodniho
zadani za y, a yY,io, tj.

[2"2(a(n + 2)? + b(n + 2)] — 4[2"(an® 4 bn)] = (n — 1)2™.
Vydeélenim celé rovnice ¢lenem 2", rozndsobenim a upravenim vyrazu se ziskd rovnice
16an + 16a +8b=n — 1,

ze které lze prejit k porovnani koeficientu u prislusnych mocnin, tj.

16a = 1
16a+8b = -1
Tedy a = % ab= —}1, potom hledanym partikularnim feSenim je

2
P n n n
(D) o,
Yn (16 4)

Nakonec obecné feseni nehomogenni diferenéni rovnice zapiSeme ve tvaru souctu

n®> n
yn:yf+y5: (1_6_Z+Cl) 2n+02(—2)n, 01,02 € R. O

Priklad 17. Vyreste metodou odhadu partikuldrniho teseni diferencéni rovnici
Ynio — 4y, = cos(2n) + 2sin(2n).

Reseni: Postup feseni tohoto piikladu je stejny jako u piikladu piedchoziho. Nej-
prve se stanovi obecné feSeni pridruzené homogenni rovnice, analogicky k predcho-
zimu Prikladu 16 muzeme psat

yH = 12" + Cy(=2)", C,Ch € R.

Pravé strana diferencni{ rovnice je nynf tvaru 1" (Py(n) cos(2n) + Qo(n) sin(2n)). Je-
likoz ¢islo +2¢ neni kofenem charakteristické rovnice, hledame tak partikularni reseni
ve tvaru

yP = acos(2n) + bsin(2n), a,b € R.

Dosazenim tohoto odhadu do puvodni diferenéni rovnice obdrzime
[acos(2n + 4) + bsin(2n + 4)] — 4[a cos(2n) + bsin(2n)] = cos(2n) + 2sin(2n),
a uzitim souctovych vzorcu pro goniometrické funkce

sin(2n +4) = sin(2n)cos(4) + cos(2n) sin(4),
cos(2n +4) = cos(2n)cos(4) — sin(2n) sin(4)

upravime na tvar

la cos(4)—4a+bsin(4)] cos(2n)+[—asin(4)+b cos(4)—4b] sin(2n) = cos(2n)+2sin(2n).
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Nésledné porovname koeficienty u prislusnych goniometrickych funkei

acos(4) —4a + bsin(4) =
—asin(4) +bcos(4) —4b = 2

Uzitim dosazovaci metody, kdy z druhé rovnice vyjadiime neznamou

_ 2+asin(4)

b
cos(4) — 4

a dosadime ji do prvni rovnice, dostaneme

2 + asin(4) n(4) = 1

acos(4) — 4a + cos(d) — 4 si

resp.
cos(4) — 2sin(4) — 4

[cos(4) — 4]2 + sin®(4)

Néasledné vyjadrime

cos(4)—2sin(4)—4 .
2+ (s A 2@ sin(4)
cos(4) — 4

Potom hledanym partikularnim fesenim je

b:

cos(4)—2sin(4)—4 .
P _ COS(4) —2 Sln(4) —4 2+ [cos((4))—4}2+ii132(4) Sln<4)

 [cos(4) — 4]2 + sin®(4) cos(2n) + cos(4) — 4

sin(2n)

a vysledné obecné teseni nehomogenni diferenéni rovnice opét zapiSeme ve tvaru
souctu y, =y + yr. O

B) Metoda variace konstant

Druhou metodou feseni linearnich diferenc¢nich rovnic s pravou stranou je metoda
variace konstant. Nazev vyplyva ze skutecnosti, ze puvodni konstanty C;, ve vyjadre-
ni obecného feseni pridruzené rovnice (HLDR), nahradime jistymi funkcemi C;(n).

Pti hledani partikularniho feseni postupujeme tak, ze nejprve najdeme obecné
feseni pridruzené rovnice (HLDR), tj. y1 = Z?Zl Cjpj(n) a nasledné aplikujeme
metodu variace konstant, kdy konstanty C; zaménime za funkce Cj(n) a v tomto
tvaru hledame partikuldrni feseni, tj.

Yo = C1(n)r(n) + Ca(n)ipa(n) + -+ + Cr(n)on(n).

Mame tedy k nezndamych funkel Cj(n), 1 < j < k, a pro jejich urceni potfebujeme
k podminek. Jejich detailni odvozeni nalezneme v [5] a maji tvar soustavy rovnic
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pro neznamé diference AC;(n), 1 < j < k, s nulovymi pravymi stranami s vyjimkou
posledni rovnice, kdy je na pravé strané funkce b(n), tj.

e1(n+ DAC) + pa(n + 1)AC, + ... + gp(n + 1)AC, = 0
e1(n+ 2)ACT + pa(n +2)AC, + ... + pp(n + 2)AC, = 0

o1(n+k—1)AC, +po(n+k—1)ACy+ ...+ op(n+k—1)ACy, = 0
arlpr(n+ k)ACT + po(n + k)ACy + ... + op(n + k)AC,] = b(n)

Jelikoz funkce @1 (n), po(n), .. ., @r(n) jsou linedrné nezavislé, je matice této soustavy
rovnic regularni, viz Véta 9, a proto existuje praveé jedno reseni, které lze zapsat jako

AC = dy(n), ACy = dy(n), ce ACYy = di(n).
Nésledné z vlastnosti sumace vypocitame
Ci(n) = A™'d;(n), 1<j<k.
Poznamenejme, ze funkce C;(n) jsou urceny jednoznacéné az na aditivni konstantu
(resp. periodickou funkci). Presnéji tedy muzeme psat
Ci(n) = A™'d;(n) + K, K,eR, 1<j<k.

Nezahrneme-li konstanty K; do vyse uvedeného zéapisu, ziskdme po dosazeni parti-
kuldrni teseni rovnice (NLDR) ve tvaru

Z SOJ( ).

Jj=1

Pokud tyto konstanty do zépisu zahrneme, ziskdme pfimo obecné feSeni rovnice

(NLDR), a sice

Yn = Z[A_ldj(”) =y [a +Z

7j=1
= y" 4yl

které je opét ve tvaru souc¢tu obecného feseni rovnice (HLDR) s jednim partikularnim
fesenim rovnice (NLDR). Uvedeny postup si nyni ilustrujeme na piikladu.

Priklad 18. Vyreste metodou variace konstant rovnici Ynyo — 4ynt1 + 3yn = 2.

Reseni: Zaéneme tesenim piislusné homogenni rovnice, jejiz charakteristicka rov-
nice

A —4X+3=0

ma dva ruzné realné koteny \; = 3 a Ay = 1. Potom obecnym fesenim piislusné
homogenni rovnice je

Yy = 3"+ ¢y, Oy, Ch eR.
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Déle pro nalezeni teseni rovnice (NLDR) pouzijeme metodu variace konstant, tj.
yn = C1(n)3" + Ca(n),
kde

3"TAC + AC,
3"PACT + AC, = 2.

Uzitim sc¢itaci metody, presnéji odec¢tenim prvni rovnice od druhé a naslednou tpra-
vou se vyjadri

(3" =3 AC) =2 = AC, =

3n+1

a dopocita se ACy = —1.
V nésledujicim kroku je nutné vyuzit vlastnosti sumace, které jsme uvedli ve
Véte 8, resp. Vété 7. Podle téchto veét plati

1
Cl(n) = aginil + Kl, CQ(TL) =bn+ KQ, a,b, Kl,KQ € R.

Nezndmé konstanty a, b urécime dle definice diference jako

3—n 3—n—1
ACl — |:— + K1:| - |: + Kl}

a a
1 2 —n—1
3n+1 - 53
a = 2,
resp.
ACy = [b(n+1)+ Ks] — [bn + K]
-1 = b.
Prislusné funkce tedy maji tvar
1
Cl(n) = 53—71—1_‘_[(1’ CQ(TL) =-n+ Ky, K ,KyeR

a po jejich dosazeni do predpokladaného tvaru feseni, ziskdme obecné feseni
1 —n—1 n
Yn = 53 +K1 3 +(—7’L—|—K2), Kl,KQ ER,

které po upraveé zapiSeme ve tvaru
1 N
yn:K13n_n+K2‘|‘6:K13R+K2—’I‘L,

kde K, a [A(; =Ky + % jsou libovolné konstanty. O
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4 Aplikace

V predchozich kapitoldch jsme se sezndmili s pojmem diference, sumace, diferen¢ni
rovnice a ukéazali jsme si postup feseni v pripadé linearnich rovnic. Tyto postupy
jsme pro predstavu déle aplikovali na ilustrativnich ptikladech. Nyni se zamétime
na samotné vyuziti téchto typu rovnic z praktického hlediska. Jiz v tvodu bylo
zminéno, ze se tato prace zaméri na aplikace diferencénich rovnic v ekonomii, kde se
vyuzivaji pomérné casto. Mezi takové priklady patii naptiklad budouci a soucasna
hodnota penéz, vypocet tspor na duchod, umorovani dluhu, modely na utvareni
trzni rovnovahy (zndmy pavucinovy model, Cournotuv model duopolu), ¢i model
ruinovani hrace. V praci rozebereme vyse konkrétné uvedené aplikace.

V prvnich péti sekcich si predstavime aplikace fesené pomoci diferen¢nich rovnic
prvniho tadu, zbytek aplikaci je pak popsan diferenénimi rovnicemi druhého radu.

4.1 SloZené uroceni, budouci a sou¢asna hodnota
penéz

Problematika finanéni gramotnosti je v soucasnosti velmi aktualni. Mezi zakladni
ulohy tadime pujcky, spofeni ¢i pouze hodnotu penéz. Ackoliv jsou jejich teseni
popséna pomoci jednoduchych vzorcu, v pozadi stoji diferenéni rovnice, viz [1].

Priiklad 19. Dnes pujcime svému zndmému 100000 K¢ s tim, Ze ndm celou ¢astku
i s uroky splati za 10 let. Jakou ¢dstku ndm vrdti, je-li roéni irokovd mira 5%¢

Regent: Po n letech (v nasem pifpadé n = 10) chceme splatit stejnou castku p,,
kterou bychom meéli za stejnou dobu na sporicim uctu. Pokud bychom ulozili ¢astku
po = K (v nasem piipadé 100000 K¢) na icet, na konci prvniho roku bychom méli
tuto castku navysenou o urok Ki, kde i je ro¢éni trokova mira (v nasem pripadé
i = 0,05). Dalsi rok by se zustatek znova urocil a takto by se pokracovalo celych
n let. Cely proces bychom zapsali ndsledné jako

pr = 100000 4 100000 - 0,05 = po + po - i = 100000 - 1,05 = po(1 +4),
ps = [100000-1,05] 1,05 = py(1 + i) = 100000 - 1,05> = po(1 + i),

pio = 100000 - 1,05" = po(1 +14)' = 162 889.

Po 10 letech by ndm nds zndmy vratil 163000 K¢ (zaokrouhleno na tisice).
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Druhym postupem, jak urcit hodnotu c¢lenu pyg, je nalézt feseni homogenni di-
ferenc¢ni rovnice
Pni1 — 1,05p, =0,

kterou jsme odvodili ze skutecnosti, ze nédsledujici ¢len posloupnosti je vzdy o 5%
vétsi nez ¢len predchozi. Piislusnd charakteristicka rovnice

A—1,00=0
mé pouze jeden realny koren A = 1,05 a obecné feSeni je tvaru
pp=C-1,05", CeR

Z pocatecni podminky pg = 100000 pak plyne, ze C' = 100000 a ziskdme stejny
vysledek jako v prvnim postupu, tj. pio = 100000 - 1,05, O

V tomto piikladé jsme si ukazali, jak spocitat budouci hodnotu penéz. Snadno
nahlédneme, Ze obecné lze pouzit vzorec na slozené troceni

pn = K(1+4)",

kde n je pocet ¢asovych obdobi pujéky /ulozeni penéz, K je pujceny/ulozeny kapital
a 1 je rocni urokova mira. Dany vzorec je ve skutecnosti fesenim diferencni rovnice

Pn+1 — (1 + i)pn =0

pro po = K.V praxi se ¢asto ale muzeme setkat i s opacnym typem tloh, kdy hleddme
soucasnou hodnotu penéz, viz nasledujici priklad.

Priklad 20. Kolik penéz dnes pujcime svému zndamému, vrdti-li nam za 10 let
100000 K¢ pri rocni drokové mire 5%7

Resent: V tuto chvili zndme, na rozdil od predchoziho Prikladu 19, vracenou édstku
po = 100000 a chceme zjistit, jakou ¢astku pujcéime se splatnosti na n let (v nasem
piipadé n = 10). Postup je tedy pfesné opacény. Necht p, znacéi pujéenou ¢dstku se
splatnosti na n let. Pak za kazdy rok pred vracenim céastky pg je tato ¢astka snizena,
tj.

100000 po
Pr= 05 T 14
_ i _ p 100000 po
b2 105  1+i 1,05  (1+i)?
100000
pro = = P~ 61391,

1,0510 (1 44)

kde i = 0,05 je ro¢ni turokova mira. Piislusna vyplacena castka 100000 K¢ tak
odpovidd dnesnimu ekvivalentu 61400 K¢ (po zaokrouhleni na sta).
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Analogicky jako v predchozim Ptikladu 19 druhym postupem, jak ur¢it hodnotu
¢lenu pyg, je nalézt feseni homogenni diferenéni rovnice

1
n T AF nzou
Pn+1 170527

kterou jsme odvodili na zakladé vlastnosti, ze néasledujici ¢len posloupnosti je vzdy
snizen faktorem 0,05 z ¢lenu predchoziho. Ptislusna charakteristickd rovnice

1
A———==0
1,05
méa pouze jeden redlny koten A\ = ﬁ a obecné Teseni je tvaru
C
=——, (CeR.
=7 o5n
7, pocatecni podminky pg = 100000 urcime C' = 100000 a ziskame stejny vysledek
jako v prvnim postupu, tj. pio = L oab - O

Obecny postup pro vypocet soucasné hodnoty penéz vede na feSeni homogenni
diferenc¢ni rovnice

1
ntl — ——Pn =10
Prn+1 11 zp
s pocatecni podminkou py = K, jejimz feSenim je posloupnost
K

kde n je pocet casovych obdobi do vyplaceni ¢astky K a ¢ je rocni urokova mira.

Na predchozich dvou ptikladech vidime, ze je podstatny rozdil, zda mame castku
100000 K¢ nyni, nebo za nékolik let. Je vidét, ze dnesni (soucasnd) hodnota je nizsi,
nez ta budouci a rozdil neni zrovna zanedbatelny. Tedy dnes je 100000 K¢ vice,
nez 100000 Ké za rok, dva ¢ vice. Casovd hodnota penéz je metoda, kterd slouzi
k porovnani ruznych investic (¢astek) v nékolika ¢asovych obdobich. Rozlisujeme
budouci a soucasnou hodnotu penéz, kdy soucasnou hodnotou rozumime prave
pocétecni (vlozeny, pujéeny) kapitdl. Na druhé strané budouci hodnota penéz ndm
znaci pocatecni kapital navysSeny o nabéhlé troky za dané obdobi. Kromé casové
hodnoty penéz jsme se také seznamili se slozenym trocenim. To se od toho jed-
noduchého lisi tim, ze Urok se nepocita pouze z pocatecniho vlozeného kapitélu,
ale z vlozeného kapitalu a jiz pripsanych troku.

V piikladech se vyuziva dvou faktorti. Prvnim z nich je trocitel a druhym z nich
odurocitel, neboli diskontni faktor. Jak jiz nazev vypovidd, urocitel ndm navysuje
pocatecni kapital a obecné ho muzeme znacit jako (1 + i), kde i je urokovéd mira.

Diskontni faktor je prevracenda hodnota urocitele, tedy ﬁ
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4.2 Soucasna hodnota polhiitniho diichodu

Dichodem rozumime posloupnost penéznich toku (jednd se o pravidelnou platbu,
jejiz nominélni hodnota se neméni) a pocitdme jeho soucasnou hodnotu. Jedné-li
se o platby na konci obdobi (napf. na konci mésice, roku), mluvime o polhutnim
duchodu.

Priklad 21. Jakd je hodnota duchodu vyplaceného za celé obdobi 10 let, jestliZe
na konci kazdého roku se uskutecni platba ve viysi 150 000 Ké? Rocni urokovd mira
je 10%.

Reseni: Nejprve si musime uvédomit, ze zndme budouci hodnotu kazdé vypla-
cené castky. Abychom mohli spocitat hodnotu vyplaceného duchodu, potfebujeme
znat jejich soucasné hodnoty. Protoze se jedna o polhutni duchod, prvni castka
prijde na konci obdobi a jeji soucasna hodnota je upravena o diskontni faktor, tedy

150000 - ﬁ Na konci druhého roku bude souc¢asna hodnota vyplaceného duchodu

navySena o dalsi platbu ve vysi 150000 - ﬁ Ozna¢me p, jako soucasnou hod-

notu duchodu vyplaceného za n let. Platby7 se tedy budou kazdy rok kumulovat
a soucasnou hodnotu duchodu za dané roky muzeme zapsat nasledovné

1
L,
1 1
Y 27

p1 = 150000 -

Y

[

= 1 41 S
D2 50000 11+ 50000 1

10

1
po = 150000} |~
n=1 """

Abychom vyuzili znalosti diferen¢nich rovnic, budeme vychazet z rozdilu dvou po
sobé jdoucich hodnot p,.1 a p,. Jelikoz kazda nésledujici hodnota je navysena
o jednu platbu upravenou o diskontni faktor prislusného roku, je prave tato upravena
platba rozdilem soucasnych hodnot vyplaceného duchodu. Obecné potom

Pnt1 — Pn = 150000 - 1,17+

Z charakteristické rovnice A — 1 = 0 uréime A = 1 a potom obecné feseni ptislusné
homogenn{ rovnice je p2 = C, C' € R. Podle tvaru pravé strany diferen¢ni rovnice
hleddme partikularni feseni ve specialnim tvaru

1
P f— - —
pn - A 1’]_”_’_1’

kde A je jista redlnd konstanta. Po dosazeni p?’ do diferenéni rovnice ziskame vztah

1 1

1
1’1n+2 . ]_7]_n+1 = 150 000 ° _17]_n+17
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ze kterého vyjadiime neznamou A = —1650000. Potom obecné teseni dané dife-
ren¢ni rovnice je

pn = p 4+ ph = C — 1650000 -

171n+1'

Nyni pro vyjadreni konstanty C' vyuzijeme znalosti pocateéni podminky, kdy hod-
nota diuchodu na poc¢atku obdobi je nulové, tedy pg = 0. Po dosazeni tak dostaneme
rovnici

1
—C—-1 R
0=C —1650000 1

resp. urcime, ze konstanta C' = 1500 000. Nasledné obecné feseni rovnice zapiSeme
jako

Prn = 1500000 — 1650 000 - R

Nyni méme vsSe potiebné pro zjisténi soucasné hodnoty polhutniho duchodu
po urc¢ité dobé, v nasem piipadé po 10 letech jeho pobirani. Zvolime-li n = 10,
obdrzime

p1o = 1500000 — 1650 000 - BT = 921 685.
Soucasnad hodnota polhtutniho duchodu, kdy pobirame 10 let ¢astku 150000 K¢
rocné, je ekvivalentni ¢astce 921 685 K¢ (zaokrouhleno na jednotky). O

Pokud bychom chtéli obecny ndvod na teSeni prikladu tohoto typu, postupovali
bychom nésledovné. Za predpokladu, ze Z je ro¢ni platba duchodu, ¢ je nominalni
urokova mira a n znaci pocet let pobirani duchodu, ma prislusna diferencéni rovnice

obecny tvar
1

(14 @)+t

Stejnym postupem jako v Prikladé 21, plyne z charakteristické rovnice A — 1 = 0,
resp. z jejiho jediného kotene \ = 1, ze obecné teseni prislusné homogenni diferenc¢ni
rovnice je

pn+1_pn:Z'

pi=C.-1"=C, CeR.

Partikularni feseni opét hledame ve tvaru

1
P—A. ———  AeR.
Pn (1 +)ntt’ ©

Dosadime-li pZ do puvodni diferenéni rovnice, ziskdme

1 1 B 1
(1 + Z’)n+2 (1 + Z')n-i-l - (1 + Z')n—s-l’
a po upraveé vyjadiime A = —Z7 - % Obecné teseni diferenéni rovnice je tedy
1+ 1 A
H , P
n = =C-Z —- . =C—-——, Cck
Pn = Pn 7+ Pn i (144t i(1+a)m
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Z pocatecni podminky pg = 0 plyne
A A
!

]

Nakonec fesenim dané diferencéni rovnice s ptislusnou pocateéni podminkou je po-

sloupnost
_Z A Z 1 1
T R T (1+d) )"

4.3 Uspory na diichod

Se soucasnou a budouci hodnotou penéz souvisi i uspory na duchod, tedy moznost
zajisténi si vysstho prijmu v dichodovém véku. Jedna se o platby placené v pravidel-
nych intervalech za ucelem jejich zhodnoceni pro potieby jejich pozdéjsiho ¢erpéni.
Priklad 22. Jakou cdstku je nutno nasporit, aby po odchodu do dichodu za 10
let bylo mozné kriyt (soucasné) rocéni zZivotni ndklady ve vysi 200000 Ké (upravené
o inflaci), a to po dobu 15 let, jestlize rocni drokovd mira je 10% a mira inflace je

5%7

Reseni: Nechf p, znaéf nasporenou ¢astku po n letech. Hledand hodnota odpovida
nasporené castce za 10 let, tedy pig. V tento moment prestavame sporit a zacindme
cerpat ¢astku Z = 200000 K¢ roéné (upravenou o inflaci) po dalsich 15 let, kdy se
celd castka vycerpa, tj. pos = 0. Uvédomme si, ze kazdy rok pro n > 10 se zbyvajici
castka sice navysi o urok 0,1 - p,_1, ale zaroven snizi pravé o vyplacenou castku
upravenou o inflaci za n let, tj. o 1,05" - Z. Pro prvni rok ¢erpani duchodu plati
vztah
pi1 = 1,1 - po — 1,05 - 200 000

a obecné pro ¢astku, kterd ndm zbyva na ¢erpani duchodu po n letech
Prny1 = 1,1-p, —1,05™ - 200000, 10 <n < 25.
Po tpravé snadno odvodime diferen¢ni rovnici
DPnt1 — 1,1 p, = —1,05" - 200000, 10 <n < 25.

Korenem prislusné charakteristické rovnice A — 1,1 = 0 je A = 1,1 a obecnym
feSenim pridruzené homogenni rovnice je tedy

pi=C-11", CeR.
Nyni metodou odhadu nalezneme partikularni feseni, které hleddme ve tvaru
pP=A-105", AcR.

Tento odhad partikularniho feseni dosadime do puvodni rovnice, upravime a vyja-
drime A, tj.

A-1,05" =11 A-1,05" = —1,05" - 200000 = A = 4000 000.
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Obecné teseni dané diferencni rovnice je pak
pn=p 4+ pP =C-1,1"+4000000-1,05", C €R.

Nezndmou konstantu C' uréime podle koncové podminky pos = 0, nebot za 25 let
budeme mit jiz vSechny naspotrené penize vycerpany. Tedy

0=C-1,1° +4000000 - 1,05%

a po vyjadieni C' = —1 250 188, 038 muzeme dopocitat hodnotu nasporenych penéz,
ze kterych se za 10 let zacne vyplacet diuchod. Konkrétné

pro = —1250188,038 - 1,1'° + 4000000 - 1,05'% = 3272913.

Abychom pobirali roéni duchod 200000 Ké (upraveny o inflaci) po dobu 15 let, je
nutno mit za 10 let nasporeno ¢astku 3272913 Ké (zaokrouhleno na jednotky). O

Pojdme se nyni podivat na Pifklad 22 obecné. Oznaéme Z jako ro¢ni diichod,
i jako ro¢ni uirokovou sazbu a m miru inflace. Dale nechf S je zbyvajici pocet let
do odchodu do dichodu, tedy doba, po kterou budeme aktivné sporit, a T je doba,
po kterou budeme pobirat duchod. Nasporenou ¢astku v n-tém roce oznacime p,,.
Diferenc¢ni rovnice ma pak nasledujici tvar

Prs1— (1 +d)p,=—Z(1+7m)", S<n<S+T.

Piislusnd charakteristickd rovnice A — (1 +4) = 0 ma jediny kofen A = (1 + 17)
a obecné Teseni pridruzené homogenni diferen¢ni rovnice je

pl=C-(1+4)", CEeR,
Je-li ™ # i, muzeme partikuldarni feseni hledat ve tvaru
pP=A-(14+7m)" AcR
Po dosazen{ p!" do pivodni diferen¢ni rovnice ziskdme vztah
A A+ — (140 - A-(I+m)"=—-Z-(1+n)",

ze kterého po zkréceni vyrazem (1 + 7)" vyjaddifme A = ——Z-. Obecné fesenf dife-
ren¢ni rovinice muzeme psat ve tvaru

Z
pn=C-(1+4)" - . (14+7)", CeR.

™1

Z koncové podminky pgyr = 0 plyne

, Z Z (145"
_ S+T S+T o )
0=C-(1+1) —W_Z,(1+7r) = 0= —— T
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Po dosazeni do obecného teseni a tpravée ziskame predpis pro vypocet n-tého clenu
posloupnosti, tj.

Z  (1+m)5tT

- NCE ) O e

T—i (14457 )
7 1+7TS+T . .
— w—i(((1+i))S+T(1+Z) —(1+7r)), S<n<S+T.

Vyse uvedeny postup fesi tillohu tspor na duchod, jsou-li irokova mira a mira in-
flace ruzné (i # 7). V opaéném piipadé i = 7 by se postup pii hledani partikularniho
feseni musel modifikovat, nebot nové bychom fesen{ hledali ve tvaru

pb=A-n(1+4)", AeR

Tento ptipad jiz v praci neuvazujeme.

4.4 Umorovani dluhu

S umorovanim, amortizaci, neboli splacenim dluhu se jiz setkala vétsina lidi. Umoto-
vani je tedy proces, kdy dluznik splaci svuj dluh, vetsinou konstantnimi splatkami,
a to v pravidelnych neménnych intervalech. Pravidelnd splatka se jinak nazyva anu-
ita.

Priklad 23. Jakd bude mésicni spldatka pujcky ve vysi 500 000 K¢, jestlize se tato
pujcka bude spldcet 10 let a rocnd trokovd mira je 5%7%

Resent: Od predchozich pifkladi se tato tloha lisf tim, Ze se platby neuskuteciuji
jednou za rok, ale kazdy meésic, tj. za rok se uskuteéni dana platba dvandctkrat.
Tato skutecnost se projevi pii pocitani s drokovou mirou, kterou musime vzhle-
dem k ro¢nimu zadani patfiécné upravit, presnéji vydeélit po¢tem trokovych obdobi
v daném roce. Necht p, znaci zbyvajici ¢dstku ke splaceni po n mésicich, potom
nutné nulty ¢len pred na zacatku splaceni, resp. posledni ¢len na konci vSech splatek
po 10 letech (120 mésicich), maji hodnoty py = 500 000, resp. piag = 0.

Nyni jiz prejdeme ke splatkam, kdy amortizace bude probihat podle nasledujiciho
schématu. V prvnim mésici se dluzna castka pg navysi o mésiéni tirok % - po a snizi
o neznamou anuitni splatku A, tj.

p1 = 500000 (1 + %) — A

Ve druhém meésici uz dluzime ¢astku pq, a tak plati

0,05
= 1+ — | —A.
D2 pl( + 12)

Obecné tento proces muzeme zapsat

12,05
i1 = 2 py = A,
Pnt1 12 p
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resp. pomoci diferenéni rovnice

12,05
pn+1—ﬁ-pn:—A, 0<n < 120.

Charakteristickd rovnice \ — %

pridruzené homogenni rovnice je

12 "
an:C'(ﬂ> , CelR.

12,05

5o a obecné feSeni

= 0 ma jediny kofen \ =

12

Jelikoz pravou stranu diferenéni rovnice tvori pouze konstantni posloupnost, tak par-
tikularn{ fesen{ hleddme také ve tvaru konstantni posloupnosti pt’ = P, kde P je jista
realna konstanta. Dosazenim tohoto odhadu do diferen¢ni rovnice ziskdame vztah

po 20,
12

12A

5o5- Potom obecnym fesenim diferencni rovnice

ze kterého snadno vyjadiime P =
je posloupnost

12 0,05’
ve které mame stile dvé neznamé konstanty, jez uréime z okrajovych podminek

Po & P12g. Dosazenim hodnot z obou podminek do obecného teseni, ziskame soustavu
dvou rovnic

12,05\" 124
pnzpf+pff=C-< )

12A
0,05’

1205\ 124
0 = . == el
( 12 ) +0,05

Z prvni rovnice si vyjadiime konstantu C' a dosadime do druhé rovnice

o (500000 124 (1205 120+12A
B 0,05 12 0,05

500000 = C+

Odtud, pak vypocitame A = 5303. Mésicni splatka pro dany scénar splaceni pujcky
tedy ¢ini 5303 K¢ (zaokrouhleno na jednotky). O

Nyni zobecnime postup z Prikladu 23. Oznac¢me vysi pujcky D, irokovou miru
i = -, kde r je rotni urokova mira a m je pocet urokovych obdobi v jednom roce,
anuitni splatku A, celkovy pocet irokovych obdobi N a zbyvajici hodnotu pujcky
v n-tém urokovém obdobi p,,. Diferen¢ni rovnice pro proces splaceni ma pak tvar

Z charakteristické rovnice A — (1 4 i) = 0, resp. jejiho kofenu A = (1 + i), ziskdme
obecné teseni pridruzené homogenni rovnice

pll=C- (149", CEeR.
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Partikuldrn{ feseni pak hleddme ve tvaru pf’ = P a po jeho dosazen{ do diferen¢ni
rovnice vypocitame P = %. Obecnym fesenim diferencéni rovnice je tedy

A
@fﬂﬁ+p5:0-ﬂ+@"+7

Opét jsme dospéli k feseni se dvéma neznamymi C' a A, jez ur¢ime z okrajovych
podminek po = D a py = 0, tj.

A
D = C+ —,
1

A
0 = C(1+i)N+7.

Z prvni rovnice si vyjadiime C' = D — % a dosadime do druhé rovnice

A A
OI(D—f)u+0N+f,
i i
ze které nakonec ziskdme vzorec pro vypocet anuitni platby

i(1 4 )N

A=p——"~1
(1+i)VN —1

4.5 Pavucinovy model utvareni trzni rovnovahy

Pavucinovy model, ktery ptuvodné predstavil H. Moore v roce 1914 pro analyzu
cyklického chovani zemédélskych trhi, byl jednim z prvnich dynamickych modelu
v ekonomii, viz [3]. Model ve své nejjednodussi formé analyzuje kratkodobé ce-
nové vykyvy na volném trhu s jednou komoditou, kde je v kazdém ¢asovém obdobi
urcovana cenova hladina tak, aby se rovnala mnozstvi zbozi reprezentujici poptavku
D a nabidku S. Zbozi obchodované na tomto trhu neni skladovatelné a je vyrabéno
s pevnym zpozdénim vyroby v jednom obdobi, tim dochéazi k nerovnovaze na trhu.

Oznacime-li p, cenu za jednotku zbozi v diskrétnim case n € Ny, pak stav trhu,
resp. poptavka a nabidka jsou popsany v kazdém diskrétnim ¢ase funkci ceny zbozi
jako

D,, = D(pn), Sy = S(pPn-1), n € Nj.

Rozhodnuti o nabidce vyrobcu v obdobi n je tak zalozeno na cené zbozi, u které
ocekavaji, ze se zachova z predchoziho obdobi n — 1. Rovnovahou na trhu rozumime
stav, kdy mnozstvi a cena nabizeného zbozi je rovno mnozstvi a cené poptavaného
statku, tj. D, = S,,n € Ny.

Pro nazornost si pavucinovy model predstavme nejprve na ilustrativnim prikladé,
ktery pozdéji zobecnime.

Priklad 24. Uvazujte funkci poptivky D, = 31 — 4p, a nabidky se zpoZdéenim
Sp = 742p,_1. Rozhodnéte o stabilite trhu a urcete graficky i analytickym vypoctem
rovnovaznou uroven ceny, je-li soucasnd cena py = 2.

46



Reseni: Nejprve rozhodneme o rovnovaze na trhu a uréime tzv. rovnovaznou
cenu p*. Z podminky kladené na rovnost mnozstvi poptavky a nabidky (D = 95)
ziskame rovnici pro rovnovaznou cenu

31 —4p" =7+ 2p".

Jelikoz p* = 4 # pg, je na trhu nerovnovaha. O tom, zda tedy model bude konvergo-
vat k rovnovazné hodnoté p* nebo bude divergovat, rozhodne tvar feseni nasledujici
linedrni diferen¢ni rovnice

4p, + 2pp 1 = 24,
kterou ziskdme dosazenim funkénich predpisu pro poptavku a nabidku do rovnosti
D, = S,. Substituci m = n — 1 ji pak pfevedeme na tvar pouzivany v Kapitole 3,
tj.

2Dmy1 + pm = 12

a nasledné resime standardnim postupem. Nejprve pro pridruzenou homogenni rov-
nici sestavime charakteristickou rovnici

20 4+1=0,
jejimz feSenim je A = —%. Prislusné obecné tfeseni homogenni rovnice ma pak tvar
H 1™
P = C —5 s CeR

Jelikoz pravou stranu diferenéni rovnice predstavuje konstantni posloupnost, tak pro
partikuldrni feseni pouzijeme odhad tvaru p!, = A a po dosazen{ do ptivodni rovnice
ziskame

2A+ A =12,

resp. A = 4. Prislusné obecné feseni nehomogenni rovnice ma pak tvar

™
pm:p7Hn+p5L:C(—§> + 4, C eR.

Déle z pocatecni podminky py = 2 uré¢ime konstantu C' nasledné
1\°
2:0(—§> +4=0C=-2

Po zpétné substituci ma vysledné feseni tvar

1n
n=-2(-2) +4
me-2(y) +

Nakonec limitnim pfechodem (nebo z vlastnosti geometrické posloupnosti)

1 n
lim p, = lim —2(——) +4=0+4=14
n—o00 n—o00 2
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ovéiime, ze cena konverguje k rovnovazné poloze a model trhu je tedy stabilni.
Vyse uvedené zaveéry dokladame na grafickych vystupech na Obrazku 4.1. V levé
casti je zachycen tzv. pavucinovy graf a napravo vyvoj diskrétnich cen a mnozstvi
zbozi. Pti konstrukei pavucinového grafu vychazime z pocateéni ceny py a v soutrad-
nicovém systému cena vs. mnozstvi vynasime a spojujeme postupné body [po, Sol,
[p1, D1], [p1, S1] [pa, D2] a podobné pro dalsi ¢asova obdobi. Tyto body lezi stiidave
na piimkach popisujicich funkce nabidky a poptavky. V ptipadé modelu stabilniho
trhu tato posloupnost bodu tak konverguje k prusec¢iku funkei nabidky a poptavky

* *\] __ [o% *
", S(p*)] = [p*, D(p*)]. O
35 25
——poptavka —_cena
30 - = =nabidka ! - = ~mnoZstvi
201,
.25 Y
g _o" 15 ] 1’ . e e m e e Em e mm—-——
5 20 T Y e
>ﬁ L
e 15 ~ 10
E 10
5
s /\/‘
0 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
cena (P) ¢as (n)

Obrazek 4.1: Pavucinovy model — konvergentni pripad

Nyni pristoupime k obecnému popisu pavucinového modelu rovnovahy trhu.
Pro jednoduchost budeme stédle predpokladat, ze funkce poptavky a nabidky jsou
linedrni, tj.

D, =a—bp,, Sp,=c+dp,_1, a,b,c,d>0, n € Np.

Jinymi slovy, smérnice poptavky je zapornd, protoze s rustem ceny poptavka klesa.
Oproti tomu smérnice nabidky je kladnd, nebot nabidka roste s cenou. Ustfednim
problémem je tedy v ramci utvareni rovnovahy trhu chovani posloupnosti cen
pn,n € Ny, kterd je popsana linedrni diferenéni rovnici 1. fadu

bp, + dpp_1 = a — c.

Reseni této rovnice ziskdme obdobné jako v predchozim piikladé z diléich feseni

d\" a—c a—c
H _ —_— P: et R —
pn_0< ) ) pn b+d7 C Po b—‘—d’

B _a-c\ [ d "+a—c
Pn = P0 ™ 1d b b+d

tedy
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Na vysledné chovani posloupnosti cen mé tak rozhodujici vliv pomér —%. Jelikoz
tento pomér je vzdy zaporny, bude posloupnost cen oscilovat, a to bud’ tlumené, neo-
mezené nebo konstantné, viz [4]. Bude-li b > d, tak posloupnost cen konverguje k rov-
novazné hodnoté a feseni oznacujeme za asymptoticky stabilni. Je-li b = d, tak cena
osciluje s konstantni amplitudou kolem rovnovazné hodnoty, viz Obrazek 4.2. V
pripadé b < d teSeni osciluje s rostouci amplitudou kolem rovnovazného stavu,
viz Obrazek 4.3. V poslednich dvou pripadech hovotime o nestabilnim feseni. Vyse
uvedenou klasifikaci muzeme snadno také interpretovat geometricky podle smérnic
prislusnych ptimek poptavky kp a nabidky kg, napt. pro stabilni pripad musi platit
|ks| < |kp| a podobné pro ostatni piipady.

35 25
——poptavka ——cena
30 - -~ ~nabidka 20 -~ ~ ~mnoZstvi
P 1 " ;
825 i v S “‘ K \ K ' g '
:20 e 15 \\ ;I 1) "’ A ¥ ‘\ r ‘\
% P - * I’ \\ ! \‘ ’I N !’ ‘\
:B 15 PR *, N A Y .
- 10
c -
E 10 _,—"
re 5
5
0 0
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
cena (P) ¢as (n)

Obrazek 4.2: Pavucinovy model — oscilace (b= d = 2)

35 60 i

——poptavka ——cena |
30 - - —nabidka ~ ~ ~mnoZstvi '
i

-

N
4]
Y

N
o
Al

-
[4)]

mnozstvi (Q)

-
o

a
1
A
Ay

o

cena (P) ¢as (n)

Obrazek 4.3: Pavuc¢inovy model — divergentni piipad (b = 2, d = 3)
Nyni se pfresouvame k diferenénim rovnicim 2. fadu, kdy si predstavime

dva modely. Jednim z nich je ruinovani hrace a druhym je Cournotuv model duo-
polu.
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4.6 Ruinovani hrace

V nasledujici ¢ésti si predstavime aplikaci linearnich diferenc¢nich rovnic vyssich fadu
v ulohach z pravdépodobnosti, konkrétné na pripadu tzv. ruinovani hrace pfi rizikové
hre.

Nyni predstavime pravidla dané hry podle [6]. Pfedpokladejme hru pro dva hréce,
které oznacime X a Y. Jejich hra se skldda z posloupnosti partii, pricemz vysledky
jednotlivych partii jsou na sobé nezavislé a v kazdé partii mohou nastat pouze
dveé situace: hra¢ X vyhraje partii s pravdépodobnosti p € (0,1) nebo ji prohraje
s pravdépodobnosti ¢ = 1 — p. Na zacatku hry maji hraci k dispozici dohromady
castku z € N, z toho hrac X prave n, kde 0 < n < z. Vyhraje-li partii hrac¢ X,
ziska od hrace Y jednotkovou c¢astku, naopak v pripadé prohry vyplati hraci Y
tutéz castku. Hra konci, jakmile jednomu z hracu klesne jeho obnos na nulu, tj. je
zruinovan. Podrobnéji si hru vysvétlime na modifikovaném prikladé hrani rulety
z [6].

Priklad 25. Uvazujme evropskou ruletu, kterd obsahuje 37 ciselnych policek s ba-
revnym rozloZenim: 18 cervenych, 18 cernych a 1 zelené. Na zacdatku hry ma hrac X
k dispozici 10 Zetoni a hrdac¢ Y (viastnik rulety) 20 Zetonu, pricemz vSechny Zetony
maji stejnou hodnotu. Strategii hrdace je opakované sdzet po 1 Zetonu na céervenou.
Urcete pravdépodobnost zruinovdni hrace X, resp. hrdce Y.

Resent: Pravdépodobnost vyhry hrace X v jedné partii je %, resp. jeho prohry
19

je 37. Déle oznacme 1, jako pravdépodobnost, Ze je zruinovan hrac X, ktery pravée
vlastni n zetonu, kde 0 < n < 30. V dalsi partii mohou nastat pro hrace X pouze dva
scénére, bud'to partii vyhraje, bude vlastnit n+1 Zetonu a muZe byt nové zruinovan
s pravdépodobnosti r,,1, nebo partii prohraje, bude vlastnit n — 1 zetonu a muze

byt nové zruinovan s pravdépodobnosti r,_;. Tedy musi platit

18 19
Tn = s5Tn+1 + 55 n—1-

37 37

Posunem v indexaci ziskdme homogenni linearni diferenéni rovnici druhého fadu

37 19
Tny2 — 1—87’n+1 + 1—87“n =0

pro 0 < n < 30. Pro nalezeni obecného teSeni sestavime charakteristickou rovnici

37 19
Mo N+ ==0

18 * 18 ’
ktera ma koteny Ay =1 a Ay = %. Prislusné feseni ma pak tvar

19\ "
r, = Cy 4+ Cy (1—2> s Cl,CQGR.

pro 0 < n < 30.
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Pro nalezeni partikularniho feseni je vSak tieba danou diferenéni rovnici doplnit
okrajovymi podminkami, které plynou z koncovych partii hry. Presnéji, hra konéi,
je-li hra¢ X zruinovan a mé tedy 0 zetont, tj. ro = 1 (jisty jev). Nebo doslo ke zrui-
novani hréce Y, pak hra¢ X mé 30 zetonu, tj. r30 = 0 (nemozny jev). Na zakladé
téchto podminek urcime soustavu linearnich rovnic pro neznamé konstanty C; a Cs,
t].

Cl+02 = 7’0:17

19 30
Ci+ Cy (E) = 13 =0,

ktera ma reSeni o150
= — (1_?9) 30° 2= 119 30"
1- (%) 1= (33)

18
Jelikoz hra¢ X ma na zacatku hry 10 Zetonu, tak néds zajima hodnota clenu

(2)10 . (2)30
T = 181 m 1§0 = 0,8235
- (i)
ktera urcuje pravdépodobnost jeho zruinovani. Na druhou stranu ptipad, ze dojde
ke zruinovani vlastnika rulety, tj. ze hra¢ X ztrojnasobi svoji puvodni ¢astku, nastane
s pravdépodobnosti 1 — 19 = 0, 1765. O

Nyni zobecnime postup uvedeny v predchozim piikladé. Necht p znaéi pravdépo-
dobnost vyhry hrace X a ¢ = 1—p pravdépodobnost vyhry hrace Y. Predpokladejme,
7e oba hracéi maji pro hru k dispozici celkovy obnos z € N. Déle necht r,, opét znaci
pravdépodobnost zruinovani hrace X, ma-li k dispozici obnos n, kde 0 < n < z.
Pak z véty o tplné pravdépodobnosti plati vztah

T'n = Prn+1 + qrop—1,

resp.
1 q
Thto — —Tpnt1 + T, =0, 0<n<z.

Analogicky jako v ptikladu vyse sestavime charakteristickou rovnici

1
A a+ Loy,
p p
ktera ma koteny A\; = 1 a Ay = %. Dale rozlisime dva piipady: p = g a p # q.
Jsou-li pravdépodobnosti zruinovéni obou hracu stejné (p = % = ¢), pak mé cha-
rakteristickd rovnice pouze jeden dvojnasobny kofen A\; o = 1 a obecné feSeni mé

tvar
r,=0C4+Con, C,CheR, 0<n<z.
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Hodnoty neznamych konstant stanovime podle okrajovych podminek
Cl = Tgp = 1,
1
Cy+Cyz = Tz:0:>02:——.
Prislusné reseni ma pak tvar

)
T, = o 0<n<z

Na druhou stranu, jsou-li pravdépodobnosti zruinovani hraca ruzné (p # q),
tak ma charakteristicka rovnice pouze dva ruzné jednoduché koteny a obecné feseni
ma tvar

r, = Ci + Cy (2) , C,CeR, 0<n<z.
p
Opét neznamé konstanty stanovime podle okrajovych podminek
Ci1+Cy = 1r9=1,

Cy+ Ch (g) ——)
p

odkud

4.7 Cournotiiv model duopolu

Cournotuv model duopolu se vénuje dynamice tvorby rovnovazné ceny, kdy na trhu
s jednou komoditou pusobi pravé dva vyrobci. Model prvné zformuloval francouzsky
matematik A. A. Cournot v roce 1838 ve své praci zabyvajici se teorii konkurence.
V modelu se predpokladd, ze oba producenti se snazi soubézné rozhodovat o roz-
sahu své vyroby, aby maximalizovali svuj zisk, pricemz kazdy producent vychézi
z rozsahu produkce svého konkurenta v predchozim obdobi. Z teorie je pak zndmo,
ze na tomto Cournotové duopolnim trhu se postupné vytvori tzv. ekvilibrum s kon-
stantnimi produkcemi, resp. zisky obou vyrobcu. Tento stav je v ekonomickém svété
nazyvan Cournot-Nashova rovnovaha. Nasim cilem bude popsat dany model za nize
uvedenych zjednoduseni pomoci diferencnich rovnic a ilustrovat jej na konkrétnim
prikladeé.
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Necht v, a 2, oznacuji produkei prvnfho a druhého vyrobce v diskrétnich ¢asovych
obdobich n € Ny. Déle predpokladdme podle [6], Ze cena vztazena na jednotku pro-
duktu je ur¢ena pomoci linearni funkce

pn:p(ynazn) :a_b(yn+zn)a a,b> 07 n GI\IO'
Potom zisk obou vyrobcu lze v kazdém obdobi n € Ny vyjadrit jako

Hy = YnDPn — CYn = —byi + (CL - C)yn - bynzna
I, = zupn —dz, = —bz2 4+ (a — d)zn — bYn2n,

kde ¢, resp. d zna¢i cenu vyroby vztazenou na jednotku produktu pro prvniho,
resp. druhého vyrobce. Oba vyrobci se nyni soubézné snazi maximalizovat svuj zisk,
tj. hleddme vrchol parabolické funkce zisku II, pro hodnotu y,4+1 za fixni hodnoty
z, dle Cournotova predpokladu a obracené pro zisk druhého producenta II.. Pro op-
timalni produkce musi platit

oIl
a_yy (yn+17 Zn) = _Qbyn+1 -+ (CL — C) — bZn = 0,
OIl,
o Waszart) = —2bznia + (a = d) = by = 0,
resp.
_a—c 1
S A S
a—d 1
e w2

Nyni muzeme pristoupit ke konkrétnimu ptikladu.

Priklad 26. UvazZujme Cournotuv model duopolu s cenovou funkci pro produkt
Pn = 10 — (yn + 2n), kde yn, 2z, znaci produkci jednotlivych vyrobcu. Pocdatecni
stavy produkce jsou yo = 4, 20 = 7 a cena vyroby vztaZend na jednotku produktu
pro rvniho vyrobce je 2, resp. pro druhého viyrobce je 3. Stanovte rovnovdziné stavy
pro produkce a zisky obou vyrobcil.

Regent: Na zdkladé predchézejictho vykladu plati pro zisk obou vyrobei v kazdém
obdobi n € Ny vztah

Hy = UYnDPn — Qyn = _yi + 8yn — YnZn,
Hz ZnPn — Szn = _ZZ + 7zn — YnZn,

resp. pro jejich optimalni produkce
Yn+1 =

Zn+1
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kde yg=4a zg=7.

Vyjadirime-li prvni rovnici vzhledem k n + 1 namisto n, dosadime-li tento vztah
do druhé rovnice a provedeme-li ten samy postup v opacném poradi rovnic, pak puvodni
soustavu diferencnich rovnic prvniho fadu muzeme prevést na dveé linearni diferenc¢ni
rovnice druhého tadu

=] ©

1
Yn+2 — Z

Y

Y

N o

n
1
Zn4+2 — Zzn -

kde yg=4a zy=7.
Obéma rovnicim ptislusi stejna pridruzena homogenni rovnice s charakteristickou
rovnici

1
N —-=0
4 )

1

5 a Ay = % Prislusné obecné teseni homogenni rovnice

\" "
Ch (—§> + Cy (5) , C1,Cy € R.

Jelikoz pravé strany obou diferen¢nich rovnic jsou konstantni posloupnosti, tak z me-
tody odhadu plyne, Ze partikuldrn{ fesen{ jsou také konstantni posloupnosti y7 = A
a zI’ = B. Dosazenim do pivodn{ rovnice ziskame

jejimiz kofeny jsou A\ = —
ma pak tvar

1.9

A--A=> = A=3
474 ’
1.3

B--B=> = B=2.
4772

Obecna teseni pro produkce obou vyrobcu maji tedy tvar

1\" 1\"
Yn = Cl (__> + CQ <_> + 37 01702 € R7

2 2
" "
Zn = Kl —5 —|—K2 5 +2, Kl,KQER.

Neznamé konstanty dopocitame z pocatecnich stavi produkei, tj.
01 + CQ + 3 = Yo —= 4,

1 1 1 1

——C1+=-04+3 = =4——zp= =

541 + 502 + (1 550 = 5

resp.

K1+K2+2 = 20:7,
1 1 7

1 3
21(1+ 5 2+ 21 5 2?40 %
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odkud po tupravée ziskame C, = 3, Cy, = =2, K1 =3 a Ky = 2.
Vyvoj produkei obou vyrobeu tak muzeme popsat pomoci posloupnosti

\" \"
n = 3|l—=] —2(= 3,
w= () () +
\" \"
n = 3| —= 2| = 2.
o) ) -
Abychom nalezli rovnovazné stavy téchto produkei, spocitame limity téchto posloup-
nosti
\" \"
1. n = 3 - = - 2 S 3 = 37
i = (1(=5) —2(3) )
1\" 1\"
limz, = [(3|—= 2| = 2) =2,
i = (1(55) () )

které odpovidaji ustalenym ziskum

lim I, (yn, 2,) = [,(3,2) = —3°+8-3-3.2=09,
n—o0
lim IL, (y,, 2,) = 1.(3,2) = —2°+4+7-2-3.-2=4.
n—oo
Zavérem pro ilustraci uvadime vyvoj produkei a zisku obou vyrobcu pomoci fazovych
portrétu na Obrazku 4.4. O
8 10
8
g° g
B 8
g =10
8 o
o o
2 ®
o2 ™20
[oR
0 -30
0 1 2 3 4 5 A5 .10 -5 0 5 10
produkce 1. vyrobce zisk 1. vyrobce

Obrazek 4.4: Cournotuv model — fazové portréty produkei a zisku pro pocatecni
produkce yg =4 a zg =17

Zobecnime-li postup ve vyse uvedeném Piikladé 26, muzeme systém dvou dife-
rencnich rovnic prvniho tadu, vyjadiujici jednotlivé optimalni produkce, vyjadrit
pomoci dvou rovnic druhého fadu se separovanymi proménnymi, tj.

1 _a—20—|—d

yn+2_1yn_ 4D )

1 a—2d+c

2ty — —2py = ———————.
2y 4b
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Analogicky jako vyse prislusna obecnd feseni homogennich rovnic maji tvar

\" "
Ch (—5) + Cy (5) , C1,C5 € R.

Jelikoz pravé strany obou diferen¢nich rovnic jsou konstantni posloupnosti, tak pro
partikularni feSeni pouzijeme odhady y2 = A a 2!’ = B. Dosazenim do puvodn{
rovnice ziskame

A a—20+d’
3b

B _ a—2d+c‘
3b

Obecna feseni pro produkce obou vyrobcu maji tedy tvar

1\" 1\" a—2c+d

Yn = Cy (_5) + (Y (5) + —3b s 01702 c R,
1\" 1\" a—2d+c

Zn = Kl (—§> + KQ (5) -+ T7 Kl,KQ € R.

Zname-li poc¢atecni hodnoty produkci g a zp, muzeme nasledné dopocitat konstanty
C1 a Cy, resp. Ky a Ky. Presnéji

a—2c+d
C1+CQ+T = Yo,
1 1 a—2c+d a—c 1
Ot Ty sy T
resp.
a—2d+c
K1+K2+T = 20,
1 1 a—2d+c a—d 1
—— KKy ——m— = = R
R T S T
odkud po tprave
1 1 2a —c—d 1 1 c—d
Oy = —yo + =20 — Co =~ — =
1 290+220 6b ; 2 23/0 220 2
resp.
1 1 2a —c—d 1 1 d—c
K== —yg— ——, Ky = —2zp— = :
1 220+2y0 6b ; 2 220 2y0+ 5

Nakonec provedeme-li limitni prechod v y,, a z,, ziskdme rovnovazné stavy pro-

dukci obou vyrobcu

i [ 7] = [ 3b

kterym odpovidaji konstantni zisky

’ 3b

a—2c+d a—2d—|—c]

)= [

a—2c+d)?* (a—2d+c)?
7 9b '
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Zavér

V této bakalarské praci jsme se zabyvali diferenénimi rovnicemi a predstavili jsme
jejich praktické vyuziti. Na zakladé teoretického pristupu uvedeného v prvni casti
jsme aplikovali obecné postupy feseni na vybranych tlohéch z ekonomie. Kromé
popisujici jednak rovnovahu statku na trhu v zavislosti na nabidce a poptavce
po tomto statku a jednak systém utvareni rovnovazné ceny statku. Musime vsak
poznamenat, Ze o této problematice se d4 psat mnohem vice, nebot nase prace ne-
zahrnula vSechny mozné pripady. Omezili jsme se pouze na ty, které jsou v praxi
nejcastéjsi.
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