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ABSTRAKT

Praca je zamerand na vyuzitie Hermiteovych funkcii pre Gcely aproximacie signalov.
Cielom préce je preskiimat ich vlastnosti v ¢asovej a vo frekvencnej oblasti, konkrétne ich
ortogonalitu, Fourierovu transformaciu, korene a asymptotické spravanie pre vysoké rady.
Dal$im predmetom prace je otazka volby mierky tychto funkcii s cielom minimalizovat
kvadratick chybu aproximacie signalov. Porovnava niekolko metéd od r6znych autorov.
Na zaver st navrhnuté algoritmy overené pri aproximacii jednoduchych signalov, aby bolo
tieto metédy mozné porovnat.

KLUCOVE SLOVA
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lynémy, ortogonalita, optimalne parametre, ¢asova mierka, ¢asovy posun, kvadraticka
chyba, spektrum

ABSTRACT

The work is concerned with an application of the Hermite functions in signal approxima-
tion. The purpose of the work is to show their properties in time and frequency domains,
namely their orthogonality, Fourier transform, zeros and asymptotic behaviour as their
order becomes high. The next subject of this work is the question of scaling these func-
tions to minimize the square error of signal approximation. Several methods proposed
by different authors are discussed. Finally these algorithms are tested by approximating
simple signals so that their results can be compared.
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UVOD

Fourierov rozvoj signdlu pomocou harmonickych funkcii (sinz, cosz, €/*) je len
specialnym pripadom Fourierovej transformacie. V skutocnosti existuje mnozstvo
inych systémov funkecii, ktoré sa daju vyuzit pre Fourierovu transforméaciu. Jednym
z prikladov takychto funkcii st Hermiteove polynémy, ktorym sa venuje tato praca.

Prva kapitola popisuje Hilbertov priestor Ls(a,b) kvadraticky integrovatelnych
funkcii a obsahuje dolezité definicie. Nasledne sa zameriavam na Hermiteove poly-
némy a Hermiteove funkcie. Uvadzam ich zédkladné vlastnosti, sposoby generovania
a kontrolu ortonormality vygenerovanych vysledkov.

Druhé kapitola je zamerana na ¢asovo-frekvencéné vlastnosti tychto funkcii vyuzi-
tim Fourierovej transformacie, Gaborovho diagramu a transformécie jednoduchych
signédlov. Je tu preskiimana moznost vyuzitia Hermiteovych funkcii pre ziskanie har-
monického spektra signalu.

Aby bolo mozné dosiahnut ¢o najlepsiu aproximaciu signalov, tretia kapitola je
venovana roznym metédam optimélnej volby mierky a ¢asového posunu.

V poslednej kapitole sa nachadza konkrétne pouzitie navrhnutych algoritmov
a ich demonstracia na prikladoch signalu. Vdaka tomu je mozné porovnat kvalitu

jednotlivych metéd optimalnej volby volnych parametrov aproximécie.
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1 ZAKLADNE POJMY

V tejto casti definujem dolezité pojmy a vlastnosti vSeobecnej spektralnej analyzy.

Ide o pojmy nevyhnutné v dalsich castiach préce.

1.1 Priestor L,
Uvazujme signal, ktory je v intervale (a,b) dany matematickou funkciou f(t).

Veta 1.1 O meratelnej kopmlexnej funkcii f(t) redlnej premennej t hovorime, Ze je
integrovatelnd s kvadrdatom (s druhou mocninou), ak ezistuje (a md konec¢ni hodnotu,)

integral )
[lrwr ()

Thito vlastnost funkcie znacime f € Lo(a,b), skrdtene f € Lo [1)].

Podmienka, kvadratickej integrovatelnosti f(¢) v intervale (a,b) vlastne znamena,
ze signal ma konecnu energiu.
Priklad: Funkcia f(t) = 1/4/t v intervale (0, 1) nie je kvadraticky integrovateln,

pretoze
1 ) 1
Lror= [

Veta 1.2 Skaldrny sucin funkcii f(t) a g(t) v priestore Ly(a,b) oznacujeme (f,g)

2
1
dt = 0.

a je definovany vztahom \
(f.9)= [ F®g@)at. (1.2

kde g(t) znaci komplexne zdruZeni funkciu k funkcii g(t).

Veta 1.3 Normu funkcie znacime || f(t)|| a je definovand vztahom

ILF@N = (/) (1.3)

Kvadrat normy je energiou signalu.

Veta 1.4 Pre skaldrny siucin plati nerovnost

[(F )l < ILFI- Nyl (1.4)

a nazyva sa Schwarzova nerovnost.
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Veta 1.5 Vzdialenost dvoch funkcii je definovand vzorcom

- V [ 1)~ (o) a (1.5)

a platia pre nu tieto zakladné vlastnosti

p(f,9)
( 9)

v

0, (f7 9) =0 prave,ak f=g;
:0( ) + p(g, h); (1.6)
(g, f)-

VAN

Vety [1.2] az [1.5| pochddzaji zo zdroja [2].

1.2 Ortogonalna baza
Veta 1.6 Funkcie f(t), g(t) si v Lay(a,b) kolmé (ortogondlne), ak

(f,9) / F(6)g@)dt = 0. (1.7)
Ortogonalita ma, ako bude neskor ukazané, velky vyznam pri spektralnej analyze.
Veta 1.7 O postupnosti funkcii ey, eq, es3, ... hovorime, Ze je ortogondlna v Lo, ak

(n,em) >0 pre n=m,

(1.8)
(én,em) =0 pre n#m,
pricom n,m € N,
Veta 1.8 O postupnosti funkcii ey, es, es, ... hovorime, Ze je ortonormdlna v Ly, ak
je ortogondlna a navyse plati ||e,|| = 1, teda
1 pre n=m
(ena em) - (19)
0 pre n #m,
pricom n,m € N.
Veta 1.9 Ortogondlna sistava ey, ez, e, ... je uplnd v Ly (tvori bazu), ak plati aspon
jedna z tychto podmienok:
1. Pre kaZdy signdl f € Lo plati
|(fred)l” f e; |
1F@6)* = Z (1.10)

14



2. Pre kazdy signdl f € Ly plati

S ﬁ{’i’é)ei (1.11)

f=

n=1

3. Ku kazZdému f € Ly a € > 0 existuje konecnd linedrna kombindcia

N
fv =72 cnen, (1.12)
n=1
pre ktord || f — fn]] <e.

Veta 1.10 Fourierovym radom signdlu f(z) vzhladom k ortogondlnemu systému

€1, €2, €3, ... Sa NAzYva rad
> cnen(t), (1.13)
n=1

pre ktorého koeficienty plati
(f.en)

(en, en).

Cp = (1.14)

Veta 1.11 V priestore Ly(a,b) plati Parsevalova rovnost

L1 ae =3 e (1.15)

kde ¢, st zlozky spektra f(t). [2]

Tab. 1.1: Prehlad niektorych vyznamnych ortogonalnych baz

Néazov ‘ Tvar postupnosti ‘ Interval ortogonality (a,b) ‘
Trigonometrické funkcie {cosnt} (0, )
Trigonometrické funkcie {sinnt} (0, )
Trigonometrické funkcie {cosnt,sinnt} (—m,m)

Komplexné exponencidlne funkcie {e/nt} (—m,m)
Besselove funkcie {(Vtdm(Aat)} (0,1)
Laguerrove funkcie {et/2t/ 21 (t)} (0, 00)
Legendreove funkcie {P.(t)} (-1,1)
Cebysevove funkcie {(V1—2T,(t)} (-1,1)

Hermiteove funkcie {e*t2/2Hn(t)} (—00, 00)

Pretiahnuté sférické vlnové funkcie {tn(c,t)} (—00,00)

Prolate Spheroidal Wave Functions [3] (=T/2,T/2)

15



1.3 Hermiteove polynémy

1.3.1 Definicia

Hermiteove polynémy byvaju v literattire definované roznymi sposobmi. Jednou

7z moznosti je vyjadrit ich ako koeficienty rozvoja takzvanej generujiicej funkcie [[]

e2et=t? ZH (1.16)

odkial plynie takzvany Rodriguesov vztah

dn
H,(z) = (—1)"" , neN, 1.17
() = (et =t (117
Po vykonani naznacenej derivacie dostavame
h !
Fn!
(2x)" 2k, (1.18)
kz:‘; k' (n— Zk)

kde h = in pre pdrne n a h = (n — 1) pre neparne n. [4]

Prvych Sest polynémov ma tvary

Hy(z) =1,

Hy(x) = 2,

Hy(z) = 42* — 2, (1.19)
Hj(z) = 82° — 12z,

Hy(x) = 162* — 4822 + 12,

Hs(z) = 322° — 1602% + 1202

Na obrazku [1.1] st ich grafické priebehy v okoli pociatku sturadnicovej sustavy. Kvoli
prehladnosti st zobrazené prvé styri polynéomy. Vyssie rddy nadobudaju vysoké

funkcéné hodnoty.

1Pri Hermiteovych polynémoch zdmerne pouzivam premennd z namiesto ¢t. To preto, Ze neskor
zavediem substiticiu @ = (¢t — o)/, kde ¢y a A st konStanty.

16



10 T T T T T

H, (9

Hy( |
H, (9
H, ()
H, 00| ]

Obr. 1.1: Grafické priebehy prvych styroch Hermiteovych polynémov

1.3.2 Vldastnosti

Veta 1.12 Hermiteove polyndmy si ortogondlne v intervale (—oo, 00) s vdhou

w(z) =e*

e " Hy(x)Hpy(x)de = (1.20)
—0 0 pre n #m.

/oo , 2"nl\/m pre n=m

Veta 1.13 y = H, () je riesenim linedrnej diferencidlnej rovnice druhého radu v tvare
y" = 2xy 4+ 2ny = 0, (1.21)
ktord sa nazjva Hermiteova rovnica. [])]
Veta 1.14 Pre derivaciu Hermiteovho polynomu radu n plati
H! (z) =2nH, 1(x), neN. (1.22)
Veta 1.15 Hermiteove polynémy splriaji rekurentny vztah

H,1(x) =2xH,(x) — 2nH, 1(x), n€N. (1.23)

17



Tento vztah je dolezity pre generovanie polynémov vyssich radov. Je vyhodnejsi,
nez vztah ([1.18)), pretoZze nevyzaduje vy¢cislenie faktoridlov, ktoré st pre velké n

vypoctovo narocné.

Veta 1.16 Hermiteov polynom rdadu n je parnou funkciou pre pdrne n a nepdrnou

funkciou pre neparne n

H,(z) = (-1)"H,(—2), n &N (1.24)
Veta 1.17 Pre n — oo a konecné x plati asymptotické vyjadrenie [5]
H,(x) ~ 2" nfe ¥ cos (\/mg: - n27r> . (1.25)

Graficky priebeh Higo(z) a jeho aproximdciu tymto vztahom zobrazuje graf [1.2]

%1024

2 T T T T T T T

, ——— Hig¥
— — — aproximacia
_2.5 Il Il Il Il Il Il Il
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Obr. 1.2: Hermiteov polyném radu 100 a jeho aproximdcia podla vztahu (|1.25)

Veta 1.18 Ortonormdalny polyném P, (x) md n redlnych jednoduchijch koreriov, ktoré

lezia v intervale (a,b). Korene P,(x) oddeluji korene Py,1(x). [2]

Uvedena vlastnost sa da pozorovat na grafickych priebehoch a
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Obr. 1.3: Poloha koreniov Hermiteovych polynémov

Veta 1.19 Pre najvicsi koren x,, Hermiteovho polynému H,(x) rddu n plati
U
V62n+1’

kde iy je prugm nenuloviim redlnym koreriom Airyho funkcie A(x), i, /v/6 ~ 1,85575.

[6]

Jim zp, = v2n +1 (1.26)

Obrazok porovnava skuto¢ni polohu korenov s polohou ziskanou podla tohto
vztahu. Na obrazku je nasledne uvedend relativna chyba aproximacie 9, vypo-
¢itana podla
5, = (Tm,a — Tm)
xm

, (1.27)

kde z,, je skutocna poloha korena a x,,, je jeho aproximacia.
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Obr. 1.4: Poloha najvacsieho korena Hermiteovho polynému a aproximéacia podla
vztahu (|1.26))
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Obr. 1.5: Relativna chyba aproximacie korena Hermiteovho polynému vztahom
(1.26))
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1.4 Hermiteove funkcie

1.4.1 Definicia

Ak Hermiteove polynémy vynasobime odmocninou z vahovej funkcie a néasledne ich

normalizujeme, ziskame takzvané Hermiteove funkcie v tvare
1 22
Yp(x) = —==H, (x)e 7. (1.28)
2nnly/T

Na tieto funkcie je mozné aplikovat substiticiu x = (t — tg) /A,

N

bt t) = H, (1) % (1.29)

2rnlI\/m
Parameter A sa nazyva mierka, parameter t, ¢asovy posun (v anglickej literattre
wscale“ a | time shift“). E]

Prvych sest funkcii mé tvary

1 2
wO(laoat): %e 2,

1
Pi(1,058) = \/_T%te_?’

1 2
1,0;t) = ——— (* — 1) e 7,
1 t2 ’
1,0;t) = ———— (2 = 3t) e 2,
Wa(1,0:t) = 1 (t' - 6t* +3) e
] 8\/6% )
Ws(1,0:8) = 1 (° - 10¢* + 15¢) e
Y 161/15/7

Na obrazkoch [I.6] a [I.7] si zobrazené grafické priebehy tychto funkeii.

2Mierka sa pripadne uvadza aj v tvare o = 1/, napriklad v ¢lanku [8]
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Obr. 1.7: Hermiteova funkcia radu 100
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1.4.2 Vldastnosti

Je viditelné, Ze pre vysoké rady sa casovy priebeh Hermiteovych funkcii v okoli
pociatku blizi harmonickému priebehu. Vyuzitim vztahu (1.25)) a Stirlingovho vztahu

pre n! dostavame priblizné vyjadrenie pre Hermiteove funkcie.

Veta 1.20 Pre n — oo a konecné x plati

Un(z) = w\/fﬁ cos (Mm— n;) (1.31)

Hermiteove funkcie st ortonormalne v Lo(—00,00) s vahou w(t) = 1.

[e'¢) pre n=m
| a0 toi ) Ot ) dt = (1.32)
—o0 0 pre n#m
Daju sa priamo vyuzit na ziskanie spektra signélu
en(\ o) = / FE) (N, to: 1) L. (1.33)

Rozne zdroje, napriklad [7], [8] a [9] uvddzaju postupy, ako ¢o najlepsie volit para-

metre A a tg.

Veta 1.21 Hermiteove funkcie spliiaji rekurentny vatah

(1) =\ 2t a () + 1 e e (r). (1.34)

Veta 1.22 Pre derivdciu Hermiteovej funkcie plati

P (t) = \/anl(t) — n;rlwnﬂ(t). (1.35)

Veta 1.23 Ortogondlne polynémy spliiaji. Cristoffelovu-Darbouzovu formulu. Pre

Hermiteove funkcie md tvar

N N+ 1Y ()N (2) — Ungr (Y)Y ()
7;)%(37)%(3/) - 2 r—y

(1.36)

1.4.3 Spoésoby generovania

Pri generovani bazového systému su kladené poziadavky na rychlost a presnost.
Prostredie MATLAB standardne pracuje s typom double a preto povazujem za
rozumné prisposobif mu algoritmy. Namiesto toho by sice bolo mozné zvysit pocet
platnych cislic, s ktorymi ma prostredie pracovat, ale vtedy dochadza k vyraznému

predlZeniu ¢asu vypoctu.
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Overil som, ze vypocet Hermiteovych polynémov, ¢i uz na zéklade Rodrigue-
sovho vztahu alebo rekurentnym vztahom (|1.23) nie je vhodny. Na obrazku
1.2| je vidno, ze polyném radu 100 uz v blizkosti pociatku (pre x < 2) nadobtuda
funkéné hodnoty rddu 10%*. Pri vy&Sich radoch polynémov alebo pre vicésie  dochd-
dza k prekroceniu rozsahu typu double a vystupom st nepouzitelné hodnoty Inf,
teda nekonecno.

Na zéklade uvedenych zisteni som musel hladat iny postup. Riesenim je generovat
Hermiteove funkcie, pre ktoré tiez existuje rekurentny vztah (1.34).

Vypis 1.1: Realizacia rekurentného vztahu, vynaté z funkcie HFunction.

y = pi~(-1/4); 7 Hermite function (HF) of order 0
if n > 0

y_.1 =7y;
y = pi~(-1/4)*sqrt(2)*t; J HF of order 1
for k = 2:n
y_ 2 =y_1; % y_2 ... HF of order k-2
y_ 1 = y; 4 y_1 ... HF of order k-1
y = y_1.xtxsqrt(2/k) - y_2x*sqrt((k-1)/k);
end

end
y = y.*xexp(-t."2/2)/sqrt(s);

Funkcie st normalizované, v datovych typoch si teda uloZené mensie ciselné
hodnoty. Takymto sposobom sa mi podarilo generovat funkcie radu 650. Pri vyssich
radoch a velkych hodnotach t opéf dochadza k problému privelkych funkénych hod-
not a vysledkom rekurentného vypoctu je hodnota Inf. Pri naslednom vycisleni e_Tt2
vznika prilis mala hodnota a je zaokrithlend na hodnotu 0. St¢inom tychto medzi-
vysledkov je neurcity vyraz NaN, teda Not-a-Number. Tato skutoc¢nost je vyhodna,
pretoze nevznikaju nespravne vysledky, ktoré by bolo potrebné zlozito kontrolovaf.
Uzivatel je informovany tak, ze funkcia hlasi ,warning“. Navyse casto postacuje
vy¢islit funkciu len pre [¢| < t,,,, kde t,, je nejakd maximalna hodnota, napriklad
dand signalom. To znamend, ze pre mnohé signaly nie je problém realizovat ich
aproximaciu Hermiteovymi funkciami az do radu niekolko tisic.

Na obrazku je zobrazena cast Hermiteovej funkcie radu 650. Je parna, preto
som ju vykreslil len pre kladné hodnoty t. Pre ¢ > 38 boli vygenerované hodnoty

NaN, preto dalsi graficky priebeh chyba.
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Obr. 1.8: Hermiteova funkcia radu 650, A = 1,¢5 = 0.

1.4.4 Overenie ortonormality

Za ucelom kontroly ortonormality ziskanych funkcii som v prostredi MATLAB ge-

neroval maticu M skaldrnych sucinov tychto funkeii.

(o, %0) (o, ¥1) -+ (Yo, ¥n)

M — (1/)17.100) (1/11,'1&1) : (1/117.%\/) (1.37)
(Un,%0) (U, 1) -+ (Un,Yn)
V idedlnom pripade by mala byt matica M rovna jednotkovej matici I.
0 --- 0
01 --- 0
S (1.38)
00 - 1

Pre tcely integracie som pouzil numericki lichobeznikovii metédu. So zmensujticou
sa periédou vzorkovania Ty sa matica M ziskana vypoctom blizi jednotkovej matici I.
Rozdiel tychto dvoch matic ozna¢im E = M — 1. Pri volbe T, = 0,01, A=1,t, =0

a maximalnom rade N = 100 st prvky matice E v absolitnej hodnote mensie nez
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1,8 - 1071%. Viésina prvkov E je rdadu 10717 az 10716 nezévisle na tom, ¢ ide o prvky

diagonaly alebo nie.

8%
”xggx
(oA X X
o) 20 % RRRIRERIRIR 0,0 X
\(© 2 0’03080
X5 X
— LS . ,. Xxx 0

p 0 e ¥%
0’0’0’8’0’0: 0’0’0, o x X

KAREXRK
e
IXOX ’0’0000’0’ XX
& XXX
10 535 :"0 % :3*:”§%*
0! Q& xo K&K
XX {og. S
RS X XXE ”oz” 00 0
GO IRRICEIC
<)
"P‘QQQ Q ’0 Q l * ” 35S
.
rad n

Obr. 1.9: Rad jednotlivych prvkov matice E.
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2 FREKVENCNE VLASTNOSTI HERMITEO-
VYCH FUNKCIi

Kapitola popisuje Hermiteove funkcie vo frekvencnej oblasti a demonstruje moznost
vyuzit Hermiteovu transforméaciu pre ziskanie harmonického spektra. Pri vypoctoch
Hermiteovej transformaécie sa v tejto kapitole neprihliada na optimalnu volbu A a g,
aby sme sa mohli plne zameraf na zakladné vlastnosti tejto transformacie. Vsade,
kde nie je napisané inak, som zvolil A = 1 s a t; = 0 s, aby boli vztahy v tejto

kapitole prehladnejsie. Tymto parametrom budit venované zvysné dve kapitoly.

2.1 Fourierova transformacia

Veta 2.1 Pre signdl f(t) mozZeme v casovej oblasti definovat jeho efektivnu dobu
trvania D a vo frekvencnej oblasti efektivnu sirku spektra B, ktoré su mierou rozptylu

okolo stredngch hodnot ty a wy

o = /;wt|f(t)\2dt wo = /J:Ow|F(w)|2dw (2.1)

(2.2)

D:Jﬁﬁ%%fwm%t B:¢W§W—%VWWW%
FEZIF0F at SN F @) dw

Veta 2.2 Pre efektivnu dobu trvania signdlu D a efektivnu Sirku spektra B plati

reldacia neurcitosti

1
DB > 3 (2.3)
Tdto nerovnost plati pre vsetky signaly.
Veta 2.3 Fourierova transformdacia Hermiteovej funkcie md tvar
+o0 .
Fn ) = [ 0yt = Varj ) (2.4)

VyuZitim zdkladnych vlastnosti Fourierovej transformdcie sa dd uvedeny vztah zo-

vseobecnit na pripad ¥, (A, to;t)
F (A to; 1)} = V215 " A0, (Mw) (2.5)

Hermiteove funkcie s nulovym ¢asovym posunom maji bud realne, alebo rydzo ima-
gindrne spektrum - obrazky [2.1] TieZ je pozorovatelny vplyv mierky suvisiaci s re-

laciou neurcitosti.
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Obr. 2.1: Hermiteove funkcie v ¢asovej a vo frekvencnej oblasti
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Veta 2.4 Pre reldciu neurcitosti ¥, (X, to;t) plati

1
kde D,, je ekvivalentnd doba signdlu a B, je ekvivalentnd Sirka spektra 1, (A, to;t).

Majme aproximdciu signalu f(t) koneénym radom Hermiteovych funkeii fy(¢).

Pre jej Fourierovu transformaciu lahko odvodime

Fy(w)=F{fn(t)} = Z%Cngz {n()} =
= ch\/_] nwn Z/ dt\/_] n%( )f

+o00 N n +o0
= [ THO X VR T @)t = [ fOEyEw)at (27)
—00 n—0 —00
Veta 2.5 Hermiteovo jadro Fourierovej transformdcie md tvar
N
Kn(t,w) = vV21 Y 57" n(t)n(w) (2.8)
n=0

Prvé styri jadra maju tvary

24?2
Ko(t,w) = v2e™ 7

]_ t2 w2
Ki(t,w) =2 (1 —thw) e
9 1. 1 242 (2.9)
Ky(t,w) =2 (8 - jitw - 8t2w2> e~
9 9 1 1 t2+w2
Ks(t,w) =vV2( = —j—tw— —t2w? + j—t3 3)—
a(t,) \/_(8 T T Y It )e

Obrazok [2.2| zobrazuje jadro Kio(t,w), obrazok [2.3| zobrazuje jadro Kjgo(t,w).
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Obr. 2.3: Jadro Kygo(t,w)
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Realna cast’ Imaginarna ¢ast’

Obr. 2.4: Jadro Kygo(t,w)

Na obrazku minimalnym hodnotdm prislicha ¢ierna farba, nule Sed4 a ma-
ximalnym hodnotdm zodpovedd biela.

Realna cast’ Imaginarna cast’

° \\\ ‘“ // |
0.5 \\\\Q\ I \\\\ . \\‘
-1 ‘ \:\’gj

os’o'o‘v ‘
\‘\ 0 mo'»

Obr. 2.5: Jadro Kjgo(t,w) v okoli pociatku sustavy siradnic
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Obr. 2.6: Absolitna hodnota Koo (t,w)

Na obrazku je dodatocne zobrazend absolitna hodnota Kigo(t,w), pricom
nulovej funkénej hodnote je priradena ¢ierna farba.

Uvedené jadro je mozné vyuzif pre ziskanie Fourierovej transformacie signélu.
Preskimajme teda, aky vplyv ma rad jadra N na ziskané spektrum skimaného
signalu. Vhodnym bude signal f(t) = 6(¢). Pre jeho spektrum plati .7 {d(¢)} = 1,

vdaka ¢omu budeme moct dobre pozorovat vplyv N.

Fy(w) = /_J:Of(t)KN(t,w)dt = /_;OO(S(t)KN(t,w)dt =
= /_ +:5(t)@ %j”wn(t)wn(w)dt = V2 ivj M (w) /_ J;)Od(t)wn(t)dt _

—Vor Z:Oj—wn(w)wn(o) =V2r Z_j Un(w) 1 (0)]
= " (2.10)
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Obr. 2.7: Frekvencné spektrum aproximécie §(¢) koneénym radom ,,(t) po N = 650

Na grafickom priebehu [2.7]je vidno, ze ziskané spektrum sa blizi frekvencnej cha-
rakteristike idealnej dolnej priepuste s medznou frekvenciou w,, ~ v2N. Vieme, ze

jej impulzovou charakteristikou by mala byt funkcia sin ¢ /t. Ndjdime teda Hermiteov
rad fy(t) pre signdl f(t) = o(¢).

N N Yoo N
n=0 n=0 o n=0
Na tuto sumu je mozné aplikovat Christoffelovu-Darbouxovu formulu (|1.36)) a preto

() = N;‘ 1N (0)Yn41(t) —t¢N+1(0>¢N+1(t)

Pre N = 650 sa aproximdcia fg50 odliSuje od sinc(v2Nt/7) relativnou kvadratickou
chybou o velkosti 0,3 %.

(2.12)
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Obr. 2.8: Casovy priebeh aproximacie 6(t) radom v,(t) po N = 650

Priklad: Majme komplexny signdl f(t) = e™“*. Pre jeho Fourierovu transfor-
méciu s vyuzitim K (¢,w) odvodime

| T H Rt = [ S Vom0 ) =

—00

FN(LU) =

= Var ﬁ::of"wn(w) |

Vy¢islime tento integral vyuzitim substiticie a vztahu (|[1.24])

ety (£)dt (2.13)

o0

t=—u

+oo oo B dt = —du B +oo wou B B

[etnar=| T = [ e, (u)du =

=400 u=-—00
= (- [ ey )de = PR (a0} = VaR ) (214
Dostavame N
Fn(w) =27 Z U (wo)n (w) (2.15)
n=0
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Na tuto sumu je mozné aplikovat Christoffelovu-Darbouxovu formulu ({1.36)) a preto

N + 1y (wo)ns1(w) — Ui (wo)ns(w)
2 W — Wwo

Fy(w) =21 (2.16)

Preskimajme teraz, ako sa bude ziskany vyraz spravat pre velké hodnoty N. Vyuzi-
tim vztahu (1.31)) a vztahov znamych z goniometrie mézeme vztah (2.16]) upravit

sin {(w — wp) \/ﬂ}
(w — wo) V2N

Je zaujimavé, ze rovnaky vysledok dostaneme, ak budeme hladat Fourierovu trans-

Fyn(w) = 2V2N pre N — o0 (2.17)

forméciu f(t) a budeme predpokladat, ze signal f(¢) ma obmedzenii dobu trvania

v intervale (—v2N, +v/2N)

sinwet  pre [t| < V2N
f(t) = (2.18)
0 pre |t| > V2N

teda v oblasti, kde maji Hermiteove funkcie nezanedbatelné funkéné hodnoty.

2.2 Gaborova transformacia

Gaborova transformacia je kratkodoba Fourierova transformacia (STFT) s oknom

g(t) v tvare Gaussovej krivky.

Veta 2.6 Pre Gaborov diagram signdlu f(t) plati

2

Gt w) = ‘ / :X’ F(r)e om0 =T (2.19)
Pri a = 0,5 je diagram v,,(t) kruhovo symetricky.
Veta 2.7 Gaborov diagram Hermiteovej funkcie 1, (t) md tvar [L0]

Gt w) = —— (#+ wQ)% e~ (%) (2.20)

V2rnl

Veta 2.8 Pre suradnice [t,,,wn,| mazimdlnych hodnot Gaborovho diagramu 1, (t)
plati
t2 4+ w2 =2n, (2.21)

Diagram md stred v pociatku sistavy suradnic [0;0] a polomer /2n. [10]
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Obr. 2.10: Gaborov diagram funkcie g0
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Diagram nam poskytuje detailnt informéaciu o postupnych zmenach frekvencie Hermite-
ovych funkcii so zmenou casu. Aby bola stivislost medzi tymto diagramom a ¢asovym
priebehom Hermiteovej funkcie zretelnejsia, oba priebehy st vynesené v grafe [2.11]

7Z tychto priebehov je zrejmé, ze uhlové frekvencia w sa v Case t &~ —v/2n najprv
prudko zvysi a potom sa v okoli pociatku bliZi svojej maximalnej hodnote w ~ v/2n,
az kym v t ~ +v2n opat neklesne k nule.

Obr. 2.11: Gaborov diagram, ¢asovy priebeh a spektrum funkcie 17
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3 OPTIMALNA VOLBA MIERKY A CASOVEHO
POSUNU

Pri aproximécii signdlu koneénym poctom ¢lenov spektra je ziadice zabezpecit, aby
bol rozdiel medzi skutoénym signdlom a jeho nahradou ¢o najmensi. Hermiteove
funkcie maji moznost volby mierky a ¢asového posunu. Vhodnou volbou tychto pa-
rametrov je mozné zabezpecit ¢o najvacsiu zhodu medzi signalom a jeho vyjadrenim
konec¢nym radom Hermiteovych funkcii. Tato kapitola porovnava jednotlivé metody,

ktoré roznymi postupmi hladaju takéto optimélne parametre.

3.1 Chyba aproximacie

Ako kritérium chyby pouzijem kvadratické kritérium, pricom velkost kvadratickej
chyby budem v dalSom texte znacit £. Vyhodou kritéria je, Ze existuju viaceré moz-

nosti jeho minimalizacie a zaroven je jednoduché na vypocet.

Veta 3.1 Pre energiu E rozdielu signalov f(t) a g(t) plati

B = [15t)— o) at. (3.1)

Veta 3.2 Pre signdl f(t) a jeho aproximdciu fn(t) radom ortonormdlnych funkcii

az po rad N plati, Ze energia ich rozdielu je rozdielom ich energii

st = 170 = gt a = [UOF at = [Usntof @t (32

Pripadne vyjadrené pomocou clenov spektra

£(N to) = /|f T I RSWALS (3.3)

n= 0
Vetu je mozné dokazat vyuzitim Parsevalovej identity (1.15). Na zaklade tejto vety
je zrejmé, ze pre kvadratickti chybu priamo plati vzfah

o0

ENto) = D len (A t0) [ (3.4)

n=N+1

Napokon je vhodné definovat relativnu chybu

N SR ) (4 o
= PP de ! JPF@))? at (3.5)
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3.2 Princip zmensenia chyby

Spektrum signélu je zavislé na mierke a ¢asovom posune podla rovnice (1.33). Tato
zavislost moze byt vysvetlena tym, Ze pri zmene parametrov A alebo ty sa energia
spektra zachova , ale dojde k jej prerozdeleniu medzi jednotlivé zlozky c,.

V praxi mozeme z rozliénych dévodov vypocitat len N +1 prvych ¢lenov spektra.
Pri vhodnej volbe parametrov A a ty je mozné dosiahnuf to, ze ¢o najvicsia cast
energie bude v koeficientoch ¢y az cy. Vdaka tomu sa minimalizuje energia zvysnych
¢lenov (cyi1 a vyssich), ktorych celkova energia je priamo kvadratickou chybou
& (B4).

Je zrejmé, Ze chyba & bude zavisla na zadanom signéle f(t), mierke A, posune to
a rade aproximécie N. Predpokladajme, Ze optimalizacna tloha bude zac¢inat pevne
danymi f(t) a N. Tieto parametre urcuju tvar zavislosti {x(\,tp) a teda na nich
zavisia suradnice \ a ty globalneho minima chyby. Povazujem za rozumné ocakavat,
ze uspesna metoda minimalizacie chyby by mala ¢o najlepsie vyuzivat tieto dve

vstupné informdcie - signal f(t) a rdd aproximécie N.

3.3 Volba parametrov na zaklade tvaru signalu

3.3.1 Vyuzitie doby trvania signalu

Ide o najjednoduchsi sposob odhadu mierky A a ¢asového posunu ¢y. Vyuziva skutoc-
nost, ze spracuvany signal f(¢) byva casto navzorkovany iba na konetnom intervale
(—tmstm)-
gt)  pre |t| < tm
ft) = (3.6)
0 pre [t| > t,,
kde t,, > 0.

Predpokladajme, Zze hladame aproximaciu koneénym radom Hermiteovych fun-
kcil az po rad N. Potom je rozumné volit mierku tak, aby funkcia najvyssieho radu
(A, to;t) vyskytujica sa v aproximécii presne pokryla cely interval (—tp,, ty).

Otézkou je, ako pokryt cely interval, pretoze Hermiteova funkeia je (mimo svojich
korenov) nenulova a k nule sa asymptoticky blizi so vzrastajicim ¢ do nekonecna. Za
jej koniec“ by sme mohli povazovat napriklad polohu jej najvacsieho korena dant
vztahom ([1.26)), alebo polohu posledného inflexného bodu, pre ktord priblizne plati
t=+2N +1.

Pre jednoduchost za ,koniec“ zvolim inflexny bod, rovnako, ako ¢ldnok [7]. Pre
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optimalnu mierku na symetrickom intervale plati [

tm

V2N +1

Tuato tvahu je mozné zovSeobecnit na nesymetricky interval (£,,1,tm2), kedy

/\sym =

F(t) = g(t) pret € (tm1, tm2) (3.8)

0 pret € (—00, tm1) U (L, +00)
potom nie je narocné odvodit optimalne parametre

tA o tml +tm2 X _ tm2 _tml

0= 2 2v2N + 1

3.3.2 Vyuzitie momentov signalu

Opéat ide o metdédu, ktord skima tvar signdlu f(¢), ale vyuziva viac informaécii,
nez predchadzajica metdda. Zohladnuje napriklad rozlozenie energie alebo strmosti
hrén signalu. Tieto vlastnosti sa premietnu do takzvanych ,momentov* signalu f(¢).

Momenty st dané vztahmi

b
mk:/tka(t)dt pre k=0,1,2
b

(3.10)
ms = [ 1/(0)F a.
Clanok [9] uvadza, 7e chyba &x(\, t) je zhora ohranicena, plati
mg)\4 — mg)\2 + meo — 2t0m1 + t%mo
A tg) < 3.11
Je zrejmé, ze tato hornd hranica ma minimum pre
fy= 1 (3.12)
mo

R 2
A\ = ,4/% (3.13)
motng

Ziskali sme optimalne parametre urcené na zaklade tvaru signalu. Garantuju, ze pre

chybu takto zvolenej aproximécie signalu f(¢) bude platit

P 2\/m0m3 (momg — m3) — m

En(Ntg) < 2(N + mo

(3.14)

1V dalsom texte budem parametre, ktoré st vystupom danej metédy, znacit so strieskou na

odlisenie od parametrov, ktoré nie si povazované za optiméalne.
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Avsak, treba mat na paméti, ze sme nasli globalne minimum horného ohranice-
nia chyby, nie minimum chyby samotnej. Parametre %, a X st velmi dobrou volbou
pre signdly, ktoré neobsahuju nespojitosti prvého druhu (skoky)[9]. Tiahko sa pre-
svedéime, ze v opa¢nom pripade metéda straca vyznam. Dostavame &y (A, tp) < 0o
a\= 0, pretoze mg = co.

Pre numerickt integraciu vyuzivam lichobeznikovii metodu. V takom pripade sa
pri navzorkovani signalu predpokladd, ze jeho funkéné hodnota sa medzi bodmi vzor-
kovania vzdy meni linedrne. Skoky potom nemaji nekonecny sklon, ale stale zosta-
vaju isté komplikacie. Pri numerickom vypoc¢te momentu ms mozu nastat problémy
spojené s numerickym derivovanim a numerickou integraciou. Hodnota derivacie v
mieste skoku je silno zavisla na periéde vzorkovania T, pretoze T, priamo urcuje
wSirku® skoku. Pre jednoduchy signél (okno) v tvare

£(t) = 1 pre |t| <1 (3.15)

0 pre [t| > 1
je zavislost optimalnych parametrov zobrazena na obrazku V idealnom pripade
(pre Ty, — 0) sa mierka naozaj blizi nule (A — 0). Ak bude periéda T, prili§ mala,
moze sa stat, ze ani Hermiteova funkcia najvyssieho radu nachadzajica sa v aproxi-
mécii nepokryje cely priebeh signalu f(¢). Konvergencia potom nie je zarucend ani

pri pomerne velkom pocte ¢lenov N (rddovo stovky ¢lenov).

04 T T T T T T T T T

0.35

0.3

0.25

0.2

A, t

0.15

0.1

0.05

_005 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

T

S

Obr. 3.1: Vplyv periédy vzorkovania T, na parametre.
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Dalej si treba vimntt, Ze na rozdiel od predchadzajtcej metddy, pri tejto nema
rad aproximacie N ziadny vplyv na vysledné parametre. Pri malom N mozu byt
mierka ziskand touto metédou nevyhovujtca, ba dokonca o niekolko radov vzdialena

od optimalnej hodnoty.

3.4 Numerickd minimalizacia chyby

Niekedy sa stava, ze chyba &, N(/A\, to), ktorej parametre st uréené predchadzajicimi
metodami, neklesd pod rozumnit hodnotu ani pri pomerne vysokom rade aproxi-
macie. V takom pripade je stadle mozné skusif pozmenit parametre \ a ¢y s cielom
minimalizovat {y (A, to).

Napriklad by bolo mozné pouzit nektort zo znamych numerickych metéd mi-
nimalizacie nelinearnej funkcie viacerych premennych. Takyto postup by znamenal
potrebu vyc¢islit spektra pre rozne hodnoty A a ¢, pricom by sa nakoniec vyuzilo len
jedno z tychto spektier. Na prvy pohlad je zrejmé, ze takyto postup by bol nesmierne
neefektivny. V dalSom texte sa budem zaoberat metoédami, ktoré st vypoctovo menej

narocné.

3.4.1 Stacionarne podmienky chyby

Clanok [9] uvadza, Ze pre parcidlne derivicie chyby &y(\,ty) platia nesledujice

vztahy
In(A 2vVN + 1
Ev(Ato) V2 env (M to)en (N to), (3.16)
Oto A
Oén (At
&V(‘g)\O) = 29n11en—1(A to)ent1 (A, to) + 2vvaeen (A, to)ensa(A, to) (3.17)
kde

vnyvn —1
2\ '
Vyplyva z nich, ze gradient chyby VEn (A, o) je zavisly iba na styroch ¢lenoch spek-

Tn = —

tra. Vypocitat gradient je teda omnoho jednoduchsie, nez vypocitat chybu samotn.
Autori ¢lanku [9] navrhuji numericky hladat stacionarny bod x (A, to), pre ktory

plati
Vén(Atp) =0 (3.18)

Aby bola rovnost splnena, musi platit aspon jedna z podmienok
Ck()\,to) :Ck+1()\7t0) =0, k:N—l,N,N—l—l (319)

a preto odporicaju vyriesit ststavu dvoch nelinedrnych rovnic (3.19)) pre konkrétne

k vyuzitim Newtonovej iteracnej metody.
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Pri snahe realizovat tento postup som narazil na niekolko problémov. Chyba
ma za beznych podmienok nesmierne velky pocet lokalnych extrémov a preto je
vysledkom ndjdenie len jedného (ndhodného) lokdlneho minima. Celkovo je velmi
nepravdepodobné néajst globalne minimum.

Navyse podmienka je splnend v kazdom stacionarnom bode, teda aj v lo-
kalnom maxime. Nie je postacujicou podmienkou lokalneho extrému a preto je
potrebné kontrolovat napriklad Sylvestrovo kritérium, podla ktorého je existencia

lokdlneho minima potvrdena, ak je splnena podmienka

D?En (A to)
alebo o (o to)
N 7t0

T% >0 (3.21)

a determinant

3251\7(;\:150) 9%¢n (Mto)

oA OOt

D =260 02%6n (ko) (3.22)
OOty o3

je kladny. Toto kritérium si vyzaduje vypocet druhej derivacie chyby, pre ktord som

odvodil vztahy

PEn(Nt
&Vag\?()) = 29N41 [en41 (YIN—1EN—3 — YN41CN+1) + CN—1 (IN41EN—1 — YN +3Cnt3)] +
+ 29v42 [evi2 (INEN—2 — YNt2en42) + O (IN420N — YN+4Cnia)] —
2
Y (Yv1eN—1CN 41 + 2N 42CNCN 42)
(3.23)
En (Nt
%N)\((?t()) = —28n11 [en+1 (INCN—2 — YNt2CN+2) + N (YNF1EN—1 — YN4+3CN+3)] +
0
+ X6N+ICNCN+1
(3.24)
PEN(Nt
&\2)5520) = 20n41 [ens1 (Byen—1 — Byiicni) + e (Byi1en — Byi2cno)]
0
(3.25)

kd
) n  Vnyn—1
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3.4.2 Rekonstrukcia chyby na zaklade gradientu

7 vyssie uvedenych dévodov som sa rozhodol navrhniuf ini metédu minimalizacie.
Spo¢iva v tom, ze namiesto priameho vypoctu chyby podla vztahu (3.3) vypocita

gradient chyby a ten nasledne numericky integruje
/vgN(A, to) - (dX, dto) = Ex(\ to) + C (3.26)

Vidno, ze ziskana funkcia je voc¢i skutocnej chybe posunuta o integracni konstantu
C. To v skutocnosti vobec nie je problém, pretoze hladame iba polohu minima, a
jeho funkénd hodnota pre nas nie je dolezitd. Je zrejmé, ze takto ziskana funkcia
En(A, to) + C je pre hladanie minima chyby rovnako vhodné ako samotné chyba, ale
jej vypocet je omnoho jednoduchsi (namiesto N koeficientov spektra staci vypocitat
Styri).

Podstata postupu pre niajdenie minima sa da zhrnut takto:

1. Nahodne alebo vyuzitim niektorej z vyssie uvedenych metod zvolim pociatocné

hodnoty X afo.
2. Vyuzitim vztahov a vypo&itam gradient v M? bodoch nachadza-
jucich sa v okoli X a .

3. Numerickou integrdciou gradientu vypocitam &x (A, ) + C v tychto M? bo-
doch.

4. Vyberiem suradnice toho bodu, ktorému prislicha najnizsia funk¢na hodnota
Ev(A to) + C a tieto nové hodnoty ulozim do A a f.

5. Podla potreby mézem opakovat postup od bodu 2.

Pri vhodnej volbe skimaného okolia metdda naozaj vedie k odhaleniu globalneho
minima &y (A, to).

Volba okolia: Ak uz mam zvolené pociatocné hodnoty \a to, zvolim obdlznikové
okolie tychto hodnot. Toto okolie rovnomerne navzorkujem v sieti bodov o rozmeroch
M x M. Pocet vypoctovych operacii je (priblizne) priamo imerny M?2. Za vhodnt
volbu povazujem 10 < M < 100.

Kedze vypocet mozeme uskutocnit len v koneénom pocte bodov, okolie by ne-
malo byt prilis velké. Velké okolie znamena velké rozostupy medzi bodmi vzorkovania
a tie sposobuju, ze numericka integracia prestava davat spravne vysledky. Funkcéné
hodnoty v jednotlivych bodoch st potom nespravne a polohu minima nie je mozné
odhalif. Naopak, prilis malé okolie neumoznuje preskiimat oblasti vzdialené od po-
¢iatoéného odhadu parametrov a preto moze branit odhaleniu globdlneho minima

chyby. P

2Za beznych podmienok sa stéva, Ze pociatoény odhad lezi v jednom z lokdlnych minim a chyba

pri malom posunuti najprv vo vSetkych smeroch narasta, ale pri dostato¢ne velkom posunuti zacne
opat klesat k nizsim hodnotam. Ide o pripad, kedy globalne minimum ,lezi az za kopcom* a kvoli

malym rozmerom okolia ,za tento kopec nedovidime*“.
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Numericka integracia: Pre numericki integraciu som pouzil Eulerovu modi-
fikovani metédu[ll]. Ak pozndme chybu v nejakom bode [\, %], potom je mozné

priblizne vypocitat chybu v inom, blizkom bode vyuzitim vztahov

Aig1 — i <5§N()\i,to) n 5§N()\i+1,to)>

2 oA O\ (3:27)

En(Aig1,to) = En( i, to) +

En(N toir1) = En(A o) +

toit1 —to; (OEn(N tos)  OEN(A toit1)
5 ( T D (3.28)

KedZe hlavnym problémom tejto metédy je potreba vypoctu VEn (A, ) vo velkom
pocte bodov, hladal som spdsob, akym by sa dal znizit ich pocet bez toho, aby doslo
ku zvécseniu chyby numerickou integraciou.

Predpokladal som, Ze jednou z moznosti by bolo zlepSenie integracie tym, ze by
som nahradil lichobeznikovi aproximaciu VEy (A, tg) aproximaciou kubickym splaj-
nom. Pre najdenie kubického splajnu medzi dvoma bodmi je potrebna nie len zna-
lost funkénych hodnot v tychto bodoch, ale aj znalost prvych derivacii integrovane;j
funkcie. Potrebujeme teda vypocitat derivaciu gradientu vyuzitim vztahov a
(13.25)).

Je vidno, Ze pri splajnovej integracii je potrebny vypocet 6smych koeficientov
spektra, ¢o je dvojnésobok oproti lichobeznikovej integracii. Nanestastie sa ukazalo,
ze k vyraznému zlepseniu ziskanych vysledkov pouzitim splajnu neddjde, pretoze
druhé derivacia v jednotlivych bodoch vzorkovania prilis prudko meni svoju hod-
notu. Nepresnost integracie byva najméa v mieste skokovej zmeny £(A, ¢y). Tento skok
je ovela jednoduchsie lepsie navzorkovat, nez sa snazit odhadnuf jeho tvar na zaklade

vyssich derivacii v nejakom inom bode.

3.5 Porovnanie jednotlivych metéd

Je zrejmé, ze jednotlivé metody minimalizacie chyby sa lisia najmé svojou vypoc-
tovou narocnostou, tym, ako pracuju s f(t) a N a tiez tym, do akej miery sa im
podari chybu minimalizovat. Prvé dve odlisnosti som zhrnul do kratkej tabulky,
ale samotnej kvalite vysledkov jednotlivych metéd bude venovana az nasledujica

kapitola.

45



Tab. 3.1: Prehlad metéd pre urcenie optimalnych parametrov

Metoda na zaklade Néarocnost Vyuzitie dostupnych informacii ‘
Doby trvania signdlu 0 N a trvanie f(t)
Momentov signéalu 4 len momenty f(t), ignoruje N
Stacionarnych 1 az 20 N aj f(t)
podmienok chyby (podla tvaru &n (A, tg)) prostrednictvom gradientu
Rekonstrukcie chyby 400 az 40 000 N aj f(t)
vyuzitim gradientu | (podla nastavenia uzivatela) prostrednictvom gradientu

Naroc¢nost udava pocet numerickych integracii v ¢asovej oblasti, ktoré metoda
vyzaduje. Prvé dve metédy skiimaju signal priamo a preto nevyzadujia velké mnoz-
stvo vypoctov. Naopak, druhé dve metddy sa riadia iba gradientom chyby, a aby
boli tispesné, musia ,,preskiimat® ¢o najvacsiu oblast gradientu.

Vyhodnym postupom na zniZenie vypoctovej naroc¢nosti je vyuzit viaceré metody
v spravnom poradi. Napriklad pouzit vystup prvej (najmenej ndro¢nej) metody ako
pociatocné podmienky poslednej (najnarocnejsej metody) vyzera ako jedno z roz-

umnych riesenti.
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4 APROXIMACIA KONKRETNEHO SIGNALU

Ako ukézku spravnej funkcie navrhnutych algoritmov uvadzam ich pouzitie na dvoch
jednoduchych prikladoch. Cielom bude tiez ukézaf spravanie jednotlivych metod
volby optimélnych volnych parametrov, skratene optimalizacngch metdod. Aby bolo
vzdy jednoznacné, ktorej metdde prislichaju ziskané parametre, zavediem nasledu-

juice oznacenie

Tab. 4.1: Oznacenie parametrov prisliuchajuicich jednotlivym metédam

Metdda na zéklade Optimalne parametre
Doby trvania signalu XT, tor
Momentov signalu XM, tom
Rekonstrukcie chyby vyuzitim gradientu Xg, to

4.1 Harmonicky priebeh

Signal f(t), ktory sa budem snazit aproximovat pomocou Hermiteovych funkcii ma
predpis
sinwgt  pre |t| <t
f(t) = (4.1)
0 pre [t| > t,,
Aby bolo mozné aplikovat metddu momentov, nesmie f(t) obsahovat skoky. Signél
bude spojity, ak

T T
tm=k—=k—, keN, 4.2
5 =R € (4.2)

kde T' = 27w /w je periéda sinusovej casti signalu. Potom k priamo oznacuje pocet

period.

4.1.1 Vyuzitie doby trvania signalu

Ako prvi preskiimajme najjednoduchsiu metédu. Podla (3.9) mézeme pre tento

signal odhadnut
tm

V2N +1

Pre kazdé N = 0,1,2,...,100 som vy&islil Ap(N), realizoval aproximéciu fy(t) a

%\OT = 0 XT == (43)

na jej zéklade urcil & n(Ar, for).-

Grafické priebehy a obsahuju priklad aproximacie harmonického signdlu
f(t) koneénym radom Hermiteovych funkeii fio9(t), pricom ¢, = 0,5, k = 5, respek-
tive k = 20. Obrazky (4.2 a [4.4] zobrazuji Hermiteove spektrd tychto aproximaécii.
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Obr. 4.1: Aproximécia signalu f(¢) radom Hermiteovych funkcii fioo(t), & = 5.
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Obr. 4.2: Hermiteovo spektrum signédlu f(t), t,, = 0,5, k =5
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Obr. 4.3: Aproximécia signalu f(¢) radom Hermiteovych funkcii fi90(t), & = 20.
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Obr. 4.4: Hermiteovo spektrum signalu f(t), t,, = 0,5, k = 20
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Vysledna relativna chyba aproximécii signalov je na obrazku Pri volbe
mierky podla vztahu bude mat na relativnu chybu @N(XT,tAOT) vplyv pocet
periéd signdlu k = t,,wo/m, ale nie jeho mierka. Mierku signdlu zmenime, ak na-
priklad zvysime uhlovi frekvenciu wy na dvojnasobok, ale k zachovame. Vtedy t,,
klesne na polovicu. f(t) bude mat krat$iu dobu trvania, ¢o sa prejavi poklesom Ar
na polovicu. Hermiteove funkcie sa primerane skratia a opat pokryjua signal rovnako.
Neddjde ku zmene ng(j\T, tor).

Obr. 4.5: Chyba v zavislosti na rade aproximécie N.

4.1.2 Vyuzitie momentov signalu

Preskimajme teraz, ¢i analytické parametre na zaklade momentov prinesi zmen-
Senie kvadratickej chyby. Pre ich vypocet je potrebné urcit momenty podla vztahu
(13.10)).

1
my =ty — o sin 2wot,,

wo
m; =0
B2 b 1 (4.4)
My = 3 — 20 sin 2wol,, — %2 cos 2woty, + 1d sin 2wol,,
“o

msg = wgtm + > sin 2wot,,
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Vdaka volbe (4.2) déjde ku zjednoduseniu vztahov na tvary

mo =t
my = 0
oy 2T =3 (4.5)
6k2m2 ™
1
ms = k27r2a

Powzitim vztahov (3.12)), (3.13) a po naslednej tprave dostdvame pre optimélne
parametre
tor =0

N 1 .2n2k2 — 3 V2r?k? = 3 (4.6)
Ar = —1] —t S
wo 6 krv/6

Zrejme ide o rozumny vysledok, ze mierka by mala byt priamo imerna dobe trvania

signélu, ale (oproti predchadzajicej metdde) s faktorom nejako zavislym na pocte
period.

Je viditelné, Ze pouzitie momentov zabezpecilo mensiu chybu .y, nez metdda
na zaklade doby trvania signalu. Doslo k vyraznému zlepseniu ¢asového priebehu

aproximécie signalu na obrazku [4.6] oproti priebehu na obrazku [4.3]

1.5 T T T
— f(t) signal

f.__(t) aproximécia

T

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Obr. 4.6: Aproximécia signalu f(¢) radom Hermiteovych funkeii fi90(t), k = 20.
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Spektrum signdlu na Obr. [£.7] tiez potvrdzuje zvySenie kvality aproximéacie oproti
Obr. [4.4] Vidime, Ze sa energia spektra presunula do nizsich ¢lenov spektra na tkor
energie vyssich ¢lenov, ¢o potvrdzuje teoretické ivahy v castiach [3.1 a [3.2]

031

0.1r

(0]

_0.3 Il Il Il Il Il Il Il Il Il ]
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rad n
Obr. 4.7: Hermiteovo spektrum signalu f(¢), t,, = 0,5, k = 20

V grafe je plnou d¢iarou zobrazena zavislost relativnej kvadratickej chyby
er(XM, toar) na maximalnom rdde N aproximdcie signalu. Prerusovanou éiarou je
zobrazend analyticky urcend horna hranica chyby podla vztahu . Vidno, ze
nerovnost je splnend pre vSetky skimané N s pomerne velkou rezervou. Urcite vSak
bude zaujimavé preskiimat aj dolné ohranicenie .y (A, to). To mdZeme ndjst tak, Ze

pouzijeme numericki metodu, aby preskimala okolie Ay, toas.
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Obr. 4.8: Chyba (plna) a jej hornd hranica (prerusovand) v zavislosti na rade apro-

ximécie N.

4.1.3 Vyuzitie gradientu chyby

Ako pociatocny odhad som pouzil /A\T, tor. Aby doslo k najdeniu globalneho minima
chyby, nastavil som velmi vysoky pocet skiimanych bodov M? = 10000. Skiimané

okolie som zvolil nasledovne
0,3\ < A< 2\ — 0,5t <t <0,5tn, (4.7)

V takto zvolenej oblasti bol vypocitany gradient a ten bol je nasledne numericky
integrovany. Vysledkom je siet 100 x 100 bodov. Z nich je mozné vybrat ten, ktorému
prislicha najnizsia funkénéd hodnota &y (A, to) + C.

Pre malé N dokaze numerickd metoda zlepsit volitelné parametre a znizit tym
&n. S narastajucim N vsSak vznika oblast, v ktorej je chyba zanedbatelne mala. Pre
este vacsie IV sa tato oblast postupne dalej rozsiruje. Pri vysokom rade aproximacie

prestava zalezat na volbe A, tg.
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Obr. 4.9: Priebeh chyby &,(A, tg) posunuty o integra¢nu konstantu, t,,, = 0,5, k = 5.
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Obr. 4.10: Priebeh chyby &a5(\, tp) posunuty o integracni konstantu, ¢, = 0,5,
k=25.
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Cely postup som zopakoval pre vsetky rady N. Obrazok zobrazuje chybu
aproximacie s parametrami na zéklade momentov (plné ¢iara) a minimalnu moznt
chybu zodpovedajicu danému N (prerusovand ¢iara). Pre malé N bolo chybu mozné
dalej minimalizovat. Treba vsak pripomentt, ze tato numerickd minimalizacia si

vyziadala o Styri rady vyssi pocet vypoctovych operacii nez vypocet momentov.

k=10 |

80 90 100

Obr. 4.11: Chyba aproximacie na zaklade momentov a minimalne hodnoty chyby.

4.2 ObdiZnikovy signal

V predchadzajicej casti sme mali moznost vidiet, ze metoda momentov zabezpe-
c¢ila pri malej vypoctovej narocnosti velmi rychlu konvergenciu aproximacie signélu.
Mohlo by sa teda zdat, Ze volitelné parametre na zaklade momentov buda vzdy

idealnou volbou. Na nasledujicom priklade ukazem, ze to nemusi vzdy byt pravda.

1 pre | <1—-5
FO =354 el — £ <[t <14 (4.8)
0 prel+ 5 < |t|

Signdl som zvolil podobne, ako ¢ldnok [9], ale na rozdiel od uvedeného ¢lanku na sig-
nale preskiimame aj spravanie ostatnych optimalizacnych metdd. Ide o okno, pricom

dobu trvania hran udava e € (0;1).
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4.2.1 Vyuzitie momentov signalu

Pre momenty opéf Tahko odvodime

m0—2—§
m1—0
63+€2 €+2 (4-9)
™mET50 6 373
2
ms3 = —

a pre optimalne parametre metédy na zaklade momentov dostdavame
fOM = O

~ C/_€4 + 10e3 — 20e2 + 40¢ € (4.10)
)\M = ~

120 “ V3

Vidime, zZe \); je v podstate zavisla len na strmosti hran signélu.
Pri tomto signali mézeme urobif jednoduchy odhad miniméalneho poctu ¢lenov
aproximdcie potrebnych na to, aby bola kvadratickd chyba rozumne mald. Podla
vztahu mozeme na zaklade doby trvania signalu predpokladat, ze minimalna

rozumna mierka je
1

V2N +1
Porovnanim vztahov (4.10) a (4.11)) dostavame priblizny odhad

v Ve (w12

2

Ar = (4.11)

10° 10 103 1072
€

Obr. 4.12: Miniméalny potrebny rad aproximécie na zdklade momentov.
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Obr. 4.13: Aproximdcia signdlu f(¢) radom Hermiteovych funkcii fio9(t), € = 1073
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Obr. 4.14: Hermiteovo spektrum signalu f(¢), e = 1073
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Obr. 4.15: Chyba (plnd) a jej hornd hranica (prerusovand) v zavislosti na rade ap-

roximécie N.

Je zrejmé, ze s klesajicou dobou trvania hran signalu naozaj dochadza k potrebe
vicsieho poctu clenov aproximécie signalu. Vsimnime si stivislost medzi grafmi
a[4.15, Obréazok naozaj potvrdzuje, ze priblizné uvahy vedice ku vztahu (4.12)

o minimalnom potrebnom rade boli spravne.

4.2.2 Vyuzitie doby trvania signalu

Predpokladajme, Ze signal f(t) je navzorkovany napriklad v intervale ¢ € (—2; +2).
Kedze tato metoda nijakym sposobom nezohladnuje skuto¢ny priebeh signalu v ramci

uvedeného intervalu, pre odhad optimalnych parametrov bude platit

- ~ 2
for =0 )

Takto zvolenym parametrom zodpoveda kvadraticka chyba aproximéacie signélu uve-

(4.13)

dend na obrazku Kvalita aproximécie je prakticky nezdvisld na strmosti hrén

okna a navyse je vyrazne lepsia nez pri pouziti momentov signalu.
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Obr. 4.16: Chyba aproximacie na zéklade trvania signalu v zavislosti na rade V.

4.2.3 Vyuzitie gradientu chyby

Pre uvedeny signal sa ukazali volitelné parametre odhadnuté na zaklade doby trvania
signalu ako velmi dobréd volba, ale na pociatoény odhad mierky som pouzil vztah
. Pocet skiimanych bodov som zvolil M? = 100 a preto ma skiimand oblast
rozmery 10 x 10 bodov. Na obrazku vidno, ze pri velkych rozostupoch medzi
bodmi vzorkovania sa nijaky z bodov nemusi nachddzat dostatocne blizko globalneho
minima a preto neodhalime tplné minimum chyby. To zaroven vysvetluje, preco nie

st grafické priebehy monoténne klesajice.
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Obr. 4.18: Chyba aproximécie na zaklade numerickej optimalizacie v zavislosti na
rade N.
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Pouzitie numerickej metddy opat prinieslo dalsie zmensenie &, optoti predcha-
dzajucim metédam. Ak by sme nemali k dispozicii vhodny pociatoény odhad, akym
je vztah , mohli by sme jednoducho vyuzit napriklad vysledné parametre mo-
mentov. Obrazok [4.19 porovnéva aproximéciu signélu s vyuZitim parametrov na
zéklade momentov fsops(t) a aproximdciu, ktorej parametre boli zlepSené vyuzitim
numerickej optimalizacie f50c(f) radu 50. Doslo k vyraznému zmenseniu relativne;
kvadratickej chyby z §T50(5\M,1?0M) = 0,229 na £r50(Xg,fog) = 0, 006.

f(®)
foom (t) |
Fs0a(t)

Obr. 4.19: Aproximéacia fson(t) a jej oprava fsoq(t); e = 1074

4.3 Porovnanie vysledkov metéd

Na dvoch jednoduchych signéloch, ktoré si v praxi celkom bezné, sme mali moz-
nost vidiet, ako sa spravaju jednotlivé met6édy optimalnej volby volnych parametrov
aproximdacie signalu kone¢nym radom Hermiteovych funkcii.

Metoda vyuzivajtca trvanie signalu je nenarocna na vypocet. Na obrazkoch
a vidno, ze vSetky krivky su si v podstate podobné. Takmer nezavisia na pocte
period harmonického priebehu alebo strmosti hran okna. Metdda zabezpeci priblizne
rovnako rychlu konvergenciu aproximacie, bez ohladu na zlozitost spractivaného sig-

nalu.
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Metoda vyuzivajica momenty signalu zohladnuje aj zlozitost spractivaného sig-
nalu. Moéze zabezpecit lepsie parametre nez predchadzajica metdda, najmé pri sig-
naloch, ktoré nemaju strmé hrany. V pripade, zZe signal obsahuje mnoho prudkych
hran, narasté velkost momentu ms a ziskand mierka moze byt nevyhovujica. Apro-
ximécia signalu si potom vyzaduje velmi velky pocet clenov spektra, ako naznacuje
obréazok .12l

Numerické hladanie globalneho minima chyby aproximéacie vyuzitim gradientu
dava najlepsie vysledky a dokaze uplne minimalizovat kvadratickii chybu. Néjde-
nie globalneho minima &y (A, ¢p) znamena najvicsiu vypoctovi naro¢nost spomedzi

uvedenych metdd.
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5 ZAVER

V praci sa mi podarilo preskiimat zakladné teoretické poznatky o Hermiteovych po-
lynémoch a Hermiteovych funkciach. Tieto poznatky som potom previedol do kédu
v prostredi MATLAB R2015b, pricom napisany kod som postupne zdokonaloval a
vysledkom je moznost generovat Hermiteove funkcie do radu asi 650. Vlastnosti zis-
kanych funkcii som preskiimal v ¢asovej a vo frekvenénej oblasti vyuzitim Fourierovej
a Gaborovej transformacie. Napokon som overil tri spdsoby volby optimalnych para-
metrov, ktoré sa navzdjom dopliiaji a umoziiujd minimalizovat chybu aproximdcie.
Ukazalo sa, ze rozumna metdéda najdenia optimalnych parametrov aproximacie je
vyuzitie doby trvania signalu. V pripade, zZe je potrebné najst globalne minimum
chyby, je mozné vyuzit metdodu na zédklade gradientu chyby aproximécie.
Uvedomujem si, ze algoritmy, ktoré som v rdmci tejto prace vytvoril by sa dali
neustale zlepsovat. Napriklad pri numerickom hladani mierky by sa dala rozumnej-
sie volif sief bodov, v ktorych je pocitany gradient a tym by sa znizila vypoctova
narocnost. Algoritmus generovania Hermiteovych funkcii by sa este dal upravit tak,
aby bolo mozné generovat vyssie rady. Tieto a podobné tupravy neboli potrebné
pre ziskanie vysledkov, ktoré v praci uvadzam a preto som ich vynechal. V pripade

potreby by bolo mozné uskutoc¢nit uvedené zmeny.
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ZOZNAM SYMBOLOV, VELICIN A SKRATIEK

H,

Un

Y

En
ng

LQ(G, b)

NO

STFT

to

Wo

Hermiteov polyném radu n

Hermiteova funkcia radu n

priama Fourierova transforméacia

inverzna Fourierova transformécia

kvadratickd chyba aproximacie signalu radu N
relativna kvadraticka chyba aproximécie signalu radu N
priestor kvadraticky integrovatelnych funkcii

mnozina prirodzenych c¢isel

mnozina prirodzenych ¢isel (s prvkom 0)

casova mierka Hermiteovej funkcie - time scale
kratkodoba Fourierova transformécia - short-time Fourier transform
casovy posun Hermiteovej funkcie - time shift

peridéda

uhlova frekvencia harmonického signélu
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A VYBRANE CASTI NAVRHNUTEHO KODU
A.1 Generovanie Hermiteovych polynémov

Vypis A.1: HPolynomial
function [ OUT_value ] = HPolynomial( n, x )
/i, HPOLYNOMIAL (n,z) generates Hermite polynomials
4 x time wvector

4 n order

10

11

12

13

14

15

16

17

18

10

Hn 2 = ones(l,length(x));
Hn 1 = 2xx;
switch n
case O
OUT_value = Hn_2;
case 1
OUT _value = Hn_1;
otherwise
for i = 1:n-1
OUT_value = 2*x.*Hn_1 - 2xixHn_2;
Hn 2 = Hn 1;
Hn_1 = 0UT_value;
end

end

A.2 Generovanie Hermiteovych funkcii

function [ y ] =

point t

ESENEENERN

S time scale
t0 time shift

B R N

Vypis A.2: HFunction

HFunction( t,
AHFUNCTION Evaluates the Hertmite function of order n at

HFUNCTION(t,n,t0,s) uses

t time, can be scalar or wector

67

n, s, t0 )

n order of Hermite function

scales Hermite function to HF((t-t0)/s)
HFUNCTION (t,n) uses default parameters tO

if ~exist(’s’,’var’) 7/ default scale value

0;



11 s=1;

12 end

13 if ~exist(’t0’,’var’) 7 default time shift
14 t0=0;

15 end

6t = (t-t0)/s; J substitution

17y = pi~(-1/4); 7 Hermite function (HF) of order 0
18 if n > O

19 y_.1 =1y,

20 y = pi~(-1/4)*sqrt(2)*t; J HF of order 1

21 for k = 2:n

22 y_.2 =y_1; % y_2 ... HF of order k-2

23 y_1 =y; 4 y_1 ... HF of order k-1

24 y = y_1.xtxsqrt(2/k) - y_2x*sqrt((k-1)/k);
25 end

26 end

27y = y.xexp(-t."2/2)/sqrt(s);
28 if ~isempty(find(isnan(y) ,1)) % check <¢f there are Nal
values
29 warning (’Unable toevaluate function. Order too high.
”)
30 end

31 end

A.3 Priama Hermiteova transformacia

Vypis A.3: HSpectrum

1 function [ ¢, sO, t0O ] = HSpectrum( f, t, N, sO, t0 )
2 JHSPECTRUM(f,t,N) Evaluates Hermite spectrum of signal f

34 f signal wvector

4 7 t time wvector
5 7 N mazimal order of Hermite function in the

approximation

6 if ~exist(’t0’,’var’)

7 t0=0;

8 end

9 if ~exist(’s0’,’var’) / default scale wvalue
10 [sO,t0] = HScaleM(f,t);

11 end
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12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

10

c = zeros (1,N+1);

t HF = (t-t0)/s0; / substitution

HF = pi~(-1/4)/sqrt(s0);

c(1) = trapz(t,f.*xHF.*xexp(-t_HF."2/2));

if N > 0
HF 1 = HF;
HF = pi~(-1/4)*sqrt(2)*t_HF/sqrt(s0);
c(2) = trapz(t,f.*HF .*xexp(-t_HF."2/2));
for k = 2:N

HF 2 = HF _1; 7 y_2 ... HF of order k-2
HF 1 = HF; A y_1 ... HF of order k-1
HF = HF_1.xt_HF*sqrt(2/k) - HF_2x*sqrt ((k-1)/k);

if ~isempty(find(isinf (HF) ,1)) / check if there
are Inf wvalues
warning (’Unable toevaluate function. Order
tooyhigh. Higher coefficients cywill bey
replaced byy,zeros!’)
break
else
c(k+1) = trapz(t,f.*HF.*xexp(-t_HF."2/2));
end
end
end

end

A.4 Inverznia Hermiteova transformacia

Vypis A.4: HSpectrumInv

function [ f ] = HSpectrumInv( c, t, sO, tO )
AHSPECTRUMINV( ¢, t, s, t0O ) Evaluates iverse Hermite

transform
VA c wvector containing spectrum coefficients
VA t time wector
% sO time scale
VA t0 time shift
if ~exist(’t0’,’var’)

t0=0;

end
if ~exist(’s0’,’var’)
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11 sO = 1;

12 end

13 t_ HF = (t-t0)/s0; /4 substitution
14 HF = pi~(-1/4)/sqrt(s0);

15 £ = c(1)*HF .*xexp(-t_HF.~2/2);

16 N=length(c) -1;

17 if N > 0

18 HF _1 = HF;

19 HF = pi~(-1/4)*sqrt(2)*t_HF/sqrt(s0);

20 f =f + c(2).xHF .xexp(-t_HF."2/2);

21 for k = 2:N

22 HF_2 = HF_1; /4 y_2 ... HF of order k-2

23 HF_1 = HF; 4 y_1 ... HF of order k-1

24 HF = HF_1.%t_HF*sqrt(2/k) - HF_2x*sqrt ((k-1)/k);
25 if ~isempty(find(isinf (HF) ,1)) /7 check %f there

are Inf wvalues

26 warning (’Unable toyevaluate function. 0Ordery
toophigh. Higher coefficients cywill be
replaced by,zeros!’)

27 break

28 else

29 f = f + c(k+1)*HF .*xexp(-t_HF."2/2);

30 end

31 end

32 end

33 end
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B OBSAH PRILOZENEHO CD

Prilozené CD obsahuje:

1. Tento dokument.
2. Funkcie:

HFunction.m - generuje Hermiteove funkcie

HMaxRoot.m - vracia polohu najvécsieho korena Hermiteovho polynému
HPlotcm.m - vykreslenie ¢lenov spektra

HPolynomial.m - generuje Hermiteove polynémy

HRoots.m - ndjde vSetky korene Hermiteovych polynémov

HScaleG.m - vracia volitelné parametre urcené na zaklade gradientu
HScaleM.m - vracia volitelné parametre urc¢ené na zéklade momentov
HSpectrum.m - priama Hermiteova transformacia

HSpectrumInv.m - inverznd Hermiteova transformacia

3. Demonstracné skripty:

aprox_ sinG.m - volba parametrov na zdklade gradientu

aprox_ sinM.m - volba parametrov na zaklade momentov signalu
aprox_sinT.m - volba parametrov na zaklade doby trvania signalu
aprox_ windowG.m - volba parametrov na zaklade gradientu

aprox_ windowM.m - volba parametrov na zaklade momentov signalu
aprox_window'T.m - volba parametrov na zaklade doby trvania signalu
boxcars.m - aproximécia signalu obsahujticeho tri okna

fourier spectrum.m - vyuzitie Hermiteovho jadra pre harmonickt ana-
Iyzu signalu

grafy  HF.m - grafické priebehy Hermiteovych funkcii

korene  HF.m - poloha korenov Hermiteovych polynémov

polynomy.m - grafické priebehy Hermiteovych polynémov

preverenie ortonormality.m - kontrola kvality generovanych funkcii
priepustnostHT.m - vplyv radu Hermiteovho jadra na ziskané harmonické
spektrum signalu

spektrum_ 2sinus.m - spektrum signalu obsahujiceho dve frekvencne blizke
harmonické zlozky

time_ frequency.m - Gaborova transformacia Hermiteovych funkcii
vplyv__kroku.m - vplyv kroku na momenty signalu

window_signal.m - zlepSenie volitelnych parametrov na zaklade momen-

tov vyuzitim gradientu

Subory boli vytvorené a otestované v prostredi MATLAB R2015b.
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