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Ú V O D 

Fourierov rozvoj signálu pomocou harmonických funkcií (sin x, cos x, e^x) je len 

špeciálnym p r ípadom Fourierovej t ransformácie . V skutočnost i existuje množs tvo 

iných sys témov funkcií, k to ré sa da jú využiť pre Fourierovu t ransformáciu . J e d n ý m 

z pr íkladov t akých to funkcií sú Hermiteove polynomy, k t o r ý m sa venuje t á t o práca . 

P rvá kapitola popisuje Hilbertov priestor L2(a,b) kvadraticky integrovateľných 

funkcií a obsahuje dôležité definície. Následne sa zameriavam na Hermiteove poly

nomy a Hermiteove funkcie. Uvádzam ich základné vlastnosti, spôsoby generovania 

a kontrolu ortonormality vygenerovaných výsledkov. 

D r u h á kapitola je z a m e r a n á na časovo-frekvenčné vlastnosti týchto funkcií využi

t í m Fourierovej t ransformácie , Gaborovho diagramu a t ransformácie j ednoduchých 

signálov. Je tu p r e s k ú m a n á možnosť využi t ia Hermiteovych funkcií pre získanie har

monického spektra signálu. 

A b y bolo možné dosiahnuť čo najlepšiu aproximáciu signálov, tretia kapitola je 

venovaná rôznym m e t ó d a m opt imálnej voľby mierky a časového posunu. 

V poslednej kapitole sa nachádza konkré tne použi t ie nav rhnu tých algoritmov 

a ich demonš t rác ia na pr ík ladoch signálu. Vďaka tomu je možné porovnať kvali tu 

jednot l ivých m e t ó d opt imálnej voľby volných parametrov aproximácie. 

12 



1 Z Á K L A D N E P O J M Y 
V tejto časti definujem dôležité pojmy a vlastnosti všeobecnej spektrá lnej analýzy. 

Ide o pojmy nevyhnu tné v ďalších čast iach práce . 

1.1 Priestor L 2 

Uvažujme signál, k to rý je v intervale (a, b) daný matematickou funkciou f (t). 

Veta 1.1 0 meratelnej kopmlexnej funkcii f (t) reálnej premennej t hovoríme, že je 

integrovatelná s kvadrátom (s druhou mocninou), ak existuje (a má konečnú hodnotu) 

integrál 

Túto vlastnost funkcie značíme f G L2(a,b), skrátene f G L 2 [1]. 

Podmienka, kvadratickej integrovateľnosti f (t) v intervale (a, b) vlastne znamená , 

že signál m á konečnú energiu. 

P r í k l a d : Funkcia f (t) — l/y/t v intervale (0,1) nie je kvadraticky integrovatelná, 

pretože 

Veta 1.2 Skalárny súčin funkcií f (t) a g(t) v priestore L2(a,b) označujeme (f, g) 

a je definovaný vztahom 

(1.1) 

(1.2) 

kde g{t) značí komplexne združenú funkciu k funkcii g(t). 

Veta 1.3 Normu funkcie značíme | | / (ŕ ) | | a je definovaná vztahom 

(1.3) 

Kvadrá t normy je energiou signálu. 

Veta 1.4 Pre skalárny súčin platí nerovnost 

I (/,</)!< 11/11 - b (1.4) 

a nazýva sa Schwarzova nerovnost. 

13 



Veta 1.5 Vzdialenosť dvoch funkcií je definovaná vzorcom 

p(f,g) = \lj)f(t)-9(t)\2 dt (1.5) 

a platia pre ňu tieto základné vlastnosti 

p(f, 9) > O, p(f, g) = O práve, ak f = g; 

p(f,g)<p(f,h)+p(g,h); (1.6) 

p(f,g) = p(g,f)-

Vety 1.2 až 1.5 pochádza jú zo zdroja [2]. 

1.2 Ortogonálna báza 

Veta 1.6 Funkcie f (t), g (t) sú v L2(a,b) kolmé (ortogonálně), ak 

(f,g)= ŕf(t)W)dt = o. (1.7) 
J a 

Ortogonalita má , ako bude neskôr ukázané , veľký v ý z n a m pri spektrá lnej analýze. 

Veta 1.7 O postupnosti funkcií e\, 62,63, ... hovoríme, že je ortogonálna v L2, ak 

(e n, 6 m ) > 0 pre n = m, 

(e„,em) = 0 pre n ^ m, 

pričom n, m E N. 

Veta 1.8 O postupnosti funkcií eíy 62,63, . . . hovoríme, že je ortonormálna v L2, ak 

je ortogonálna a navyše platí \\en\\ = 1, teda 

ifin, C m ) \ 

1° 
pričom n, m E N. 

Veta 1.9 Ortogonálna sústava 61,62,63, 

jedna z týchto podmienok: 

1. Pre každý signál f G L 2 platí 

\\f(t)\\2 

pre n = m 

(1.9) 
pre n ý m, 

je úplná v L2 (tvorí bázu), ak platí aspoň 

f ; l ( / , e ^ 2 (1.10) 
n=l p i 

14 



2. Pre každý signál f G L2 platí 

f = t ^ '1.111 
n = l I p i l l 

5". Äw každému f G L 2 a e > O existuje konečná lineárna kombinácia 

N 

f N — E C " e r ;i.i2) 
n=l 

pre ktorú | | / — /jv|| < e. 

Veta 1.10 Fourierovym radom signálu f (x) vzhľadom k ortogonálnemu systému 
e i ; e 2 , e 3 , ... sa nazýva rad 

oo 

E c « e « W > (1-13) 
n = l 

pre ktorého koeficienty platí 
(f, Cr, 

I 6 « . €- r. 

Veta 1.11 V priestore L 2 ( a , 6 ) platí Parsevalova rovnost 

/ l / ( í ) | 2 d í = E 
Ja n 

kde cn sú zložky spektra f (t). [2] 

i2 
I ) 

n=0 

;i.i4) 

;i.i5) 

Tab. 1.1: Prehľad niektorých významných or togonálnych báz 

Názov Tvar postupnosti Interval ortogonality (a, b) 

Trigonometrické funkcie {cos nt} (0.7T) 

Trigonometrické funkcie {sin nt} (0.7T) 

Trigonometrické funkcie {cos ní , sin nt} (-7T,7t) 

Komplexné exponenciálne funkcie {e>nt} (-7T,7t) 

Besselove funkcie {VtJm(Xnt)} (0,1) 
Laguerrove funkcie {éVL^(t)} (0,oo) 

Legendreove funkcie {Pn(t)} (-1,1) 
Cebyševove funkcie { V l - í 2 T n ( ŕ ) } (-1,1) 
Hermiteove funkcie {e-t2/2Hn(t)} (—oo,oo) 

Pret iahnuté sférické vlnové funkcie 
Prolate Spheroidal Wave Functions [3] 

{lpn(c,t)} (—oo,oo) 

( - T / 2 . T / 2 ) 

15 



1.3 Hermiteove polynomy 

1.3.1 Definícia 

Hermiteove polynomy bývajú v l i te ra túre definované rôznymi spôsobmi. Jednou 

z možnost í je vyjadriť ich ako koeficienty rozvoja takzvanej generujúcej funkcie 1 

oo ±n 

e2xt~t2 = £ f f » ( a f e (1-16) 
n= 

odkiaľ plynie t akzvaný Rodriguesov vztah 

n = 0 n -

2 
Hn{x) = ( - 1 ) » ^ ^ ^ - , n e f . (1.17) 

dxn 

Po vykonaní naznačenej derivácie dos távame 

" • ( • ' ^ Ä ^ ' ( L 1 ! 

kde h = \n pre pá rne n a / i = | ( n - l ) pre nepárne n . [4] 

P rvých šesť po lynómov m á tvary 

= 1, 

= 2x, 

= 4x2-- 2 , 

H3\ = 8x3 -- 12x, 

H4i = 16x4 - 48x 2 + 12, 

H5\ = 32x5 - 160x 3 + 120x 

;i.i9) 

N a obrázku 1.1 sú ich grafické priebehy v okolí poč ia tku súradnicovej sústavy. Kvôli 

prehľadnost i sú zobrazené prvé štyri polynomy Vyššie r á d y nadobúda jú vysoké 

funkčné hodnoty. 

1 Pr i Hermiteovych polynómoch zámerne používam premennú x namiesto t. To preto, že neskôr 
zavediem substitúciu x = (t — to)/A, kde íq a A sú konštanty. 

16 
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Obr. 1.1: Grafické priebehy prvých š tyroch Hermiteovych polynómov 

1.3.2 Vlastnosti 

Veta 1.12 Hermiteove polynomy sú ortogonálně v intervale (—00,00) s váhou 

wlx) = e 

e x HJx)Hm(x)áx = < 
2nn\\fň pre n = m 

0 pre n 7̂  m. 
;i.2o) 

Veta 1.13 y = Hn(x) je riešením lineárnej diferenciálnej rovnice druhého rádu v tvare 

y" - 2xy' + 2ny = 0, (1.21) 

ktorá sa nazýva Hermiteova rovnica. [4] 

Veta 1.14 Pre deriváciu Hermiteovho polynomu rádu n platí 

H'n(x) = 2nHn_1(x), n G N . (1.22) 

Veta 1.15 Hermiteove polynomy spĺňajú rekurentný vzťah 

Hn+1(x) = 2xHn{x) - 2nHn_l(x), n e N . (1.23) 
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Tento vzťah je dôležitý pre generovanie polynómov vyšších rádov. Je výhodnejší , 

než vzťah (1.18), pretože nevyžaduje vyčíslenie faktoriálov, k toré sú pre veľké n 

výpočtovo náročné . 

Veta 1.16 Hermiteov polynom rádu n je párnou funkciou pre párne n a nepárnou 

funkciou pre nepárne n 

Hn(x) = (-l)nHn(-x), n G N°. (1.24) 

Veta 1.17 Pre n —> oo a konečné x platí asymptotické vyjadrenie [5] 

n J-1 n n 
Hn(x) ^2 2 n 2 e 2 e 2 cos I v 2 n + lx —j . (1.25) 

Grafický priebeh Hwo(x) a jeho aproximáciu t ý m t o vzťahom zobrazuje graf 1.2. 

2 

1.5 
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0.5 

S 0 

o o 

x " -0.5 

-1 

-1.5 

-2 

-2.5 

x10 94 
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--

I 

H iooM 
aproximácia 

i I 

H iooM 
aproximácia 

i 

-1.5 -0.5 0 
X 

0.5 1.5 

Obr. 1.2: Hermiteov polynom r á d u 100 a jeho aproximácia podľa vzťahu (1.25) 

Veta 1.18 Ortonormálny polynom Pn(x) má n reálnych jednoduchých koreňov, ktoré 

ležia v intervale (a,b). Korene Pn(x) oddeľujú korene Pn+i(x). [2] 

Uvedená vlastnosť sa dá pozorovať na grafických priebehoch 1.1 a 1.3. 
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Obr. 1.3: Poloha koreňov Hermiteovych polynómov 

Veta 1.19 Pre najväčší koreň xm Hermiteovho polynomu Hn(x) rádu n platí 

H 1 l im xm = \/2n + 1 
VQ $2n + 1' 

1.26) 

kde i\ je prvým nenulovým reálnym koreňom Airyho funkcie A(x), %\j\/6 ~ 1, 85575. 

m 

Obrázok 1.4 porovnáva sku točnú polohu koreňov s polohou získanou podľa tohto 

vzťahu. N a obrázku 1.5 je nás ledne uvedená re la t ívna chyba aproximácie ôx vypo

č í t aná podľa 

ôx = ( X m ' a ~ X m ) , (1.27) 
.i ( 

kde xm je sku točná poloha koreňa a xm^a je jeho aproximácia . 
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Obr. 1.4: Poloha najväčšieho koreňa Hermiteovho po lynómu a aproximácia podľa 

vzťahu (1.26) 
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Obr. 1.5: Re la t ívna chyba aproximácie koreňa Hermiteovho po lynómu vzťahom 

(1.26) 
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1.4 Hermiteove funkcie 

1.4.1 Definícia 

A k Hermiteove polynomy vynásobíme odmocninou z váhovej funkcie a nás ledne ich 

normalizujeme, získame takzvané Hermiteove funkcie v tvare 

M*) = i 1 Hn {x) e"í. (1.28) 

N a tieto funkcie je možné aplikovať subs t i túc iu x = (t — to)/\, 

M\to;t)= i 1 Hn{x)e-^. (1.29) 
'2nn\\^/7Ť 

Parameter A sa nazýva mierka, parameter to časový posun (v anglickej l i te ra túre 

„scale" a „t ime shift"). 2 

Prvých šesť funkcií m á tvary 

V o ( l , 0 ; í ) = - ^ e - í , 

e " 2 $2 (1 ,0;* ) = p - (t2 - l) 

$ 5(1, 0; *) = - Í- ( t 5 - 10í3 + 15í) e - T . 

N a obrázkoch 1.6 a 1.7 sú zobrazené grafické priebehy týchto funkcií. 

;i.3o) 

2Mierka sa prípadne uvádza aj v tvare a = l /A, napríklad v článku [8] 
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1.4.2 Vlastnosti 

Je viditeľné, že pre vysoké r á d y sa časový priebeh Hermiteovych funkcií v okolí 

poč ia tku blíži harmonickému priebehu. Využi t ím vzťahu (1.25) a Stirlingovho vzťahu 

pre n! dos távame približné vyjadrenie pre Hermiteove funkcie. 

Veta 1.20 Pre n —>• oo a konečné x platí 

cos ( \ / 2 n + 1 x - ^ ) . (1.31) 
V2 

^ -K y/n V 2 

Hermiteove funkcie sú o r tonormálně v L^—oo, oo) s váhou w(t) = 1. 

1 pre n = m 
^n(X,tQ;t)^m(X,tQ;t)dt = \ (1.32) 

3 10 pre n =/ m 

Dajú sa priamo využiť na získanie spektra signálu 

ľOO 
c„ (A , t 0 ) = / / ( í ) ^ ( A , í 0 ; í ) d í . (1.33) 

Rôzne zdroje, napr ík lad [7], [8] a [9] uvádzajú postupy, ako čo najlepšie voliť para

metre A a to-

Veta 1.21 Hermiteove funkcie spĺňajú rekurentný vzťah 

- ^ „ - l ( t ) + y - ^ - V n + l ( * ) - (1.34) 

Veta 1.22 Pre deriváciu Hermiteove] funkcie platí 

/
Yi í Ti -\- 1 

- ^ - l ( t ) - y ^ - ^ n + l W - (1-35) 
Veta 1.23 Ortogonálně polynomy spĺňajú Cristoffelovu-Darbouxovu formulu. Pre 

Hermiteove funkcie má tvar 

N V - / f \ i Í \ N+1J>N (y)j>N+i (x) - ýN+i (y)j>N+1(x) 
2^ 1pn{X)lpn{y) = \ —Z ——" (1-36) 

1.4.3 Spôsoby generovania 

P r i generovaní bázového sys tému sú kladené pož iadavky na rýchlosť a presnosť. 

Prostredie M A T L A B š t a n d a r d n e pracuje s typom double a preto považujem za 

rozumné prispôsobiť mu algoritmy. Namiesto toho by síce bolo možné zvýšiť poče t 

p la tných číslic, s k to rými m á prostredie pracovať, ale vtedy dochádza k vý raznému 

predĺženiu času výpoč tu . 
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Overil som, že výpočet Hermiteovych polynómov, či už na základe Rodrigue-

sovho vzťahu (1.18) alebo r eku ren tným vzťahom (1.23) nie je vhodný. N a obrázku 

1.2 je vidno, že polynom r á d u 100 už v blízkosti poč i a tku (pre x < 2) n a d o b ú d a 

funkčné hodnoty r á d u 10 9 4 . P r i vyšších rádoch polynómov alebo pre väčšie x dochá

dza k prekročeniu rozsahu typu double a v ý s t u p o m sú nepouži te lné hodnoty Inf, 

teda nekonečno. 

N a základe uvedených zistení som musel hľadať iný postup. Riešením je generovať 

Hermiteove funkcie, pre k toré tiež existuje rekuren tný vzťah (1.34). 

Výpis 1.1: Realizácia r ekuren tného vzťahu, vyňa t é z funkcie HFunction. 
17 y = p i ~ ( - l / 4 ) ; % Hermite function (HF) of order 0 

18 i f n > 0 

19 y _ l = y; 
20 y p i ~ ( - 1 / 4 ) * s q r t (2 ) * t ; % HF of order 1 

21 f o r k = 2 : n 
22 y_ 2 = y _ l ; % y_2 ... HF of order k-2 

23 y _ l = y ; % V-l • • • HF o f order k-1 

24 y y _ l . * t * s q r t ( 2/k) - y _ 2 * s q r t ( ( k - 1 ) / k ) ; 
25 end 
26 end 
27 y = y . * exp (-t . ~ 2 / 2 ) / s q r t ( s ) ; 

Funkcie sú normalizované, v dá tových typoch sú teda uložené menšie číselné 

hodnoty. T a k ý m t o spôsobom sa mi podarilo generovať funkcie r á d u 650. P r i vyšších 

rádoch a veľkých hodno tách t opäť dochádza k problému priveľkých funkčných hod-

nôt a výsledkom rekuren tného v ý p o č t u je hodnota Inf . P r i nás lednom vyčíslení e 2 

vzniká príliš m a l á hodnota a je zaokrúhlená na hodnotu 0. Súčinom týchto medzi-

výsledkov je neurč i tý výraz NaN, teda Not-a-Number. T á t o skutočnosť je výhodná , 

pretože nevznikajú nesprávne výsledky, k toré by bolo po t r ebné zložito kontrolovať. 

Užívateľ je informovaný tak, že funkcia hlási „warning" . Navyše často postačuje 

vyčísliť funkciu len pre |ŕ| < tm, kde tm je ne jaká m a x i m á l n a hodnota, napr ík lad 

d a n á signálom. To znamená , že pre m n o h é signály nie je p roblém realizovať ich 

aproximáciu Hermiteovymi funkciami až do r á d u niekoľko tisíc. 

N a obrázku 1.8 je zobrazená časť Hermiteovej funkcie r á d u 650. Je pá rna , preto 

som j u vykreslil len pre k ladné hodnoty t. Pre t > 38 boli vygenerované hodnoty 

NaN, preto ďalší grafický priebeh chýba. 
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-r> 0.1 
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to 

Obr. 1.8: Hermiteova funkcia r á d u 650, A = 1,Čq = 0. 

1.4.4 Overenie ortonormality 

Za účelom kontroly ortonormality získaných funkcií som v pros t red í M A T L A B ge

neroval maticu M skalárnych súčinov týchto funkcií. 

í ($oM 

M 

V ideálnom pr ípade by mala byť matica M rovná jednotkovej matici I. 

íl 0 ••• o \ 

0 1 

0̂ 0 

o 

v 

;i.37) 

'1.38) 

Pre účely integrácie som použil numer ickú lichobežníkovú m e t ó d u . So zmenšujúcou 

sa per iódou vzorkovania Ts sa matica M z ískaná v ý p o č t o m blíži jednotkovej matici I. 

Rozdiel tých to dvoch ma t í c označím E = M — I. P r i voľbe Ts — 0, 01, A = 1, čo — 0 

a m a x i m á l n o m ráde TV = 100 sú prvky matice E v absolútnej hodnote menšie než 
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1,8 • 10 1 5 . Väčšina prvkov E je r á d u 10 1 až 10 1 6 nezávisle na tom, či ide o prvky 

diagonály alebo nie. 

Obr. 1.9: R á d jednot l ivých prvkov matice E . 
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2 F R E K V E N Č N É V L A S T N O S T I H E R M I T E O -
V Y C H F U N K C I Í 

Kapi to la popisuje Hermiteove funkcie vo frekvenčnej oblasti a demonšt ru je možnosť 

využiť Hermiteovu t ransformáciu pre získanie harmonického spektra. P r i výpoč toch 

Hermiteovej t ransformácie sa v tejto kapitole neprihliada na op t imá lnu voľbu A a to, 

aby sme sa mohli plne zamerať na základné vlastnosti tejto t ransformácie . Všade, 

kde nie je napísané inak, som zvolil A = 1 s a ío = 0 s, aby boli vzťahy v tejto 

kapitole prehľadnejšie. T ý m t o parametrom b u d ú venované zvyšné dve kapitoly. 

2.1 Fourierova transformácia 
Veta 2.1 Pre signál f (t) môžeme v časovej oblasti definovat jeho efektívnu dobu 

trvania D a vo frekvenčnej oblasti efektívnu šírku spektra B, ktoré sú mierou rozptylu 

okolo stredných hodnôt to a UQ 

U. t\f(t)\2dt UJ0 

+oo 

u\F(u)\2duj (2.1) 

D i^(t-t0y\f(t)rdt 

\l I^\f(t)\2dt 

B 
\ I^\F(u)\2du 

(2.2) 

Veta 2.2 Pre efektívnu dobu trvania signálu D a efektívnu šírku spektra B platí 

relácia neurčitosti 

DB> -
~ 2 

Táto nerovnost platí pre všetky signály. 

Veta 2.3 Fourierova transformácia Hermiteovej funkcie má tvar 

& {^n (t)}= (t) e ^ d t = ^ r > n M 

(2.3) 

(2.4) 

Využitím základných vlastností Fourierovej transformácie sa dá uvedený vztah zo-

všeobecnii na prípad ipn(X, t0; t) 

^{^„(A,í0;í)} = ^ j - n \ e - ^ n { \ u ) (2.5) 

Hermiteove funkcie s nu lovým časovým posunom ma jú buď reálne, alebo rýdzo ima

ginárne spektrum - obrázky 2.1. Tiež je pozorovateľný vplyv mierky súvisiaci s re

láciou neurči tos t i . 
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Časový priebeh Amplitúdové frekvenčné spektrum 

-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 
t UJ 

Obr. 2 .1: Hermiteove funkcie v časovej a vo frekvenčnej oblasti 
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Veta 2.4 Pre reláciu neurčitosti ipn(X,t0; t) platí 

DnBn = n + l- (2.6) 

kde Dn je ekvivalentná doba signálu a Bn je ekvivalentná šírka spektra ipn(X,to',ť). 

Majme aproximáciu signálu f (t) konečným radom Hermiteovych funkcií ,/W(í). 

Pre jej Fourierovu t ransformáciu ľahko odvodíme 

N 

FN(u) = & {fN(t)} = J2 Cn^ {Mt)} = 
n=0 

, N r+oo  
E cnv^rni>Áu) = E / f(t)Mt)dtV2^rn^n 

„ n „ n J — CO n=0 n=0 

r+oo N , r+oo 

' E ^ 
n=0 

Veta 2.5 Hermiteovo jadro Fourierovej transformácie má tvar 

N 

/

+co N r+oo 

f (t) E V2^rnMt)M^t = / f(t)KN(t,u)dt (2.7) 
-oo „ _ n J — co 

/ f J V ( í , w ) = v ^ E r n Í ( í ) Í H (2.8) 
n=0 

Prvé štyri j a d r á ma jú tvary 

K0(t,u) = y/2e~ 

1. \ «2+^2 

K2(t,u) = V2 - j - t u - - í V J e " — 

Ä 3 ( ŕ , o ; ) = V 2 - — j—tu - -t2u2 + j—t u e—~ 
Ó K ' ' V8 J16 8 J 4 8 / 

Obrázok 2.2 zobrazuje jadro Kw(t,u), obrázok 2.3 zobrazuje jadro KWo(t,u) 

(2.9) 
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Reálna časť 

-10 10 

Imaginárna časť 

-10 

Obr. 2.4: Jadro K100(t,u) 

10 

N a obrázku 2.4 min imá lnym h o d n o t á m pris lúcha čierna farba, nule šedá a ma

x imálnym h o d n o t á m zodpovedá biela. 

Reálna časť Imaginárna časť 

Obr. 2.5: Jadro Kwo(t, UJ) v okolí poč ia tku sús tavy súradníc 
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-15 -10 -5 0 5 10 15 
t 

Obr. 2.6: Abso lú tna hodnota K100(t,u) 

N a obrázku 2.6 je doda točne zobrazená abso lú tna hodnota Kwo(t,uj), pr ičom 

nulovej funkčnej hodnote je p r i r adená čierna farba. 

Uvedené jadro je možné využiť pre získanie Fourierovej t ransformácie signálu. 

P r e skúma jme teda, aký vplyv m á rád jadra TV na získané spektrum skúmaného 

signálu. V h o d n ý m bude signál f (t) = ô(t). Pre jeho spektrum pla t í {S(t)} = 1, 

vďaka čomu budeme môcť dobre pozorovať vplyv N. 

N N 

n=0 n=0 
N N 

STH Y. M") l ^ ( 0 ) l 
n=0 n=0 

(2.10) 
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Obr. 2.7: Frekvenčné spektrum aproximácie ô (t) konečným radom ipn(ť) po TV = 650 

N a grafickom priebehu 2.7 je vidno, že získané spektrum sa blíži frekvenčnej cha

rakteristike ideálnej dolnej priepuste s medznou frekvenciou oom ~ \/2N. Vieme, že 

jej impulzovou charakteristikou by mala byť funkcia sin ŕ / í . Nájdime teda Hermiteov 

rad f N (t) pre signál f (t) = ô (t). 

/
+0O 

5{t)i>n{t)dt = J2 i ( í ) i ( 0 ) (2-11) 
n=u n = u "°° n = 0 

N a tuto sumu je možné aplikovat Christoffelovu-Darbouxovu formulu (1.36) a preto 

fN(t)=

 N ± 1 MWN+IJÍ) - ýN+1(o)ýN+1(t) 
y 2 ij 

Pre N — 650 sa aproximácia f^o odlišuje od sinc(v / 2iVŕ/7r) relativnou kvadratickou 

chybou o velkosti 0,3 %. 
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Obr. 2.8: Časový priebeh aproximácie ô (i) radom ipn(ť) po TV = 650 

P r í k l a d : Majme komplexný signál f (t) = e + J W ° ť . Pre jeho Fourierovu transfor

máciu s využ i t ím K (t, u) odvodíme 

/

+oo r+00 N 

f(t)KN(t,u)dt = / e+i"ot E V2^rnMt)Mu)dt 
-00 J-co n = Q 

n = 0 

(2.13) 

Vyčíslíme tento integrál využ i t ím subst i túcie a vzťahu (1.24) 

+00 

V > n ( í ) d í 

ŕ = — t í 

d í = — du 

t = — 0 0 <Š=> U — + O C 

í = + 0 0 u = — o c 

e " i a J 0 > n ( - M ) d M 

- F 

Dos távame 
N 

FN(u) =2nJ2 ýn{uo)^n{u) 

(2.14) 

(2.15) 
n=0 
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N a tuto sumu je možné aplikovat Christoffelovu-Darbouxovu formulu (1.36) a preto 

FM(UJ) = 2TT\ 

'N + 1 Í [ N ( U J 0 ) Í [ N + 1 ( U J ) - Í [ N + 1 ( U J 0 ) Í [ N + 1 ( U J ) 

V 2 00 — OOQ 

Preskúma jme teraz, ako sa bude získaný výraz správať pre veľké hodnoty N. Využi

t í m vzťahu (1.31) a vzťahov známych z goniometrie môžeme vzťah (2.16) upraviť 

na 

FN(u) « 2V27V-
_sm 

pre TV —> oc (2.17) 
( U - U Q ) V2N 

Je zaujímavé, že rovnaký výsledok dostaneme, ak budeme hľadať Fourierovu trans

formáciu /(*) a budeme predpokladať , že signál f (t) m á obmedzenú dobu trvania 

v intervale (-V2Ň, +V2Ň) 

m = 
smuj0t pre |ŕ| < y/2N 

0 pre |ŕ| > V2Ň 
(2.18) 

teda v oblasti, kde majú Hermiteove funkcie nezanedbateľné funkčné hodnoty. 

2.2 Gaborova transformácia 

Gaborova t ransformácia je k r á tkodobá Fourierova t ransformácia ( S T F T ) s oknom 

git) v tvare Gaussovej krivky. 

Veta 2.6 Pre Gaborov diagram signálu f (t) platí 

G (t, u) 
+oo 

/ ( r ) e - a ( r - ť ) 2 e - ^ r d r (2.19) 

P r i a — 0, 5 je diagram ipn(ť) kruhovo symetrický. 

Veta 2.7 Gaborov diagram Hermiteovej funkcie ipn(ť) má tvar [10] 

Gn(t,uj) 
V2nn\ 

(t2 + (2.20) 

Veta 2.8 Pre súradnice [tm,um] maximálnych hodnôt Gaborovho diagramu ipn(ť) 

platí 

t2

m + uj2

m = 2n, (2.21) 

Diagram má stred v počiatku sústavy súradníc [0; 0] a polomer y/2n. [10] 
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Diagram n á m poskytuje deta i lnú informáciu o pos tupných zmenách frekvencie Hermite-

ovych funkcií so zmenou času. A b y bola súvislosť medzi t ý m t o diagramom a časovým 

priebehom Hermiteovej funkcie zreteľnejšia, oba priebehy sú vynesené v grafe 2.11. 

Z týchto priebehov je zrejmé, že uhlová frekvencia w sa v čase t ~ — \/2n najprv 

prudko zvýši a potom sa v okolí poč i a tku blíži svojej maximálne j hodnote u ~ \/2n, 

až k ý m v t ~ +y/2n opäť neklesne k nule. 

-15 -10 -5 0 5 10 15 
t 

Obr. 2.11: Gaborov diagram, časový priebeh a spektrum funkcie -ŕ/>70 
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3 O P T I M Á L N A VOĽBA M I E R K Y A ČASOVÉHO 
P O S U N U 

P r i aproximácii signálu konečným p o č t o m členov spektra je žiadúce zabezpečiť, aby 

bol rozdiel medzi sku točným signálom a jeho n á h r a d o u čo najmenší . Hermiteove 

funkcie ma jú možnosť voľby mierky a časového posunu. Vhodnou voľbou týchto pa

rametrov je možné zabezpečiť čo najväčšiu zhodu medzi signálom a jeho vyjadrením 

konečným radom Hermiteovych funkcií. T á t o kapitola porovnáva jednot l ivé metódy, 

k toré rôznymi postupmi hľadajú t aké to op t imálne parametre. 

3.1 Chyba aproximácie 
Ako kr i té r ium chyby použi jem kvadrat ické kr i té r ium, pr ičom veľkosť kvadratickej 

chyby budem v ďalšom texte značiť £. Výhodou kr i tér ia je, že existujú viaceré mož

nosti jeho minimalizácie a zároveň je j ednoduché na výpočet . 

Veta 3.1 Pre energiu E rozdielu signálov f (t) a g (t) platí 

E= f\f{t)-g{t)\2 át. (3.1) 
Ja 

Veta 3.2 Pre signál f (t) a jeho aproximáciu f N (t) radom ortonormálnych funkcií 

až po rád N platí, že energia ich rozdielu je rozdielom ich energií 

b 2 „ A , ^ , 2 „ ľ b , , „ x ^ , 2 
6 v ( A , í 0 ) = / | / ( í ) - / Y ( A , í 0 ; í ) ľ d ŕ = / | / ( í ) r d í - / | / j v ( A , í 0 ; í ) ľ d í . (3.2) 

Ja Ja Ja 

Prípadne vyjadrené pomocou členov spektra 

£ ( A , * o ) = / | / ( t ) | 2 d í - E | c n ( A , í 0 ) | 2 . (3.3) 
J a n = 0 

Vetu je možné dokázať využ i t ím Parsevalovej identity (1.15). N a základe tejto vety 

je zrejmé, že pre kvadra t ickú chybu priamo pla t í vzťah 

oo 

£ ( A , Í 0 ) = E M A , Í 0 ) | 2 . (3.4) 
n=N+l 

Napokon je vhodné definovať re la t ívnu chybu 

t T N i |2 

Ér = h 2 = 1 - h 2 (3-5) 
J a l / ( í ) | 2 d í J a

6 | / ( í ) | 2 d í 
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3.2 Princíp zmenšenia chyby 
Spektrum signálu je závislé na mierke a časovom posune podľa rovnice (1.33). Tá to 

závislosť môže byť vysvet lená tým, že pri zmene parametrov A alebo č 0 sa energia 

spektra zachová (1.15), ale dôjde k jej prerozdeleniu medzi jednot l ivé zložky c„. 

V praxi môžeme z rozličných dôvodov vypočí tať len N +1 prvých členov spektra. 

P r i vhodnej voľbe parametrov A a čo je možné dosiahnuť to, že čo najväčšia časť 

energie bude v koeficientoch CQ až c^. Vďaka tomu sa minimalizuje energia zvyšných 

členov ( c a t + 1 a vyšších), k torých celková energia je priamo kvadratickou chybou 

6v (3.4). 

Je zrejmé, že chyba £ bude závislá na zadanom signále f (t), mierke A , posune čo 

a r áde aproximácie N. Predpokladajme, že op t imal izačná ú loha bude začínať pevne 

danými f (t) a N. Tieto parametre určujú tvar závislosti £ a t ( A , č 0 ) a teda na nich 

závisia súradnice A a čo globálneho minima chyby. Považujem za rozumné očakávať, 

že úspešná m e t ó d a minimalizácie chyby by mala čo najlepšie využívať tieto dve 

vs tupné informácie - signál f (t) a r ád aproximácie N. 

3.3 Voľba parametrov na základe tvaru signálu 

3.3.1 Využitie doby trvania signálu 

Ide o na j jednoduchší spôsob odhadu mierky A a časového posunu čo- Využíva skutoč

nosť, že spracúvaný signál f (t) býva často navzorkovaný iba na konečnom intervale 

( č m , č m ) . 

Í q(t) pre Ičl < tm  
U " " (3.6) 

0 pre |č| > tm 

kde tm > 0. 

Predpokladajme, že hľadáme aproximáciu konečným radom Hermiteovych fun

kcií až po rád N. Potom je rozumné voliť mierku tak, aby funkcia najvyššieho r á d u 

V>jv(A,čo;č) vyskytu júca sa v aproximácii presne pokryla celý interval (—tm,tm). 

Otázkou je, ako pokryt celý interval, pretože Hermiteova funkcia je (mimo svojich 

koreňov) nenulová a k nule sa asymptoticky blíži so vzras ta júc im č do nekonečna. Za 

jej „koniec" by sme mohli považovať napr ík lad polohu jej najväčšieho koreňa danú 

vzťahom (1.26), alebo polohu posledného inflexného bodu, pre k to rú približne pla t í 

č = \/2N + 1. 

Pre jednoduchosť za „koniec" zvolím inflexný bod, rovnako, ako článok [7]. Pre 
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opt imálnu mierku na symetrickom intervale p la t í 1 

A s y m " ( 3 ' 7 ) 

T ú t o úvahu je možné zovšeobecniť na nesymetr ický interval ( ŕ m i , ŕ m 2 ) , kedy 

fit) 
g (t) pre í e {tml,tm2) 

0 p r e í G ( - o o , ŕ m i ) U (tm2,+oo) 
(3.8) 

potom nie je náročné odvodiť op t imálne parametre 

j - tml tm2 "T tm2 tm\ . . 
t o = x = 2V2N+1 (3-9) 

3.3.2 Využitie momentov signálu 

Opäť ide o m e t ó d u , k to rá s k ú m a tvar signálu f (t), ale využíva viac informácií, 

než predchádza júca m e t ó d a . Zohľadňuje napr ík lad rozloženie energie alebo strmosti 

h r á n signálu. Tieto vlastnosti sa premietnu do takzvaných „momen tov" signálu f (t). 

Momenty sú dané vzťahmi 

mk = ľ tkf{t)át pre k = 0,1,2 
•Ja 

ms = í\f'(t)]2 dt. 
J a 

(3.10) 

Článok [9] uvádza , že chyba £JV(A, to) Je zhora ohraničená, p la t í 

UA,Í 0 )< 2(7V+1)A2 ( 3 ' n ) 

Je zrejmé, že t á t o ho rná hranica m á minimum pre 

to = — (3.12) 
m0 

A = ( f 1 (3.13) 
V m0m3 

Získali sme op t imálne parametre určené na základe tvaru signálu. Garan tu jú , že pre 

chybu takto zvolenej aproximácie signálu f (t) bude platiť 

U V , ) < V

 2

l

( j v + 1 ) m „ l J (3-14) 

X V ďalšom texte budem parametre, ktoré sú výstupom danej metódy, značiť so strieškou na 
odlíšenie od parametrov, ktoré nie sú považované za optimálne. 
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Avšak, treba mať na p a m ä t i , že sme našli globálne minimum horného ohraniče

nia chyby, nie minimum chyby samotnej. Parametre čo a A sú veľmi dobrou voľbou 

pre signály, k toré neobsahujú nespojitosti prvého druhu (skoky) [9]. Ľahko sa pre

svedčíme, že v opačnom pr ípade m e t ó d a s t ráca význam. Dos távame £JV(A,ČO) — 0 0  

a A = 0, pre tože m 3 = oo. 

Pre numerickú integráciu využívam lichobežníkovú m e t ó d u . V takom pr ípade sa 

pri navzorkovaní signálu p redpokladá , že jeho funkčná hodnota sa medzi bodmi vzor

kovania vždy mení l ineárne. Skoky potom nemajú nekonečný sklon, ale stále zostá

vajú isté komplikácie. P r i numerickom výpoč te momentu 777.3 môžu nastať problémy 

spojené s numer ickým derivovaním a numerickou integráciou. Hodnota derivácie v 

mieste skoku je silno závislá na per ióde vzorkovania Ts, pre tože Ts priamo určuje 

„šírku" skoku. Pre j ednoduchý signál (okno) v tvare 

f 
1 

< 

pre č < 1 
( 3 . 1 5 ) 

0 pre č > 1 

je závislosť op t imálnych parametrov zobrazená na obrázku 3 . 1 . V ideálnom pr ípade 

(pre Ts —> 0 ) sa mierka naozaj blíži nule ( A —> 0 ) . A k bude pe r ióda Ts príliš malá , 

môže sa stať, že ani Hermiteova funkcia najvyššieho r á d u nachádza júca sa v aproxi

mácii nepokryje celý priebeh signálu f {t). Konvergencia potom nie je za ručená ani 

pri pomerne veľkom poč te členov TV (rádovo stovky členov). 

0.4 

0.35 

0.3 

0.25 

o 0.2 

0.1 

0.05 

0 

-0.05 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 

T 
s 

Obr. 3 . 1 : Vp lyv per iódy vzorkovania Ts na parametre. 
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Ďalej si treba všimnúť, že na rozdiel od predchádzajúcej metódy, pr i tejto n e m á 

rád aproximácie TV žiadny vplyv na výsledné parametre. P r i malom TV môžu byť 

mierka z ískaná touto m e t ó d o u nevyhovujúca, ba dokonca o niekoľko rádov vzdialená 

od opt imálnej hodnoty. 

3.4 Numerická minimalizácia chyby 

Niekedy sa stáva, že chyba £ rjv(A, ŕo)> ktorej parametre sú určené predchádzajúcimi 

m e t ó d a m i , neklesá pod rozumnú hodnotu ani pri pomerne vysokom ráde aproxi

mácie. V takom pr ípade je stále možné skúsiť pozmeniť parametre A a to s cieľom 

minimalizovať ^Ar(A,ŕo)-

Napr ík lad by bolo možné použiť nek to rú zo známych numerických m e t ó d mi-

nimalizácie nelineárnej funkcie viacerých premenných . Taký to postup by znamenal 

potrebu vyčísliť spek t rá pre rôzne hodnoty A a í 0? pr ičom by sa nakoniec využilo len 

jedno z tých to spektier. N a p rvý pohľad je zrejmé, že t a k ý t o postup by bol nesmierne 

neefektívny. V ďalšom texte sa budem zaoberať m e t ó d a m i , k to ré sú výpočtovo menej 

náročné . 

3.4.1 Stacionárne podmienky chyby 

Článok [9] uvádza , že pre parciá lne derivácie chyby ^Ar (A , ŕ 0 ) platia nesledujúce 

vzťahy 
d£N(\,to) VžVŇTi 

dt0 A 

<9£jv(A,ŕ0) 

: C j v ( A , ŕ 0 ) c A r + i ( A , ŕ 0 ) , (3.16) 

kde 

2 7 j v + l C A r _ i ( A , ŕ o ) c A r + l ( A , ŕ 0 ) + 27Ar + 2 C A r (A , ŕo ) c A r + 2 (A , ŕo ) (3.17) 

\fn~\jn — 1 
In = -

2A 
Vyplýva z nich, že gradient chyby V £ a t ( A , čo) je závislý iba na š tyroch členoch spek

tra. Vypočítať gradient je teda omnoho jednoduchšie , než vypočí tať chybu samotnú . 

Autor i č lánku [9] navrhujú numericky hľadať s tac ionárny bod £ J V ( A , to), pre k torý 

plat í 

V 6 v ( A , ŕ 0 ) = 0 (3.18) 

A b y bola rovnosť splnená, musí platiť a spoň jedna z podmienok 

Cfc (A,ŕ 0 ) = c f c + i ( A , í o ) = 0, k = N -1,N,N + 1 (3.19) 

a preto odporúča jú vyriešiť sús tavu dvoch nel ineárnych rovníc (3.19) pre konkré tne 

k využ i t ím Newtonovej i teračnej metódy. 
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P r i snahe realizovať tento postup som narazil na niekoľko problémov. Chyba 

m á za bežných podmienok nesmierne veľký počet lokálnych ex t rémov a preto je 

výsledkom nájdenie len j edného (náhodného) lokálneho minima. Celkovo je veľmi 

nep ravdepodobné nájsť globálne minimum. 

Navyše podmienka (3.18) je sp lnená v každom s tac ionárnom bode, teda aj v lo

ká lnom maxime. Nie je pos tačujúcou podmienkou lokálneho ex t rému a preto je 

po t r ebné kontrolovať napr ík lad Sylvestrovo kr i tér ium, podľa k torého je existencia 

lokálneho minima po tv rdená , ak je sp lnená podmienka 

<9 2 6v(A,ŕ 0 ) 
dX2 

alebo 

> 0 (3.20) 

> 0 (3 .2 ! ) 

a determinant 
d 2 giv(A,ŕo) č> 2giv(A,ŕ 0) 

D d\2 dXdto (o 00\ 
U ~ d2ijN(\.t0) a 2 frv(A,to) y ó - A Z > 

d\dt0 <9ŕ2 

je kladný. Toto kr i té r ium si vyžaduje výpočet druhej derivácie chyby, pre k to rú som 

odvodil vzťahy 

d =
 2 L N + 1 ^ ° N + 1 (^N-ICNS - iN+lCN+l) + C j V - l (7Af+lCAr_i - 7 j V + 3 C n + 3 ) ] + 

+ 2 7 a t + 2 [CN+2 {^NCN-2 - 1N+2CN+2) + CN (7JV+2CJV ~ iN+lCn+i)] ~ 

2 
— ^ {1N+ICN-1CN+1 + 2^N+2CNCN+2) 

(3.23) 

d ^ T V ( A , Í O ) n o r / \ 1 / \ i 1 

—— = -2fíN+i [ C N + 1 {'JNCN-2 - IN+2CN+2) + CN ( 7 T V + I C A T - 1 - 7 i V + 3 C j V + 3 ) J + 
oXoto 

2 

(3.24) 

— ^ N } / °^ =
 2/5ÍV+I [cjv+i (PNCN-I — Ä V + I C J V + I ) + cN (/3N+ICN — PN+2CN+2)] 

(3.25) 

kde  
_ y/ň _ y/ňy/n - 1 

P~Xy/2] l n ~ 2X ' 
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3.4.2 Rekonštrukcia chyby na základe gradientu 

Z vyššie uvedených dôvodov som sa rozhodol navrhnúť inú m e t ó d u minimalizácie. 

Spočíva v tom, že namiesto priameho v ý p o č t u chyby podľa vzťahu (3.3) vypoč í ta 

gradient chyby a ten následne numericky integruje 

Vidno , že z ískaná funkcia je voči skutočnej chybe p o s u n u t á o in tegračnú konš t an tu 

C. To v skutočnost i vôbec nie je problém, pre tože hľadáme iba polohu minima, a 

jeho funkčná hodnota pre nás nie je dôležitá. Je zrejmé, že takto získaná funkcia 

£AT(A, to) + C je pre hľadanie minima chyby rovnako v h o d n á ako s a m o t n á chyba, ale 

jej výpočet je omnoho jednoduchš í (namiesto N koeficientov spektra s tačí vypočí tať 

š tyri) . 

Podstata postupu pre n á j d e n i e minima sa d á zhrnúť takto: 

1. N á h o d n e alebo využi t ím niektorej z vyššie uvedených m e t ó d zvolím poč ia točné 

hodnoty A a t 0 . 

2. Využi t ím vzťahov (3.16) a (3.17) v y p o č í t a m gradient v M2 bodoch nachádza

júcich sa v okolí A a to-

3. Numerickou integráciou gradientu v y p o č í t a m £AT(A,ÍO) + C V tých to M2 bo

doch. 

4. Vyberiem súradnice toho bodu, k to rému pris lúcha najnižšia funkčná hodnota 

£AT(A, to) + C a tieto nové hodnoty uložím do A a čo-

5. Podľa potreby môžem opakovať postup od bodu 2. 

P r i vhodnej voľbe skúmaného okolia m e t ó d a naozaj vedie k odhaleniu globálneho 

minima £JV(A, ŕrj)-

Voľba okolia: A k už m á m zvolené poč ia točné hodnoty A a to, zvolím obdĺžnikové 

okolie tých to hodnô t . Toto okolie rovnomerne navzorkujem v sieti bodov o rozmeroch 

M x M. Počet výpočtových operáci í je (približne) priamo úmerný M2. Za vhodnú 

voľbu považujem 10 < M < 100. 

Keďže výpočet môžeme uskutočniť len v konečnom poč te bodov, okolie by ne

malo byť príliš veľké. Veľké okolie z n a m e n á veľké rozostupy medzi bodmi vzorkovania 

a tie spôsobujú, že numer ická integrácia pres táva dávať správne výsledky. Funkčné 

hodnoty v jednot l ivých bodoch sú potom nesprávne a polohu minima nie je možné 

odhaliť. Naopak, príliš malé okolie neumožňuje preskúmať oblasti vzdialené od po

č ia točného odhadu parametrov a preto môže brániť odhaleniu globálneho minima 

chyby. 2 

2 Za bežných podmienok sa stáva, že počiatočný odhad leží v jednom z lokálnych miním a chyba 
pri malom posunutí najprv vo všetkých smeroch narastá, ale pri dostatočne veľkom posunutí začne 
opäť klesať k nižším hodnotám. Ide o prípad, kedy globálne minimum „leží až za kopcom" a kvôli 
malým rozmerom okolia „za tento kopec nedovidíme". 

(3.26) 

44 



N u m e r i c k á i n t e g r á c i a : Pre numerickú integráciu som použil Eulerovu modi

fikovanú m e t ó d u [ l l ] . A k poznáme chybu v nejakom bode [ A , č o ] , potom je možné 

približne vypočí tať chybu v inom, blízkom bode využi t ím vzťahov 

U W o ) - U K t 0 ) + ^k^A + ^ ( W 0 ) ^ j ( 3 2 7 ) 

6 v ( A , č 0 , + i ) - 6 v ( A , č 0 l l ) + + (3 -28) 

Keďže h lavným prob lémom tejto m e t ó d y je potreba v ý p o č t u V £ A T ( A , Č O ) VO veľkom 

poč te bodov, hľadal som spôsob, a k ý m by sa dal znížiť ich počet bez toho, aby došlo 

ku zväčšeniu chyby numerickou integráciou. 

Predpokladal som, že jednou z možnost í by bolo zlepšenie integrácie t ým, že by 

som nahradil l ichobežníkovú aproximáciu V £ A T ( A , Č O ) aproximáciou kubickým splaj-

nom. Pre nájdenie kubického splajnu medzi dvoma bodmi je p o t r e b n á nie len zna

losť funkčných hodnô t v týchto bodoch, ale aj znalosť prvých derivácií integrovanej 

funkcie. Potrebujeme teda vypočí tať deriváciu gradientu využi t ím vzťahov ( 3 . 2 3 ) a 

( 3 . 2 5 ) . 

Je vidno, že pri splajnovej integrácii je p o t r e b n ý výpočet ôsmych koeficientov 

spektra, čo je dvojnásobok oproti lichobežníkovej integrácii . Nanešťast ie sa ukázalo, 

že k vý raznému zlepšeniu získaných výsledkov použ i t ím splajnu nedôjde, pre tože 

d r u h á derivácia v jednot l ivých bodoch vzorkovania príliš prudko mení svoju hod

notu. Nepresnosť integrácie býva n a j m ä v mieste skokovej zmeny £ ( A , čo). Tento skok 

je oveľa jednoduchš ie lepšie navzorkovať, než sa snažiť odhadnúť jeho tvar na základe 

vyšších derivácií v nejakom inom bode. 

3.5 Porovnanie jednotl ivých metód 

Je zrejmé, že jednot l ivé m e t ó d y minimalizácie chyby sa líšia n a j m ä svojou výpoč

tovou náročnosťou, t ým, ako pracujú s f (t) a, N a, t iež t ým, do akej miery sa im 

poda r í chybu minimalizovať. Prvé dve odlišnosti som zhrnul do krátkej tabuľky, 

ale samotnej kvalite výsledkov jednot l ivých m e t ó d bude venovaná až nasledujúca 

kapitola. 
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Tab. 3.1: Prehľad m e t ó d pre určenie op t imálnych parametrov 

Metóda na základe Náročnosť Využitie dostupných informácií 

Doby trvania signálu 0 iV a trvanie f (t) 
Momentov signálu 4 len momenty / ( í ) , ignoruje iV 

Stacionárnych 
podmienok chyby 

1 až 20 

(podľa tvaru £AT(A,ÍO)) 
N aj f (t) 

prostredníctvom gradientu 

Rekonštrukcie chyby 
využitím gradientu 

400 až 40 000 

(podľa nastavenia užívateľa) 
N aj f (t) 

prostredníctvom gradientu 

Náročnosť udáva počet numerických integrácií v časovej oblasti, k toré m e t ó d a 

vyžaduje. Prvé dve m e t ó d y skúmajú signál priamo a preto nevyžadujú veľké množ

stvo výpočtov . Naopak, d ruhé dve m e t ó d y sa riadia iba gradientom chyby, a aby 

boli úspešné , musia „preskúmať" čo najväčšiu oblasť gradientu. 

V ý h o d n ý m postupom na zníženie výpočtovej náročnos t i je využiť viaceré m e t ó d y 

v sp rávnom poradí . Napr ík lad použiť výs tup prvej (najmenej náročnej) m e t ó d y ako 

počia točné podmienky poslednej (najnáročnejšej me tódy ) vyzerá ako jedno z roz

umných riešení. 
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4 A P R O X I M Á C I A K O N K R É T N E H O SIGNÁLU 

Ako ukážku správnej funkcie nav rhnu tých algoritmov u v á d z a m ich použi t ie na dvoch 

jednoduchých pr íkladoch. Cieľom bude tiež ukázať správanie jednot l ivých m e t ó d 

voľby opt imálnych volných parametrov, skrá tene optimalizačných metód. A b y bolo 

vždy jednoznačné , ktorej m e t ó d e prislúchajú získané parametre, zavediem nasledu

júce označenie 

Tab. 4.1: Označenie parametrov prislúchajúcich j edno t l ivým m e t ó d a m 

Metóda na základe Optimálne parametre 

Doby trvania signálu XT, toT 
Momentov signálu XM, toM 

Rekonštrukcie chyby využitím gradientu XG, ÍQG 

4.1 Harmonický priebeh 
Signál f {t), k to rý sa budem snažiť aproximovat pomocou Hermiteovych funkcií m á 

predpis 

sincjnŕ pre Iŕl < tm 

f (t) = i C 4 - 1 ) 
0 pre |ŕ| > tm 

-

A b y bolo možné aplikovať metódu momentov, nesmie f (t) obsahovať skoky. Signál 

bude spojitý, ak 
tm = k^ = k—, k e N, (4.2) 

kde T = 27r/u; je pe r ióda sínusovej časti signálu. Potom k priamo označuje počet 

per iód. 

4.1.1 Využitie doby trvania signálu 

Ako p rvú p reskúmajme na j jednoduchš iu m e t ó d u . Podľa (3.9) môžeme pre tento 

signál odhadnúť 

t0T = 0 A T = . t m (4.3) 
\/2N + 1 V ; 

Pre každé TV = 0,1, 2 , . . . , 100 som vyčíslil XT(N), realizoval aproximáciu f N (t) a 

na jej základe určil £ RA/"(Ar, ČOT)-

Grafické priebehy 4.1 a 4.3 obsahujú pr íklad aproximácie harmonického signálu 

f{t) konečným radom Hermiteovych funkcií fiooit), pr ičom tm — 0, 5, k — 5, respek

tíve k = 20. Obrázky 4.2 a 4.4 zobrazujú Hermiteove spek t rá týchto aproximácií . 
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Obr. 4.1: Aproximácia signálu f (t) radom Hermiteovych funkcií fioo(t), k = 5. 

Obr. 4.2: Hermiteovo spektrum signálu f (t), tm = 0, 5, k = 5 
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Obr. 4.4: Hermiteovo spektrum signálu f (t), tm = 0, 5, k = 20 
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Výsledná re la t ívna chyba aproximáci í signálov je na obrázku 4 . 5 . P r i voľbe 

mierky podľa vzťahu ( 4 . 3 ) bude mať na re la t ívnu chybu ^ ^ ( A T ^ O T ) vplyv počet 

per iód signálu k = tmuo/7r, ale nie jeho mierka. Mie rku signálu zmeníme, ak na

príklad zvýšime uhlovú frekvenciu uo na dvojnásobok, ale k zachováme. Vtedy tm 

klesne na polovicu, f (t) bude mať kra tš iu dobu trvania, čo sa prejaví poklesom \ T 

na polovicu. Hermiteove funkcie sa primerane skrá t ia a opäť pokryjú signál rovnako. 

Nedôjde ku zmene ^NÍ^T, tor)-

Obr. 4 . 5 : Chyba v závislosti na ráde aproximácie N. 

4.1.2 Využitie momentov signálu 

Preskúma jme teraz, či analyt ické parametre na základe momentov pr inesú zmen

šenie kvadratickej chyby. Pre ich výpočet je po t r ebné určiť momenty podľa vzťahu 

( 3 . 1 0 ) . 
1 

m0 = t m - -— srn 2u)0tm 
2UJ0 

m i = 0 

t3 ŕ t i (4-4) 
771 771 - —. Tľl !~\ • ,—\ 

m2 = — - -— srn 2u)0tm - —j cos 2u)0tm + srn 2u)0tm o A^JQ 

2 ^ 0 r. 

m3 = u0tm + — srn 2u0tm 
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Vďaka voľbe (4.2) dôjde ku zjednodušeniu vzťahov na tvary 

TÍIQ — tm 

m\ — 0 

•Hr / - 3 
m2 = 

m3 = k n 

6k2n2 t m 

2 „ 2 1 

(4.5) 

tr. 

Použ i t ím vzťahov (3.12), (3.13) a po následnej úprave dos távame pre op t imálne 

parametre 

toM = 0 
(4.6) 

A AI 

1 4 / 2 7 r 2 P - 3 _ y2n2k2 - 3 

OJQ V 6 ""* kn\/Q 

Zrejme ide o rozumný výsledok, že mierka by mala byť priamo ú m e r n á dobe trvania 

signálu, ale (oproti predchádzajúcej metóde) s faktorom nejako závislým na poč te 

per iód. 

Je viditeľné, že použi t ie momentov zabezpečilo menšiu chybu £ rjv, než m e t ó d a 

na základe doby trvania signálu. Došlo k výraznému zlepšeniu časového priebehu 

aproximácie signálu na obrázku 4.6 oproti priebehu na obrázku 4.3. 

1.5 

0.5 

o o 
0 

-0.5 

-1.5 
-0.6 -0.4 -0.2 0 

t 
0.2 

• f(t) signál 
f 1 0 0 ( t ) aproximácia 

0.4 0.6 

Obr. 4.6: Aproximácia signálu f (t) radom Hermiteovych funkcií fioo(t), k = 20. 
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Spektrum signálu na Obr. 4.7 tiež potvrdzuje zvýšenie kvality aproximácie oproti 

Obr. 4.4. Vidíme, že sa energia spektra presunula do nižších členov spektra na úkor 

energie vyšších členov, čo potvrdzuje teoretické úvahy v čast iach 3.1 a 3.2. 

80 90 100 

Obr. 4.7: Hermiteovo spektrum signálu f (t), tm — 0, 5, k — 20 

V grafe 4.8 je plnou čiarou zobrazená závislosť relat ívnej kvadratickej chyby 

Č,rN{^M,toM) na m a x i m á l n o m ráde TV aproximácie signálu. Prerušovanou čiarou je 

zobrazená analyticky určená ho rná hranica chyby podľa vzťahu (3.14). Vidno , že 

nerovnosť je sp lnená pre vše tky skúmané TV s pomerne veľkou rezervou. Urči te však 

bude zaujímavé preskúmať aj dolné ohraničenie £ r jv(A,to)- To môžeme nájsť tak, že 

použijeme numer ickú m e t ó d u , aby p reskúmala okolie A M , ÍQM-
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Obr. 4 . 8 : Chyba (plná) a jej ho rná hranica (prerušovaná) v závislosti na ráde apro

ximácie N. 

4.1.3 Využitie gradientu chyby 

Ako poč ia točný odhad som použil A T , ÍOT- A b y došlo k nájdeniu globálneho minima 

chyby, nastavil som veľmi vysoký počet skúmaných bodov M2 = 1 0 0 0 0 . Skúmané 

okolie som zvolil nasledovne 

0 , 3 A M < A < 2 A M - 0,5í m < t < 0,5tm ( 4 .7 ) 

V takto zvolenej oblasti bol vypoč í t aný gradient a ten bol je nás ledne numericky 

integrovaný. Výsledkom je sieť 1 0 0 x 1 0 0 bodov. Z nich je možné vybrať ten, k to rému 

pris lúcha najnižšia funkčná hodnota £JV(A, to) + C. 

Pre malé TV dokáže numer ická m e t ó d a zlepšiť voliteľné parametre a znížiť t ý m 

ŠN- S na ras t a júc im TV však vzniká oblasť, v ktorej je chyba zanedbateľné malá . Pre 

ešte väčšie N sa t á t o oblasť postupne ďalej rozširuje. P r i vysokom ráde aproximácie 

pres táva záležať na voľbe A , t0. 
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A 0 - 1 t 

0 

Obr. 4 . 9 : Priebeh chyby £4(A, č 0 ) posunu tý o in tegračnú konš tan tu , tm — 0, 5, k — 5. 

Obr. 4.10: Priebeh chyby £25(A, čo) posunu tý o in tegračnú konš tan tu , tm = 0 ,5 , 

k = 5. 
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Celý postup som zopakoval pre vše tky r ády N. Obrázok 4.11 zobrazuje chybu 

aproximácie s parametrami na základe momentov (plná čiara) a min imálnu možnú 

chybu zodpovedajúcu danému TV (prerušovaná čiara) . Pre malé N bolo chybu možné 

ďalej minimalizovať. Treba však pr ipomenúť , že t á t o numer ická minimal izácia si 

vyžiadala o štyri r ády vyšší počet výpočtových operácií než výpočet momentov. 

100 

Obr. 4.11: Chyba aproximácie na základe momentov a min imálne hodnoty chyby. 

4.2 Obdĺžnikový signál 

V predchádzajúcej časti sme mali možnosť vidieť, že metóda momentov zabezpe

čila pri malej výpočtovej náročnos t i veľmi rýchlu konvergenciu aproximácie signálu. 

Mohlo by sa teda zdať, že voliteľné parametre na základe momentov b u d ú vždy 

ideálnou voľbou. N a nas ledujúcom pr íklade ukážem, že to nemusí vždy byť pravda. 

fit) 

1 

1-1*1 
C 

0 
+ 

pre |*| < 1 — | 

p r e l - § < |*| < 1 + § (4-

pre 1 + | < 1*1 

Signál som zvolil podobne, ako článok [9], ale na rozdiel od uvedeného č lánku na sig

nále p r e skúmame aj správanie os ta tných optimalizačných metód. Ide o okno, pr ičom 

dobu trvania h r á n udáva e G (0; 1). 
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4.2.1 Využitie momentov signálu 

Pre momenty opäť ľahko odvodíme 

m 0 
2 -

e ^ _ e 2 
60 + 6 3 + 3 

2 

(4.9) 
m i = 0 

m 2 

m 3 

a pre op t imálne parametre m e t ó d y na základe momentov dos távame 

toM = 0 

~ 4 / - e 4 + 1 0 e 3 - 2 0 e 2 + 40e Jě 
A m = V U0 " V 3 

Vidíme, že A M je v podstate závislá len na strmosti h r á n signálu. 

P r i tomto signáli môžeme urobiť j ednoduchý odhad min imálneho p o č t u členov 

aproximácie po t rebných na to, aby bola kvadra t ická chyba rozumne malá . Podľa 

vzťahu (3.7) môžeme na základe doby trvania signálu predpokladať , že min imálna 

rozumná mierka je 

\/2N + 1 

Porovnan ím vzťahov (4.10) a (4.11) dos távame približný odhad 

(4.11) 

N > (4.12) 

Obr. 4.12: Minimálny po t r ebný rád aproximácie na základe momentov. 
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Obr. 4.13: Aproximácia signálu f (t) radom Hermiteovych funkcií fioo(t), e = 

57 



Obr. 4.15: Chyba (plná) a jej h o r n á hranica (prerušovaná) v závislosti na r áde ap

roximácie N. 

Je zrejmé, že s klesajúcou dobou trvania h r á n signálu naozaj dochádza k potrebe 

väčšieho p o č t u členov aproximácie signálu. Vš imnime si súvislosť medzi grafmi 4.12 

a 4.15. Obrázok 4.15 naozaj potvrdzuje, že pribl ižné úvahy vedúce ku vzťahu (4.12) 

o min imá lnom potrebnom ráde boli správne. 

4.2.2 Využitie doby trvania signálu 

Predpokladajme, že signál f (t) je navzorkovaný napr ík lad v intervale t G (—2; +2). 

Keďže t á t o m e t ó d a n i jakým spôsobom nezohľadňuje skutočný priebeh signálu v rámci 

uvedeného intervalu, pre odhad opt imálnych parametrov bude platiť 

~ 2 
tor = 0 XT= -, (4.13) 

V 2 7 V + 1 

Takto zvoleným parametrom zodpovedá kvadra t ická chyba aproximácie signálu uve

dená na obrázku 4.16. Kval i ta aproximácie je prakticky nezávislá na strmosti h r á n 

okna a navyše je výrazne lepšia než pri použi t í momentov signálu. 
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Obr. 4.16: Chyba aproximácie na základe trvania signálu v závislosti na ráde N. 

4.2.3 Využitie gradientu chyby 

Pre uvedený signál sa ukázal i voliteľné parametre o d h a d n u t é na základe doby trvania 

signálu ako veľmi dobrá voľba, ale na poč ia točný odhad mierky som použil vzťah 

(4.11). Počet skúmaných bodov som zvoli l M2 = 100 a preto m á s k ú m a n á oblasť 

rozmery 10 x 10 bodov. N a obrázku 4.17 vidno, že pri veľkých rozostupoch medzi 

bodmi vzorkovania sa nijaký z bodov nemusí nachádzať dos ta točne blízko globálneho 

minima a preto neodha l íme úplné minimum chyby. To zároveň vysvetľuje, prečo nie 

sú grafické priebehy 4.18 mono tónne klesajúce. 
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Obr. 4.17: Priebeh chyby £s(A,to) posunu tý o in tegračnú konš tan tu , e = 10 

Obr. 4.18: Chyba aproximácie na základe numerickej opt imalizácie v závislosti na 

ráde N. 
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Použi t ie numerickej m e t ó d y opäť prinieslo ďalšie zmenšenie £ rjv optoti predchá

dzajúcim m e t ó d a m . A k by sme nemali k dispozícii vhodný poč ia točný odhad, akým 

je vzťah (4.11), mohli by sme jednoducho využiť napr ík lad výsledné parametre mo

mentov. Obrázok 4.19 porovnáva aproximáciu signálu s využ i t ím parametrov na 

základe momentov /SOM(^) a aproximáciu, ktorej parametre boli zlepšené využi t ím 

numerickej opt imalizácie /SOG(^) r á d u 50. Došlo k vý raznému zmenšeniu relatívnej 

kvadratickej chyby z ^ 5 O ( A M , t0M) = 0,229 na ^ 5 O ( A G , Í O G ) = 0,006. 

1.4 

1.2 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 
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1 1 1 

f (t) 
-P u\ 

A r k lUiuiui iuiuuM v — 
J DUM V,"/ 
/ 5 0 C ( Í ) 

-v 
P p i 

J v 
" w U y i 
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-1.5 -0.5 0 0.5 1.5 

Obr. 4.19: Aproximácia /SOM(^) a jej oprava /SOGWJ e = 10 

4.3 Porovnanie výsledkov metód 
N a dvoch jednoduchých signáloch, k toré sú v praxi celkom bežné, sme mali mož

nosť vidieť, ako sa správajú jednot l ivé m e t ó d y opt imálnej voľby volných parametrov 

aproximácie signálu konečným radom Hermiteovych funkcií. 

M e t ó d a využívajúca trvanie signálu je nená ročná na výpočet . N a obrázkoch 4.5 

a 4.16 vidno, že vše tky kr ivky sú si v podstate podobné . Takmer nezávisia na poč te 

per iód harmonického priebehu alebo strmosti h r á n okna. M e t ó d a zabezpečí približne 

rovnako rýchlu konvergenciu aproximácie , bez ohľadu na zložitosť spracúvaného sig

nálu. 
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M e t ó d a využívajúca momenty signálu zohľadňuje aj zložitosť spracúvaného sig

nálu. Môže zabezpečiť lepšie parametre než predchádza júca m e t ó d a , n a j m ä pri sig

náloch, k toré nemajú s t rmé hrany. V pr ípade , že signál obsahuje mnoho p rudkých 

hrán , n a r a s t á veľkosť momentu 777.3 a z ískaná mierka môže byť nevyhovujúca. Apro

ximácia signálu si potom vyžaduje veľmi veľký počet členov spektra, ako naznačuje 

obrázok 4.12. 

Numerické hľadanie globálneho minima chyby aproximácie využ i t ím gradientu 

dáva najlepšie výsledky a dokáže úplne minimalizovať kvadra t ickú chybu. Nájde

nie globálneho minima £JV(A, to) z n a m e n á najväčšiu výpoč tovú náročnosť spomedzi 

uvedených me tód . 
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5 ZÁVER 

V práci sa mi podarilo preskúmať základné teoretické poznatky o Hermiteovych po-

lynómoch a Hermiteovych funkciách. Tieto poznatky som potom previedol do kódu 

v pros t red í M A T L A B R2015b, pr ičom napísaný kód som postupne zdokonaľoval a 

výsledkom je možnosť generovať Hermiteove funkcie do r á d u asi 650. Vlastnosti zís

kaných funkcií som preskúmal v časovej a vo frekvenčnej oblasti využ i t ím Fourierovej 

a Gaborovej t ransformácie . Napokon som overil t r i spôsoby voľby op t imálnych para

metrov, k toré sa navzájom dopĺňajú a umožňujú minimalizovať chybu aproximácie. 

Ukázalo sa, že r o z u m n á m e t ó d a ná jdenia op t imálnych parametrov aproximácie je 

využit ie doby trvania signálu. V pr ípade , že je po t r ebné nájsť globálne minimum 

chyby, je možné využiť m e t ó d u na základe gradientu chyby aproximácie. 

Uvedomujem si, že algoritmy, k toré som v rámci tejto práce vytvori l by sa dali 

neustá le zlepšovať. Napr ík lad pri numerickom hľadaní mierky by sa dala rozumnej

šie voliť sieť bodov, v k torých je poč í t aný gradient a t ý m by sa znížila výpočtová 

náročnosť. Algoritmus generovania Hermiteovych funkcií by sa ešte dal upraviť tak, 

aby bolo možné generovať vyššie rády. Tieto a podobné úp ravy neboli po t r ebné 

pre získanie výsledkov, k to ré v práci uvádzam a preto som ich vynechal. V pr ípade 

potreby by bolo možné uskutočniť uvedené zmeny. 

63 



L I T E R A T Ú R A 

[1] R E K T O R Y S , Kare l . Přehled užité matematiky. 2., opr. vyd. Praha: Naklada

tels tví technické literatury, 1968. Česká matice technická ( S N T L ) . 

[2] H A R D Y , Godfrey Harold a Werner R O G O S I N S K I . Fourierovy řady. Přeložil 

Alois K U F N E R . Praha: SNTL-Naklada te l s tv í technické literatury, 1971. 

[3] S L E P I A N , David; P O L L A K , Henri O. Prolate Spheroidal Wawe Functions, 

Fourier analysis and Uncertainity II. Bell System Technical Journal. Janury 

1961, pp. 43-63. 

[4] A N D R E W S , Larry C. Special functions of mathematics for engineers. 2nd ed. 

New York: M c G r a w - H i l l , 1992. I S B N 0070018480. 

[5] L E B E D E V , Nikolaj Nikolajevič. Speciální funkce a jejich použití: vysokoškolská 

příručka pro elektrotechnické fakulty : určeno inženýrům ve výzkumu a poslu

chačům vysokých škol technických. Praha: S tá tn í nak lada te l s tv í technické lite

ratury, 1956. Rada theoret ické literatury. 

[6] S Z E G O , Gabor. Orthogonal polynomials. American Mathematical Society, Pro

vidence, Rhode island, 1939. 

[7] L E I B O N , Gregory. A Fast Hermite Transform, Theoretical Computer Science 

2008 December 17; 409: 211-228. 

[8] D E N B R I N K E R , Albertus C ; B E L T , Harm J W . Opt imal free parameters in 

orthonormal approximations. IEEE transactions on signal processing, 1998, 

46.8: 2081-2087. 

[9] E SILVA, T . Oliveira; B E L T , H . J . W . O n the determination of the optimal cen

ter and scale factor for truncated Hermite series. In: European Signal Processing 

Conference, 1996. EUSIPCO 1996. 8th. I E E E , 1996. str. 1-4. 

[10] F L A N D R I N , Patrick. A note on reassigned Gabor spectrograms of Hermite 

functions. 2012, pp.15. 

[11] Euler method. Wikipedia, The Free Encyclopedia [online], [cit. 27.5.2017] 

Dos tupné z: 

https:/ /en.wikipedia.org/w/index.php?tit le=Euler_method&oldid=779889360 

64 

https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Euler_method&oldid=779889360


Z O Z N A M S Y M B O L O V , VELIČÍN A S K R A T I E K 

Hn Hermiteov polynom r á d u n 

ipn Hermiteova funkcia r á d u n 

& priama Fourierova t ransformácia 

J ^ " - 1 inverzná Fourierova t ransformácia 

£TV kvadra t ická chyba aproximácie signálu r á d u TV 

£r7v re la t ívna kvadra t ická chyba aproximácie signálu r á d u TV 

Li2(a,b) priestor kvadraticky integrovateľných funkcií 

N množ ina pr i rodzených čísel 

N° množ ina pr i rodzených čísel (s prvkom 0) 

A časová mierka Hermiteovej funkcie - time scale 

S T F T k r á t k o d o b á Fourierova t ransformácia - short-time Fourier transform 

ŕo časový posun Hermiteovej funkcie - time shift 

T per ióda 

OOQ uhlová frekvencia harmonického signálu 
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A V Y B R A N É ČASTI N A V R H N U T É H O K Ó D U 

A . l Generovanie Hermiteovych polynómov 

Výpis A . l : HPolynomial 
1 f u n c t i o n [ 0 U T _ v a l u e ] = H P o l y n o m i a l ( n, x ) 
2 X HPOLYNOMIAL (n, x) generates Hermite polynomials 
í % x time vector 

A % n order 
5 Hn_2 = o n e s ( 1 , l e n g t h ( x ) ) ; 
6 H n _ l = 2*x; 
7 s w i t c h n 
8 c a s e 0 

9 0 U T _ v a l u e = Hn_2 ; 
IO c a s e 1 
n 0 U T _ v a l u e = H n _ l ; 
12 o t h e r w i s e 
13 f o r i = 1: n-1 
14 0 U T _ v a l u e = 2 * x . * H n _ l - 2 * i * H n _ 2 ; 
15 Hn_2 = H n _ l ; 
16 H n _ l = 0 U T _ v a l u e ; 
17 end 
18 end 

A.2 Generovanie Hermiteovych funkcií 

Výpis A.2: HFunction 
1 f u n c t i o n [ y ] = H F u n c t i o n ( t , n, s, tO ) 
2 XHFUNCTION Evaluates the Hertmite junction of order n at 

•point t 
3 % HFUNCTION(t,n,tO,s) uses 
4 % t time, can be scalar or vector 
5 X n order of Hermite function 
e X s time scale 

7 X tO time s h i f t 
8 X scales Hermite function to HF((t-tO)/s) 
9 X HFUNCTION(t,n) uses default parameters tO = 0; s = 1 
io i f ~ e x i s t ( ' s ' v a r ' ) X default scale value 
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n s = l ; 
12 end 
13 i f ~ e x i s t (' tO ',' v a r ') % default time s h i f t 
u t0=0; 
15 end 
16 t = ( t - t O ) / s ; % substitution 

17 y = p i ~ ( - l / 4 ) ; % Hermite function (HF) of order 0 
i s i f n > 0 
19 y _ l = y; 
20 y p i ~ (-1/4) * s q r t (2) * t ; % HF of order 1 

21 f o r k = 2 : n 
22 y_2 = y _ l ; % y_2 ... HF of order k-2 

23 y _ l = y ; % V-l • • • HF of order k-1 
24 y y _ l . * t * s q r t ( 2 / k ) - y _ 2 * s q r t ( ( k - 1 ) / k ) ; 
25 end 
26 end 
27 y = y . * e x p (-t . ~ 2 / 2 ) / s q r t ( s ) ; 
28 i f ~ i s e m p t y ( f i n d ( i s n a n ( y ) ,1)) % check if there are NaN 

values 
29 w a r n i n g ( ' U n a b l e u t o u e v a l u a t e u f u n c t i o n . u 0 r d e r u t o o u h i g h . 

' ) 
30 end 
31 end 

A.3 Priama Hermiteova transformácia 

Výpis A.3: HSpectrum 
1 f u n c t i o n [ c, sO, tO ] = H S p e c t r u m ( f , t , N, sO, tO ) 
2 XHSPECTRUM(f, t,N) Evaluates Hermite spectrum of signal f 
3 % f signal vector 
i % t time vector 
5 % N maximal order of Hermite function in the 

approximation 

6 i f - e x i s t ( ' t O ' , ' v a r ' ) 
7 t0=0; 
8 end 
9 i f ~ e x i s t ( ' s O ' , ' v a r ' ) % default scale value 
10 [ s O . t O ] = H S c a l e M ( f , t ) ; 
11 end 
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12 c = z e r o s (1 , N + l ) ; 
13 t_HF = ( t - t O ) / s O ; % substitution 

14 HF = p i ~ ( - l / 4 ) / s q r t (sO) ; 
15 c ( l ) = t r a p z ( t , f . *HF . * e x p (-t_HF . ~ 2 / 2 ) ) ; 

16 i f N > 0 
17 HF_1 = HF; 
18 HF = p i ~ ( - l / 4 ) * s q r t (2 ) * t _ H F / s q r t (sO) ; 
19 c ( 2 ) = t r a p z ( t , f . *HF . * e x p ( - t _ H F . ~ 2 / 2 ) ) ; 

20 f o r k = 2 : N 
21 HF_2 = H F _ 1 ; % y_2 ... HF of order k-2 

22 HF_1 = HF; % y_l ... HF of order h-1 

23 HF = HF_1 . * t _ H F * s q r t ( 2/k) - HF_2 * s q r t ( (k - 1 ) / k ) ; 
24 i f ~ i s e m p t y ( f i n d ( i s i n f ( H F ) , 1 ) ) % check if there 

are Inf values 

25 w a r n i n g ( ' U n a b l e u t o u e v a l u a t e u f u n c t i o n . u 0 r d e r u 

t o o u h i g h . u H i g h e r u c o e f f i c i e n t s u c u w i l l u b e u  

r e p l a c e d y b y u z e r o s ! ') 
26 b r e a k 
27 e l s e 
28 c ( k + l ) = t r a p z ( t , f . *HF . * e x p (-t_HF . ~ 2 / 2 ) ) ; 

29 end 
30 end 
31 end 
32 end 

A.4 Inverzná Hermiteova transformácia 

Výpis A.4: HSpectrumlnv 
1 f u n c t i o n [ f ] = H S p e c t r u m l n v ( c, t , sO, tO ) 
2 XHSPECTRUMINV( c, t, s, tO ) Evaluates iverse Hermite 

transform 

3 % c vector containing spectrum coefficients 

i % t time vector 

5 % sO time scale 

6 % tO time shift 

7 i f - e x i s t ( ' t O ' , ' v a r ' ) 
8 t0=0; 
9 end 

IO i f ~ e x i s t (' sO ',' v a r ') 
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12 end 
13 t_HF = ( t - t O ) / s O ; % substitution 

14 HF = p i ~ ( - l / 4 ) / s q r t (sO) ; 
15 f = c ( l ) * H F . * e x p ( - t _ H F . ~ 2 / 2 ) ; 

16 N = l e n g t h ( c) - 1 ; 

17 i f N > 0 

18 HF_1 = HF; 
19 HF = p i ~ ( - l / 4 ) * s q r t (2 ) * t _ H F / s q r t (sO) ; 
20 f = f + c ( 2 ) . * H F . * e x p ( - t _ H F . ~ 2 / 2 ) ; 

21 f o r k = 2:N 
22 HF_2 = H F _ 1 ; % y_2 ... HF of order k-2 

23 HF_1 = HF; % y_l ... HF of order h-1 
24 HF = HF_1 . * t _ H F * s q r t ( 2/k) - HF_2 * s q r t ( (k - 1 ) / k ) 
25 i f ~ i s e m p t y ( f i n d ( i s i n f ( H F ) , 1 ) ) % check if there 

are Inf values 
26 w a r n i n g ( ' U n a b l e u t o u e v a l u a t e u f u n c t i o n . u 0 r d e r u 

t o o u h i g h . u H i g h e r u c o e f f i c i e n t s u c u w i l l u b e u 

r e p l a c e d u b y u z e r o s ! ') 
27 b r e a k 
28 e l s e 
29 f = f + c ( k + l ) * H F . * e x p ( - t _ H F . ~ 2 / 2 ) ; 

30 end 
31 end 
32 end 
33 end 
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B O B S A H P R I L O Ž E N É H O C D 

Priložené C D obsahuje: 

1. Tento dokument. 

2. Funkcie: 

• HFunct ion.m - generuje Hermiteove funkcie 

• H M a x R o o t . m - vracia polohu najväčšieho koreňa Hermiteovho polynomu 

• HPlo t cm.m - vykreslenie členov spektra 

• HPolynomial .m - generuje Hermiteove polynomy 

• HRoots .m - nájde vše tky korene Hermiteovych polynómov 

• HScaleG.m - vracia voliteľné parametre určené na základe gradientu 

• HSca leM.m - vracia voliteľné parametre určené na základe momentov 

• HSpectrum.m - priama Hermiteova t ransformácia 

• HSpectrumlnv.m - inverzná Hermiteova t ransformácia 

3. Demonš t račné skripty: 

• aprox_s inG.m - voľba parametrov na základe gradientu 

• aprox s inM.m - voľba parametrov na základe momentov signálu 

• aprox s inT.m - voľba parametrov na základe doby trvania signálu 

• a p r o x w i n d o w G . m - voľba parametrov na základe gradientu 

• a p r o x w i n d o w M . m - voľba parametrov na základe momentov signálu 

• aprox_windowT.m - voľba parametrov na základe doby trvania signálu 

• boxcars.m - aproximácia signálu obsahujúceho tr i okná 

• fourier spectrum.m - využi t ie Hermiteovho jadra pre ha rmonickú ana

lýzu signálu 

• g r a f y H F . m - grafické priebehy Hermiteovych funkcií 

• k o r e n e H F . m - poloha koreňov Hermiteovych polynómov 

• po lynomym - grafické priebehy Hermiteovych polynómov 

• preverenie ortonormality. m - kontrola kvality generovaných funkcií 

• priepustnostHT.m - vplyv r á d u Hermiteovho jadra na získané harmonické 

spektrum signálu 

• spektrum 2sinus.m - spektrum signálu obsahujúceho dve frekvenčné blízke 

harmonické zložky 

• time frequency.m - Gaborova t ransformácia Hermiteovych funkcií 

• vplyv kroku.m - vplyv kroku na momenty signálu 

• window signál .m - zlepšenie voliteľných parametrov na základe momen

tov využ i t ím gradientu 

Súbory boli vytvorené a otes tované v pros t red í M A T L A B R2015b. 
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